Die Beriihrungskegelschnitte der ebenen Kurven 4. Ordnung mit 2 Doppelpunkten.

Steiner hat alle 3 Systeme von Iegelschnitten behandelt, die 2 Kreise 4 mal beriihren
(wenn man das Hindurchgehen durch einen endlichen Schnittpunkt der Kreise als [uneigent-
liche] Beriihrung mitrechnet). Zwei dieser Systeme*) bestehen aus dhnlichen (nicht parallel-
axigen) Kegelschnitten und sind vom Verf. fiir die bizirkulare Kurve 4. Ordnung verallcemeinert
worden, wobei sich herausgestellt hat, dass diese Kurve 12 solcher Systeme (,2") besitzt™").
Das dritte System dagegen®**) besteht aus parallelaxigen (nicht dhnlichen) Kegelschnitten.
Die vorliesende Arbeit ist ein Versuch, dieses System nach derselben Richtung hin auf ana-
Iytischem Wege zu verallgemeinern, niimlich so, dass an Stelle des Kreispaares die allgemeine
bigirkulare Kurve 4. Ordnung tritt****),

Hierbei zeigt sich, dass diese Kurve nur 1 solches
System hat. Es soll kurz mit I'™ begeichnet werden.
Dia 12 Systeme X h-.'iu:_*;pu von 5 Konstanten P, A, B, g, w abTy), von denen sich die
erste. wenn die Gleichung der bizirkularen Kurve 4. Ordnung € in der Normalform
(1) (24992 ap® - by2 4200 4 2eh =0
ist+1), aus der fiir P'= (8P a - 6)* kubischen Gleichung
P — P2 [30* — 2ab - - ab2 - 32f] 4+ P’ {(on— b)*(3a® —+ 2ab - 30%) — 64 . |3 (a0* —|= be?)

— (bd2 - ae?)] - 128abf - 256§ — {(a -+ ) [(a — b)* — 16| - 32 (b*-¢*)}* =10
bestimmt{{+), wihrend fiir die iibrigen 4 Konstanten quadratische und lineare Gleichungen zu
lgsen sind. Das System I hiingt ebenfalls von 5 Konstanten e, 8717 Loy Yo . ab, die sich
aber aus lauter linearen Gleichungen berechnen lassen.

Die einzelnen Kegelschnitte des Systemes I' mégen &, ihre Mittelpunkte M heissen, Der
Koordinatenanfang bei der Normalform von € heisse K. Es soll sich jetzt darum handeln,
das System I" aus folgenden Bedingungen zu bestimmen:

[} I* soll eine Kurve 4. Ordnung einhiillen.

1) Die Mittelpunkte M der Kegelschnitte & sollen eine gleichseitize Hyperbel 5, erfiillen.

[11) Die Axen aller Kegelschnitte ® sollen den Asymptoten von 9, parallel sein.

#) Bteiner, Gezammelte Werke, Bd. 11, 8. 463 L

#¥) 0, Richter, [her die Systeme der Kogelschnitte, die eine bizitkulare Kurve 4. Ordn. 4 mal beriihren.
Lpzg., B. @. Teulmer, — Diese Abhandlung wird, weil auf sie im folgenden biter verwiesen werden muss, kurz
mit (A.) bezeichnet werden.
) Steiner, Ges. Werke, Bd. II, 8. 447 f1.
#%) Vgl hierzu Zeitschr. f. Mathem. u. Phys., 1801, 5. 191,
1) (A) B. 8, 7, 8. ) (&) 8. 14,
wia nach lingerer Rechnung aus (A 8. 18 Gl (51.) folgt.

.i‘ hier haben e, 2 elue anders Bedeutunz als in (A




IV) Unter den Kerelschnitten (& .sollen sich 4 befinden, die in je 2 Gerade zerfallen, und
zwar sollen ihre Mittelpunkte M,, M., M., M, die Schnittpunkte von %, mit einer anderen
rleichseiticen Hyperbel sein (vgl. Fig. 1).

V) Unter den Kegelschnitten & soll es einen geben, dessen Axen beide unendlich gross
sind, dessen Mittelpunkt aber ein im Endlichen liegender Punkt K auf 9, ist

VI) Die beiden Kegelschnitte &), deren Mittelpunkte die unendlich fernen Punkte von 9,
sind, sollen endliche Parabeln sein.

Nachdem dieses System bestimmt ist, wird sich zeigen, dass die eingehiillte Kurve eine
bizirkulare Kurve 4. Ordnung sein kann, und dass dann der in V) genannte Kegelschnitt als un-
endlich grosser Kreis erscheint, dessen Zentrum mit dem Mittelpunkte des Doppelbrennpunkts-
viereckes von € zusammenfillt, so dass die Parallelen durch K zu den Asymptoten von £, die
Axen von & sind™*).

Die Vermutung III) ist sehr naheliegend, da sie sich sowohl in dem Steinerschen Spezial-
_ fatle bestiitigt findet, als auch mit dem Satze in Ubereinstimmung steht, dass die Doppeltangenten
einer bizirkularen Kurve 4. (. paarweise enfgegengesetzt gleich gegen jede Kurvenaxe geneigt
sind**), da die Doppeltangentenpaare als zerfallende Kegelschnitte in " auftreten miissen. Auch
die Bedingungen V) und VI) werden vorliufiz gerechtfertigt durch den genannten Spezialfall.
Die II. Bedingung stiitzt sich anf den Satz, dass bei jeder bizirkularen Kurve 4. Ordnung €
die Mittelpunkte der 4 Doppeltangentenpaare (oder Brennpunktskreise) mit K eine gleichseitige
Hyperbel bestimmen, deren Asymptoten den Axen von € parallel sind, sowie auf den erwjihnten
Spezialfall. Die Bedingung IV) aber besagt nichts anderes, als dass die Mittelpunkte der 4
Doppeltangentenpaare ein Viereck bilden, worin jede Ecke der Hihenschnittpunkt des von den
3 tibrigen Ecken gebildeten Dreieckes ist. Die Bedingung I) endlich bedarf keiner weiteren
Erlduterung**%),

&5
Bestimmung des Systemes T

Die Grundhyperbel $, muss nach IV) mit einer anderen gleichseitigen Hyperbel $ zum
Schnitt gebracht werden. Da es nun durch die Schnittpunkte zweier gegebenen gleichseitigen
Hyperbeln stets eine gleichseitige Hyperbel giebt, deren Axen gegebene Richtungen haben, so
darf man die Hyperbel § beispielsweise so wihlen, dass ihre Axen den Axen von € parallel
sind. Wiihrend die Koordinaten im Normalkoordinatensystem gz, y sein sollen (1), mégen die
dazu parallelen Asymptoten von $, mit dem Mittelpunkie K, als x- and y-Axe bezeichnet werden.

Die Koordinaten von K, in (, y) seien p=e&, ) =@ (5. Figur 1), daher §, in (x,y) und (x, )

(B5) Xy =10 (2v) m— 1 —he=0.

Die Abszisse und Ordinate eines Punktes von £, in (x,¥) sollen auch m und n heissen,
so dass filr einen solchen Punkt mn—ecf und x=m, y =n ist; dann ist die Parameterdar-
stellung von §,

in (1) : {3%) ' I=—a-1-m in (x,¥):(3%) l X=m
l R :_fxi-'a': l 8 ef¥
1= J m’
) (A) B. 37. *#¥) (A) B. 48,

) Fast alle im folgenden anfgestollten Siitze Insgen sich der Projektivitit wegen sofort auf die allgemeins

Plankurve 4. Ordnung vom Geschlechte 1 li‘bor'n'n\n_;.m_
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Endlich soll

(4.) = W
£
gesetzt werden. Dann ist fir §,
(o%,) r=w(l 1-w) (5% [ X =W
1 i l 3
I:il’] S  —
R A w) ; W

Die Gleichung der Tangente an $, in dem Punkte (5.) ist
(64) rB-t-pew? —ef(l4w)P=0 oder (6%) x8-} yew? —2efw =0,
Der Gegenpunkt von K auf ©, sei K'; die unendlich fernen Punkte von £, in der Rich-

tung der p- und y-Axe sollen £, 2, heissen. Dann hat man fiir die ansgezeichneten Punkte
K, K, 8., 8

() K: m=—a, w=—1
K: m=-ea w=-1
pees  M—.00; W — o
2 m=—1, w= [

Die Gleichung

g irgend eines Kegelschnittes & mit dem Miftelpunkte x —=m, y =n sei, aunf

seine eigenen Axen x', y' (parallel x, y nach I1L) bezogen,
(8) =x'2 il
LA
Nun liegt die Aufpabe vor, auf Grund der Bedingungen I) bis VI). A und B als Funktionen
von m zn bestimmen. Zu, diesem Zwecke sei als Gleichung von $ festgesetat
(9 E—r)'——1,)2=0C, oder (9%) (x 0} — (y — &2 =04
dann ist der Mittelpunkt von $ in (r, y) bez. (x, y)

RIS e =1, (Lov) [fx=19 (10%) fi—=1, — e
Ly=1, | v —¢, dabei |e— 1, £

(vgl. Fig. 1). Aus (9%) und (3%) folgt fiir die Mittelpunkte der zerfallenden Kegelschnitte (Be-
dingung 1V)
(11) @, (mj=m*— 2dm? - (§* — &2 — Q) m*® |- 2exfm — 62 = (),
Bezeichnet -man mit A’, B’ zwei unbekannte Funktionen von m, so muss zufolge IV) und
(8) A=A'd,, B=B'd, sein. Damit aber V) erfiillt werde, muss nach (7.) A'= = j:_n‘

B : ¢ | 3 :
3 — gein, wenn A", BY neue, fiir m= — &« nicht versechwindende Funktionen von
ey . [
|

m sind. Nach VI) und (7.) muss fiir m =co y DT M =10 Lli eine endliche (risse sein

.:\.

(A und B selbst aber unendlich gross), denn diese Quotienten sind den Quadraten der Parameter
" _!Lm Bui

der Parabeln proportional. Setzt man demgemiss A" = .m" y B = TR i erhilt man nach

- k ] 4
oA it g B* Baid e B :
(1L fir m =occ A =A% mi=t B=DB" mé=" also =———.m"— 28 fiir m=0 aber
/ ; A Al
— 3R — e FER A2 — A2 3 : .

A = o B = o daher e .m—2-+v  Hiernach erceben sich fiir

; | L R B B =

die Exponenten u, v die Gleichungen 1 —2v}-8=0, —2u 40 =0, woraus u=1, b =2
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At B . : s
A B = . worin noch die Grossen A" B“ zn be-

m (m - e)’ m? (m - )

stimmen sind. Dazu geniigen die Bedingungen T) und II). Nach IT) ist mit Riicksicht auf

folgt. Somit ist A =

9

(3%) und (8.) die Gleichung von & By —a«—m)*-+AQp—pF— n';) — AB, oder mit den fiir

A, B gefundenen Werten
(12) B"m({m—e)(r—e— m)2-L- A% (m -+ ) (pm — fm — )2 — AYBYd, = (.
Diese Gleichung ist mach (11.) von der Form
B“m*(1 — AY) - m?], + m*f, | mf, 4+ B4 (e 4 B"Y) =1,
wo die | Funktionen von r, j sind. Die linke Seite muss aber nach I) in m vom 2. Grade
sein; und das geschieht unter der einfachsten Annahme fiie A", B, nimlich dass diese Grissen
Konstanten sind, dann, wenn die Koeffizienten von m* und m® verschwinden. Dies giebt

A"=1, B“= —a. Betzt man diese Werte in A, B ein, so erhiilt man endeiltig
fona—— @) g el
m{m —|e) m*(m - e}
Weiter wird [vgl. (4.)]
sl =B I 1
(14) = == S
X A m W

Die Gleichung von ®& aber wird nach gehdriger Ordnung zufolge (12.)
(15) w2f, + wit, 8§, =0,
worin, wenn die Abkiirzung
16} 6 —e?* —(,=0C
eingefithrt wird,

N, =—9* —2ra 1 2B S — §* 4 2ed
(17.) 8y =1'—p?— e} 495+ 3a? — 38° — C
.'E’{:i I — 2re - 248 —;— ce? 38% — 20
ist. Die Gleichung der eingehiillten Kurve € aber ist §2, — 48,8, =0 oder
(¥*+9%)*
e 2r¥[8e® I 8% - 4ad 4 O] — 20%[e® | 352 -'!I-"'ff. ] l s
Al —+ B(pe — ypB)[e® — 2+ 2ad — 28 - C]
o?— [ — F2 |- 2ud — 28: 1 O] 1 (e® — __}'.'-' — C)21-16af (a1 8)(8 -2

Die Vergleichung mit (1.) ergiebt, dass die eingehiillte Kurve wirklich eine bizirkulare
Kurve 4. Ordnung und Gl (18) ihre Normalform ist. Hiermit ist z B. von neuem bewiesen,
dass die 8 Doppeltangenten einer solchen Kurve paarweise entgegengesetzt gleich gegen die
Axen geneigt sind. Der Nachweis, dass nur die vorhin gemachte Annahme iiber A, B auf
eine bizirkulare Kurve 4. Ordoung fiihrt, kann hier iibergangen werden.

Nach (10%) und (16.) kinnen die Gleichungen (17.), (18.) auch so geschricben werden:

R, = —9° — 2ra+ 298 +a? — 2| Jay,
(19) R, =1 — 9 — dre - 4yf | e 282 4 2ep, — 20y, — 1,2+, - C
Hy=1r*— 2te -2p8 |- a* — 2 — 2y,
(&*4-y°)*
(20) — 227 (5" — Bo® - Zako 289, — Co] + 2y* [ — 2ax, — 1,* — 28y, — Co
: —+8(re — 93 (" — 1.2 — C.)
— & (et — B (1,2 — 1 — C) - [iﬂ.ﬁ:)__‘,, — 28y, — (2. — 1,  —C,

3 _|~. 1 iir.cll'flg.fl]r-

-
|




Mit Benutzung der Abkiirzungen
21) 2er.=2%, 2=, 5. — 5. —C =8, F -9 —-3=—18
lautet endlich die Gleichung von €
22) (v — 2@+ 9+ 8)— &+ Y —B)+ 80z — 193
— (et — )G B2 |- 4%Y — 0.
Ist nun € gegeben und auf die Normalform (1.) gebracht, so hat man zur Bestimmung
der Systemkonstanten e, 5, r,, 1o, C; folzendes Gleichungssystem :
a=—2& -9+, b=—2EF+I—3),
(23.) b=4da3l, e=—483
= @+9) — 2@ — 98 +87 — 4=~ 48,
Die beiden ersten Gleichungen liefern:

(24) X9 =— a |_ f]‘ o j.l —b,
(=) ~3 1 5 i
darauf die dritte und vierte
- b l:
20.) g
e T T

Die Einsetzung dieser Werte in die fiinfte Gleichung gieht
. 2 . o0t pr—g2
26 F—) — = by S L .
A n—h[ 8 (i} -El]
Aus (24.) und (26.) folgt
4F — g — B —dn® L. 4pt 4F
(27 }‘;HT o) (a ____1_1)_. m__'_.'j'r!__ 9) — (41 o=t
4 (m— L‘_J' L file ; 2
und nach (21.), (24.), (27.)) ist
28) W= — (4] — ab) (a —b) ﬂ| de?
2(a —h)?

Schliesslich wird nach (21.), (25), (24.)

(29.) ;..::"“Ef@ﬂ.?i—:l?'”. de# 1].:_'._[1'-' 4f) (a—b) 4-4b*— 4¢* Rl o=
el B(a— b)b Gk 8(a— Db)e T
Die GL (25.) und (29.) enthalten die Losung der Aufgabe, das System I' zu bestimmen,
wenn € gegeben ist. Das Ergebnis ist, dass, wie vorauszusehen war, einer gegebenen Kurve
€ nur 1 System I' zukommt.

§ 2.

Eigenschaften von I

Nach (14.) hat man folgenden Satz:

Alle Kegelschnitte &, deren Mittelpunkte mit K auf demselben Aste von $,
liegen, sind Ellipsen; die @, deren Mittelpunkte auf dem anderen Aste liegen,
sind Hyperbeln. Beide Gruppen werden getrennt durch die beiden Parabeln, deren Mittel-
punkte £, & sind (vel. Fig. 6).

Von besonderen Kegelschnitten sind ausser den Parabelp B, P, noch 6 zu erwihnen.
Die® Gleichungen von 9B, %P, sind nach (15.) und (4.)

(80.) P(m=co): § =0; Polm=10): &, =0.

e . : : : " THiEg
[hre Seheitel sind also in (x,y) x =20 +5: ¥=0 bez. x =0, y= &5, ihre Parametor 2e bez. 25.




fi
Unter den & ist 1 Kreis &, ndmlich nach (14,) zu m = — e gehirig; d. h. er fillt mit
dem unendlich grossen & zusammen, da sein Mittelpunkt K ist. In der That ist die linke Seite
seiner Gleichung (fir w—=—1) &, — &, %, = 0 eine Konstante, némlich 3 (21.) Dagegen

ist der Kegelschnitt, dessen Mittelpunkt K' ist (m =), eine (und zwar die einzige) gleich-
seitige Hyperbel R. Ihre Gleichung (w=1) ist & - 8, + &, =0.

Dazn kommen noch die 4 zerfallenden Kegelsehnitte, deren Mittelpunkte sich aus der
Gleichung @, (m) = 0 (11.) ergeben. Da man eine gleichseitige Hyperbel (£,) niemals durch
sine andere gleichseitige Hyperbel (H) so schneiden kann, dass auf jedem Aste eine gerade
Anzahl von Schnittpunkten liegt, so ergiebt sich aus dem obigen Satze sofort:

Die Anzahl der reellen Doppeltangentenpaare einer reellen bizirkularen
Kurve 4. Ordnung ist stets ungerade (1 oder 3) (die Anzahl der reellen Mittelpunkte der
Doppeltangentenpaare aber gerade).

Aus (14.) erkennt man, dass je zwei Kegelschnitte &, deren Parameter w, w' in der Be-
ziehung

(31) ww=:l
stehen, einander &hnlich sind. Aber sie liegen nicht ihnlich, sondern es bedarf der Drehung
des einen um 90, um sie in ihnliche Lage zu bringen. Nach (6%) und (31.) hat man fir die
Mittelpunkte von 2 éhnlichen Kegelschnitten (8, ' t=e(l4+w), ) =pg{(1 - :;] bez, ' =wa(l J\'I'
h'=pg#(1-+w). Die Verbindungslinie beider Punkte, niimlich

A 1 \2
(32) 18-1Yhe e (Y w1 % “) =1}

hat daher eine von w unabhiingige Richtung. Ist w=w' also nach (31) w=_11, so0
ist die "’L‘L‘hi|1[llll]f_‘:i~5§;f_‘]'£lf.if: der dann zusammenfallenden Hi[’inlplm];fn die Tangente an H, in dem
gemeinsamen Mittelpunkte. Da aber durch w=—-1 die beiden Punkte K, K' dargestellt wer-
den, so gilt der Satz:

Je zwei Kegelschnitte ®, deren Mittelpunkte auf einer Parallele zur Tangente

an 9, in K liegen, sind dhnlich. Insbesondere erscheinen als dhnliche Kegelschnitte § und.

$t; N und A, B, und P,

Zwei beliebige Kegelschnitte & werden sich in 4 Punkten schneiden. Da sie aber
parallelaxig sind, so muss jedes solche Schnittpunkiviereck ein K reisviereck sein. Bei niiherer
Untersuchung zeigt sich, dass die Umkreismittelpunkte aller dieser Kreisvierecke mit

K zusammenfallen. Dies beruht darauf, dass sich &, §,, #, mit der Abkirzung ¥ = —2iw
—+ 28—+ «* — % nach (19.) und (10%) in der Form schreiben lassen
= 4+ L4-2e(e--4)

S=r"—y'} 28— —C
Sy =1? - Q2881 ¢).
Sind w, w' die Parameter zweier beliebigen &, so erhiilt man fiir den Umkreis ibres
Schnittpunktviereckes durch Subtraktion ihrer Gleichungen (15.) nach Multiplikation mit (w'—- 1)
bez. (w—-1)*

‘ ww! —1
o303 N L O L v et B —_— B - Ry 2| . =
(33.) z*+1 2(eexo 1 £Yo) — (%o Ha Co) (w 1) (w' 1) 0.

Hieraus folgt nach (31.):




Je zwei dhnliche Kegelschnitte des Systemes I' schneiden sich auf einem

und demselben Kreise
(34) 2*—-Y%=2(ex, | AY);

er enthilt also insbesondere die Schnittpunkte der Parabeln 9., Py und mag kurz der
Schnittpunktkreis von I' heissen (vgl. Figur 6).

Da die gegenseitigen Schnittpunkte von zwei zusammenfallenden & (w'= w) die Beriih-
rungspunkte mit € sind, so hat man weiter den Satz:

Die 4 Berithrungspunkte eines beliebigen Kegelschnittes & mit € liegen auf
einem Kreise um K:

. - = ; - ' . 3 Al 1
(35.) r¥<=1*=2 (ex, = o) I (xe®* — 9 — Cy) . -

W ]
{\'g] (33.)). Der Schnittpunktkreis (34.) muss, da N zwei zusammenfallende #dhnliche &
darstellt, die Beriihrungspunkte der gleichseitigen Hyperbel I enthalten.

Die Kreise (85.) kbnnen zugleich als die Kegelschnitte durch die Beriibrungspunkte eines
beliebigen @& (mit dem Parameter w) und die des unendlich grossen Kegelschnittes & (w—=—1)
aufrefasst werden. Demgemiiss kann jeder soleche Kreis auch in der Form

Tl 0 | W &

(96.) Wi e Hy=10
geschrieben werden (insbesondere fiir w =1 der Schnittpunktkreis §t, — §; = 0). Denn es
liisst sich leicht zeigen, dass bei jedem Kegelschnittsysteme w2, - wi, +— &y = 0, welches

eing Kurve 4. Ovdnung einhiillt, der durch die 8 Beriihrungspunkte von 2 beliebigen dieser

' die Gleichung ww'lt; 5 (w1 w)f. +— &

Kegelschnitte (w, w') gelegte Kegelschnitt 3 — (0 hat.

Die Parameter w", w von zwei solchen Systemkegelschnitten &*, &, die sich gegenseitig auf
T schneiden, sind dabei durch die Gleichung w'w'" — = (W4 W*)(Ww—- W) - ww'=0 ver-

bunden, die anzeigt, dass sich auch umgekehrt die Schnittpunkie von & und @' auf dem Kegel-
schnitte 8 befinden, der die Beriihrungspunkte von &%, & bestimmt, nimlich w"w"§,

i .}-['.'."' —w') R, + 8 =0, so dass jeder Kegelschnitt S, der mit & und &' ein Biischel bil-

det, die Berithrungspunkte von zwei anderen Systemkegelschnitten &, & enthilt, Daher ist

im System I' jeder Kreis (36) der Ort der Schnittpunkte von je zwei Systemkegelschnitten,
: 1 :

deren Parameter w”, w* durch die Gleichung w"w* —- 5 (w* 4w (1l —w)—w=0 verbun-

den sind (und deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, die durch den Schnittpunkt der in

K und dem Mittelpunkte des durch w bestimmten & an §, gelegten Tangenten liuft®)). Die

*). In l"iIt-rl-e-imiirmunug mit einem fiir jedes Kogelschnittsystem, das eine Kurve 4. Ordoung mit 2 Doppel-
punkten erzengt, celtenden Satze: Izt g die Ver bindungsgerade der Fl‘l-[-l-cl|lllllLLt', I der Kegelsehnitt;
der die Pole von g enthiilt, P, P* die Pole von g mit Beziehung aunf 2 beliebige Systemkogel-
sehnitte f &' und & der dio 8 Beriihrungspunkte von §#, ' enthaltende Kegelschnitt, so wird
jede Gerade durch den Pol von PP’ mit Bezichung auf 9 die Pols P4, P von g mit Beziehung aunf 2 nene

smkegelschnitte §87, §i"' bestimmen, die sich gegenseifiz auf £ schneiden. — Ausser diesem Batze wird im
folgenden noch ein anderer benutzt: Sind P P die Pole von g fiir 2 H:.':ﬂtl']ll.].‘&!g'.tl:i\"-hIl.iLin g4, 5 und
P, P' dia Pole von g fiir 2 andere ®, % von gsoloher Beschaffanheit, dass der durch ihre 8 Be-
rithrungspunkte gehende Kegelsehnitt £ mit Y, % ein Biigchel bildet, so werden P, P' mir




die Beriihrungspunkte der & bestimmenden Kreise erscheinen in (36.) als ein Biischel
w (R, — %)+ (._—}-.Stj — .5{'3)= 0, das durch die beiden besonderen Kreise (w = co, w — ()
28, — 8, =0, &, — 2%, =0 oder

(37) *+pi=2(ar, | M) T (1.2 — 9.2 —C,)
bestimmt wird, néimlich die Kreise durch die Beriihrungspunkte der beiden Parabeln DL 8

Die Kegelschnitte durch die Beriihrungspunkte von 3 und eines beliebigen & sind

(38) wf, - '3—‘ K+ R, =0.

Unter ihnen befindet sich der Schnittpunktkreis (w= —1) und R selbst (w—1).

Die Kegelschnitte §, durch die Br.']'l"th]'lingspuulﬂr- von je zwel dihnlichen
Kegelschnitten sind

’ oA : l w2 _

(39.) I:_ﬁJ -!'._'!E'-l.‘—-— |_ =1

' AT 2w
d. h. sie bilden ein Biischel. Dieses Biischel wird durch die Kerelzchnitte

(40%) S, =0 und (40%) &, &, =0

bestimmt. Beide sind mit N koaxiale gleichseitige Hyperbeln; der erste (w = co,w—0) ent-
hilt die Berithrungspunkte der beiden Parabeln By By, der andere (w= + V¥V —1) die Be-
riihrungspunkte der heiden imaginiiren Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf der durch
K, gehenden Geraden fx | ay =0 liegen *).

Zwei Kegelschuitte ®, deren Mittelpunkte Gegenpunkte auf %o (Endpunkte eines Durch-
messers yon §),) sind, migen kurz entgegengesetzte Systemkegelschnitte heissen. Dann sind
z. B. & und %, P, und B, B, und P, entgegengesetzte Kegelschnitte. Fiir entgegengesetzte
Kegelschnitte ist

(4L) w-rw'=0.
Die Kreise durch die Schnittpunkte von je zwei entgegenresetzten Kegelschnitten sind
g% .8 §m e i 2 2 it A
(4Z) 2P Fi=2 (ar; -M.) — 5 —1n-—C.).
1 —w#
Die Gleichungen der Kreise um K lassen sich mach (33.), (34.); (35.), (42.) mit Hilfe von
(21.) so zusammenfassen:

Fpt= (X4 4-3.f (w, w)

oder nach (24.)

: a-+bh a—b
)= — '! S 3 — . f{w, w').

dem FPole von P4 P fiir M in gerader Linie lingen. Drekt sich dann PP' um den zuletst genannten
Pol, s0 liuft £ bestindig durch die Schnittpunkte von 9 mit §o, —
der Kiirze halber nicht eingegangen werden.

) 'l'cl;!. 5. 8.

Auf den Beweis dieser Sitze kann hier

Die Kegelschnitte T durch die Berihrnngspunkts von je 2 Systamkegelschnitten 85, 6 miissen
offonbar ein Biischel bilden, sobald dic Parameter von @ M 2z B, sine
;]-J-[“' + %'} = const., oder 1; ll ] j-'
1 e W w
Fiir w' w vl':__hdrﬂ'.a‘. gich w 1. d: h; die |’-ﬁ5ﬂhn|p‘tuﬁ‘.h: werden duoreh I und § }-n;:_-qi[mmt1 deren .R‘r_-l|ni['1|;<m};|.-
in der That mit denen der beiden Kegalsehnitte (400), (40b.) zusammentallen,

der Gleichungen ww' = const. oder

const. erfiillen. Das Biischel (39.) entspricht der Gleichung ww! 1

b
I




§

Dabei ist Vo e BN il
(W, T w1 (w41)
f{w, w)=10

fiir 2 beliebige &),

o 5y dhnliche &,

2
wé—-1 ; 5
f(w,w')s =3 ' I o o ontgegengosetzte @,
; . w— 1 :
f(w, W) =— s s benachbarte (.
w1

Die vorhin penannten 2 imagindiren Kegelschnitte sind die einzigen Systemkegelschnitte,
die zugleich iihnlich und entgegengesetst sind. Der Biischelpunkt eines jeden Geradenbiischels,
das die Mittelpunkte von je zwei solchen Systemkegrelschnitten bestimmt, die sich auf einem
Kegelschnitte &, schneiden, liegt anf der Geraden KEK.K. Hervorzuheben ist unter diesen
Biischeln dasjenige, dessen Biischelpunkt K, ist, und dessen Gerade die Mittelpunkte von je zwei
solchen Systemkegelschnitten enthalten, die sich auf dem durch die Beriihrungspunkte von ;. *B,
sohenden Kegelschnitte begegnen. Dieser Kegelschnitt ist die Hyberbel (40%). Daher gilt der Satz:

Je zwei entregengesetzte Kegelschnitte des Systemes I schneiden sich auf
der gleichseitigen Hyperbel $, —0, deren Mittelpunkt K' ist, deren Axen den
Asymptoten von §, parallel sind, und die die Berithrungspunkte der Parabeln
.. B, enthilt. In der That ist ja jede von diesen Parabeln als ein Paar zusammenfallender
entregencesetzter Kepolschnitte zu betrachten (s. 8. 8).

Weiter hat man (5. d. Anm. 5. 8) den Satz:

Die Kegelschnitte & durch die Berithrungspunkte von je 2 entgegengesetzten
Bystemkegelschnitten bilden ein Bischel

Die Grundpunkte des Biischels werden durch die Systemkegelschnitte w —=0, w = oo, d. h.
durch die Parabeln 33, T8, bestimmt. Dieses Biischel & hat die Gleichung

(43) wikl, —§;=0.
Sind M, M' die Mittelpunkte von 2 entgegengesetzten Kegelschnitten -+w, so wird (vgl d.
Anm. 8. 7) der durch die 8 Berfihrungspunkte gehende R, (43.) der Ort der Schnitt-
punkte von je 2 solchen Systemkegelschnitten sein, deren Mittelpunkte auf einer
Parallelen zu den Tangenten in M, M’ an 5, liegen.

Als besonderen Fall erhilt man hieraus den Satz iiber die Schnittpunkte von je 2 Ghnlichen
Kegelschnitten (wenn M, M' mit K, K’ zusammenfallen). Von dem Biischel (39.) ist noch zu
e_|-\1,'ji_i|]]13“? dass es darin einen zerfallenden J‘;.r‘,f__“'|']$(_‘.||!i-ll'l' I{:H_'\_'J"H‘.bi_\ nimlich die ."i:i}']]']}ﬂtr|'§_’ﬂ von .";L,.

Auf dieselbe Weise lassen sich leicht die Kegelschnittbiischel durch die Schnittpunkte von
. und & oder B, und K verfolgen.

§ 8.
Die Asymptoten der Systemkegelschnitte .

Die Gleichung des Asymptotensystemes 2 eines Systemkegelschnittes & auf seine Axen
bezogen ist nach (8.) Bx'? 4 Ay'*=0, oder in den Koordinaten (z,y) und (x,y): B(zx —e — m)*

+A (l_] = 'r""f)":. 0, B(x —m)*- A (}' — E{—':f)P= 0; oder zufolge (15.):

I I
(44*) em(r—e—m)®—(@pm— Ffm — «F)* =0,

(445}  emi{x — m)? (ym—afd)t=10,
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oder endlich in (x', ¥ (s. (4.))

(44¢) ="t —wy'l=/(.
Hiernach sind die Asymptotensysteme ¥, falls man sich die Grundhyperbel §, und den Punkt
K gegeben denkt, im iibrigen villic unabhingiz von der eingehiillten Kurve €, die erst durch
Festlegung der Mittelpunkte der 4 zerfallenden Kegelsehnitte 6§ (durch die Konstanten LoD )
bestimmt wird. Dadurch gewinnt die Frage nach der von den 9 eingehiillten Kurve T noch
an Interesse. Diese Kurve mag kurz die Asymptotenkurve von I7 heissen,

Zuniichst erhebt sich, wie bei den & selbst, die Frage nach den Kreisen durch die Schnitt-
punkte von irgend zwei 9 9 denn ebenso, wie die @, sind die 9 parallelaxige Kegelschnitte,
je zwei A, A* bilden demmnach ein Kreisviereck. Aus (44%.) erhiilt man fiir den Kreis, der zu
A(m) und I (m’) gehtrt, indem man die Gleichung von A mit m' (e-}-m’), die von ' mit
m (e~ m) multipliziert und dann eine von der andern abzieht,

(£0.)  y*-pl- E=r10) o m“j (e £ = 0.
mm
Daher (ebenso wie bei den ) der Satz:

Zwei beliebige Asymptotensysteme 9,9 sehneiden sich anf einem Kreise. der
K zum Mittelpunkte hat.

Der Radius dieses Kreises hat den Wert Null, wenn

(46) ww'=— (-ﬁ):

%
i} L o ’ Sl fid 3% et :
ist. Die Mittelpunkte von zwei solchen &, ®’ sind x —=aw, y= " ; x'e=— " y—__ i die
W aw &)
i e AR 5 LoetwE — 33 il ey &
Gleichung der Verbindungslinie ist xe — y3 — =10, sie ist also (unabhiingig von w)
Xi = .

entgegengesetzt wie ein Lot anf KKK’ gegen die Axen geneigt, oder parallel der Normale von
5, in K. Daher der Satz:

Die Asymptotensysteme von je zwei Kegelschnitten @, G, deren Zentrale
parallel zur Normale von £, in K ist, schneiden sich auf dem Nullkreise K,

Aus (45.) erhdlt man ferner die besonderen Sitzn:

Die Asymptotensysteme von je zwei fihnlichen Kegelschnitten schneiden sich auf den
Kreisen
(14 w)?

W

-yt = (et 467

die von je zwei entgegengesetzten Kegelschnitten auf den Kreisen

= 1—w
I:-Ll by ‘1'- | _lJ: —_— ['“:“. 9 _II.}-::I_ —
. wi
der Kreis durch den Mittelpunkt und dureh die Beriihrungspunkte von 9 mit der

Asymptotenkurve T (w'=w) hat die Gleichung

(A7) 12l y®— (atw? —:‘;'?'1'-:"(] i “)_,
W
Hieraus liisst sich leicht die Gleichung der Beriihrungssehne s sines Asymptotensystemes
U ableiten. Denn sind %, % zwei benachbarte und dann zusammenfallende Asymptotensysteme
50 wird die Verbindungslinie q ihrer Mittelpunkte M, M’ die Tangente in M an $, sein, und
einer der durch ihre 4 Schnittpunkte gelegten zerfallenden Kegelschnitte aus der Tangente f in

¥

LB
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M an den Kreis (47¢) und der Berithrungssehne s bestehen. Nach (47°) und (5%) wird t dar-
gestellt durch

e 1w .

(48%) rew--hS= ‘; - (e 2 = 39),

Da sich die beiden Kegelschnitte 90 und (s, t) auf dem Kreise (47°) schneiden, so sind sie
parallelaxig, folglich sind s und t entgegengezetat gleich gegen jede Axe genecigt. Demnach muss
s von der Form rew —hf=g¢ sein, und da sich die Gleichung von U selbst nach (44%)
schreiben lisst w-(x — e (14+-w))2 —(hw—g(1- -u}]——-l} so muss die’ Identitiit

Sep3 | g8 8. g3 ] Lwy e
{i‘_‘;] - _w}[“ (z—e(l-w))*— (yw—p5(1- ~w))* ] “ = i [1_.9._;_1)-.*_ ( '“"_) (e ‘;‘r'jﬂi'jl
. Lynx- -8 — l. T d (ee2w2 - 3% ] Llix\’ he —q]

. : : 1—w, | wh 2
stattfinden. Daraus ergiebt sich g =— (eefw® - 3%). Also ist die Beriihrungsselne s
i .
l —w =hT
(48Y) rew —yf= — (a?w® - 3%)
J ) e
Diese Gleichung erhilt man aber auch durch Vertauschung von w mit w aus (48%). D. h:
bezeichnet man fiir den entgegengesetzten Kegelschnitt die Beriihrungssehne und die Tangente

an den entsprechenden Kreis (durch den Mittelpunkt und die Beriihrungspunkte des Asymptoten-
systemes) im Mittelpunkte des Kegelschnittes mit &, t', so filllt &' mit t und t' mt s zusammen.
Oder mit anderen Worten:

Sind M, M’ die Mittelpunkte von zwei entgegengesetzten Systemkegelschnitten,
g0 sind s=t und t=gs' die Lote aunf KM, KM in M M.

Hieran kniipft sich eine Reihe bemerkenswerter Siitze, von denen einige hervorgehoben
werden mogen. Fiir den Schnittpunkt von s und t erhilt man aus (48%%)
3

e
aw?’

. adwe
=
Also ist Xy ::.'.r.flJ'j, Das heisst:
Die Geraden s.t sechneiden sich in einem Punkte M“ der Grundhyperbel ,; oder:
Die Berithrungssehnen der Asympfotensysteme entgegengesetzter Kegel-

48°) | x =

schnitte treffen sich auf $,

Dadurch wird jedem Durchmesser MM’ von §, ein Punkt M“ auf §, zugeordnet. Nun
fragt es sich, welches die Asymptoten des ‘3nlem!m-r+ |schnittes & sind, der M“ zum Mittel-
punkte hat. Sind x*, y* die zu x, y parallelen Axen durch M so ist die Gleichung des

]
e

Asymptotensystemes von ®&* nach (44%) x*—w"y"* =0, worin zufolge (48°) und (5%)

(34 Z . ;

 HE— f_,“ - zu setzen ist, so dass das Asymptotensystem wvon @& durch (ewx")? — (By“)F=10
CE=W= « 3

i ik edw? e :
dargestellt werden kann, und weil x"=t—ae¢———, y'=)—f— 3 ist (nach (48¢)), die

W= i [ 1

f
3 R : i A oSy
Asymptoten von @ in (x, y) die Gleichungen ew |x— « T e = —1{) haben,
1ot A f

Diese beiden Gleichungzen stimmen aber volliz mit depen von t, s (48% % ) elbst iiberein. Folglich:
B I
Ak




12

Die Geraden s, t sind die Asymptoten eines Bystemkegelschnittes.
Umgekehrt: ;

Die Asymptoten irgend eines Systemkegelschnittes & treffen die Grund-
hyperbel §, in den Mittelpunkten M, M' yon zwei entgegengesetzten Kogelschnitten
nnd sind die Beriihrungssehnen fiir deren Asymptotensysteme.

Also nach dem Satze 8. 11 (zwischen (48%) u. (48¢):

Der Kreis iiber der Verbindungslinie von K mit dem Mittelpunkte irgend
eines Systemkegelschnittes trifft die Grundhyperbel §, in den Endpunkten eines
Durchmessers von $,; die Verbindungslinien dieser Punkte mit dem Mittelpunkte
sind die Asymptoten des Systemkegelschnittes (vegl. Fig, 2).

Und weiter:

st M der Mittelpunkt irgend eines Systemkegelschnittes, 3 sein Asymptoten-
system, M’ der Mittelpunkt des entgegengesetzten Kegelschnittes, so ist die Be-
riithrungssehne s von 9 das Lot in M’ auf KM

Die Verbindungslinie von M" mit dem festen Punkte K' ist ein Lot auf MM
Denn nach (48%) wird M“K’, da K‘ die Koordinaten x —ea, y =g hat, durch die Gleichung
xow? -y = e*w? 3% dargestellt. Demnach erzeugt der Fusspunkt des vom Mittel-
punkt M“ auf die bestindig durch K, laufende Gerade MM’ gefillten Lotes den
Kreis iiber dem Durchmesser KK, dessen Mittelpunkt K, die Mitte von K,K* ist. Ist M
der Gegenpunkt von M“ auf $,, so ist das Lot auf KM“ in M* die Beriihrungssehne s des-
Jenigen Systemkegelschnittes &, dessen Mittelpunkt M* ist; das Lot auf KM“ in M¥, d. h. die
Tangente an den Kreis KMM“M' in M“ ist die zugehorige Tangente t“; d. h. dieser Kreis
und der Bertihrungskreis von %" beriihren sich in M"; und da K der Mittelpunkt des
letzteren ist, so hat er doppelt so grossen Radius als jener. Hieraus folgt weiter, dass die
Beriilhrungssehne s parallel MM' ist und einen doppelt so grossen Abstand von
M' hat als MM

Die einfachste Konstruktion der Asymptoten s, t irgend eines Systemkegel-
schnittes &" mit dem Mittelpunkte M" (ohne Benutzung von $,) ist die folgende:

Man zeichne den Kreis iiber K,K' als Durchmesser. Dann wird MK’ diesen
Kreis in einem Punkte N“ treffen; die Verbindungslinie N“K, bestimmt auf dem
iber KM“ als Durchmesser gezogenen Kreise zwei Punkte M, M. Dann sind MM
und M“M’ die Asymptoten von &

Es mag nur noch auf folgende nunmehr einlenchtende Sitze hingewiesen werden:

Die Verbindungslinie der Fusspunkte der Lote, die von K auf 2 zusammen-
gehdrende Doppeltangenten gefdllt sind, geht durch K, und wird hier rehalftet®)

Die Asymptotensysteme ¥ hiillen dieselbe KEurve T ein, wie ihre Beriihrungs-
sehnen.

Die Asymptotenkurve ¥ ist der Ort der Lote, die in den Endpunkten der von
K nach $, gehenden Radienvektoren errichtet werden. —

Endlich mag noch der Satz Erwihnung finden:

[st P, mit den Koordinaten x,, y, ein beliebiger Punkt, und schneidet irgend
eine durch ihn hindurchgehende Gerade g die Grundhyperbel 9. in den Punkten

L=

) Vgl (A) B. 38, 11,
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M, M', so wird, wenn sich g um P, dreht, der Ort des Schnittpunktes der beiden
Berithrungssehnen, die zu M, M’ (als Mittelpunkten von Asymptotensystemen) ge-
horen, eine Hyperbel sein, deren Mittelpunkt P,* gefunden wird, indem man P,K,
um sich selbst iiber K, hinaus verlingert. Thre Asymptoten sind den Beriihrungs-
sehnen der Asymptoten derjenigen Systemkegelschnitte parallel, deren Mittel-
punkte M., M, auf den Parallelen durch P, zu den Asymptoten von §, liegen. - Sie
geht durch den Punkt M,, wo das Lot von K auf MM, die Grundhyperbel $, trifft.

Insbesondere:

Die Beriihrungssehnen der Asymptotensysteme von je zwei fihnlichen System-
kegolsehnitten & treffen sich auf der Geraden, die parallel KK' ist und durch den
Punkt geht, wo das Lot in K auf KK’ zum zweiten Male §, trifft. Die Beriihrungs-
sehne des Asymptotensystemes der rechtwinkligen Hyperbel M. ist die Verbindungslinie des
eben genannten Punktes mit K.

Um % nédher zu untersuchen, denke man sich Fig. 2 fiir den besonderen Fall gozeichnet,
dass KM* die Normale von §, in M* ist (vgl Fig. 3). Solcher besonderen Punkte M
giebt es 8 auf §.. Da nun die Tangente in einem Punkte einer gleichseitizen Hyperbel ent-
gegengesetzt wie die Verbindungslinie des Punktes mit dem Mittelpunkte gegen eine Asymptote
geneigt ist, und da dasselbe auch von den Verbindungslinien eines Punktes der Hyperbel mit
den Endpunkten eines Durchmessers gilt, so ist fiir einen beliebigen Punkt M" auf $,, wenn
H der Schnittpunkt der Tangente in M* mit der x-Axe ist, =EM"K, = < K'M“H und
- KM*“H < K'M"K,; fiir einen der drei genannten besonderen Punkte MY ist daher, weil
dann << KM“H = R ist, auch <= K'M"K, = R. Hiernach sind diese 3 Punkte die Punkte, wo
der Kreis K'; (durch K, und K, s. Fig. 2) §, trifft (abgesehen von K.

Fiir einen solchen Punkt muss offenbar N mit M"Y, M mit M* M' mit M zusammen-
fallen., s' wird die Tangente an £, in MY s die Gerade M“K, selbst, t* fillt mit s', und s"
mit s zusammen. 8" ist aber die Beriihrungssehne des Asymptotensystemes (s, 8% vom System-
kegelschnitt M"; demmach ist dann M* selbst der Berithrungspunkt von s' mit %, wihrend der
von s, wie frither bewiesen, der Schnittpunkt 8 mit dem Kreise um K durch M” ist. Dieser
Punkt 8 ist die Grenzlage des Schnittpunktes von s und s“; und da auch s als Berlihrungs-
sehne eine Tangente von L ist, so fallen 2 Tangenten von T zusammen. Da KM” als Normale
nach §, unter allen benachbarten Linien von K nach $, ein Minimum oder Maximum ist, so
lasst sich leicht zeigen, dass beim Fortriicken von MY auf $, sowohl nach der einen als nach
der anderen Seite hin sich der Schnittpunkt von s mit s von 8 aus nach derselben Richtung
hin bewegt; so dass der Punkt 5 eine Spifze von & ist. Andererseits wird , von T in M
beriihrt. Hntsprechend den 3 Lagen von M* hat £ also 3 Spitzen und mit $, 8 Be-
rithrungspunkte (je 2 davon sind imagindr), Alles das ist analytisch leicht zu bestitiven. (Im
Koordinatensysteme (x,y) ist die Gleichung von T x%y® - dex® - 48y3 - 18afixy — 27?3 = 0).
Schliesslich kommt man zu folgendem Ergebnis (vgl. Fig. 4): Die Kurve T ist von der 4. Ordnung*).
Die Verbindungslinie je zweier Beriihrungspunkte von T und §, ist parallel der Tangente im
dritten, die Verbindungslinie je zweier Spitzen von T senkrecht zur dritten Spitzentangente;
und die Verbindungslinien der Berithrungspunkte sind den Verbindungslinien der Spitzen paar-
weise parallel. Auf diese Weise wird jedem Berithrungspunkte eine Spitze zugeordnet; zwei so

*) Die beiden noch fehlenden Schnittpunkte von T und $e liegen im Unendlichen.
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pinander zugeordnete Punkte liegen mit K, in gerader Linie und sind gleichweit von K entfernt.
Die 3 Beriihrungspunkte liegen mit K' und K, auf einem Kreise (um KY), zusammen mit K
und K, anf einer gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt H', die Mitte von KK, ist und
deren Axen den Asymptoten von §, parallel sind. Die 3 Spitzen befinden sich mit K, erstens
auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt K“, man durch Verlingerung von H,K um sich selbst
iiber K hinaus erhiilt, und zugleich zweitens auf einer gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt
H", auf KK* so liegt, dass H* K, =K"K, ist, und deren Axen den Asymptoten von 9, pa-
rallel sind.

§ 4.
Brennpunkt- und Polarenkurven ete.

Da die Gleichung eines Systemkegelschnittes & auf seine eigenen Axen bezogen nach (8.)

X e i : = th, (m) : 4l
= —1 ist, wobei, wenn zur Abkiirzung — Al _—_ — M gesetzt wird, A, B die Badeu-
m={m o)

ACNTR
tungen haben (vgl. (13.)): A = mM, B = —«M, wihrend die Koordinaten des Mittelpunktes

ks £ 3 A 5 i a
nach (3%) x—=m, y= — sind, so haben die auf der x'-Axe liegenden Brennpunkte von & die
: m

- ; L e - o
Koordinaten x—m + VY M(m —+ ), y = —, oder
s ' ! m
5 LR - o3
(49%) x=m 1+ —} P (m), y=—;
: — m Im
dagegen die auf der y-Axe liegenden Brennpunkte
: ald / —
(49%) x=m, y—=—-F ¥ — P, (m).
' Wi '

Durch Elimination von m ergeben sich hieraus als Gleichungen der Brennpunktlkurven

e, 0,

I:_:"r["'.) ¥ (x2 —-i— I‘-."-'} — Bey? — 2&_-"1‘_\: - U:.' —— 255:."15 0,

(60%) x(x*+4-y¥ — 20x® 1 Cx — 2Py | 2efe =10
(vgl (11.), (16.)), also 2 zirkulare Kurven 3. Ordnung. Die reelle Asymptote von B, ist die
x-Axe, die von B, die y-Axe. Beide miissen selbstverstindlich durch die Mittelpunkte der 4
serfallenden Kegelschnitte @ gehen und hier Tangenten haben, die bei B, parallel der x-Axe,
bei By parallel der y-Axe sind. Sie schneiden sich also in diesen 4 Punkten rechtwinklig.
Sie sind aber iiberhaupt konfokal, schneiden sich also auch in den 3 ibrigen endlichen ge-
meinsamen Punkten Q,, Q., Q, Fig. 5 (zwei gemeinsame Punkte sind die Kreispunkte im Un-
endlichen) unter rechtem Winkel. Denn stellt man die Bedingungen auf, unter denen die Gerade
X —E=(y—#) ¥ —1 die Kurve B, oder B, berithrt, so findet man beidemal vollig liberein-
stimmende Gleichungen. Die genannten 3 noch iibrigen Schuittpunkte von B, und B

sind aber
die Mittelpunkte der 3 Paare zu einander lotrechter Geraden, von denen jedes die
Mittelpunkte der 4 zerfallenden Systemkegelschnitte auf £, bestimmt, oder die
Diagonalpunkte des durch die letzteren 4 Punkte dargestellten Viereckes. Denlkt
man sich nimlich die Mittelpunkte der 4 =zerfallenden Systemkegelschnitte nicht durch die
Hyperbel £ (vel (9.), sondern durch ein Paar zu einander rechtwinkliger Geraden g 8y)=Z£,
_I._ i .;'."J' —

a '—- S
1fev VT 1

91 — i) —=w dargestellt, deren Schnittpunkt Q, - ist, so erhdlt man nach

£

D

v

g
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(3s) fiir die Mittelpunkte der 4 zerfallenden Kegelschnitte die Gleichungen m®—-m (e —-8§ — &)
1 Bef=0, dm?-+m (Fe —f —w)—ef=0, und dann ist nach 8. 4
(61) @y(m)={m*--m (98— &)+ Paf (a‘-’ru'—’ ——m (Fee — B — o) — afi .
1

Der Punkt Q, hat in (x, y) die Koordinaten

(52) x= & -i—:ruG_ L L% — pil g

St v T I B A e VBT
{(vgl. 8. 3). Durch einfache Ausrechnung zeigt man die Ubereinstimmung von (52.) mit (49%)
oder (49%). Setzt man z B., um zu beweisen, dass der Punkt @, auf . liept, y= T:

o

L/ - [} a - . o 1
—— — (i, woraus m —— — <+ folgt, und sefzt man diesen Wert von m
1 i i — (o L — lrf.‘h
mit Benutzung von (51.) in x unter (49%) ein, nimlich x =m — —}/ @, (m), so erhillt man
d il Pl

varade den Wert von x in (52.). Vgl Tig. 5.
Daraus. dass die Tangenten an B.. B in den Schnittpunkten mit §, parallel einer Asymptote
& 3 L :

sind, folgt, dass diese zirkularen Kurven 3. Ordnung gemeinsam $e als Grund-

hyperbel haben. Die beiden anderen (imaginiiren) Asymptoten von B, haben als reellen

Schnittpunkt x =0, y —e&, die von B; x=4, y=10; denn setzt man z B. in (50%) y =px--q,
so findet man x% (1--p*-+x2(q+3p%g —2p%)+-...=0, also abgesehen von p-= =0, g =10
noch p—=-+V¥—1, q=¢ Jene Punkte sind daher zugleich die endlichen Doppelbrenn-
punkte von By, By. Sie sind aber zugleich die endlichen Schnittpunkte von By, Bx mit ihren

Ty Aty

reellen Asymptoten (x =0, y=0) und mithin die Brennpunkte der System parabeln 5,
.. Sie sind endlich zugleich die Fusspunkte der Lote, die vom Mittelpunkte der Hyperbel
(vel. 8. 3, und (9.), (10.)) auf die y- und x-Axe gefillt sind. —

Ist im Koordinatensysteme (r, h) P, (x,, 1;) ein beliebiger fester Punkt, so ist seine Po-
larenkurve fiir I" eine Parabel., denn unter seinen Polaren befindet sich auch die unend-
lich forne Gerade, nimlich die Polare fiir den unendlich grossen Kreis & (vgl 5. 6). Fg lissi
sich leicht zeizen, dass die Axe dieser Parabel stets senkrecht auf P, K steht. —

Die Gleichung der Polare ist nach (15) und (17.)

1 [ (w4 1) — e (w— 1)%] — b, [pw (w 1) — (W )2 — (w12 [xe — hB —e* - p7]
= (w1) [2we (¢ — 8) — 28 (8 — &)] + w (Co — 10"+ o) = L.
Nennt man w den Winkel, den eine Polare mit der p-Axe bildet, so ist zufolge der

. (1; — o) —Wo i ‘ - Y :
Polarengleichung tany —— - Ii 3 Hieraus erciobt sich, dass w unabhingig von
=Wy — )

E y, — & o : 3 ! . "
w ist, wenn = — _ist: d. h. nach (2%): Die Polaren eings jeden Punktes von ¥,
IH D, —§F
mit Beziehung auf alle Systemkegelschnitte sind einander parallel Da dann zu-
: X [ Gt o e
gleich tan p=——*=- wird, so steht die Richtung der Polaren senkrecht auf der
I ¥

Verbindungslinie des Poles mit K. Insbesondere sind die Polaren von K oder K den
Normalen von §, in K, K parallel Im fibrigen mige hier noch der Fall botrachtet werden,

: ‘ : ] : . i S

dass der Pol im Unendlichen liegt. Wird - o gesetzt, so wird sich die Polare (x —e—-jo)
z
4
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—w(jo—fo—1a) =10 oder (x4-fg) —w (yo4a) =10 des im Unendlichen liegenden

Punktes P, um den festen Punkt P, x=— 8o, y =— :z drehen, wenn sich wiindert;
7

dieser Punkt P, aber ist der zweite Schnittpunkt des in K auf der Richtung ¢ er-

richteten Lotes mit $, Die Polare selbst ist natiitlich die Verbindungslinie von P,

mit dem Mittelpunkte des Systemkegelschnittes. Fasst man alles zusammen, so er-

giebt sich hieraus:

Die Grundhyperbel $, bildet zusammen mit der unendlich fernen Geraden die
Jacohi’'sche Kurve des Kegelschnittsystemes I'" (und iiberhaupt des Kegelschnittnetzes
iR, ity 28, =0); die Verbindungslinien von zwei einander zugeordneten Punkten
(von denen hier der eine stets im Unendlichen liegt) mit K stehen auf einander senkrecht.
Hieraus folgt noch: Verbindet man die Schnittpunkte von irgend zwei Systemkegel-
schnitten oder die Beriihrungspunkte irgend eines Systemkegelschnittes, so treffen
sich diese Verbindungslinien paarweise anf §, —

Was endlich die Cayley'sche Kurve des Systemes I' (oder allremein des Netzes
ASt - uSty + #8l; = 0) betrifft, so gehiren zu den gemeinsamen Sehnen (Wechselsehnen) je
zweier Systemkegelschnitte inshesondere die simmtlichen Berihrungssehnen: aber auch z. B.
die Verbindungslinien der Schnittpunkte des unendlich grossen Kreises $ mit einem beliebigen
@, also anch die Asymptoten von @&. Hieraus folgt:

Die Cayley’sche Kurve ist mit der Asymptotenkurve T identisch. Verbindet
man daher die Schnittpunkte von irgend zweien der Systemkegelschnitte oder die
Berfihrungspunkte irgend eines Systemkegelschnittes, so beriithren diese Ver-
bindungslinien die Kurve I,

(In der That ist ja T von der 3. Klasse, da die Ordnung 4 und die Spitzenzahl 3 ist). Weil
jeds solche Verbindungslinie & berithrt, so kann als ihre Gleichung die von t in (48%) genommen
|

—W

werden: rew, 195 = etwo 288, Der (auf 9, liegende) Fusspunkt T des Lofes von
Wi

1--w,

K anf t mag kurz der Hau ptpunkt von t heissen; er ist gr=—e(l-+w,), jp=4
) | &

L

Nach (15.), (17.) ergiebt sich fiir die Abszissen der Schnittpunkte von t mit einem beliebizen

® nach gehiriger Reduktion y* — 2e (1} w,)xr—---=0. Nennt man also r‘, v diese Abszissen,
it

80 ist — (' +2¥)=a(l+wo)=1xr. Also:

Die Schnittpunkte irgend eines Systemkegelschnittes mit einer beliebigen
Tangente von X (oder mit der Verbindungslinie von zwei Schnittpunkten zweier
beliebigen Systemkegelschnitte)liegen symmetrisch zum Hauptpunkte der Tangente®).

Weiter folgt aus der obigen nicht vollstindig angegebenen Gleichung fiir die Abszisse 1:
Fiir jede Tangente t giebt es zwei Systemkegelschnitte, die sie (und zwar im Haupt-
punkte T) beriihren, so dass KT die gemeinsame Normale beider Kegelschnitte in

*) Einen Spezialfall dieses Satzes (mit Beziehung auf die Doppeltangenten von E) habe ich schon friiher
erwihnt, (A) 8. 36, 8, 38 II, III, — Fasst man insbesondre bei der Geraden t die zwei Systemkegelschnitte ins
Auge, von denen sie je 2 Beriihrungspunkte bestimmt, so erhilt man den Satz: Die Grundhyperbel H. ist der
Ort der Mitten der Sehnen, die von € auf den Geraden t bestimmt werden. Ho liegen 2 B, die
Mitten der yon den Bertibrungspunkten begrenzten Strecken der Doppeltangenten auf $e.




hw2 kw1

T Sor Bory) wobei
(1 —=w) {7 — aiw,*w)

T ist*). Denn das absolute Glied jener Gleichune hat die Form

gich b, k, 1 aus w, und den 5 Systemkonstanten zusammensetzen. Das ist in Ubereinstimmung
mit den Sitzen, dass durch jeden Punkt der Ebene zwei & hindurchgehen, und dass die Schnitt-
punkte zweier & stets auf einem Kreise liegen, dessen Mittelpunkt K ist.

Dieses Ergebnis liisst sich auch so fassen:

Die Normalen eines beliebigen Systemkegelschnittes in seinen Schnittpunkten
mit ., gehen alle vier durch K.

Nimmt man dagegen fiir t die Verbinduneslinie zweier Beriihrangspunkte irgend eines ®
mit &, so erhilt man fir die Beriihrungspunkte selbst den Satz: Das Mittellot zwischen
zwel Bertihrungspunkten eines beliebigen Systemkegelschnittes mit € liuft durch

K. Wenn daher zwei solche Htrriil!ll'ungspul|J;!{: zusammenfallen. o

or Kegelschnitt & die
Kurve € hyperoskuliert, so muss die Hypoeroskulationsstelle auf $, liegen und ihre Normale

ar

durch K gehen. Daher der Satz:

Im Systeme I'" giebt es 8 Kerelschnitte, die die Kurve G hyperoskulieren; die
Hyperoskulationsstellen sind die Schnittpunkte von € mit $,, die zugehérigen
Normalen treffen sich in K

Diese Sitze sind auch leicht direkt analytisch zu beweisen; denn wird die (Gleichung von
€ kurz mit € (x,h)=0 bezeichnet, so liegen die Fusspunkte der von K nach & gezogenen
i

; : Lt , . i .
Normalen auf der Kurve 1;\} Jeni— 0, d. i. nach (18) sy — fr —en=20, also H,; und die
Ol o ; ety il 5

Fusspunkte der von K nach & gezogenen Normalen nach (15), (17) auf der Kurve x (— w1
(W18 —yzr— (w1 a)=0 oder wieder Do (vgl (2b)), —
Auf die Polkurven ebenso wie auf viele erwihnenswerte andere Einzelheiten kann hier
der Kiirze wegen nicht eingegangen werden.
g B,
Besondere Gestaltungen des Systemes I

Hervorzuheben sind die Fille, dass die Hyperbel £ (vgl. (9.)) 1) dureh K geht, dass II) K,
im Unendlichen liegt; dass die Kurve € Ul) zu einer, IV.) zu zwei Axen symmetrisch ist,
V.) das Geschlecht Null hat (oder was dasselbe ist, eine Fusspunktkurve eines Kegelschnittes
ist), VL) in die unendlich ferne Gerade und eine zirkulare Kurve 3. Ordoung zerfillt. Die
Behandlung dieser Spezialfille im Finzelnen muss, da sie eine {iberaus grosse Menge von Sitzen

liefern, einer gesonderten Darstellung vorbehalten bleiben. Es mag erwil

I. Falle § =&, -

int werden, dass im

§ty, demnach I" ein Kegelschnittbiischel ist, wihrend € zu einem Doppel-
kreise ((§t,'— f;)* = 0) wird. Der IL Fall liefert die Cartesischen O vale, unter anderen also
auch das von Steiner behandelte Kreispaar. Hier sollen nur noch die Fille I, IV. im An-
schluss an 8. 6 kurz betrachtet werden.

Damit € zu einer Axe (z. B. zur p-Axe) symmetrisch sei, ist die Bedingung #=0 nach
(22.) hinreichend. Dies zieht notwendig — soll nicht K ins Unendliche riicken das Zer-

*) Do ist der geometrische Ort aller Punkte, wo sich zwei Systemkegelschnitts berihren
(abgesehen von den uneigentlichen Beriithrungen, niimlich den Schnittpunkten der & mit der doppelt geithlton
neendlich fernen Geraden oder dem unendlich ETORS0IL t-il\:-:.r'[‘r1|1.'!'4._-|_-,'r_- S,

3
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fallen der Grundhyperbel in die x- und y-Axe nach sich. Also fiillt die r-Axe mit der
By (z —@)*=0; und

x-Axe zuspmmen. Aus (30.) und (17.) ergiebt sich fiir die Systemparabe
ans (11.) zur Bestimmung der Mittelpunkte der zerfallenden Kegelschnitte m® =10 und m* — 2dm
L (6% —e? —0,)=0; d. h. B, wiicde dann als Systemkegelschnitt doppelt, mithin die y-Axe
(r=«) als Doppeltangente vierfach ziihlen. € miisste also in 2 Kreise zerfallen mit der y-Axe
als Potenzlinie. Man findet leicht als Gleichungen der Kreise
Py VB F 2% YE+X—8=0.
Hieraus erkennt man, dass man, um den allgemeinsten Fall zu erhalten, wo € zu einer

Axe symmetrisch ist, nicht bloss =0 zu nehmen hat, sondern gleichzeifiz 1),— oo und daher
(wegen des Wertes von §, (19.)) auch C,=oco setzen muss, so aber, dass Sy, oder ?) (21)
und j,*< C, endliche Grenzwerte besitzen. Dann erhilt man nach (17.) und (21.)

(63) §=—19*— 2t a?|-X,

R, =12 —p?—dye | 2a® — pith

 =1"—2a+a?—;
und als Gleichung von @ nach (22
(54 (x*—-p¥*—25 (28 - 28) — 292 (29 — W) - Bree (X — 2}

_da?(X— 9+ )+ WL 4XY) =0,

)

Der zerfallende Kegelschnitt w =0 (zugleich Parabel %) wird nach (30.) und (53.) x= e VY.
Hierdurch werden also die zur Symmetrieaxe lotrechten Doppeltangenten von @ dargestellt. -Die
Mittelpunkte der 3 iibrigen zerfallenden Kegelschnitte findet man nach (11.), (10%) und (21.) aus
der Gleichung

(00 m*— 2 (1,

— ey m¥- (o - W) m | ¥ =0.
Die Asymptotenkurve T aber zerfillt in die doppelt geziihlte y-Axe und die Parabel
y?—+4ax =0, deren Brennpunkt K ist, und die die y-Axe in K, berithrt; die Brennpunkie
der & liegen teils auf der x-Axe, teils auf einer zirkularen Kurve 3. Ordnung, die die
y-Axe als Asymptote hat und auf der x-Axe die durch (55.) dargestellten Punkte enthilt.
Zwei entgegengesetzte Kegelschnitte & sind jetzt solehe, deren Mittelpunkie auf der
x-Axe symmetrisch zu K, liegen (m'—-m=0), zwei ihnliche aber solche, deren Mittel-
punkte zugeordnete harmonische Punkte mit Beziehung auf den Kreis um K, durch K sind
m'm=a?).

In der Gleichung von @ (1) ist jetzt ¢ =0:

(b6 (*-1-9%2—az?--bp*{-2byr-1-f= 0:
dann hat man zur Bestimmung von I' nach (25), (27.), (28.)
D

a— b
02— 4) @—0)f4b* o

4(a—D)* T o

(57) o= —

(a* — 4f) (@ —b) {-4b* (ab —4f) (o — b)+-4b?

d(a—D)* i
Wenn endlich €& auch noch zur y-Axe symmetrisch sein soll, so hat man e«=10 einzu-
filhven und X als endlichen Grenzwert zu betrachten. Die y-Axe fallt auf die y-Axe, die Punkte
K und K fallen zusammen auf K, Die Werte von §,, 8, $; und die Gleichung von & werden:
(88.) R, =—1n*LX,
Sy, =y —y* — T,

=12 —9);

] =
e= 2 (a— N)?
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(69). (x2--p¥2 — 2¢2(2X |- TW) — 292 (27) — W) |- T2 L 489 = (.

Auch 3, (ebenso wie vorhin PB,) wird jetst zu einem der 4 zerfallenden Kegelschnitte
) =+ V&, withrend 95, durch r=+ V) dargestellt wird; alle iibrigen @& sind konzentrisch,
und der Parameter w ist als Grenzwert zu betrachten, Die beiden iibrigen zerfallenden Kegel-
gchnitte ergeben sich mach (565.) aus der Gleichung

(60) wif —wii —3 =0
(denn man hat (55.) durch e zu dividieren und dann m =0, « =10 zu sefzen).
Die Gleichung von € in der Normalform ist nun (b =10)
(61.) (*t-p**tar®4-by?4-71=10
und zur Bestimmung von I" hat man
0t —4f g  BU—4f o ab—df
4fa—bh)' ° dfa—b) T 2(n—0Db)

Die allgemeinen Gleichungen (27.), 28), (29.) werden nur dann unbrauchbar, wenn a=»0
ist. Dann sind die Doppelpunkte von & Spitzen, und I” geht in eines der 4 Kreissysteme
iiber, die sine bizirkulare Kurve 4. Ordnung einhiillen*). Es ist dann zweckmiissiz, die Mittel-
punkfe der @& nicht von K,, sondern von K aus zu bestimmen und demgemiss m =k—o zu
setzen, wo nun k die Abszisse eines Mittelpunktes M in (x, y) bedeutet. «, 8, X, ), B werden

;
o g

zerfiillt folglich in die unendlich ferne Gerade und die Tangente an , in K, d. h. die endliche

(62) X=

unendlich eross, mithin fillt K, ins Unendliche, und zwar in der Richtung

L5

=0

1 T g g : A ; d
Garade 2 —=—LT— Daher wird & zu dieser Geraden symmetrisch. Deshalb kann der Fall

x i 0
a=~0 mit unter ¢=0 behandelt werden. —

Schliesslich mag noch hervorgehoben werden, dass I” nicht bloss in ein Biischel (vgl. 8.17.),
gondern auch in eine Kegelschnittschaar ausarten kann. Dies wird dann und nur dann ge-
schehen, wenn € in 4 Gerade zerfillt, die natiirlich paarweise durch die Kreispunkte im Un-
endlichen gehen, mithin ein ll}'l'll_'l"L][lli_;&l_'hQ",_‘-‘ Quadrat als E'!L'l]ll.ittpu|1'§;l"r'il'.-|'|_-l.:l{ haben werden.

a8 re-

Hieraus folgt sofort, dass ein solches System doppelt symmetrisch sein und die Kcken
so dann eine Schaar kon-

nannten Viereckes zu festen Brennpunkten haben muss: I' ist a
fokaler Kegelschnitte. Die analytische Bedingung daffir ist X = ¥)=10; denn dann ist die
Gleichung von @ nach (59.) (x*—-1%)2— 2(x* — 2 W |- W=*—0, die sich sowohl in der Form

[+ V) 92 =0 als [124-(y —V—B)*] (124 () - V—B)*] =0 schrei-

e — VB)* b7

ben lisst, so dass die 4 gemeinsamen Brennpunkte =+ Y, y=0; x =0, y =+ ¥ —W sind.
Die Gleichung eines Kegelschnittes der Schaar ist nach (83.), (15.) r*—1*w— | =10,

w1

schnitt fiir w > 0 Hyperbel, fiir w<C 0 Ellipse. Ist bloss X =10 oder bloss ¥ =10,

also der Kege
so zerfillt € in zwel kongruente Kreise.
) Withrend

fallen; vigl. (A.) 11 Al

sleichzeitig 8 von den Hegelschnittsystemen = mit den 3 anderen Kroissystomen zusammen-

chn, & 4.
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