Aus den Sectiones conicae des De la Hire,
Drittes Buch.
Die Apollonische Gleichung und ihre Anwendung,

Lehrsatz L

Die Qunadrate der Orvdinaten eines Parabeldurelmessers verlialten  sich wie die sugehirigen
Abseissen.

Zieht man von dem Punkte X des Durchmessers Fd eine Sekante KT und die Tan-
gente* BT an die Parabel, und sind B, I, O die Fusspunkte der Ordinaten der Durchschnitts-
punkte der Sekante und des Beriihrungspunktes der Tangente, so hat man zufolge der Aehnlich-
keit der Dreiecke und der Sitze des zweiten Buches, sowie des 7. Satzes im ersten Buche

1D® e AD
FB: — EB? AB
Erklirung.

Die dritte Proportionale®) zu Ordinate und Abscisse eines Parabelpunktes wird der Para-
meter (latus ervectum, I rectum)®®) des zugehirigen Durchmessers genannt:
BF: ye

—— g =
T EE T
Lehrsatz 1L

AF

Das Quadval der Ordinale eines Parabeldurchmessers ist gleich dem Rechtecke des zu-
gehiavigen Parameters and der Abscisse (inteveepta pars A1) dicmetri inter ordinatam DI of ter-
minaen A).

Konstruktion der Parabel.

Lehrsatz 111

Die Quadrate der Ordinaten eines FEllipsendurchmessers vevhalfen sich wie die Rechiecke ans
e zugehivigen Absclhnitten des Duvchmessers.

Sind DEF, DT Sekante und Tangente, beide vom Punkte I} des Durchmessers 485 an die
Ellipge gelegt, und FEH, FI, T'0 die entsprechenden Ordinaten, so hat man (Satz 6 des ersten
Buches)

EH* DH®  AH.BH

FIz ™ Di2 = A1 Bl

*\ In der iblichen Bedemtung und Heihenfolge: die zundchet genannte Strecke (hier die Urdinate
Parabelpunktes) ist die mittlere Proportionale der stetigen Proportion
=) Apolloninz I, 11,




Erklirungen,
Die dritte Proportionale zu einem Durchmesser der Ellipse und dem ihm konjugierten wird
der Parameter des ersteren genannt.

] DR® he AP
Al :__\H.q = '(: __i).

Das Rechiteck eipes Durchmessers und seines Parameters heisst die Figur des Durch-

MESREE,

Zusatz,
Die Figur eines Durchmessers ist gzleich dem Quadrate des konjngierten Durchmessers.
Konjugierte Durchmesser sind mittlere Proportionalen ihver Parameter:
AP : DR =DR : AB = AB : DQ oder AP : DQ = DR? : AB%,

Lehrsatz 1V.

Das Quadval der Ovdinafe eimes Ellipsendwrclhimessers st gleieh dem Reehfecke aus eimem
Abschnitfe des Durclonessers und dem Pavometer desselben, vermindert wme etn dey Figur des
Duyelhmessers dhnliches wnd dlnlich gelegenes Rechiteck diber jenem Abschnitte. )

[st ACE der Durchmesser, £H eine Ordinate desselben, AP der zugehiirige Parameter,
DOR der zu ACE konjugierte Durchmesser, € der Schnittpunkt er darelh H zu AP gezogenen
Parallelen mit der Diagonale BT'P der Figur und @N parallel AH, so hat man

HQ CT i HQ .HA  BH. HA  HE2

=t S T e s == B
BH — BC o Ok — Bo.6ix — op: ¥
und endlich nach dem Zusatz zur Definition des Parameters CT. CA = CD2, und daher
; HIEA— S G A= NP B = (PQ) oder
£ s G g
il / = dq HA 2q ”A 3
AB
s/ wenn man beriicksichtiot, dass o
g (PO) = HA . NP =HA . o - 2q
Ecbaie) o
I______ S V Zusatz,
L ~Jp HE: @ HQ.HA HQ AP 2q

BH.HA BH.HA BH AB AB'

. h.: Das Quadrat der Ordinate eines Ellipsendurehmessers verhiilt sich zu dem Rechtecke
ans den Abschnitten desselben wie der zugehivige Parameter zu diesemn Durchmesser.
Konstruktion der Ellipse.

Lehrsatz V.

Die thudrate der Ordinaten eines begrengten. Hyperbeldurchmessers verhalten sich wie die
Recliecke aus den sugehivigen Abselmitten des Durclmessers,
Beweis wie in Satz 3.

| .-\]---'.l-n'.iu-c . 18




Exklidrunzen
Verlingert man einen begrenzten Hy perbeldurchmesser win sich selbst und zieht die Ordinate
des erhaltenen Punktes, so nennt man die dritte Proportionale zu dieser Ordinate und dem
doppelten Durchmesser den Parameter desselben.¥)
1 Dat
Das Rechteck aus diesem Durchmesser und dem zugehirvigen Parameter heisst die Figur

Zj[i.

AP

des Durchmessers.
Lehresatzs VL

flr_r,s,- flJ”r,rJh'rf.f ey U;'.rh'm:r'r- r'.l'hr-;\' ."rr'_r_.rl'rr.r_:'f-"n ff_f;;.la rlru-ff|r.'|'J'r‘J"HHr.'.h'.\'r'l'.‘_\' 15t _.'lf.'rf'."r'u'la H'r'JH u’e”_l'ﬂ'ff{'-'_:l'l-'f‘
wres eineny Absehnitte des Dureelonessers und demy Porameter desselben, vermehrt wm ein der Figur
ies Durehmessers dhnliches wnd dlnlich gelegenes  Recltecl diber jenem Abseloitte.

st ACB der Durchmesser, HIY vine Ordinate desselben, 4P der zugehiivige Parameter,
D die zu ad = A B gehivige Orvdinate, ¢, p*) die Schnittpunkte der in A, o aut A B errichteten
Senkrechten mit der Diagonale BF der Figur und N parallel AH, so hat man

HQ) R ) H@ . HA . BH . HA __H.i':” (5)
BH Ba ap . Ag Ba. Axa Mg itt
und weil nach der Definition des Parameters
K Ia*
i Aa
so tindet man
A G ] s = N e
= 2q. HA + (PQ)
— g, HA - 2q 1:]‘: 1
da (PQ) = HA .NP
e
— HA HA 211. _{'{if—_ = T
AB I// _ o
Zusatz; /:-’/ e
HEY _ HQ_ 4p_ AP S e
BHHA BH Ba AB ===
. h. das Quadvat der Ordinate ‘ _-___,"?-"'_‘ 4
eines Hyperbeldurchmessers ver- e e

hiilt sich zu dem Rechtecke
aus den Abschnitten desselben wie der zugehivige Parameter zu diesem Durchmesser.

Konstruktion der Hyperbel.

Aufpabe.

2 einem y-’_'yt’lrlf'iu'ﬂ- Durchmesser eines fivr':rjr.f;.'r.‘:r'.".l.w'."h-.u tlen .Z{{Ir';r_'.f.n'i.l'-'-I{j:ru. Parameter 2 kon-
struteren.

1. Lisung. Man ziehe in einem Endpunkte B des gegebenen Durchmessers 4B die
Tangente an den Kegelschnitt, halbiere den von beiden Geraden eingeschlossenen Winkel und

*) Man beachte, anf welche einfache Weise De la Hire konjugierte Durchmesser und Eonjugierte Hyperbeln,
sowie Wurzelgrossen hier und im folgenden vermeidet.




verbinde den andern Endpunkt A4 des Durchmessers mit dem Schnittpunkte ' der Winkel-
halbierenden und des Kegelschoittes durch eine Gerade, welche die Tangente in T° schneide;
alsdann ist BY der gesuchte Parameteor.

Der Beweis folgt aus den vorhergehenden Lehrsitzen.

Dieselbe Konstruktion gilt fiir die Schnitte | Jkubischer. biquadratischer w. a. Kegel™
Appendix 8 217.

2. Libsung (am Kegel). Man konstruiere (nach II, 39) einen Kegel AFE, auf welchem
der gegebene Kegelschnitt liegt, und zwar so, dass die Sehnen des Grundkreises, welehe die
Ordinaten des gegebenen Durchmessers A€ hervorbringen, diesen Ordinaten parallel launfen;
zeichnet man alsdann denjenigen Kreis, welcher durch die Endpunkte A und B des Kreisdurch-
messers hindorchgeht und eine Seite AV des Achsendreieckes in 4 beriihrt, so ist die Sehne
Al welehe von dem Durchmesser A" abgeschnitten wird, der gesuchte Parameter. d

Der Beweis ergiebt sich wie folgt:

a) fiir die Parabel. Da nach der Konstruktion die Scheitelebene den Kegel in der Kante
des Achsendreieckes A VB beriihrt, so ist A C parallel VB, und leet man durch D#*) eine der
Busis parallele Ebene, welche die Kanten VA, VR des Kegels in M, K und die Parabel in 7', 7
schneidet, so sind die Dreiecke A BI) und DA M idbolich, da 4 M Tangente des Kreises, und
MD DA DA
DA~ AB ™ DK’
so dass DA — DT, woraus sich mit Riicksicht auf die Gleichung DI# — 2. DA die Behauptung

also DA2=MD. DK =DTe,

man findet

erriebt.

b) fiir die Ellipse TLegt man durch einen Punkt N des gegebenen Durchmessers A€ eine
der Basis (AB) parallele Ebene, welche die Seiten VA, VB des Achsendreieckes 4 VB in P, ()
und die Ellipse in 7, 7" schneidet, so hat man infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke PAN und
BAD, sowie der Dreiecke BAC und ¢N¢!

AN _AB ON CA AN.CN AN.CN G
NP =~ AD'NQ  AB' PN. RQ NPT — AD
woraus durch Vergleichung mit Zusatz zu (4) 4D = 2¢ folgt.

*) Wird statt 1) ein belishiger Punkt P der Pavabelachse pewihit, so nimmt der Deweis den glaichen
iang “'F'l- L.
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e} fitr die Hyperbel. Legt man die Hilfsebene (P@) durch I parallel der Basis rA B des
Kegels, so erhilt man auf dhnliche Weise
AD AR gD GRS AT GD
DE. = AD DR ABDPPLDR
AD . CD CA
DT AD
in Ubereinstimmung mit Zusatz zu 6, wenn

AD 2q gesetzt wird.

Lohrsatz VLI

Das  Rechteck wus der Abscisse  eines
Filipsen= oder Hyperbelpunlfcs wund der Strecle
des Durchmessers zwiselhen dem Centrwm v
dem  Schwttpunlde  der  Tangente st dem
I'IJfr;.fl.l".l'ml’f- des  Healbmessers .I',flllf.';d'.lfi'. (i T
—

Beweis mit Hilfe von I, 9 and 1, 2.

Lehrsatz TX und X.

BD . AD = CD.0OD= B0O. 40 = (X) . D),

O4d . B = 0f). BC = B0 Alk

Beweis mit Hilte von 1, 3 his 5. i

Lehrsatz XI und XIL
Werden zwei in den Indpundten cines Fllipsendurchmessers gezogene Tangenten von etner
belichigen dritten  Tangente geschnitten. so ist das Recldeck der auf den ersteren entstandencn
Absehnitie gleich dem Quadrate des dem Diceter hongiugierten Halbmessers oder I:,urr*r'r'ﬁ denr vierten
Teile der Figur des ersieren.
In der letzteren Fassung gilt der Satz
auch tir die Hyperbel. #)
Triftt die dritte Tangente den Durch-
messer AB in 1), die beiden parallelen Tan-
senten in £, K und den Kegelschnitt in T
und schneidet der zu 4B konjugierte Halb-
messer O F die Tangente TD in G und eine
durch 7" zu AB parallele Gerade in E, so #u6
hat man infolge der Harmonie der Punkte I,
O, A, B (nach 9)

DB DO BI OfT =
Do DA und daher auch G — A¥
oder

Bl AK=CG.01"'=0G.CE=CI* (8),

[Mie klll!-.i'll;.;j"l:l'll ||_\'|1r:'|-r,-'|1.| werden von de la Hire im vierten Buche behandelt.




= ¥

Zusatz. Werden die parallelen Tangenten AKX, BI von den Sehnen BT, AT in &, 4

geschnitten, so ist das Hechteck der Tangentenabschnitte 4 K und Bi gleich der Figur des
zugehirizen Durchmessers A B.

Nach (8) ist T' (DOA L) ein harmonisches Strahlenbiischel, und da A% und Bi parallel
0T, so werden erstere durch die Tangenten D1 in K und [ halbiert, oder man hat Ak.Bi—=
4AK.Bi.

BT und AT sind konjugierte Richtungen, Supplementarsehnen. Vel V. 17,

Lehrsatz XIIL
e f'.'ur'lf}'rr.'mr.(,rru iles hr"frJ.'f-HJIiJH.rJ':'fr.\' e f',Hf_ju.\'r'Jh"-f.".l.r_u;a_'il.rfr_' wnd  emmes Dorelinessers  vont
Fusspunfte der  Berithrungsordinate wnd  dem Cestriwn verhalten  sieh wie oiv Quadeate der
Opdinate wnel des zu jenem bonjugierten D, climessers.
105 BRI B 1
DO 10

Heweis mit Hilfe von Lehrsatz 8 und 3.

Lehrsatz XIV,

Aielt e vone einem Punlte eines Parabeldurchimessers die Tangenten und eine Sckante, so
ist dic Absvisse des Beriibrungspuniites  die mittlere Proportionale  zwischen den  Abscissen der
Durchschnitispunitte der Selande.

Die Ordinaten der Schnittpunkte teilen die Strecke des Durchmessers zwischon dem Aus-
cangspunkte der Tangenten und der Berithrongssehne harmonisch:; die Strecke selbst wird
von der Parabel halbiert: folelich u. s w.

Lehrsatz XV,
Zicht man in den Endpunliden zwcier Pavabeldurelmesser dic Tangenten, so bestimmen dic
Verlingerungen der evsteren mit den Tangenten Longruente Iheiecke.
Man ziehe durch die Berithrungspunkte Parallelen (Ordinaten) zn den Tangenten (11, 20).
Zusatz. Die von dem Parabelbogen und den in seinen Endpunkten gezogenen Durch-
messern und Tangenten gebildeten gemischtlinigen Dreiecke sind flichengleich.

Lehrsatz X VI

.“f'r' o .-',.r(,:r;i" frr.'ﬁ:-h;.:‘lmr. fh“'-’:."HHI‘,:;S:::'J.' -"J.j.rr'p' f:,',!rl_’.i};ﬁ_.'ﬂ .-',-n"r-.u' flfl‘fllf_lfji,'j'lr.lf_'i{ |ur’fr'r f'H fﬁ.’_(,f{.’!!é‘[‘jr”f-fe{wlj
wned den in den Endpenkiten der ersteren gecogenen Tangenten schiiessen flachengleiche Dreiecke ein®)
¥

Sind 4, T' die Beriihrungspunkte, 5, D) die Schnittpunkte der Tangenten mit den Durch-
messern und A0 die zu T'CFE gehorige Ordinate, so hat man

CT 616 CA
—_— LRy =i CCALOB—0T. 0D
o8 — o1 ® =gp: CA-CB=CT.COD.

Lehrsatz XVIIL
Zicht man zu einer Favabeltangente cine parallele Seline, so ist die Ordinate des Beriihrwngs-
punkites das arithmetische Mittel der Ordinaten der Selmencndpuniite.

) -'\pﬁ]ltlu:i'.u: 1. 1,

EIE P SUERS S e




Die Ordinate des Beriibrungspunktes kann als Mittellinie (zwischen den nichtparallelen
Seiten oder den Diagonalen) eines Trapezes angesehen werden, Beriicksichtizune der Zeichen-
regel fiir die Ordinaten der Kurve,

Lehrsatz XIX.
Die Subnormale dey Payabel ist gleich dem halben Parameter dey Achse.

Lehrsatz XX.
f);'r'a' f"r!.l'.lh‘;t’l"effrji_rlrr’u.l'r'.l.'. fr.’”r’:ﬂ f':'.lrr'r-].l{?r'a' prt !'Jﬂ.lr:".'.r",lrfr'.lf I'.r-_r'j'.lr'f'HH.l's.-,':-a;_ —_ jf'.ln.".'s'ff.'.'!h'rulrj ."f'.frm'lf_f_'fn-;'
Punltreilien.®)

Zicht man sowohl dureh die Schnittpunkte als durch die
Berithungspunkte der Tangenten die Durchmesser der Parabel,
so werden auf jeder Berithrungssehne zweimal drei gleiche
Strecken erzeugt, welehe von den Durehmessern auf die Tan-
genten parallel projiziert werden: Bd = dg = Lh u. & w.

Lehrsatz XXI.

Zieht man dwreh cinen beliehigen Pandd der Berithrungs-
sele  zweier  Parabelfangenten Parallelen zu den letzteren, so
fhestimmen die Schuittpunlte der Pavallelen wmit den Tongenfen
eine dvitte Parabeltangenfe, deren  Beriihrungspunkt  aunf dem
Durehinesser jenes Punktes legt,

Umkehrung von Lehrsatz 20,

Lehrsatz XXTI.

Legt man an einen Kegelschnitt zwei belichige Tangenten FE1, BL wit dem et saen
Sehnittpunlite Y und zieht zu diesen durch einen belichigen Punkt & der Kwrve Parallelen GH.
(+ M, welche die Beriihrungsradien OB, CF in H, E wnd die Tangenten DE. BL in 7. X schneiden,
so ist das Trapez GX LM dem Dreiccle BXH flichengleieh, (Lemma zn dem foleenden Satze.)

dieht man die Ordinate JXF, und ist & der Sehnitt- Figq. &
punkt von M und A B, so hat man '
AFRED  ERF: AR.FB _BE®? — CF*®
sKGH GK*  AK.KB  BC*— CK:
ACRL — a GEE FELB
ACBL—ACKM ™ KMLB'
und da (16)
ABYD—=AEYL AFED=FELR,
st 7
AEGH=KMLE und aBXH=GXLM.

=i

Lehrsatz AXIX.
Zieht man an einen Kegelsehnitt oder an Gegenschnitte zwei Selanten wnd Lonstruiert i
dieseir parallelen Tangenten, so verhalten sich die Reeltveke der Sehantenabsehnitte wic die Qutadrate
der parallelen Tangenten. — Newtons Potenzsatz.

*) Dieser Satz wird gewdhnlich Halley zugeschrieben; er findet sich indes schon bei Apollonius (111, 41),




Sind FHA, EBD die beiden Sekanten, F'L, LI die zu ihnen parallelen Tangenten,
CMF, (NI die den Ordinaten A H, B zugehiirigen Halbmesser, welche die Tangenten 11
FL in den Punkten @,
schneiden und von den Se-
kanten KEBID., [WHA in K,
I getroffen werden, und zielt
man noch duvch A, Bau L 1L
'L Parallelen, welche die
Halbmesser CF CI in P ()
schneiden, so findet man der
Reihe nach
B‘;" v BNO H\”"

EN rENV BN*—TN:
= AaBNO ;
ABNO — AENV
H"\' sBNO

ED.EB BEVO
BN* _aBNO 1L# LD .EB
1. = ALIG' A LIG. BEVO
FL: AE.EH
.LFQ  KHPK '
ferner ist (15, 16) o LEQ=aLIlG und [‘.3‘}}_ EHPE=BEV0O. so0 dass
ED.EB IL*#
EH.EA  Fl=.

uni in gleicher Weise

Yiertes Buch
D/i g Asiy m pitotemn

Lehrsatz L
Zieht man von belichigen Punliten einer Hyperbel (oder von (Gegenschuitten) je zwei von den
Asymptoten I'I.H':fﬂ'rﬂ#ﬂ'f' strecken, welche zwei festen Richtun-
yen parallel faufen, so ist das Rechteck aus zwei solehen
Strecken konstant.
_ Schneidet die Sehne 4D die Asymptoten in B, E,
£ und sind A6, AH und DF, DI die Strecken zwischen
den Hyperbelpunkten und den Asymptoten, und zwar
sei D parallel A G, DI parallel A H, so hat man (11, 14)
AG BA ED DI
DF~BD EA~ AR
also auch AG.AH=DI.DF. — Die folgenden drei Sitze sind in diesem inbegriffen.

Der jNewtonsche Potenzsatz* findet sich boveits  hei Archimedes wegh evaredfon el ogeepoesiy
{Heiberg I, 8. 324 u. f. und Wizze 8. 165). sowia bei Apollonius 11, 16—23 (Amsg. v. Richard 3, 309 u. f., Balsam
5. 105 u. £). Der obige Beweis ist dem des Apollonius nachgebildet, Folgerungen giebt de la Hire in V, 5 und 7
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Lehrsatz IL

Zieht  nan o I'Ir-"l'ln'-l"irl.'l_r_.f-"]r Punkten einer ffli_.n"in'rfu'f foddey: von fr'.r,'lr.,n-n.‘;i';”lf-f.h.HJ,: Foarallelen

zie den Asymptoten, so siwd div ontstandenen Parallelogramme fliichengleich. Umkehrung.

Lehrsatz 111
D Qurslral der hallben von  den Asyinptoten begrenzten Strecke der H_f,r;a.--J'-‘;r.'.".".ru.'lr,rm.'."r- 151
ier gemeinsame Werl aller Rechtecke aus den Absclnitten, in welche eine der Tangente parallele
Sekante duvel die Asymptoten wnd eiven Hyperbelpunkt zevfillt: AG.AH = D12,

Lehrsatz IV.
Das  Ghadrat cines Hyperbelhalbmessers ist ey gemetnsame Wert aller  Reclitecke aus den
Abschnitten, welche auf ciner dem Halbmesser parvallelen Selante durcl einen Hyperbelpunlt e
je eine Asymptote Destimmit werden.

Lehrsatz V.
Die Tangenten der Hyperled (oder an Gegenschnitien) sehneiden von dem Asymptotenwinkel
Hlachengleiche Dreiecke ab.

Konstruktion der Hyperbel Punkt fiir Punkt und Tangente fiir Tangente.

Liehrsatz VI,

Das Ghadral eines Hyperbelduwrelimessers verhilt sich zw dem Quadrate der in seinem Ihd-
prndte gegogenen und von den Asymploten bogrensgten Tangente wic der Durchmesser zu seinem
Parameter.

[st BCT der Durchmesser, (‘A F eine Asymptote, A D die Tangente und F'H eine dieser
parallele Sehne, welche die Asymptote in E und den Durchmesser in ¢ schneidet, so hat man
(5. Fig. zu Lehrsatz 8)

FF FI=FG2— G2 GB.GD=0G2—CD?2 und (3) EF .FI=DA2 und daher

EF.FI 4 FG* EG® “;'k'-'l
BG.GD-L ¢D* CG*  ¢D*
]_J;'&"'-'rjf-‘fi:’ BG.GD - Che
DART Cche ;
FG* BG.GD ] .~ BG.GD BD
i!;\f; o und nach (ITI, &) TG —ip!
200 dass auch
cb:  BD
Dag— AP

Zusatz, Das Quadrat der von den Asymptoten begrenzten Tangente ist gleich der Figur
des zugehirigen Durchmessers: DA*=' AP.CD.
Der konjugierte Durchmesser wird hier durch die Tangente ersetat,




———  di]

Aufrabe,

e Asymploten einer gegebenen Hyperbel sz fonstrisicren,

Mit Hilfe einer beliebigen Sekante findet man der Reihe nach einen Durchmesser, dessen
Parameter, das Centrom und die Tangente im Endpunkte des ersten. Die von den Asymptoten
begrenzte Strecke der Tangente ist nach (6) mittlere Proportionale zwischen dem Dureh-
messer und seinem Parameter.

Liehrsatz VIIL

Zieht man zu einem Durchesser BCD einer Hyperbel eine Parallele, welche die Asymptoten
in L, K und die Hyperbel in H sehneidet wund dureh
H eine gur Tangente in D parallele Sebante, welche
den  Durchmesser CD e G frifft, und wird endlich
LK wvon M halbiert, so st MK®* = BG . GI.
Da M, € dia Mitten von LK, B, so hat man
LH.HE =MH* —ME? BG.GD=0G*— CD*
— MH?® — CD2, weil MC parallel GH, und (4)
LH . HE = CD? so dass BG: . GD = MEK=

Lehrsatz IX.

i 1

Selineidet  die Sekanfe HG die Asymptoten in I,
I, so verhalten sich die Rechiecke HK . |[HL wnd HI . HE zu cinander wie der Duwrchmesser

BD zu seinem Parameter.

Lehrsatz X.

Dhie Quadrate von KM und der Orvdinate GFH wverhalten sich zie einender wie dery Dhgeli-
miesser B zu seinem Parameter.

Lehrsatz X1
Die Achse der Hyperbel halbiert den Winkel der Asymploten.

Lehrsatz XIV.

Konstrutert man swei dureh die Asymptoten und je einen Hyperbelpunkt bestimmie Parallelo-
gramme, so geben die Diagonalen des beiden gemeinsamen Parallelogrammnies konwjugierte Richtungen
an, ndmlich die der Selme wnd des zugehirigen Duwrehmessers.

Beweis mit Hilfe von (2) und des Satzes iiber die Erginzungsparallelogramme.

Lehrsatz XXVIIIL

J”'.l--' f”ﬁi-;'r".‘.‘.ﬂ’ rFr’J' fL].lu.r{h'.',rfr- r'rrh'!‘-\‘ j.ft'!liilr}.'-?r'."-'.'.-'ri.l‘.‘-' F|‘lr'r‘ jf‘:’f}!f:’}'l‘!r‘l‘l .'r.nn" rill.f'}‘ .Irrfe'ﬁu_-jl; {r‘u'n' r||lf_‘n
Asymptoten begrenzten Strecke der) Tangente, welche die Kurve im Endpunkte des Halbmessers
berithrt, ist Lonstant,

" sicadmediarg




S i

il

L1 —

Sind 4, ('B zwei beliebige Hyperbelhalbmesser,
FGr, DI die Tangenten der Punkte 4, B und AT |
BH, EL, FK normal zu einer Asymptote (']), od
findet man
CB:— BIP=CH*— HD*=CD 10T,
CA?— GA*=CI*2—IG*=(CG.0K,
CF CK CD
ERa0h =08

(B,

folglich
CD.CL=CG.CK und CB® —BD2—=0CA?_GAz
Vgl. 1V, 42.

Zusatz: Sind Durchmesser und Tangentenab-
schnitt einander gleich, so ist der Asymptotenwinkel
ein Rechter. Gleichseitize Hyperbel. Vgl V, 183

Aufrabe.

I den  Asymptotemvinkel eine gegebene Streele
einzutragen, welehe die Hyperbel beriiht,
Man ziehe eine beliebige Tangente an die Hyperbel und wende (28) an,

Erklirung,
Zwei Paare von Gegenschnitten, von welchen das eine Paar den Nebenwinkel des andern
zum Asymptotenwinkel hat, heissen Neben- oder Folgeschnitte (sectiones inter se sequentes),

Lehrsatz XXXI.

ZH’?-&F.'JIH'.'.-' .\Ir'l’)r'.l-'Sf'ff.ii-.'-f."-r'u enthaltene Streeken, welehe einer  oder Deiden ,I,l-'_-'lf.l,iijlj.l’ufr_-ir. ‘l,l{.l'.l'ifflf-f'.!r
laufen, werden von diesen in gletehem  Vevhiiltnisse qgeteilt.

Man konstruiere die durch die Endpunkte G, K, E, O der Strecken GAK, ENO und die
Asymptofenvichtungen A (€f B bestimmten Parallelogramme (CF), (C6F), (C0), (KC); alsdann ist
nach (2)

(CE) = (GO, (C0) = (KOC)
und daher
EN G A
NOT AK'
Lehrsatz XXXIIL

Legt man von cinem Punkte einer Asymptote dev Nebenschnitte an dieselben Tangenten, so
verhalten sieh die durel dicse wnd das Cendram auf der anderen Asymptote bestimmfen Alschuitte
wie diejenigen der zwischen den Nebenschnitten enthaltenen und etner Asymptote parallelen Strecken:
dic Verbindungsstreeke der Berithrungspunite der Tangenten ist der Asymptote parallel.

Sind DX, DL die Tangenten, ('X, C'L die Abschnitte der Asymptote, F M die Verbindungs-
strecke der Berithrangspunkte und 7 ihr Schnittpunkt mit der Asymptote, so ist (5)

Ll O e Ty 31).




Lehrsatz XXXIV,

Zieht mien von Punkten cines Nebenschnitfes pavallele Selanten dureh den andern, so sind
die Rechitecke der dwreh den zweiten Nebenschnilt evzeugten Abschnifte der Sebanten  einander
qleich, wnd zwar gleich dem Quadrate
der halben parallelen Tangente.

Frg. 73,

Die Sekante werde von dem einen
Nebenschnitte in @, R, von dem an-
deren in N, I} von den Asymptoten
in M, ¢ und die parallele Tangente
EBX von den Asymptoten in D, ¥
getroffen: A€ sei der ihr parallele
Halbmesser. Da N7 — TP und M7
= TQ, so ist
ON.NR=0ON.O0P = OM . 0Q
+— MN . MP = AC? - BD2 (4) =

ED . EY 4+ BD*—=FEB2

Lehrsatz XXXV,

Gregen- und  Nebenschuwitie besilgen wechselseitiy dieselben Paare  kowjugierter  Durehmesser :
ein begrenster  Durchmesser QI der Gegenschnitte liegt in dem unbegrenzten  Durehmesser ey
Nebenschnitte, wnd wmgekelrt  enthdall der dem ersten konpugierte wnbegrenzte Durchmesser der
Gregenschiitte den dem ersten kongugierten begrenzten Durchmesser SN der Nebenschnitte,

Ist KTL die von den Asymptoten begrenzte Tangente, SN der ihr parallele Durchmesser,
MP die zu dem konjugierten Durchmesser 10¢) durch den Schuittpunkt N des ersten Durch-
messers und des Nebenschnittes gezogene Purallele, so folgt aus der Gleichheit der Verhiiltnisse

N0 GRS NG
NP TTe ' TC T NM

die (#leichheit der Strecken NM und NP, und MP beriihrt den Nebenschnitt in N.
Zusatz. Ist in Nebenschnitten ein Durchmesser des einen Paares gleich der ihm parallelen
(von den Asymptoten begrenzten Strecke der) Tangente des anderen Paares, so heissen sie
konjugierte Schnitte (konjugierte Hyperbeln, bei Apollonins ropei gefvyeis).
Strecken zwischen konjugierten Schnitten werden von den Asymptoten halbiert (31).
Zieht man von einem Punkte einer Asymptote konjugierter Schnitte Tangenten an die
Kurve, so wird die von diesen auf der andern Asymptote bestimmte Strecke vom Centrum
halbiert (32, 35). U. s. w. i
Lehrsatz XLIL.
Dic Differens der Quadrate zweier kowjugierter Hyperbeldurehmesser ist Fonstant, und zwar
gleich der Differens der Guadrate dey beiden (Fowjugierten) Achsen. — o, * — bhi=a' — B,
Beweis mit Hilfe von (34) und (28)
Lehrsatz XLIIL
Farallelogramme.,  welche .l':'-fJ}rj.'rgj."r':n"mr Hyperboln wmbeschricben sind wnd deren Setten Lon-
jugierten Ihachmessern pavallel lanfen, besitzen gleichen Flicheninhalt. — Das Reehiecl: der Ton-
jugierten Achsen. — Beweis mit Hilfe von (34) und (5).




Aus dem fiinften Buche.

Liehrsatz XIIL

Wenn in einer Hyperbel cin Durchmesser seinem Parameter gleich ist. so sind alle Duyeh-
messer ihren Parametern gleich, wnd die Asymploten sehneiden sich wnter vechtem Winkel,  Eine
solehe Hyperbel leisst gleichseitiy,

Sei IF eine Tangente, (!4 ihr Beriihrungsradius.

Aus den Gleichungen

AC* AB

AF2 AP
und AB — AP = 2q fliesst AC = AF = AE, und Winkel ECF ist recht, Jede belighice
andere Tangente ist gleich dem nach ihrem Berithrungspunkte gezogenen Durchmesser.

Lehrsatz XIV.

In der Ellipse sind nur dicienigen Eonjugierten Duwrvchmesser einander gleich, welche iliren
Prrametern fleich sind.

Zieht man zu den Seiten des durch die Achsen A B, DF der Ellipse bestimmten Rhombus
parallele Durchmesser I, HI, so sind dieselben konjugiert. — Fillt man vom Endpunkte
H des einen auf die Achse AB die Normale, welche die Ellipse zum zweiten Male in ¢ treffe,
go sind die Dreiecke COH und C'0g gleich und dhnlich, aber aunch die Dreiecke AN und
ACL decken sich, und €A halbiert die Winkel HCy und HOG, und es ist O6G = CH —
Dass ausser diesem Durchmesserpaare koin zweites die angegebene Bigenschaft besitzt, wird in-
direkt gezeigt (III, 4 und II, 32).

Lehrsatz XVI

Ziehl man von den FEndpunkten eines Paores Fc.{jju'.u.'{;ir.rh.«' Duvclimesser Opdinaten zu einen
zweiten Paare Fonjugierter Durvelmesser, so entstehen 16 einander flichengleiche Dreiecke.

Zieht man in einem Endpunkite A des Durchmessers ACE die Tangente bis zum
Durchschnitt N mit einem Durchmesser (¢ C'H des anderen Paares und fithrt die Ordinaten HL
zi A B und AM parallel & H, so hat man (I1I, 8)

CM CH GL

SHE— 0N — 0L oder CA.CM=CH.CL,

d. . AACM=AHOL=AACm=—na ECI u. s {

Lehrsatz XVIL

Die zwischen awei konjugierten Ellipsendurclomessern enthaltene Strecke einer Tangente wivd
dlirol den Ifr'l'n";'lru'df“-_rjr.'_-"i!?.'r.l.'ﬂ'f 56l y'.r_’f.r'Hﬁ_, diss das Reeliteol: ihver Abschnifte f_.fl'lf.'!'f'.llr et (*ju,.,r,fy”r‘r fdes
der Tangente porallelen Hallmessers ist,

Sind 4B, 0D die konjugierten Durchmesser, CH der der Tangente K¢ parallele Halb-
messer der Ellipse, ¥ der HL'|'i'|in'u-ngs]umlct. I'L, HT Ordinaten zu 4 B, und ist M parallel A B,
g0 findet man




‘l .']. —

s ELF EL EL. FL CM AFLC
.FLC LC FM MG MG aAFMG
Illl'\ll |]1'::
s ELF A GTH
o OIH ~ AFMG
und weren der Ahnlichkeit dieser Dreiecke
E¥ CH )
CH FG
KEFe

e L BE
dusatz. it _ﬁ_

Lehrsatz XVIIL

Beschreibt man diber den Achsen der Eflipse als Dwrelhiiesser Kreise wnd falll von den
Encpunkten zsiceier kongugierter Durclimesser Senkrechte auf die Achsen, so sind die so evhaltenen
firdinaten dev Ellipse wnd des Fleinen Kreises der Reihe nach gleich den Ordinaten dos grossen
Kreises wnd der Ellipse,

Seien A4CHB, 0CD die Achsen,
HOS, ICT zwei konjugierte Durch-
messer, HIL, I'E senkrecht zu OC, AC
und M, P die Schnittpunkte der Kreise
mit FL, IF; zieht man alsdann in H
die Tangente, welche A B, 0D in N, @

Fie

|4 schneidet, und ist HA normal zu A
g0 hat man
o R B LR 7y — Nh
OT AR - P £ i (o e Awrein 1T,
oder
EC*= Nh.Ch = Ah.Bh (I, 1) =
CA*— Oh?*=0A®* _HL?%:
aber auch CE:=CA* —EP?3
also EP=HL
Aus (111, 3) folgt
EP2 CA.CB CAZ b EP A und dhnlich LH CA
— —_—— oaer — — = L : = 3
E1* CO. 0D oD Kl cD LM ch
s0 dass auch El=1T1TM.

Lehrsatz XIX.
Die Sumime der Quadrate sweier bonpugicrter Duwrchmesser einer Ellipse ist konstant, wnd
2wy gleich der Swinme der Quadrate der Leiden Achsen. a* b =a"-Lbt
Beweis mit Hilfe von (18).

#*) Fin kiirzerer Beweis priindet sich auf I1L, 11.

) Sl I [Meses Theorem, welches hier ganz beildufig zu Tage tritt, dient jetzt mmgekehrt meist als
v 1

Ausgangssatz einer besonderen Gruppe von Siitzen und Aufgaben.
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Lehrsatz XXI,

Doy Fldachewinhalt der civer Ellipse wmbeschrichenen Parvallelogramme, deven Seiten jo swei
konjugicrten Durchmessorn pavailel laufen, ist Fonstant, wnd swar gleich dem Reehteeke der Achsen.
ay by giny ab.

De la Hire stiitzt den Beweis auf (ITIL, 16).

Die Theoreme 24 und 25 dieses Buches enthalten die Lehrsiitze, anf welche Archimedes
idie Quadratur der Parabel grindet?®)

Die Lehrsiitze 29 bis 34 behandeln Gleichheiten von Summen und Differenzen der Ordinaten
von Punkten, in denen ein Kreis oder eine Parabel von andern Kegelschnitten retroffen werden.

Siebentes Bueh.
Das Normalen problem,

Lehrsatz I.

Die Meine Achse der Ellipse (die begrenzte der Hyperbel) ist der ldeinste, dic grosse Achse

der grasste aller Ihirehmesser.
Vel I, 36.
Zusatz. Die der grossen Achse
die entfernteren.
Beweis indirekt: Der

der Ellipse benachbarten Durchmesser sind grisser als

ither dem entfernteren Durchmesser geschlagene Kreis

wiirde die
Kurve in acht Punkten schneiden, was unmoglich ist.
Lehrsatz II.

- Triigt man auf der Achse dev Parabel vom Scheitel aus den halben Parameter der Achse
auf, so ist diese Streche die kiirzoste Linie, welche von dem erhaltenen Punlite der Achse nach dem
Umifange der Parabel gegogen werden fann.

Ist T der Scheitel der Parabel, P der von ihm um p entfernte Punkt der Achse. A ein
beliebiger Punkt der Kurve und A0 seine Ordinate, so hat man

PA*= AP +-PO* = 2TP . TO+ PO*(III, 2) = 2T0 . TP ~(PT
d; b PA~SPT

Zusatz 1. Das Quadrat der Strecke PdA
Quadrat der zugehiirigen Abscisse.

Zusatz 2

70 =PT: -TO"
ibertrifft das des halben Parameters um das

Ist T'M gleich TP und normal zur Achse, so ist M0 oleich PA.
Zusatz 3. Der mit dem halben Parameter als Radius um P beschriebene Kreis beriihrt
die Parabel im Scheitel und liegt ganz innerhalb derselben.

E]‘kf:’irllng.

Konstruiert man iiber der Achse der Ellipse (oder der Hyperbel) die Differenz (bei der
Hyperbel die Summe) des Quadrates der Achse und der Figur derselben (111 3) und ein den
entstandenen Rechtecke dhnliches und #hnlich liegendes, so nennt man das letztere das Bild
(exemplar) des ersteren,

#)

Archimedes, Ausg, von Nizze Seite 13, Satz 4 und 5.
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Lehrsatz TII
Trigt man auf der grossen Achse der Ellipse (oder anf der begrenzten Achse der Hyperbel)
vom. Seleitel ans den halben Pavameter der grossen Aelise auf, so ist diese Strecke die Fiirzeste

Linie, welche wvon dem evhaltenen Punkite der Achse

Feg. 75 weeelt dem Umifange der Kwrve gezogen werden Tann.
e e Sei (BRY) die Figur, (& R) das Quadrat der grossen
s [ ;

Achse BT, auf welcher PIT' gleich p, ferner A4 ein
beliebiger Punkt der Kurve und A0 seine Ordinate; die
verliingerte A0 schneide die Diagonale B in H und
1 in @, und endlich sei QN parallel und gleich 07T
alsdann ist (HN) das zur Strecke 07 gehiivige Bild,
und man-hat PA* — AQ* —PO* = (TH) 4 PO* (IIT,
4 und 6) = OT . TN -4~ (HN) 4 PO*, und weil
PT2—PO* =00, TN, g0 ist PA* = PT* - (HN),
d hoP A =P

Zusatz, Ein Kreis mit dem Centrum # und dem
Radins p trifft die Ellipse (Hyperbel) nur im Scheitel

und liegt ganz innerhalb derselben.

Lehrsatz 1V,

Triigt man auf der Kleinen Achse der Ellipse vom Scheitel aus den fialben Parameter der
Ileinen Achse auf, so ist diese Sfrecke die grissile Grerade, welche von dem erhaltenen Punlide der
Aehse nach dem Uwmfange der Ellipse gezogen awerden kanmn,

Benutzt man die entsprechenden

Fig. 16, Bezeichnungen: TP —=p' u.s w. s0 er-
20" : giebt sich dhnlich wie in (3)

e ———————— = PA2=PT2 — (HN), d. h. PA<PT.
SR Zusatz. Ein Kreis mit dem
A = i Centrum P und dem Radins p' triftt
7 die Ellipse nur im Scheitel I der klei-
nen Achse und umschliesst die Kurve.

\\\; Lehrsatz V.
A Zieht man von einem Punlte der

Parabelachse, dessen Abstand vom Scheitel
grasser st wls  der halbe Parameter, Gerade nach dem Umfange der Parabel, so ist dicjenige
otrecke etne Minimallinie der Payabel, deven Noymalprojeltion anf die Achse dem halben Pare-
meter gleich st wund zwischen den Ausgangspunkt P ound den Seheitel T fallf.

Ist die Strecke T'P der Achse grisser als die Projektion O .F p) von 4 P, B ein beliebiger
anderer Parabelpunkt und B seine Ordinate, so findet man
PA? = P0* - AO* =TP02 L 2P0 . QT, PB? = BD? 1- PD? 2P0 . TD 1 PD® =
2P0 . TD +— (PO - OD)* = 2P0 . OT 4+ PO? -+ 0D2 = PA2 4 0D?, d h. PB > PA,

il R I ———
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Yusatz 1. Frrichtet man in € die Normale Op gleich PA, so ist Dp gleich PB.
Znsatz 2. Ein Kreis mit dem Centrum F und dem Radius PA teifft die Parabel nur in
A und dem in Bezug auf die Achse zu ihm symmetrisch gelezenen Punkte A' und befindet
sich gang innerhalb der Parabel (IL, 51).
Lehrsatz VI

Hicht man von einent Punlile der grossen Achse der Ellipse (oder dev begrenzten Achse der

”,';J.J.-;-.I',f-F';._ dessen Abstand von dem benachbarten Scheitel der grossen Achse grisser ist als der

hathe Pavameter, Gerade nach dem Umfange der Korve, so ist die-
fenige Strecke cine Minimallinie, derven Novmealprojeldion anf die

Achse sich zur Abscisse®) des Kurvenpunlides wie der Pavameter e i R
s Achse verhdlt, ¥ 'J ] ' : :
. = oo o | Fl &/ |
Sei P ein Punkt der grossen Achse [1 = 2a. P 4 ~ | i D
grosser als ihr halber Parameter p, CO : OP a:p, die _.1_;;';_...___5-1.._-"5" -r"_...-_E,;.' 7
Ordinate > A 0 normal CT, TR gleich a und normal OF, CR |/ 5
f — ¥ i

schneide die durch P, A und den belichigen Ellipsenpunkt £ | | ;
r TR i];urnll(}ll-n Geraden der Reihe nach in ¢, X und F, die e A
dureh @ und X zu (T parallelen Geraden treffen TR in M
und N, M@ schneide BV, AX und die andere Achse der Reihe
wnach in &, H und ¢, ¢X treffe BV in + und I'R in 8§, XN :
schneide B1 in 17 und Ce in n, FZ sei parallel und gleich b |
DO Da (On) cin Quadrat und O0X : HX = /0 : OP, s0 ist
(Oe) das zu 'O und (GZ) das zu DO gehorige Bild. Ferner
ergiebt sich
; AQ= p OF
T 0T. & Q0
A NRX NX CO (NO) 5.4 830
ANSX NS OP(NH) HX 0P
(2y, (3) folet 4) AQ* = 2 . HXSM.
B2 p oF
BBl % 00
7 2. D¥VRT OXRT - OXVD 0 e li_lh'.‘.'Jl__. (FO) 4+ a FYX co
2 HXGE (FH) + aFGX ™~ PO’

(IIL, 4 und 6), 2) 10 . OT = RT* — OX? — 2 . OXRT,

und daher 3) aus (1),

2.0XRT (NO) CO.
2 HXSM ™ (NHy_ PO’

D)

6) DT . Dl RT3 Y3 =2 AV R

.EGSM ~ HXSM — HXGE PO’
daher ist
8 BI»r = 2. KEGSM.
Fndlich hat man
PB* = PA* - (BD* — AQ®) 4 (P PO%) = PA* — 2  HXGE + 2, HXVE
— PA* - (GZ), d. h. PB= PA*#

Zusatz 1. Das Quadrat einer von dem Punkte P der halben Achse 07 nach einem
beliehigen Punkte der Ellipse oder Hyperbel gezogenen Strecke iibervtrifft das Quadreat der Mini-
malstrecke um das zur Differenz der Abscissen gehirige Bild.

*| im Jjetzt gebrifuchlichen Sinne genommen

**) Dar vorstehende Beweis nimmt im Originale 100 Zeilen in Anspruch.




Ausatz 2. Der aus P mit dem Radius PA beschriebene Kreis trifit die Ellipse oder
b des Kegelschnittes.

Hyperbel nor in 4 und seinem Spiegelpunkte und liegt ganz innerha
Lehrsatz VIIL

).’-"r |"s$ FIEEERL TN —'-.".-.u'.l.u. I"Hnﬂ'ﬁr' u’!'.r‘ p','.f.«;i'}.lf-n zlt'.'rma' F-'r{'." f‘xﬁ-ilj.-l:{{:. |.I'r.*-'.~.'-"nl Absterned VR ;,{;.H,- .H'(:fu_«;',g‘:_—f
dieser Achse kleiner ist als der halbe Parameter derselben, Gervade nach dem Umifange dev Kurve,
so 15t digjenige Strecke eine Muozimallinie, deren Normalprojektion auf die keine Achse sieh zur
Ovdenafe ®) des Kwrvenpunktes wie der Parameter der Feinen Achse 2w dieser selbst verhiilt.

Ahnlich wie in (6) findet man PB® — P A* (GZ), d. h. PB << PA, wobei dieselben
Bezeichnungen zu Grunde liegen.

dusatz. Der aus P mit dem Radins PA beschriebene Kreis trifft die Ellipse nur in 4
und umsechliesst die Kurve,

Erklirung,

Konstruiert man iiber der Summe der (begrenzten) Achse der Hyperbel und ihres Para-
meters ein Rechteck. dessen andre Seite diesem Parameter gleich ist, so heisst ein diesem iiln-
liches und dhnlich gelegenes Rechteck das Bild der unbegrenzten Achse.

Lehrsatz VIIL

Wortlaut und Beweis des Satzes stimmen unter Zuhilfenahme der vorstehenden Erklirung
mit (6) itberein,

Zusatz  Aus Satz (5) bis (8) ergiebt sich die Konstruktion der von einem Punkte eines
Kegelschnittes bis zur Achse gezogenen Minimal- oder Maximalstrecke.

Lehrsatz IX.

Die kleinste der von einem beliebigen Punkte nach dem Umfange des Kegelschnittes Jezogenet
Strecken licgt auf der Minimallinie cines Achsenpuniies,

De la Hire fiihet den Beweis indirekt wie folgt:

Sei AP die Minimallinie des Achsenpunktes P, B ein beliebiger Punkt derselben und
ein zweiter Punkt der Kurve. Wire BA = BC, so wiirde BA —+ BP = BC 4 BP oder
FA > BC - BP oder a fortiori PA = PC sein, was der Voraussetzung widerspricht.

dusatz. Ywei Minimallinien 4 P A* P kénnen sich nur in ihren Verlingerungen (iiber
F und P hinaus) schneiden,

Lehrsatz X.

Die grisste der won einem beliebigen Punkite nach dem Umfange der Ellipse gegagenen
Strecken liegt auf der Mavimallinie eines Punbites der Eleinen Achse.

Beweis dhnlich wie zu (9).

Zusatz, Fir Parabel und Hyperbel sind keine Maximallinien vorhanden, da diese Kur-
ven ins Unendliche verlanfen.

Lehrsatz XI.

Die von einem Punkte ausserhalb eines Kegelschnittes gezogene Novmale desselben ist die
kleinste der von ihm aws zum Umfange fihrenden Strecken.

Beweis indirekt mit Hilfe der zur Normale gehorigen Tangente und einer beliebigen anderen
zwischen dem FPunkte und der Kurve liegenden Strecke.

*) um jetzt gabriuchlichen Sinse genommen,




Lehrsatz XIL
Eine im Endpunlte ciner Minimallinie ervichiele Senfreclite Levithet die Kurve in diesem
Prndite.
Beweis indirekt.
Zusatz. Zu einem Punkte eines Kegelschnittes gehort nur eine Minimallinie (11, 2,
Finsatz).
Lehrsatz XIIT.
Die Normuole des Kegelselmities (dic ziwischen thm und der Aehse enthaltene Strecle) st zu-
gleich Minimal-, bez. Marvimallinie des Achsenpunlies.
Beweis indirekt. Vgl (11).

Lehrsatz XIV.

Verldmgert mon eine Minimallinie eines Punlides der grossen Achse s zum Duwrelisclinddt
wiit der Kleinen Achse, so wird sie sur Maximallinie des Punldes der Fleinen Achse und wm-
gekeht,

Schneidet die Minimallinie A4 P die kleine Achse in J), ist ferner OC' die Abscisse von
und A R parallel und gleich OC, so ergiebt sich die Behauptung aus den Proportionen

OF == P SRS Spe N

R e I o e

wenn unter «, b die halben Achsen und unter p., p, die zugehdrigen halben Parameter ver-
standen werden.

Zusatz, Von einem Punkte der kleinen Achse der Ellipse kann nur eine Maximallinie
ausgehen (12, Zusatz 1),

Lehrsatz XVIL

Fwei von der Lleinen Achse ciner Elfipse nach  Panfiten cines wnd dessellen Quadranten
qefithrten Mazimalstrechen schneiden sich innerhalll des benachbarten Quardranten der Billipse.

Seien 4 und F Punkte eines Ellipsenquadranten, und zwar liege A dem Hauptscheitel
I niher als F: die Maximallinien 4 D, F'M schneiden die grosse Achse ¥'T in P, F. Sind
nun A0, F& die Ordinaten von A, /. so findet man mit Hilfe von (III, 3), dass IO . 0T <
[ . GT und A0 < Fr, sowie (/{) = (G; in Verbindung mit den Gleichungen

CG co i (BIE co 06 co
OGN 0P 5 CG—=0H  On—0Y Eigm = oF
ergiebt sich daher O F = (H und auf gleiche Weise OM = (), woraus die Behauptung
erhellt.
Aufegabe. )

(XVIILY Vo einent Punlte innevhall oder ausserhall einer Pavabel die Normale zn zichen.

Man fille von dem gegebenen Punkte P eine Senkrechte PEL auf die Achse T'L, trage
auf dieser die dem halben Parameter p gleiche Strecke L (wenn P innerhalb) nach dem
Scheitel zo ab und ziehe durch € die zur Achse normale Gerade (¢ konstruiert man nun
die Gegenschnitte, welehe durch die Asymptoten ('L, die Achse der Parabel, und die Gerade

#) Bei De la Hire in Form sines Lehrsatzes; das gleiche gill von den heiden folgenden Aufgaben, Vel

Apoll. Con, V, 58—063, Ausg. v. Borelli 8. 60.




20)
CG), sowie durch den Punkt P als Peripheriepunkt bestimmt sind, so schneiden diese Gegen-
schnitte die Parabel in Punkten 4, B, F; AF, BF FP sind die gesuchten Minimallinien.®).

Sind 40, BD, FN die Ordinaten der Punkte 4, B, F und schneiden 4 P BP. FP der
Reihe nach die Achse der Parabel in M, H, E und die Gerade (/7 in @, t, I =0 ist (7 P =
AM (II, 14), also auch M) = L = p und daber A M eine Minimallinie (5).

In gleicher Weise hat man PI = FF, EN = LC = p; PQ = HB, HD = L( = p,
d. h. EF und HE sind ebenfalls Minimalstrecken oder Normalen (13),

Zusatz 1. Von dem Punkte P konnen héchstens drei Minimallinien an die Parabel ro-
zogen werden (V, 32, wo sich die Beziehung AO = FN + BD bewicsen findet). Die Achse
ist Asymptote des durch P gghenden Hyperbelastes.

Zusatz 2. Die (drei) der Aufgabe geniigenden Parabelpunkte liggen mit dem Scheitel
der Parabel auf einem Kreise. Vgl De la Hire Nouv. élémens S. 331.

fusatz 3. Der Schwerpunkt des Dreiecks 4 B fillt aut die Achse der Parabel.

i T e B

(XIX) Andere Léosung. Man fille von dem gregabenen Punkte P eine Senkrechte PT
auf die Achse T'L der Parabel, trage anf I, 7 die Strecke I, B gleich dem halben Parameter p ab,

w

) Der analytisch - geometiische Weg fiihrt #u donselben Konstruktionen: Sind %, ¥, die Koordinaten des
gepebenen Punktes £ 50 hat man

¥ P
|.I oy i | e X —X—1 oder “I XN — (% Y — Y L1

oder wenn man den Anfangspunkt aus dem Scheitel um X; — | im Binne der positiven x verschiebt, so dass

A E 3 b ¥ . - 1 i T O g . e
X % I Ey 7. 80 erkennt man in & 4 Py, disoin (VII, 18) auftretonds gleichseitizge Hyparhel
wiader. — Erwaitert man die Hyperbelgloichung (I1) mit ¥ und verbindet sie mit der der Parabel. so orhilt man
a8 AT WA £ e Ao B n b - =2 X [ . 3 - s i L [y ]
nach einander die Formen xy* — (x,— p) v° - Py =0 2% 2(x, —phx—7¥, ¥ b, 2x?— 3% w4yt
- . " -3 e - 1 " f . v H 5 X & 5 3 |1
V¥ =0 4y —(x, +px—.7 3 0, d, idie Gleichung eines durch den Scheitel der Parabel sehenden
Kreises.

Vertauscht man in (I) die Subnormale p der Pargbel mit der Subnormals 8, von Ellipse und Hyperhel

° . o Tl - L p ey Rt ol =
n = Bxia, so erhillt man schliesslich (I} (a — p) xF + P¥, ¥—ax, ¥y — o als Gleichung dor in (VII, 20
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halbiere BT in D, errichte ©D normal LT und gleich dem vierten Teile von PL und schlage
aus € mit dem Radius C'F einen Kreis, welcher die Parabel noch in 4 schineide: 4P ist die
verlangte Normale.

Die durch A zur Parabelachse parallele Gerade schneide die Scheiteltangente in V, den
Kreis in & und L P in I, die Scheiteltangente werde vom Kreise in N getroffen, und die Tan-
gente in A begegne der Achse in R: AF sei die Ordinate von 4, H die Mitte von L P und
I die Mitte von LS. Man findet

FR . FB Z2FT . FB— 2AY . VE =27V . VN — LI . TH = PS8 . ST = P8 . AT

oder 4 F: FB' di nun = = L (L1, 2y, so ist auch o = L
FR ES! PR AF SERAT : LB AF
und ¥B - LB P51 AF e AL EBY AR
LB == AF 55 e R [

50 dass A RAF oo a PAT und ~ PAR Q0.
Aufgabe.

(XX.) Von cinem Punkte innerhalb oder ausserhalb civer Ellipse oder Hyperbel (oder der Gegen-
sehnitte) die Normale on die Kurve gu sichen.

Man fille von dem gegebenen Punkie P
eine Senkrechte PB auf die grosse, bezichent-
lich begrenzte Achse T'1 der Ellipse oder Hyper-
bel und verlimgere PB bis H, so dass sich
PH za HB wie a zu p, d. i. wie die Achse zu
ihrem Parameter verhalte: in gleicher Weise
bestimme man den Abstand des Punktes E der
Achse vom Centrum C' gemiss der Proportion
CFE: EB=a:p, und zwar Blle man fiir die
Ellipse HEB auf HP, EB auf EC, wihrend
bei der Hyperbel die Strecken HE, EB die
Verlingerungen von HP, FC bilden, Die
dorch H und % zu den Achsen des Kegel-
schnittes gezogenen Parallelen KH und K
welche einander in K schneiden , verwende
man als Asymptoten der gleichseitigen Gegenschnitte, von welchen der eine Zweig durch P gehe.
Die Schoittpunkte 4, R, F, X dieser Hyperbeliste mit dem gogebenen Kegelschnitte bestimmen
die gesuchten Normalen P4, PR, PF, PX.

verwandten gleichseitigen Hyperbel. Die Verkniipfung der gefundenen Hyperbelgleichung (L1} mit der wvon
Ellipse oder Hyperbel fiihrt auf hohere Gleichungen {(problemata solidorum). De la Hire erhiilt in den Nouv,
alémens (p. 440) fir die Abscisse des gesuchten Ellipsen- oder Hyperbelpunktes sine Gleichung vierten Grades
und benntzt zur Konstruktion derselben ausser der gegebenen Kurve nur noch Zivkel und Lineal. Man vel. nocl
Balsam 8 184 uw. £ zu Apoll. Con. V| 44 und 45, wo sich neben dem Beweise des Apollonius noch zwel andere
des Ubersetzers vorfinden.

*) Diese Konstroktion hat Halley verwendet in einem Scholion zu Serenus D sect. coni prop. 39, Zeuthen
sohliesst aus Pappus (Hultsch &, 270, 28 bis 272, 4), dass man schon zu dessen Zeit eine Konstruktion der
Normalen, welche sich von einem Punkte an eine gogebenc Parabel ziehen lassen, mit Hilfe dieser Kurve selbst
und mit Hilfe ven Zirkel und Lineal gokaonut habe.
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PA schneide KF in N, KH in G, CE in D; DV, parallel BH, treffe KH in V und ’r'

K H die Ordinate A0 in L; alsdann ergiebt sich |
|

e T Y1 ) ; . |
SR |
PH OE CE G L CE 1L GL OK 0o ﬁ
ader HR =35 v und daher O — oV’ 00— IV == oD ader Gl = oD él.
Co a
s dass auch o = F" *

d. h. AT ist eine Minimallinie (6.

Zusatz 1. Von einem Quadranten der Kurve kinnen nur zwei Minimallinien ansgehen,
welche sich in demselben Punkte schneiden.

Zusatz 2. (XXI) Der eine Zweig der gleichseitizen Gegensehnitte weht dnrch das Cen-
trum des gegebenen Kegelschnittes.

Schneidet P(7 die Asymptoten KN, K6 in n, ¢, so sind (Ha) und (Eg) Parallelogramme
weil PH: HB = CIl: EB und daber P paralll EH. Aus der (leichheit der Strecken
Py und Cg ergiebt sich die Behauptung (II, 14, Zusatz),

Aunferabae,

(XXILY) Es sollen fiir wlle Kegelschnitte auf der einen Seite der Aehse (fitr die Fllipse ist die

Ir_n'n'.i.'i.ﬂ.'r.l'r‘, f."f.l' die .r]}_i'f??-"flrlﬁlr e jj“{ﬂ'r'if.[ff' 2 Hr"ﬂ'nl.h'r.‘.u.i h.r!.ﬁ.f-.‘lr,r:r,l viele Punlite P e aden r{,'r_-,l‘”'rg”__ B
welchen wwr je eine Minimallinie  odey |
R[‘:k Normale PA wnach cinem auf der an- "
* tdern Seite der Achse gelegenen Punlite A
- emes  Quadranten  der  Kurve gezogen
werden  bann. — Konstruktion  des

Kriimmungsradius.

L. Ist der vorgelegte Kegelschnitt eine
Parabel, so ziehe man in dem gege-
benen Punkte 4 die Tangente A D,
schlage aus A mit dem Radius A D einen
Kreis, errichte im Schnittpunkte I des-
selben mit der Achse die Senkrechte,
welche  die Normale 4T des Kurven- !
punktes Adin M und 4D in B schneide,
und verlingere A M um die Strecke
MP gloich AT — Grenzfall von (18).
Der eine Zweig der gleichseitizen Gegen-

schnitte berithrt die Parabel: man be-
weist leicht, dass B1in 4 halbiert wird.

2. Ist der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel, so ziehe man die
Tangente AR des Kurvenpunktes 4, schlage aus 4 mit dem Radius AR einen Kreis, welcher
die Achse Cf in H treffe, verbinde den Fusspunkt O der Ordinate 40 mit dem Halbierungs-
punkte £ des Halbmessers der gegebenen Kurve durch cine Gerade, welche A4 H in K schneide,
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L3 & e
ziehe durch A" zu den Achsen die Parallelen, K0, KB, welche der Normalen AT in N, M
begegnen, und verlingere AJM um die Strecke M P gleich A N. — Grenzfall von (20). Schneidet
die von P auf die grosse Achse gefiillie Senkrechte PV die Gerade K1 in X und trifft K B
die grosse Achse in T, so ldsst sich nachweisen, dass (/7 : I'V = a :p = PX: XV, sowie
iass ein Zweir der gleichseitizen Gegenschnitte die gegebene Kurve in A4 beriibrt,

Lehrsatz XXIIIL

Von einem Punkte p der Verlangerung der in (20) wnd (22) erhaltenen Minimallinien A P

eines Achsenpuniites I (jenseits P) lassen sich, wnter den gleichen Voraussetzungen wie vorher, stets
zwei Minimallinien an einen Quadranten des Kegelschinitfes ziehen.

Zuviorderst ist klar, dass pd selbst eine der von p ausgehenden Minimallinien ist. Das
Vorhandensein einer zweiten ergiebt sich durch folgende Betrachtung. *)

Schneidet K1) die Ordinate A0 in 8 und das auf 40 eefillte Lot PL die Gerade K1

in U, so ist Pd der Diagonale IS des Rechteckes (L. K) parallel, withrend die andere Diagonale
LK die Strecke P4 in ¢ halbiert. Das Centrum K der gleichseitigen Gegenschnitte wird somit
auch durch die Geraden OF und L@ bestimmt: die erstere wird im Falle der Parabel durch
deren Achse ersetzt. Fillt man daher von dem Punkte p der Verlingerung von PA itber P das
Lot pl auf 40 und halbiert p 4 in g, so ist {g parallel L@ und schneidet die Achse der Parabel
im Centrum /£ der zur Auffindung der von p ausgehenden Minimallinie dienenden Gegenschnitte
(18), deren Asymptoten durch die Achse der Parabel und die zu ihr senkrechte Gerade kb dar-
gestellt werden. Diese letztere aber bestimmt aul der Geraden DA B eine Strecke ABb, welche
nicht gleich D4, sondern grisser oder kleiner ausfillt, je nachdem p dem Punkt A niher oder
Ist nun bd gleich DA, so liegt d mit A auf derselben Hyperbel (IT, 14),

ferner liegt als P.
Ans den Gleichungen

und bd ist Sekante sowohl der Hyperbel als der Parabel (I, 2).
gy gl gk
-.qi = :]]c- qp :]I‘
und daher pm = AT und, wenn pu senkrecht zur Achse der Parabel, kx = I0, d. i oleich
pd und pd sind daher die einzigen Normalen, welche sich von p an
Die Beweisfithrung fiir den Fall

Aq = qp folgt mq ql

dem halben Parameter.
den Zweig der Parabel (jenseits der Achse) ziehen lassen (18).
der Ellipse und Hyperbel ist von der vorstehenden sachlich nicht verschieden.

Lehrsatz XXIV.

Doy Ort der Punkte P ¢die Evolute des Kegelschwittes), von welchen wur eine einzige
Normale oder Minimallinie an den Kegelschnitt gefiihet werden kavn, wimnt seinen Ursprung innes-
halb der Kwrve im Punlite E der Achse (der grossen Aehse der Ellipse, der bogrensten der Hyperbe),
dessen Abstand von dem benachbarten Scheifel gleich dem hallen Parameter dicser Achse ist.

Die Evolute der Parabel wnd der Hyperbel erstreckt sich ins Unendliche, die der fillipse

aber wird von dem Punlkte ¢ der leinen Achse begrengt, dissen Abstand von  dem entfernteren

Scheitel devselben gleich dem halben Parameter der Keinen Achse ist.

Die Novmalen des Kegelschnittes sind die Tangenten seiner Fvolute.

Die Richtigkeit dieser Behauptungen ergiebt sich aus den Sitzen 2, 3,
fliessen die Ausdriicke fir die Krimmungsradien in den

4, 14, 22 dieses

Buches. Aus derselben Quelle

*) Die Figuren zu diesem und dem folgenden Satze lassen sich an der Hand der vorangshenden Dingramme

mit Leichtigheit erginzen.
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Scheiteln der Kegelschnitte. Man findet fine die Parabel o =p (2), fiir die Ellipse und die Hyperbel
h* a* 0

= )y gy =Py = | k).

n Pa a o P b

L
%

Lehrsatz XXV,

Fallt aman von cinem Punlde P dey Evolute ein Lot PX auf dic Achse des Kegelschnittes,
g0 lassen sich von jedem Punbte m der Streeke PX zwei Minsaallinien an den gegeniiberliegenden
Zweig dey Kaee (bez, an einen Quadranten devsellien) zichen; dagegen ergeben die Punlde M der Ver-
liingerung von PX diber P keine solehe Linie.

Da fir alle Punkte der Geraden M X, von welchen aus Normalen nach o
Achse liegenden Zweige gezogen werden sollen, die Asympioten der gleichseitigen Gegenschnitte
dieselben bleiben (18}, so erkennt man. dass fiir alle Punkte s auf dem Lote PX*) die Po-

em jenseits der

tenzen der Hyperbeln oder die dem Asymptotenwinkel eingeschriebenen Rechtecke (IV, 2) kleiner
sind als das dem Dreieck KD (22) eingeschriebene Rechteck {4 K); daraus geht hervor(IL, 14),

dass die zu einem Punkte me gehirige Hyperbel die gegebene Kurve zu beiden Seiten des

Punktes 4 schneidet und somif fiir jeden Punkt m zwei der verlangten Normalen hervorgehen.

Umgekehrt schliesst man ans dem Waehsen der Hyperbelpotenzen, bei Zugrundelezung der
Punkte M auf der Verlingerung von PL, dass der Gegenschnitt die vorgelegte Kurve verfehlt
und daher in diesem Falle keine Normale miglich ist

Zusatz 1. Von jedem Punkte der zwischen Evolute und Achse liegenden Fliiche lassen
sich zwei Normalen an einen Yweig der Parabel oder der Hyperbel oder an den benachbarten
Quadranten (jenseits der grossen Achse) legen; von einem Punkte der Evolute selbst geht
nur eine Normale aus; von einem Punkte innerhalb der Evolutenfliche ist keine Normale
miglich.

Zusatz 2. Durch die Abwickelung der Kurve, auf welcher die Punkte P lieggen, werden
die l{i_ﬁlﬂ't-!]:icll'l]i”f‘ ergengt. wManifestum est has lineas curvas E PP eas BS5E L"[|I-||L_~'; evolutione
sectiones conicae describuntur; omnes enim contingentes has curvas sunt perpendiculares ad
contingentes secfiones conicas in ipsarum oceursibus®

Zusatz 3. Der Bogen PIE der Evolute, welcher zwischen einem beliebigen Punkte
P derselben und ibrem Ursprung auf der Achse des Kegelschnittes enthalten ist, ist gleich der
Differenz der Norma

en P4 des letzteren und des halben Parameters. Hin ganzer Bogen
der Evolute der Ellipse ist gleich der halben Differenz der Parameter ilrer Achsen.
Aufeabe,

|-"\}L\T[} I einem Il}-f'_-',fﬁl'l.i-f nen  Pundde P oder Fvohide eines l:,rr'_ejr'.":rwr-'u [L‘.r-.fjrr-f,h:r:fu.lf-iffr—,-,: e
Tangente derselben zue fonstruieren.

I} Der gegebene Punkt P gehiire der Parabelevolute an. Man fille von P ein Lot PX
auf die Achse TX dor Parvabel, gebe der Strecke X K der Achse TX die Liinge des halben Para-
meters p, teile K7 in O so, dass KO : OF = 2 : 1, und ziehe die Ordinate 0.4; PA ist die
gesuchte Tangente. Der Beweis griindet sich auf I1, 20 und VIIL, 13, 22, 23, 25. Die Konstruktion
kann unmittelbar der Figur entnommen werden, welche zur Aufgabe 8. 22 zu entwerfen ist.

Zusatz 1. Die Evolute der Parabel besitzt selbst eine parabelibnliche Gestalt. *¥)  [hre

") Apoll. Con. ¥, 51 (Borelli 8. 34) wird dieses Lot die Wage (Erutina) zenannt,
*#) Dio Neilsche (oder semikubische) Parabel: sie war die erste Kurve, welche genan rektificiert worden
gt (William Neil 1. J. 1657). Vgl Satz 25, Zusatz 3.
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Achse steht zur Parabelachse senkrecht. Die Kuben ihrer Ordinaten verbalten sich wie die
Quadrate der zugehibrigen Absecizssen; der Kubus einer Ovdinate ist gleich dem Produkte des

Quadrates der Abseisse und des Parameters der Evolute; der letztere ist ;—l‘ des zur Achse
)
cehiirigen Parameters TR der gegebenen Parabel.
Mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen hat man
[0=TE=p = TR, T0=-TK= _ EX, IX=0K=3 EX,

I 5 N
10® [RENEEAT T =~ EX*

und e i =
DA PX* T0.2TE RPagk

WOrans |'f.\1”:'fl'; TE.PX* oder in heutiger Schreibweise * — ":']uf'-'_
Zusatz 2. Der Scheitel der Parabelevolute teilf die Subtangente eines ihror Punkte im
Verhiiltnisse von 1 zu 2
2 - == El 1
Aus IX == EX und KI :II EX folgt i — 1.8 W,

IT) Der gegebene Funkt P pehire der Evolute einer Ellipse oder einer Hyperbel an,
Man fille von P ein Lot PV auf die Achse ' bestimme auf dieser die Punkte 7% 7 so, dass

Cf: TV =uw:p, und konstroiere zwischen €1 und €'f zwei mittlere Proportionalen; die
eine dieser Strecken (im Falle der Ellipse die grissere, in dem der Hyperbel die kleiners) ist

gleich der Abseisse ('0 des gesuchten Ellipsen- oder Hyperbelpunktes A.
Schoeidet die Asymptote K (22) die Ordinate A0 in S, so findet man C'F . T'K =
A5 SRV 2 nd NH 21 TR — a8 sk — 0F — Si,
(L AS CcT AS T oT o [ (0]
0T~ 08’ G0 A0 OR " 70~ 0OR’ GO CR
oder 00 = CT . CR und weil C2 = GO . CR (III. 8. so ist OO =17, (I
S0 weit De la Hire. In den folrenden Zusitzen findet die Lisung des Problemes ihren
Absechluss.
Zusatz 1. Fillt man von A auf die andere Achse O das Lot <, und schueidet K1)

tliese Achse in I% so findet man analog Cn* = CI*' . (i

Man setze der besseren [bersicht wegen Ct = a, Ct' = b, CO = x, CT = u, A0 = Cn
s : i : = . ; il a 8"
- v. O =w, CV.=£&, PV =4 alsdann ergiebt sich x*=a*n, v*=h'v, =
x : : £ il I 0’ Iy
a’ L A bt B T e ¥ y -
=vin xi=nhyi=_sn und mit Hilfe der Gleichungy — =+ 1 I dieder Evolute:
p ) - el ¢
2 3
faE\# by 2
() —|—(—..) L.
,\1'-' — \I_"

Zusatz 2 Der Kubus der Normalen AT (n) einer Parabel izt das Produkt des Kriim-

mungsradius und des Quadrates des Parameters der Achse.

ATV sei normal PX: infolre der Gleichungen AV = OX =0H —:— HX = 0D -+ 10 [D
und der Ahnlichkeit der Dreiecke APV und 140 hat man
Al AL A Al¥ n?
B — = AV — § m—— — - oder = =
i T0 0 T0 o s e
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Zusatz 3. Die Bemerkung IX — HO = 0D 2x liefert eine cinfache Konstruktion
des Kriilmmungshalbmessers,

Zusatz 4. Das Produkt des Kriimmungshalbmessers P.4 eines Ellipsen- oder Hyperbel-
punktes und der Normalen CL seiner Tangente A2 ist das Quadrat des zu dieser konjugierten
Durchmessers €W. — Hieraus ergiebt sich eine zweite Konstruktion des Kriimmungsradius.

Wird PX von «An in ¥, von AH in U7 getroffen, und ist M der Schnittpunkt der
Geraden PA und der zweiten Achse O, so erhiilt man die Gleichungen

N3 = KX, 81} = 8K, ”}: = g:: 2D = LI

0T SK S OR OR GO

:t[ = 1\}1{ - :‘; - "if ,also 0O . RT = AR. AZ = CW* (V. 17),
und daher, sowie infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke APY und RCL:

(26),

RC.CT=C02(26),

% o = BB : RC.RI.TO iG. RI. T RL.OOQ JW2
Pl };l{ AT — 20 aw_ H(_ El___ i . RI | s . L. et
CL CL CL.OR CL. GO GL CL
byd
T
; : - by * e
Zusatz 5. Durch Anwendung von (V, 21) erhilt man ¢ - 1 oder, weil CW?* = AT A M,
i
AL, AM e : . IR
PA = — Wi ; woraus wiederum eine andere Konstruktion fiir ¢ folgt.

Bin zweiter Weg zur Berechnung von o geht von der Ahnlichkeit der Dreiecke PIV
und 470 aus. Mit Hilfe der Gleichungen
b B OT OT 0
g —Lpp Tt oga Sl s O e
a a CR: OR™ GO CR

und L = =
1A Vi
findet man
OvV. Al RILOT-AT RE.OT. AT GR  RI.GCO.AI
SOTED- 00, RO o L OEEE -, A
CW2, Al ct?
CEE= O
Hieraus folgt die Newtonsche Konstruktion des Krii mmungshalbmesseors (Newton
Geom. Aunal. Kap. 7 und 8).

|L-I
Al oder g = ] = 1
%

Ein dritter Weg nimmt seinen Ausgang von dem Sehneavierecke PMIUX. Da

HA OH : OT co. IR TA

. = — . =4 | L 1 — =

HU D }R'H[‘rﬂt R RO SEE
HA.AU HA®*. 0OV AR:*.OT.RI CO.RI (OW:

- B = , wie ohen,

TR S = NS A TR = i i

=0 l‘l"L’;lll'llT sich PA =

5 e R i, 5
R —

— — - —— . -
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