De la Hire und seine Sectiones conicae.

Was in der Zoiten Bildersanl sinmal ist trefflich gewosen,
Wird immer wisder sinmal Jemand auffrischon und lesan. Hoathe.

In unserer Zeit sind mannigfache mehr oder minder von Erfolg begleitete Versuche ge-
macht worden, die Geometrie der Neueren mit den Methoden der Alten in organische Verbin-
dung zu setzen. Zu diesem Zwecke suchte man in den Werken der letzteren nach Ausliufern,
welche mit den Wegen der Neueren zusammentreffen: Chasles™) zeigte, dass Euklid bereits
Eigenschaften der geraden Linie und des Kreises gekannt habe, welche in der neueren Geome-
trie die Theorie der Transversalen liefert; Zeuthen®*) weist nach, dass das Altertum nicht nur
im Besitze von Sitzen fiber projektivische Punktreihen gewesen sei, sondern dass man auch
einige solcher Reihen auf die Lehre von den Kegelschniften angewandt habe; und was die ana-
Ivtische Geometrie betrifft, so stossen wir sowohl bei Archimedes als bei A pollonius auf
Koordinatentransformationen und auf die Benutzung der Gleichung einer Kurve zur Bestimmung
ihrer Tangente und zur Ableitung neuer Siitze. Zur Verkniipfung der Fiiden hat man andrer-
seits aber auch jene Wendepunkte ins Auge zu fassen, aus denen die neuen Gedankenkreise
hervorbrachen: es sind die Zeiten der Desargues, Pascal und Descartes. Das Bemiihen,
den Blick nicht auf das Neuerrungene zu beschréinken, sondern auch die Sehipfungen jener Zei-
ten wieder zu verdienter Geltung gelangen zu lassen, kommt nach beiden Riehtungen hin nicht
nur der Wissenschaft und ihrer Geschichte, sondern auch dem Unterrichtsstoffe und seiner metho-
dischen Behandlung, sowie der richtigen Beurteilung und Einordnung neuerer Methoden zu gute.
Leider sind aber die Originalschriften von Desaroues simtlich verloren gecanren, und Pascals
Werk iiber die Kegelschnitte ist ebenfalls nicht auf uns gekommen., Dagegen besitzen wir die
Schriften eines anderen Mathematikers, welche in der angedeuteten Beziehung fiir uns besonders
wertvoll sind. Wohl gehort er nicht mehr jener Uebergangszeit an, in der man mit dem Alten
zu brechen begann, aber er war einer der wenigen, welche nicht nur die neue Methode des
Descartes durchaus beherrschte und den Inhalt des Browillon projet des Conigues von Desargues
kannte und weiter ausfiibrte, sondern aunch die Alten, namentlich Apollonius, auf das griind-
lichste verstand und ihre Weise treulich weiter pflegte: es ist der Mathematiker und Maler Philippe
de la Hire, der Schiiller des Desarpues. Ein Verzeichnis der Werke, sowie einen kurzen Lebens-
abriss dieses seltenen Mannes, in welchem die Zeitgenossen nicht nur den scharfsinnigen und
erfindungsreichen Geometer bewunderten, sondern anch den gemiitvollen Menschen und feinsinni-
gen Kiinstler verehrten, findet man im Anhange?!). Aus seinen Werken sollen hier nur jene
Punkte in Kiirze betrachtet werden, welche auf den Zusammenhang geometrischer Methoden neues
Licht zu werfen im Stande sind. Diese Schriften, deren Inhalt fiir die .neuere Geometrie®
grundlegend gewesen ist, sind zugleich diejenigen, iiber welche sich im Laufe der Zeiten die
widersprechendsten  Urteile gebildet haben; auch sein Hauptwerk, dessen Bearbeitung den
wesentlichen Inhalt dieser Seiten liefert, hat sich diesem Schicksale nicht entzichen kinnen.

Dass de la Hire mit der Analysis des Descartes vollstindig vertraut war, zeigte er in

*) Ap. hist, p. % der Uebers. **) Die Lebre v. d. Kegelschn. im Altertum.




2

oinem dem Finanzminister Colbert gewidmeten Werke: Nouveauz élémens des sections conigues,
les lieww géométrigues, la construction ou effection des équations. (Pavis, 1679), worin er das
Normalenproblem fiir simtliche Kegelschnitte mit Hilfe der ge saden Linie und des Kreises lists
selbst einem Huygens war dies nur fiir den bedeutend ginfacheren Fall der Parabel gelungen.
In dem ersten Teile (auf 176 8. Duodez) dieses Werkes definiert er die Kegolschnitte als geome-

irische Orter aller Punkte, welche sleiche Entfernung von ecinem festen Punkte und einer festen

Geraden oder eine konstante Summe oder Differenz der Entfernungen von zwei festen Punkten
hesitzen , und leitet auf eigenartigem, aber durchaus elementar-geometrischem Wege cine grosse
Anzahl ihrer Eigenschaften ab.

Von grosserer Bedeutung fiir uns ist eme 1673 erschienene Schrift: Nowvelle méthode en
(éomdtrie pour les sectioms des superficies conigues ot eylindriques; in ihr zeigt sich de la Hire
als durchaus selbstindiger Entdecker, und der Leser glaubt den freudigen Kifer mitzuempfin-
den, mit welchem er auf noch unentwethten grinen Plan zogz und das Dickicht der sich an-
hinfenden Schwierigheiten durchbrach. Die Schrilt berechtigt uns, sagt Chasles, diesen Mathe-
matiker in die Klasse der Begriinder der modernen Geometrie zn setzen. Der erste Teil des
Werkes. welcher die Kegelschnitte auf dem Kegel betrachtet, kann als Vorarbeit fiir sein Haupt-
werk. welches er zwolt Jahre spiter verdffentlichte, angesehen werden; er benutzt hier ihn-
liche Ausgpangspunkte, die seinen Siitzen dieselbe Tragweite verleihen, wie in jenem Werke, aber
man sucht vergeblich nach der Einfachheit und Anschaunlichkeit der Beweise, die uns in seinem
grossen Traifé {iberraschen. Dieser Mangel des ersten Teiles ist es wohl auch gewesen, welcher
Poncelet in der Einleitung seiner Propr. proj. des fig. (p. XXIX) zu einem weniger anerken-
penden Urteile Anlass gab. Poncelets Worte kinnen wohl auf R. Simsons Tyreatise on
(onie sections Anwendung finden, aber nimmermehr auf de la Hires Nowvelle méthode.  Hier
‘o kein Riicksehritt zu verzeichnen, vielmehr findet sich hier zum ersten Male ein Gedanke
ausgesprochen und durchgefihrt, der anf Poncelets eigene Fiihrte weist, auf jene Lehre von
den homologen Figuren, die dieser in den Jahren 181214 als russischer Kriegsgefangener in
Saratow ersann. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass der grosse (eometer das Original-
werk de la Hires ear nicht zu Rate gezogen, sondern sich mit der Einsicht von Berichten be-
sniigt habe, welche diesen zweiten Teil der Schrift, die ,, Planiconiques®, entweder gar nicht oder
nur fiichtie berithrten. In ihm findet sich die erste allgemeine Methode der Transformation der

Figuren in andre derselben Gattung, der unmittelbaren

- fag. 1. Uebertragung der verschiedenen Eigenschaften einer Kurve

auf eine andre in derselben Ehene. Die Kegelschnitte
sehen durch eine gewisse Konstruktion aus dem Kreise
hervor. ohne dass irgend eine ihrer Eigenschaften als be-
kannt vorausgesetzt wird, Der von de la Hire gege-
bene Nachweis, dass die abgebildeten Punkte einem
Kegelschnitte angehoren, ist fiusserst verwickelt; den natiir-
lichsten Gang des Boweises bieten die Lehren der ]'II'Ir_il‘]iti'-
vischen Geometrie. Die Umformung selbst geschieht in fol-

cender Weise: In der Ebene der zu transformierenden Kurve
werden zwei feste Gerade ( Formatriz und Divectriz) und ein
fester Punkt P (der Pol) zu Groude gelegt; fiihet man vun eine Sekante MM durch die Kurve,




welche die Direetrix in [, die Formatrix in F' schneide, und zieht D F und F M, parallel D P
bis zum Durchschnitt M, mit PM, so ist M, ein Punkt der neuen Kurve, welcher von M
gebildet (formé) worden ist. Die Abbildung eines Kreises ist ein Kegelschnitt. Wie de la
Hire auf diese Transformation gekommen. lelirt uns am besten der sechste Satz des zweiten
Buches seines Hauptwerkes®), der Secfiones conicac. Aber anch schon durch die beiden charak-
teristischen Eigenschaften, welche diese Methode mit der der Centralperspektive gemein hat,
liisst sich ihr Ursprung erschliessen: die entsprechenden Geraden MM, M, M‘ schneiden sich
auf einer und derselben Geraden (auf der Formatrix) und die entsprechenden Punkte M., M, lie-
gen auf Geraden, welche sich in einem und demselben Punkte (dem Pole) schneiden. In den
Nowveanz dlémens bezeichnet er diese Methode als Réduction die Cone of ses Sections en plan
und fiigt hinzu: Jappliquay a ces Sections planes les mesmes démonstrations que Javois  faites
pour les solides, o je puis dive que cet Owvrage ent assez de bon-heur  powr mériter Fapprobo-
fion des plus Scavans Géometres.

Die hohe Bewunderung, welche das Werk anfangs errvegte, hatte indes keinen Bestand;
trotzdem in ihm der Keim einer neuen Methode lag, fiel es dem Vorurteil und der Vergessen-
heit anheim. his es von Chasles nach anderthalb Hundert Jahren wieder ans Licht Fezogen
wurde. Der Verfasser des Apercu historigue schliesst seine Beurteilung de la Hires mit den
Worten: Hieriiber (fiber das beinahe spurlose Verschwinden der ,Planiconiques® aus dem (Ge-
gichtskreise der Mathematiker, wiicden wir uns wundern miissen, wenn wir nicht wiissten,
dass jede Epoche ihre momentanen Fragen hat, und dass die herrlichsten und fruchtbarsten Ideen,
um richtiz aufeefasst und verarbeitet zu werden, auf die Zeit warten miissen, in welcher der
Geist sich dem Gegenstand, ant welchen sie sich gerade beziehen, zugewandt hat.  Das Studinm
der Wissenschaften liefert bei jedem Schritte einen Beleg fiir diesen Ausspruch®*),

Jetzt lockt die unerschipfliche Fundgrube der projektiven (konstruktiven) Geometrie, ,des
Kénigswewres der Mathematik®, von allen Seiten emsige Arbeiter an, und auch fiic den Unterricht
werden trotz Steiner noch Mittel ersonnen, die mit besonderer Leichtizkeit und Eleganz in or-
ganischer Gliederung zu den Sitzen der Kegelschnitte fithren sollen. Eine der sinnreichsten
Methoden der Beschreibung dieser Kurven mit Hilfe eines zu Grunde gelegten Kreises ist die der

e

*5.  Aber auch sie und andre neben ihr

Sharmonischen  Verwandtschaft* von A, Milinowski™®
entpuppen sich bei niherer Betrachtung als Senker des von de la Hire gepflanzten Stammbaumes,
Fillt z. B, der Pol P mit dem Centrum des Grundkreises zusammen, so hat man, wenn PM =r,
PR—a, RQ—d, MDD —un, DE=vy, EN=x, MN =y, PM; =p, << RPM; = pgesefat wird,
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Die: Abbildung des Kreises ist daher ein Kegelschnitt mit dem Brennpunkte P, dem Para-
meter p=rd:a, der numerischen Excentricitiit e =r:a und der Achsenrichtung P¢; der Brenn- i

punkt P ist von der Leitlinie des Kegelschnitts nm die Strecke o entfernt. Je nachdem & griisser.
gleich oder kleiner als 1 oder r grisser, gleich oder kleiner als a, d. h. je nachdem der Kreis
die Directrix D) schneidet, beriithrt oder meidet, erhiilt man eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse.

*) Dieser Hinweis findet sich nicht bet Chasles, obgleich er die Transformation ansfiibrlich bespricht nnd
ithrer Entstehung nachgeht.
*) Ap. hizt. p. 126 der Unbors,

#3%), e Kegelschoitte, l_f;||¥;11'_\'_ =19 and treom. d, l\’.l'gc']:i.-'h n., Teubner, 8, 51,
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Fiir d=@a wird r=p, und die Methode der.Planiconiques von de la Hire geht in die har-
monische Verwandtschaft von Milinowski {iber.?) Dass letztere als besonderer Fall der Cen-
tralperspektive anzusehen ist, hat Ph, Weinmeister gozeigt.*) Uber die Verwandtschaft der
Methade von de la Hire mit der spiter von Le Poivre und Newton angegebenen sche man
Chasgles' ecingehende Ervirterungen (Ap. hist. p. 126 und 1338 der Uebers.).

Das dritte und wichtizste Werk de la Hires, welches seinen Namen fiir immer mit dem
pines Desareues und Pascal verbindet, sind seine Sectiones conicae in novem libvos distriludae (fol.
Parisiis 1685, apud Steph. Michallet). Es ist zugleich dasjenige Werk, in dessen erstem und
zweitem Buche er der altsynthetischen Methode einen Riickhalt schuf gegen die eindimmende
Macht der cartesianischen Schipfung; er zeigte der damaligen Gelehrtenwelt, dass die Bahnen
der Alten, von ihren Seitenwegen und miandrisch verschlungenen Pfaden befreit, nicht zugleich
in den alten Grenzen erstarrten, sondern weilerer Entwicklung fiihig waren. . Und dieser Schritt
nach vorwiirts, den de la Hire that, gab dem ganzen inneren Aufban eine Leichtigkeit und dureh-
sichtige Klarheit, in welcher der Gesamtinhalt der Kegelschnitte seither noch nie erschienen war.
Das schnellschaffende Princip, welches die einzelnen Gebilde wie die Fialen gotischer Tiirme orga-
nisch hervorwachsen liess, — ein wahres Okylokion, wie es Apollonius**) genannt haben wiirde, —
war aber nichts anderes als eine Anwendung der Centralperspective und die gleichzeitige Ver-
wertung der bei dem Processe der Umwandlung sich unverletzt erhaltenden Eigenschaften der
Grundgebilde, Wie Desargues und Pascal die Eigenschaften der Kegelschnitte aus denen des
Kreises mit Hilfe der Perspeective hervorgehen liessen, so beginnt de la Hire seine Untersuchungen
mit der Betrachtung der Higenschafien des Kreises, welche sich fiir den Kegel selbst ergeben
miissen, und iiberiviigt die gefundene Entdeckung auf die einzelnen Sehnitte des Kegels — oin Weg,
der ihm, dem Kiinstler, nahe lag und hente wieder mit Gliick betreten und bedeutend verbrei-
tert wird. Diese Art der Behandlung begegnete sich einigermassen mit der Werners von
Niirnberg (1525) und der des Maurolicus von Messina (1575), welche ebenfalls die Sitze
des Kreises auf die der Kegelschnitte zu iibertragen versuchten***). Das in der von de la Hire
gegebenen Abbildung des Kreises wieder hervortretende Unveriinderliche sind die reciproken
harmonischen Higenschaften des Kreises, welche durch ihn im ersten Buche seines Traité voll-
stiindiger ergriindet wurden als vorher. Wie weit er bei der Entdeckung der Siitze iiber Pol und
Polare schipferisch thitiz gewesen ist, lisst sich jetzt kaum mehr ermitteln, da, wie erwihnt,
Originalschriften von Desargues und Paseal nicht existieren. Obgleich wir vermuten diirfen, dass
Pascal aus seinem Hexagrammum mysticum die Sitze von den Polardreiecken und Dreiseiten
oder den dem Kegelschnitt ein — und umbesehriebenen Vierecken hervorzog, so bleibt doch jedenfalls
die Thatsache fest bestehen, dass die Fundamentalsitze der Lehre von den reciproken Polen und
Polaren zum ersten Male in den Sectiores conicae von de la Hire im Zusammenhange erschei-

nen und von einem gemeinsamen Gesichtspunkte aus behandelt werden. Den Angelpunkt, auf

den sich die Sitze @iber die harmonischen Eigenschaften des Kreises und somit auch der Kegel-
schnitte stiitzen, bildet Satz 21 des ersten Buches, wiihrend Satz 6 des zweiten Buches den
Einblick in das ganze Gebiude der Transformation eréffnet. Dabei bedient sich de la Hire, wia

¥) Zeitschrift fiv math., und naturw. Unterr.,, X. Jahrg,, 5. 428,

*®) @rvroxeor und nicht devrdfoor ist der Titel der Apollon. Sehrift iiber die Ausmessung des Kreises,
%K) Qutor, Gesch. d. Math. p. 176, Chagles, Ap. hist. p. 117 der Uchers.




auch Chasles bemerkt, niemals eines Achsendreieckes?) des Kegels (mit Ausnahme von Satz 11, 5,
welcher aber aus dem Kreise der iibrigen heraustritt); die Behandlung selbst erstreckt sich auf
ganz beliebize ebene Schnitte des schiefen Kreiskerels und gelangt fiir alle Arten derselben
mit vollendetem Gleichmass und ausserordentlicher Anschaulichkeit zun den Fandamentaleigen-
schaften der Durchmesser und Tangenten. Mit Hille der gewonnenen Siitze schligt er nun die
Briicke zu dem J‘LL:,L:;__;'E:[lgz;plltL]-:t[‘ des Apollonius (dem Satze vom latus rectum), dem BErsatze
der Kegelschnittsgleichung; damit entgingen ihm freilich fiir die ganze Folge die allgemeinen Lehr-
siitze von Desargues und Pascal iiber die Producte der Segmente einer Geraden, welche einen
Kegelschnitt und ein ihm eingeschriebenes Viereck schneidet, sowie die Losung des Problemes ad
tres o quatuwor lineas der Griechen, Wilhrend er bis dahin die Reihe der allgemeinen Siitze mit einer
den Alten unbekannten Leichtigkeit entwickelt, zwingt ihn die aufgenommene Fessel, wenn
auch selten, den kiirzeren Weg zu verlassen und dormige Pfade zu betreten, welche indes an
Kiirze noch immer die der Alten iiberfreffen und in manchem einst gangbaren Lehrbuche mit
Vorlicbe eingeschlagen wurden. In dieser Beziehung hat de la Hire namentlich viel Anklang bei
englischen Mathematikern gefunden, von Milnes’ Elementa sectionum conicarum (1702) bis auf die
neueste Zeit. Davon sind selbst diejenigen nicht auszuschliessen, welche esine Abart der Trans-
formationsmethode von Boscovich, Fareentric cirele und Foeal projection®), und die damit zu-
sammenhiingende Rafio deferminans des Pappus®™), das konstante Abstandsverhiiltnis e =e:a,
zu Grunde legen.

Im Gegensatz zu den neuweren Bearbeitungen treten in dem Hauptwerke de la Hirves die
Brennpunkte der Kegelschnitte ausserordentlich spiit auf (Lib. VIIT), withrend seine Nouwv. élémens
mit ihnen beginnen; er hiitte indes unbeschadet des inneren Zusammenhanges den Abschnitt
iiber die Eigenschaften dieser Punkte als viertes oder fiinftes Buch seinem Werke einreihen kin-
nen. Den Ubergang zu den Brennpunkten gewinnt er mit Hilfe der ,Fusspunktkreise“. Auch bei

Apollonius werden sie (als oypsie éx rijs meoefoiije, puncta ex comparatione facta™) verhiiltnis-
missig spit erwithnt (lib. 111, prop. 45)%). lm achten Bue

sich zum ersien Male diejenigen Siitze iiber die Brennpunkte der Kegelschnitte, welche, ebenso wie

e des grossen Traité de la Hires finden

die entsprechenden Siitze des Kreises, heute schon in den Anfiingen der Lehre von den Kegelschnitten
fir Theorie und Konstruktion fruchtbar gemacht werden: die Sitze fiber die Gleichheit der
Winkel, welche zwei Tangenten mit den Verbindungslinien ihres Schnittpunktes und der Brenn-
punkte bilden; iiber die Gleichheit der Winkel, welche die Radien vectoren der Beriihrungspunkte
zweier Tangenten mit dieser Verbindungslinie einschliessen (VIII, 24); iiber das Produkt der
von den Brennpunkten auf eine Tangente des Kegelschnitts gefillten Normalen (VIIL, 7):
iiber den geometrischen Ort des Scheitels eines rechten Winkels, welcher einen Kegelschnitt be-
rithrt. Prop. 29 giebt von letzterem Satze eine Erweiterung, indem er ihn auf Winkel von
beliebig gegebener Grisse ausdehnt: er beschrinkt sich indes nur auf die Parabel und list die
Aufgabe in gratiam Analystarum vie analytice”. Endlich findet sich in prop. 25 eine elegante
Lisung der Aufgabe, einen Kegelschnitt aus einem Brennpunkte und drei Peripheriepunkten zu
konstruieren, wobei die Leitlinie der Kurve zum ersten Male als Polare des Brenmpunktes auf-

#} Sectionum conicarum elementa, Venet, 1757, vergl, Taylor, Ane. and mod. geom. of comics p. LAXVL
Elem. Geom. of conmics, p. 12, und Haslam-Edwards, p. 7 u 95,

*%) Coll. lib. VIL, prop. 238, Hultsch, p. 1013.

**%) Apoll. Con.. Verdussen, p, 351.
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wofasst erscheint.  Wiihrend noch Halley, der das Problem fiir astronomische Zwecke behan-
delte, die Losung durch die Hyperbel bewirkte, konnte de la Hire der seinen das Scholion an-
fiigen: Fa wnica circini crurwm apertione praxis huins problematis perfici poterd. Die von de la
Hire gegebene Konstruktion hat Newton (prine. I, 4) ,methodo haud multum dissimili* nach-
gebildet. Im dritten Buche finden sich ausser der Ableitung der Apollonischen Ausgangssiitze

und der Anwendung des Parameters, — welcher hier noch als dritte Proportionale von zwei be-
licbigen konjugierten Durchmessern auftritt, — eine Heihe Fliichensitze, die zum Teil schon

Apollonius besitzt und von denen dieser in ausgedehnter Weise Gebrauch macht, freilich nicht
zum Vorteile der Beweisfithrung, Das vierte Buch bringt die Eigenschaften der Asymptoten,
Symptomate Asymptotorum®, von Hyperbeln und Gegenschnitten, welche von de la Hire nach
dem Vorgange des Apollonius®) noch streng auseinander gebalten werden. Aber auch hier geht
er iiber sein Yorbild hinaus und verallgemeinert die Sitze desselben, indem er die konju-
gierten Gegenschnitte des Apollonius als besondere Fille der von ihm zum ersten Male be-
handelten Folgeschnitte (IV, 81) darstellt. Das fiinfte Buch enthilt eine Angabe von Lelr-
sitzen und Aufzaben werschiedenen Charakters, darunter Sitze iiber die gleichseitige Hyperbel.

iiber die gemeinschaftlichen Ordinaten einander schneidender Kegelschnitte, sowie die Berechnung

des Inhaltes eines Parabelsermentes mit Hilfe der zweiten archimedeischen Methode®*) Das sechste

Buch handelt yon den dhnlichen, den gleichen und asymptotischen Kegelschnitten. Unter lets-
teren sind fhnliche, #ihnlich liegende und koneentrische Kegelschnitte zu verstehen; von ihnen
wird gezeigt, dass sie entsprechende |
Inhalt und Gang des siebenten Buches decken sich im Anfinge mit dem fiinften Buche der

mschaften besitzen wie die Asymptoten der Gegenschnitte,

Conica des Apollonius, Seinen Hauptinhalt bildet die Normalenaufgabe, in welcher auch de la
Hire das Problem der grissten und kleinsten Strecken, welche von einem Punkte an eine Kurve
gezogen werden konnen, erblickt; jedoch ist seine Behandlung durchsichtiger und von vielem Sehwulst
befreit; einzelne Teile (namentlich die prop. VII, 18—25) sind iibrigens auf anderem Wege durch-
gefilhrt.  Diesem Stoffe hatte sich de la Hire mit Vorliebe gewidmet; wir begegneten ihm schon
in seinen Noww. dlémens (s 0. 8. 2).  Er steht damit nicht allein. In jene Zeit fallen die ersten
Arbeiten  der andern Geometer, welche das Evolutenproblem in Angriff nahmen: Vivianis
Versuch, das fiinfte Buch des Apollonius wiederherzustellen (1659), dem die Auffindung des-
selben durch Borelli aut dem Fusse folrte, und Huygens® Abhandlung De linearwm curvarum
evolutione et dimensione (1673). De la Hive vervollstiindigt zwar die Apollonische Arbeit, ge-
langt aber nicht zu einem Ausdrucke fiir den Krimmungshalbmesser selbst und stellt nur fiir
den Fall der Parabel die Gleichung der Evolute auf. Da uns jene Ausdriicke und Gleichungen
bekannt sind, so ldsst sich der von Apollonins begonnene und von de la Hire wieder betretene
Weg leicht zum Absechluss bringen, wie es unten (VILa. E.) durchgefiihrt erscheint.  Ausser dem
Normalenproblem finden sich in VII noch 22 Siitze und Aufzaben iiber grisste und kleinste Strecken
und Flichen vor. Es war urspriinglich die Absicht des Verfassers, an dieser Stelle einen Aufsatz
iiber die verschiedene Behandlung des genannten Problemes von Seiten des Apollonius. des de
la Hire und der neueren Methoden zu veriffentlichen. Da er aber kurz zuvor noch von dem
Zeuthenschen Werke, ,die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, — worin das fiinfte Buch

*) Nur Con. I, 15 werden beide Hyperbeliste susammen als ein Ganzes aufeefasst.
**) Archim. Quadr. d. Par. Prop. 22, Heiborg, 8. 337, Nizze, 8. 18




der Conica des Apollonius und namentlich die Art seines Diorismus, eine eingehendere Be-
handlung erfilirt, als es der hier zugemessene Ranm gestatten wiirde, — Kenntnis nehmen konnte.
<o ist nunmehr der Schwerpunkt auf die ersten Biicher des Traité gelegt worden, durch deren
Bearbeitung er zugleich den Fachgenossen und der Schule einen Dienst zu leisten vermeinte. Das
neunte Buch enthiilt fast nur Konstruktionsaufeaben von Kegelschnitten aus gegebenen Elementen,
Aufeaben, welche zum grossen Teile schon in die Lehrbiicher iibergegangen sind.  Am Schluss
ervert unser Interesse noch ein Anhang iber eine Art von Kegelschnitten hoherer Ordnung (Ap-
pendix de seet con. omnium generum et aliis curvis), der indes nicht in den Kreis unscrer
Betrachtung gezogen werden soll.  Das Ende bildet eine Zusammenstellung derjenigen Siitze der
Donica des Apollonins, welche in den Sectiones conicae erwiesen wurden.

In den folzenden Seiten giebt der Verfasser eine Bearbeitung der wichtigsten Siitze der ersten
fiinf Biicher und eines Teiles des siebenten Buches (den Inhalt von etwa 120 enggedruckten Folio-
seiten). Die dem Werke entnommene Auswahl von Lehrsiitzen und Aufgaben bilden eine liickenlose
Kotte, welche das ganze Gebiiude der Kegelschnitte mit Ausnahme der Brennpunkte umschliesst.
Die Durchfiihrung dieses Planes erschien um so wiinschenswerter, als de la Hires grosser Traité
Auf Grund der

nicht leicht zugiinglich und eine Ubersetzung desselben nicht vorhanden ist

materiellen Riicksichten, welche eine Programmarbeit ihrem Verfasser auferlegt, haben vom drit-
ten Buche ab nur diejenigen Sitze Aufnahme gefunden, welehe ihres Inhaltes oder des Beweis-
ganges wegen eine besondere Hervorhebung verdienen. Aus denselben Griinden ist eine Reihe
vrigserer kritischer und erliuternder Zusiitze in Wegfall gekommen und das Figurenmaterial anf
idas notwendigste beschriinkt worden. Am Stoffe und an der Anordnung desselben ist nichts geiin-
dert worden. Die Beweise haben eine knappere Form erhalten, wodureh sie indes an Verstindlich-
keit nichts eingebiisst haben diirften; im Originale sind sie durchaus in Worten gefithrt und entbehren
der den Formeln eigenen Uebersichtlichkeit. Nur wo de la Hire sich auf allzu breiten Bahnen
der Beweisfithrung bewegt, ist diese umgestaltet worden, doch so, dass der Methode des grossen
Geometers keinerlei Zwang angethan wurde. Bei der Fassung der Lehrsiitze ist die Bezeichnung
von Punkten und Strecken durch Buchstaben fast durchgingizc vermieden, dagegen von den
modernen Benennungen. der Kiirze des Ausdrucks wegen, hiufiz Gebrauch gemacht worden; zwei
beliehig herausgegriffene Beispiele werden das eingeschlagene Verfahren zur Geniige erliutern®).
Nachdem die schwerfillige diussere Hiille von dem darunter verborgenen Kerne genommen ist,
vermag man keinen wesentlichen Unterschied der elementaren Bebandlung zwischen heute
und damals zu entdecken; ja, nicht wenige dirften iiberrascht sein, dass sich hier vor ihoen
ein Weg aufthut, auf welchem die Lehre von den Kegelschoitten auf Grund rein elementarer
Siitze in grosster Allgemeinheit durchgefiihrt wird. Und wie wir heate mit einem Blicke fiber-
sehen, dass die jetst iibliche elementare Ableitung der Kigenschatten reciproker Pole und Paolaren

am Kreise ihrem Wesen nach wie die des de la Hire durchaus altsynthetischen Gepriges ist
und mit ihr logisch verkniipft werden kann; wie wir nachweisen kinnen, dass die Verwendung
der Centralperspektive im zweiten Buche der Sectiones conicae gsich auf den Unterbau altgrie-
chischer Meister stiitzt: ebenso wird man, wenn nicht alle Zeichen ftriigen, frither oder spiiter
von einer hoheren Warte den l:['\*_\“;l_i]i:&th-l’_’!t }'rfllh'.'lllllnl,'lfh:lﬂg' der alten und der sogenannten neuae-
ren Geometrie iiberschauen und die Wahrheit des alten Wortes év rij yewuerole adoiy iorey i
wfee in umfassender Deutung bestitigt finden.




Aus den Sectiones conicae des De la Hire.

Erstes Buch.

Liber lemmaticus: Harmonische Punkte und Strahlen und ihre Beziehungen zum Kreise.

Erster Abschnitt.

Harmonische Punkte.

Erkliirung.

Eine Strecke heisst harmoniseh geteilt, wenn sie so in drei Teile zerfillt, dass sich die
ganze Strecke zu einem dusseren Teile verhilt wie der mittlere Teil zu dem andern iusseren,
oder wenn das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem mittleren Teile gleich dem Rechtecke
aus den idusseren Teilen ist. Hm‘!jll_ﬂ'i(}!"i‘ Punkte.

Aufeabe

Fine gegebene Strecke harmonisch zu teilen.

De la Hire giebt die iibliche Lésung, welche der Bestimmung der Aehnlichkeitspunkte
zweier Kreise entspricht.

Lehrsitze.

Tst eine Streeke AC in den Punliden B wnd D harmoniseh geteilt wnd in m halbiert, so
findet man
mD mC! mD*
"mB- mBf mC¥
III. BD.Bm=BC.BA. IV.DB.Dm=DC.DA.
Dm Cm?®
BD BA.BC

I. mC2=mB.mD.

V. BD. Am=DC, BA=DA .B(. V1.

IJm_ DAz

VII. —_—
il Bm BAY

Lehrsatz X.

Wenn sich in zwei harmonisch geleilten Strecken drei entsprechende Teilpunfte decken, so
fallen auch die vierfen aufeinander,
Beweis indirekt.




Zweiter Abschnitt.

Harmonische Strahlen.

Erklirung.

Die durch einen Punkt der Ebene und durch je einen von vier harmonischen Punkten
derselben cezogenen Geraden heissen Harmonikalen,*)  Harmonisches Strahlenbiischel und kon-
jugierte Gerade. Parallele Gerade, welche durch vier harmonische Punlkte eehen, erhalten die-
selbe Bezeichnung, Harmonisches Stralilenbtindel.

Lehrsatz XI.

Zicht man dwreh einen belichigen Punkit der Bbone dvei Strallen nach dew Foadpundten aoud
deny. Mittelpunlde einer Strecke wnd vine vievte Gerade pavallel devselben . so erhdlt men ein fioor-
monisehes Strallenbiisclicl,

Die Beweise dieses und der folrenden Lehrsitze sind die jetzt allzemein diblichen.

Lehrsatz XII

Kine Leliclige (erade wird durel vier ‘m”'.'rﬂ'r-ﬂ'f- Harmonilalen havmoiisch _r,rr'|'l-"f-l"f.

Lehrsatz X111
Zieht man 2w civer harmonisele geteilten Strecke cine Pavallele, so erzeugt ein Stralilenbiiseliel,
welehes dwrely oie Teilpunlde der ervsteren Geraden Ir,rr'f.«f._ titf dey zweiten ehenfulls vier  hoavimo-

wische  Punlte, s
Lehesatz X1V,

Eine zwischen zwei konjugicrten harmonischen. Strallen crthaltene Strecle, welehe cineny diilten
Strahle des Biischels parallel Fiuft, wird von dem wievten halbiert.
Lehrsatz XV.

Liine beliebige Gerade wivd von einem harmonischen Strahlenbiischel liarmonisch geselmitten.

Lehrsatz XVI
Sind zwei Harmowikalen ecines Biischels vecht zu cinander, so halbicren sie die. Winkel der
beiden andern Harmonilalen, —  Unileliringen.
Lehrsatz XVIIL
Haben zicei harmoniseh geteille Streclen einen (beiden Teilungen in gleicher Weise) endspre-
chenden harmonischen Punld gemein, so schaeiden sich die drei Verbindungsgéraden dey fibrigen

eipiander r'jh‘l.‘f}”'{'r'.lrfr';.lrl'lr'H Pusilee beider. Streehen i einem wnd  demselben Pranlde,

Aufgabe.
Zuw dyei gegebencn Pankten einer Geraden den vierten harmonischen. Punlit ohne -Benutzing
ies Zivlels zu finden.
Lésung mit Hilfe des vollstindigen Vierecks. Der Beweis (indivekt) ist auf (18) gegriindet,

* Zuerst von de la Hire gebraucht; ,faiscean harmonigquet findet sich bei Brianchon (lignes du seo
ordre ¥). De Ia Hire verwendet im Appendix den Nameon ordinatio angulorum; Pascal sohraneht den Ausdmek
Sordre on ordonnance de lisnes® (essai pone les coniques. od. Lohore IT, p. 864,
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Dritter Abschnitt.

Pol und Polare in Bezug auf den Kreis.

Lehrsatz XXI1.

Zieht anan von cinem Pundite ausserhall etnes Kveises eine Sehande wnd dic beiden Tangenten,
so twird ersteve divel dic Berithrungssele der leteforen, sowic durch den Kreis harmonisele geteilf.®)
Der Aunsgeangspunlid der Sekante wnd der Tangenten heisst der Pol ooy Bevithrungssehne, diese die
Polare jenes Punlites®)

Seien A ¥, A die Tangenten, ¢ die Beriihrungssehne, A7) die Sekante, welche vom Kreise
in B, D und von 26 in O geschnitten werde; schligt man alsdann
itber B0 als Durchmesser einen Halbkreis, welchen die in € auf
A D errichtete Normale in [ treffe, zieht AN, fillt A0 normal
Fiiv und fiibet durch B, 1) zu CH Parallelen, welche die Gerade
AH in I I schneiden, so hat man

AB AD—AF*—=—0F*1-0A%= FC CGI+CO*}0A®
FC.CG 4 AC*=BC.CD4 AC? —CH:+AC*=AH?2,
und A ist Tangente des Halbkreises im Punkie [f. Die Be-

: hauptung ergiebt sich aus der Gleichheit der Verhiiltnisse:
) CD HE DE AD

€8 “HI ~BI AR
Lehrsatz XXIIL

Lieht man von einem Punldte ausserhalh cines Kreises zieei Schauten, so schueiden sich die
Verbindungsgeraden der dibrigen Selnittpndte (der Sekante wnd des Kreises) anf der Bevithrimgs-
sekante der von gencm Punlite an den Kreis gelegten  Tangenten.

Sind ABE, AOL die Sckanten, (', T ihre Schoittpunkte mit der Berithrungssehne F'66 der
Tangenten AF, A6, und D und R die Schnittpunkte von B0, EL und £0. BL. so sind A, ()
B, Eound 4, I, 0, L harmonische Punkte (21), und B, ('L 5 schneiden sich in einem Punkte
D (18) oder sind einander parallel. Ebenso wird bewiesen, dass sich &0, BL. IC in einem
Punkte £ der Beriihrungssehne F'(¢ treffen missen.

Lehrsatz XXIIIL

Schneidet die Sekante AR (22) den Kreis in den Punliten N, H. dic Sehnen BO. EL in
Lot so sind DN, DI Tangenten des Kreises.

Da A, C. B, I harmonische Punkte, so ist R(ACBAE) ein harmonisches Strahlenbiindel,
welches in D, P, 0, B und D, @, L, E wiederum harmonische Punkte erzeugt, und P. @ liegen
auf der Beriilirungssehne der von [) an den Kreis gelesten Tangenten (21). Umkehrungen.

*) Do In Hire keunzeichnet beide Gebilde nur als harmonische Orter, oline sie mit bestimmten Namen zu
telegen, Die Bezeichnung (barmonischer, veciproker) . Pdle® hat zuerst & ervois (Gergonne, Ann, des Math, 1. T
Il!lj-',fi"-\'ﬂN'“. der Name {harmonische, 1'|'<'i|~l'|!1n’-- WwEPolaire® rihrt von Gergonne hor (Ann. ![[-. p. 207, Miabius
| Kreisverwandtsehaft) sagt dafiir . Kollines

tionspunkt und Kollineationsachse der Gebilde eincs Kreises, Zeuthen
vermutet, dass Eratosthenes® [ Ort file die harmonische Mittelgrisse * und . Polare™ pin und dassellbe bedeutet,
Der Batz 21 findet sich bei Apollonins, Con, 10, 37 (Verdussen, 8. 338, Balsam, 8, 122) und Top. I in den
Con. wird der Beweis dorveh  Flichensitze® gefithet (1, 34, 36—39, 48 und II[. 2,




Lelipsatz XXV,

Tedlt man cinen Dwvelinesser havmonisch (so, dass seine Endpudte Fongugiert sind), eriielitot
i dem ansserhall des Kreises liegenden Panlite A anf thie eive Novimale wnd zieht dureh den Fon-
_lr'iflr,u:ffil'.l’.r,'.lr EJHHJH () iine ."\:f'J'l.'rE.lh!’f.'. Bk -!-’.'.'Ia"rl'I fl'l;f‘.\'-"-lrb-f' Pt n':,'i-' .\-.w‘;.i-.!u.lr.l-j: .u[.ur]r e f\.'.l'r'i.\'r: J.r:n'jjfr.l.lf.;,-;r".lr.r Irl,r."l‘r,'f_f.l"_

[st MN der in A, € harmonisch geteilte Durchmesser, so liegt O auf der Beriithrungssehne
I't¢ der von 4 an den Kreis gelecten Tangenten: triffc die durch ) gelegte Sekante L7 die in
A anf AN errvichtete Normale in V, so geht 6+ durch O (21) und ist parallel 415 die Gerade
AL wird vom Kreise und der Berithrungssehne /'6¢ in ¢, R harmonisch geteilt (21), O(LQRA)
ist ein harmonisches Strahlenbiischel, und die dureh @ zu O R pavallele von OL, 0@ begrenzte
Strecke P wird von 0. in S halbiert. Da aber P normal zu A0, so fillt P mit 7' zusam-
men, A (LT O V) ist ein harmonisches Strahlenbiischel (11) und L, T, O, V sind harmonischs
Punkte.

Zusatz.  Durehlinft ein Punkt eine gerade Linie, so dreht sich seine Polare um einen
festen Punkt, den Pol der Geraden.

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchliuft il Pol eine gerade Linie, die Polare
des Punktes.
Lehrsats XXVI.

Konstruiort man von beliebigen: Punlden einer den Kreeis verfehlenden CGevaden Tangenten-

peare, so schnciden sich «dic Beriihrungsselmen devselben in cinem und demselben Puonlte, dem Pole

Jener Creraden.

Der zu der Geraden "B senkrvechte Durchmesser MN wird durch sie in A und von der
Bertihvungsselne ¢ der von 4 aunsgehenden Tangenten in ¢ harmonisch geteilt (21); ebenso
wird die Sekante 1770 vom Kreise in K, L harmonisch geteilt (25), und die Berithrungsseline D2
der von ¥ an den Kreis gelegten Tangenten geht durch den Punkt € (21),

Lehrsutz XXVIIL
Die Selmittpunkte der Tangentenpaare, deren Beriibvungsselmen sich inocotem o desel-
bew Dunlte innerhalh des Kreises schueiden, liegen auf ehier Geraden, dev Polaren jenes Punlifes.
Fig. zu 26. Zieht man durch den Punkt ¢ innerhalb des Kreises den Durchmesser M N,
errichtet auf ibhm die Normale Adv und zieht durch den Schnittpunkt V. der Tangenten VD, VE
ving Sekante 170, welche den Kreis in A, L und die Gerade A v in ¢ schneidet, so sind V, (0, &, L.
(21), sowie », O, K, L (25) harmonische Punkte, und die Punkte ¢, V" decken einander (10).
Konstruktion des Poles, wenn die Polare ausserhalb, und der Polare, wenn der Pol inner-
halb des Kreises liegt
Lehrsatz XX VIIL
Legl man von den Panlfen ciner Selcante Treogentenpoare an den Weeis, so schoeiden sich
e Bevithringssehien in cinem wnd demselben Punlile, dem Pole der Selante,

Der Beweis ist aus (23) oder (27) zu entnelimen,

Lehrsats XX1X.
AT IEERE RO et f’;f;.l.l".'ﬂ.l" rrr!,&'.\'a'.r'firﬁll'l) IS .i’\.-.r'r.l..-;'r'.':' Sefeee et fl".lr;'r'}'{ .-.".'”_t.'r-.".llu'n .l”uf ,ll.'ruf—
strwiert die 2o den endstandenen Sehnen geliivigen. Tangendenpoare, so Licgen die Selovttpunkte der-

selhen i einrer il dleyselben Gerades, der Bolaren _;':-Jr-'.n' Finiltes.




Konstruktion des Poles, wenn die Polare innechalb, und der Polare. wenn der Pol ausser-

halb des Kreises liegt. — Zusatz wie zu (25),
Lehrsatz XXX,

Legt man von cinem Pundile der Bevithringssekante chies Tongentenpaares e gwoeiles L=
gewtenpaay an den Kreis; so wird jede Tangente v ilvem Berithruwngspunkle wnd . den Scliti-
pundten der andern Tangenten harmonisel geteid,

Die Berithrungssehne HI des zweiten Tangentenpaares DH, BT geht durch deif Schnitt-
punkt 4 des ersten (28) und wird von dessen Beriibrungssehne £'¢¢ im vierten harmonischen
Punkte O getroffen; ebenso wird F'( in B, O harmonisch geteilt und A (BOF (), sowie B(AOHI)
sind Harmonikalen, woraus sich die Behauptung mit Hilfe von (15) ergiebt.

Zusatz. XZieht man von einem Punkte einer Sekante die Tangenten an den Kreis, so geht
die vierte Harmonikale zu diesen drei Strahlen durch den Pol der Sekante.

Lehrsatz XXXI.

Zieht man dureh den Pol A viner Geraden VG eine Sehante, welche vome Kretse in P,
vore I d B o de von cinenn Punlite B der Geraden Fee an den Kreis gelegten Tangenten
BH, BI in N, M gebroffen wird, so wird diese Selante sowohl in A, B, PQ als in A, B, N, M
larmonisch getellt. '

Folgt ans 30.

Zweites Buch.

Uebertragung der harmonischen Eigenschaften des Kreises auf die Kegelschnitte

mit Hilfe des Kegels.

Erkliirungen.

Fiihrt man durch cinen festen Punkt aussechalb der Ebene eincs Kreises cine Gerac

L] ;E'irl.:.:h
der Peripherie desselben hin, so entstehen durch die Bewegung der Geraden zwel Kegelflichen
(superficies conicae).
11.
Der beiden Flichen gemeinsame Punkt heisst Scheitel; in Bezug auf diesen heissen dic
Fliichen Gegonfliichen.
; 1.
Der zu Grunde gelegte Kreis wird die Basis genunnt. Der von ilr und einer Kegelfliche
eingeschlossene Raum heisst Kegel.
Iy
Die durch den Scheitel und das Centrum des Grundkreises bestimmte Gerade heisst die
Achse des Kegels. ;

Steht die Achse senkrecht zur Basis, so heisst der Kegel serad (rectus), sonst schiot

(scalenus).
Zusatz. Aus der Entstehung der Kegeliliichen geht hervor, dass eine Gerade, wele
den Scheitel und einen beliebigen Punkt der Kegelflichen geht, auf letateren beiden selbst liegt.

12 durch
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V1.
Eine beliebige Kbene, welche die Kegelfliche oder beide Gegenflichen ausserhall des Schei-
tels schneidet, wird Schnittebene genannt.
V11,

Die durch den Scheitel parallel zur Sclmittebene celegte Ebene heisst Sceheiteleben e ™)

VIIL

Die Schoittebene erzengt auf der Kegelfliiche den Kegelschoitt,

[,
e Kante, in welcher die Scheitelebene die Ehene der Basis schoeidet. heisst Richtlinie
[l!il'l_'l._'ll'i.‘«'}_
X
Eine durch den Scheitel gehende Gerade der Scheitelebene wivd Scheitellinie genannt.
hE
Schmeidet eine vom Scheitel nach einem Punkte der Basiscbene gefiihrte Gerade die Ebene
dos J‘ft‘;.ft'|:~'t'h!li!h'ﬁ. so sagt man, der in letzterer erhaltene Punkt sei von dem Punkte der Basis-
ehene gebildet oder erzeugt (formatum vel generatum).

XIL
Schneidet eine Ebene, welche durch den Scheitel und eine Gerade der Basiscbene bestinunt
wird, die Ebene des Kegelschnittes, so sagt man, die in letzterer erhaltene Gerade sei von der
Geraden der Basisebene gebildet oder erzeugt
Zusatz. Man erkennt, dass eine Gerade der Basisebene in der Schnittebene keine krumme
Linie und eine krumme Linie der Basisebene keine Gerade in der Schnittebene zu erzengen
vermag. Da die Punkte des Kegelschnittes dureh die des Kreisumfanges abgebildet werden, so

15t der F'{l_!_'_;'l,'i.a;i'|1||i11_ eine krumme Linie. Jeder Punkt der Basisebene, mit Ausnahme derer, die

zugleich der Richtlinie angehiren, kann ecinen Punkt der Schnittebene hervorbringens ein und
derselbe Punkt der Basisebene kann nur einen einzigen Punkt der Schnittebene erzeugen; eine

Gierade kann den Kegelschnitt nur in zwei Punkten schneiden.

NI

Wenn die Scheitelebene die Kegelfliche, oder, was dasselbe ist, wenn die Richtlinie den

Grundkreis berithrt, so wird der Keeelschnitt Parabel genannt
XTIV,

Wenn die Scheitelebene die Kegelfliche in zwel Geraden trifft oder, was dassclbe ist, wenn
die Richtlinie den Grundkreis schneidet, so wird der Kezelschnitt Hyperbel genannt. Die
Scheitelebene, welche die eine Kegelfliiche in zwei Geraden schneidet, trifft die andere Kegelfliiche
in denselben Geraden; daher begesnet auch die Schnittebene beiden Gegenflichen, und es ent-
stehien zwei Schnitte, welche einzeln Hy perbeln, vereint aber Gegenschunitte heissen (sectiones

. CLLRN » X
|"p]:!l.i'.‘\'|.hll,‘1 FOLLEEE . CFTIXELLEPIXE ),

*) Auf diese

fithrt worden, welche letzterer durch dem Scheitel des Kegels parallel zu dessen Achse legt (Con. I 12 w 1500

Vertikalebene ist de la Hire wahrscheinlich dureh die von Apollonius verwandte Hilfslinie go-
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ey
Wenn die Scheitelebene die Kegeltiche in keinem Punkte ausser im Scheitel trifft oder
was dasselbe ist, wenn die Richtlinie den Grundkreis verfehlt, so wird der Sehnitt Ellipse
genannt. In besonderen Fiillen wird der Schnitt ein Kreis sein, welcher Wechselschnitt heisst
(sectio subcontraria, ruim} i Eree i),
XV,
Die Geraden der Hyperbelebene, welche von den Tangenten des Groundkreises in den Schnitt-

punkten desselben mit der Richtlinie erzeugt werden, heissen Asymptoten.

Lehnsatz
Ist auf einer Lbene ein Punkt wnd anf einer parallelen Ebene ein Straldenbiindel gogeben
wiel dwreh jenen Punlt wnd jeden Strahl eine FEbene gelegt, so schneuden sich diese Ebenen in
ciner gemcinsamen (reraden, welche in der ersten Ebene liegt,
Zusatz. Win Ebenenbiischel schneidet eine Ebene, welehe seiner Achse parallel ist, in
einem Strablenbiindel.
Lehrsatz L
Farabel wnd Hyperbel sind Feine geselilossenen Linien wnd Eionnen ins Unendliche verlingert
werden.
Die Punkte, in welchen die Richtlinie den Grundkreis beriihrt oder schneidet, erzengen
(im Endlichen) keine Punkte der Kegelschnitte,

Lehrsatz 1L

Finer '.f}urlr,lr-_uﬂr- (Selagete) des Grandlreises entspricht vine Tangente (Selunte) des  Kegef-
sclnitfes.

Man lege durch den Scheitel und die Tangente des Grandkreises die Tangentialebene
des Kewvels,

Die Berithrungspunkte gehiren derselben Kegelkante an.

fZusatz. Zo einem Punkte eines Kegelschunittes gehirt nur eine Tangente. Ein Kegel-
schuitt wird von einer Geraden in zwei Punkten geschnitten.

Lehrsatz V.
Fiilet man senbrecht zim Huanplselnitie des Kegels {,;.«r demjenigon Achsensehnitte, welclher
dic Hihe des Kegels enthilt) eine Tbene, so dass ilve Schuittlinie mit den Kanten des Haupt-
schnittes (mit der grossten und Fleinsten Kante) gleiche aber verschiedenseitig (subcontrarie) liegende
Winkel bildet, so ist der entstehende Kegelsehnitt ein  Kreis, welcher Wechselsehnitt ge-
nannt wired.
Der von de la Hire gegebene Beweis ist der des Apollonius, Lib. I, 5. Vgl Hamilton,
sect. con. LB, Gretschel, Organische Geom. S. 285 u. a
Bemerkung. TIm folgenden werden weder die durch den Scheitel noch die parallel zur
Basis gefithrten ebenen Schnitte zu den Kegolschnitten seziibhlt; die Siitze, we

che von den
Ellipsen gelten, sollen auch auf die Wechselschnitte iibertragen werden, da der Kreis als eine
Grenze der Ellipse aufgefasst werden kann. Sed ob frequentem subcontrariae sectionis usum,
praesertim in Astrolabiis, ipsius ortum in cono indicare et demonstrare hic perutile et neces-

sarinm esse duximust
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Vorbhemerkung, die Erzeugung gewisser Geraden betreffend.

Jede harmonisch geteilte Strecke der Basisebene erzeugt in der Schnittebene ebenfalls eine
harmonisch geteilte Gerade (Satz 11 bis 15 im [. Buche).

Einem Strahlenbiischel in der Basisebene, dessen Centrum aut der Richtlinie liegt, entspricht
in -der Schnittebene ein Strahlenbiindel (Lelnsatz).

Ein Winkel in der Basisebene erzeugt in der Schnitt- und in der Scheitelebene neue
Winkel, welche ecinander gleich sind.  Grenzfall, in welchem der eine Schenkel der Riehtlinie
parallel Linft.

Lehrsatz VI

I jedem Kegelschnitte, in Ciegenschnitfen woud zwischen solchen werden alle wnder  cinander
parallelen wid von den Schvitfen beiderseits begrenzfen Strechen von ciner Geraden halbiert, welche
der Durchmesser des Schaittes wnd der pavallelen Streclen genannd awoivd ;. die letzteren heissen
Ordinaten dicses Thirchinessers (ordinatinm applicatae vel ordinatae wbroligue ad Jiane dicmetrin).

Die Geraden der Basisehene, welche die Durchmesser hervorbringen, werden Diametralen
Fenannt.

Legt man duarch je eine der parallelen Sehnen LN und durch den Scheitel A des Kegels
Ebenen, so schneiden sich dieselben in einer Geraden A (' der Scheitelebene (Lehnsatz 8. 14)
und treffen den Grundkreis in den Punkten Lan, welehe die Punkte L. N erzeugen. Ist ferner
(" der Schnittpunkt der Scheitellinie A" und der Richtlinie B¢, und zieht man von €' die Ge-
raden ('ln, sowie die Tangenten Che und 4 an den Grundkreis und die Berithrungssehne meh,
welche Cln in p und B(' in B schneidet, so sind !, p.f, % harmonische Punkte, und A (Cpln)
ist ein harmonisches Strahlenbiischel, Da LN der Harmonikalen AC parallel ist, so wird

IS

F Lef. 4 4

von Ap im Punkte P halbiert, und weil die Punkte p nach I, 21 in der Sehme mh liezen,
so sind alle Geraden Ap in der Ebene Ahm enthalten, welche sonach den geometrischen
Ort der Mittelpunkte aller zu einer gegebenen Richtung parallelen Kegelselinen, eine Diametral-

fe]
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ebene,*) darstellt. Diese letztere schneidet den Kegelschnitt in einer Geraden M H, anf wel-
cher die Mitten P der Sehnen LN liegen.
Die Selmen I'N zwischen Gegenschnitten werden von Sehnen des Grondkreises *n her-
vorgebracht, deren Endpunkte auf verschiedenen Seiten der Richtlinie liegen und welche die
letztere innerhalb des Kreises in einem
\L' Punkte B schneiden, Zieht man in
den Schunittpunkten g,¢ der Richtlinie
(' und des Kreises die Tangenten, so
erhiilt man den Pol ¢ von O'B, und
die in den Schoittpunkten m,h der
Sekante o3 gezogenen Tangenten fref-
fenn ecinander anf der Richtlinie im
Punkte €' (1, 27). Schoeidet endlich
P die Gerade Co (die Polare von B)

im Punkte p,, so sind g, B, F, n harmo-
nische Punkte und A (p, BlI‘n) ist ein
harmonisches Strahlenbiischel. Da 2N

dem Strable A B parallel lioft, so wird
sie von Ap, in ¥ halbiert, und weil

die Punkte p, siimtlich auf C'e liegen,
so ist hier ACo die Diametralebene
und TO der Triiger der Sehnenmitten T

Die besonderen Fille, in denen

idie Scheitellinie der Richtlinie parallel

lanft oder die letztere durch das Cen-

trum des Grundkreises geht oder der
Punkt B in den Mittelpunkt der Basis
fiillt, verursachen ehenfalls keinerlei
Schwierigkeiten.

De la Hire fiigt zu diesem Beweise
das Monitum: Lectorem geometram hic
admonitum esse volo, totum hoe opos
conicum huie inniti propositioni; quam-

phrem ad reliquas non properet nisi
Lane prius in omnibus easibus perfecte
intellexerit, ex quibus cum recte noverit primuom, reliquos qui ad sectiones oppositas spectant
nullo negotio percipiet.

Zusatz 1. Gegenschnitte besitzen gemeinsame Durchmesser, da die Strahlen Ap und Ay
derselben Diametralebene angehiiven.

Zusatz I1. Die Durchmesser, welche die parallelen Sehnen (Ordinaten) zwischen Gegen-

&) Nach dem Vorgange von . Newmann, welcher diese Bezeichnung fir den geom, Ort dor Halbiernngs-

punkte eincr Sehnenschar in seinen Vorlesnngen verwandte,
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sehnitten halbieren, sind nicht begrenzt, da sie von Diametralen (' gebilidet werden; welche den
(irundkreis nicht schneiden.
Zusatz III. Die Diametralen sind zugleich Polaren der Punkte der Richtlinie,

Lehrsatz VIIL.
Die Gerade, welche dwrcch den Endpunkt eines Durehinessers parallel ciner Ordinate gesogen
weivd, beriihrt den Kegelsclnatt in dem Tndpunlte des Durchimessers,
Die durch den Endpunkt H des Durchmessers M H parallel der Sehne LN pezogene Ge-
rade He wird dureh die Tangente f¢

des Grundkreises gebildet,

Lehrsatz VIIIL

Die: Ditrchmesser dey’” Parabel sind einander parailel.

Nach VI, Zusatz III-ist der Beriihrungspunkt s der Richtlinie und des Grundkreises allen
Diametralen gemeinsam: nach dem Lehnsatze wird aber ein Strahlenbiischel, dessen Uentrum auf
der Richtlinie liegt, in der Schnittebene zu einem Strahlenbiindel umgewandelt.

Yusatz. Ein Durchmesser der Parabel ist nur in einem Endpunkte begrenzt, da der
Punkt m keinen Punkt der Schnittebene (im Endlichen) hervorbringt.

Lehrsatz IX,

,fjf'r' ﬂ‘nr{'fuu:.l;.s.vr er f.‘ﬁ;‘l;w, soeie die dey l”rln'f‘lff'."hr'l'l wied e 'lrr'-"fjl'.lré'f'l'l-f”a'-lfl'l-" -‘\'f.'J'lh'-" tlen sich
i einem wnd demselben Punlte, welcher das Contrum des Kegelsohwitles genannt wird.,

Da al
so haben auch die durch sie gebildeten Durchmesser des Schnittes den entsprechenden Punkt ¢

e Diametralen durch einen festen Punkt g, den Pol der Richtlinie, hindurchgehen,

der Schnittebene gemeinsam B, o,m, kb sind harmonische Punkte, nnd A (Bomh) ist ein har-
monisches Strahlenbiischel, welehes durch M OM (parallel A B) geschnitten wirvd; daher ist O
die Mitte des Duorchmessers M [T

Enthiilt die Richtlinie das Centrum des Grundkreises, so werden die Diametralen mh von
der Richtlinie halbiert, und die durch sl und .4 bestimmten Ebenen haben die zur Basis
parallele Gerade A O gemeinsam

Zusatz I. Das Centrum der Ellipse liegt innerhalb, das der Hyperbeln und der Gegen-
schnitte ausserhalb des Schnittes.

Yusatz II. Alle durch das Centrum gehenden Geraden sind Durchmesser; anszunehimen
sind nur diejenigen Geraden, welche (im Falle der Hyperbel und der Gegenschnitte) von den
Tangenten des Grundkreises in den Schnitfpunkten desselben mit der Richtlinie gebildét werden,
d. h. die Asymptoten. Die Punkte B und € fallen alsdann mit g (oder f) zusammen, und-die
parallelen Geraden, welche von den durch y gezogenen Sekanten des Grundkreises gebildet wer-
1 einem Punkte, da g keinen Punkt des Schnoittes (im

den, begegnen den Gegenschnitten nur i
Endlichen) hervorbringt.
Lehrsatz X.
fl.:r' i.‘,l'f.lr.l'_f,ri{fr'ji CIRes }rh.!’f‘r'.l'.rmr’,ﬂ'n'n"l'.‘-'. H.‘-"|"r'.llr-f'i' n‘lr_’H. rh'l'lf!‘-h'l'l’l'l-"h'- I'JIH".‘F UH(I’"!'.H .Jr-‘f!J'-f'J"ﬂ.n‘I‘.'-‘i-‘:" r's Ihi=
vallel liuft, sind diesem letsteren parallel. Kowjugicrte Durelimesser.
Eine Diametrale Bomh bildet im Kegelschnitte cinen Durchmesser MOH, dessen Ordinaten

¥
o
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LPN von den Geraden Clpn erzeugt werden, welche durch den Punkt ¢ der Richtlinie gehen.
Unter ihnen befindet sich auch eine Diametrale C'or, welche im Kegelschnitte dem Durchmesser
T'OR entspricht, dessen Ordinaten aus dem Strahlenbiischel mit dem Scheitel £ auf der Richt-
linie hervorgehen.

Zusatz 1. Von zwel konjugierten Durchmessern zwischen Gegenschnitten ist nur einer
hegrenst.

Zusatz 1I. Der in der Scheitelebene von den Geraden A und A B gebildete Winkel ist
gleich dem Winkel der konjugierten Durchmesser, deren Diametralen durch die Punkte B und
! der Richtlinie sehen. Die Ebenen A Bo und A('e sind konjugierte Diametralebenen.

Lehrsatz X1
Wenie cine Selme (micht Dhvelinesser) eines Kegelsehnittes oder zwischen (regenschniften von

einem Durelinesser holbievt wivd, so dst sie zugleich Ovdinate dessetben.

Lehrsatz XII.

Die Hyperbeln, aus denen sieh die (regenselnitte zusammenseizen, sind Fongruent.

[nfolge von Zusatz | des Lehrsatzes 6 ist ein Durchmesser "PHOM P beiden Gegen-
schnitten gemeinsam; seine Ordinaten bilden gleiche Winkel mit ihm, und die dem Durchmesser
H M parvallele Gerade N7'L wird von dem konjugierten Durchmesser ROT in 1" halbiert. Da
ROT parallel den Ordinaten LN, so ist sowohl L F gleiech PN als 00" gleich OF sowie (O
gleich OH (Satz 9); folglich n. s w.

Lehrsatz XTII

Die Asymploten  Erenzen sich sm Centrume der Hyperbeln, olowe dicse selbst zu schneiden,
Die Strecle, welche die Asymptoten anf einer Tangente e Hyperbel abgrenzen. wivd im De-
rithrungspunbte halliert,

Die Tangenten go, fo in den Schnittpunkten des Grundkreizses mit der Richtlinie schneiden
gich im Pole o derselben, und diesem entspricht der Mittelpunkt des Schnittes:; also schneiden
sich auch die Bilder der Tangenten go und fo im Centrum und konnen., weil Ag und At der
Schnittlinie parallel laufen, dem Kegelschnitte (im Endlichen) nicht begegnen.

Ist F'H das Bild der Tangente fhqg des Grundkreises (H der Beriihrungspunkt, 7' und ¢
die Schinittpunkte der Asymptoten), und schneidet fg die Riehtlinie in (), so sind €/ fiq har-
monische Punkte (Satz 1, 30) und A€, Ak Af, Aq harmonische Strahlen der Ebene A(lqg.
Da nun ¢ der Harmonikalen A€ parallel ist, so wird sie von dem zugehirigen Strahle A
in J{ halbiert.

Zusatz 1. Wenn eine Gerade der Hyperbel in einem Punkte begegnet, welcher zu-
gleich die von den Asymptoten begrenzte Strecke halbiert, so beriihrt sie die Kurve in jenem
Punkte.

Zusatz 1L Die Durchmesser, welche innerhalb des Asymptotenwinkels liegen, sind be-
grenzt,

Zusatz 11I.  Eine beliebige Gerade wird von den Asymptoten und zwei konjugierten

Durchmessern harmoniseh geteilt.
Sind A, G, M, I der Reihe nach die Schnittpunkte der Geraden mit den Asymptoten und den
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konjugierten Durchmessern, ist ferner FH @ die Tangente im Endpunkte H des einen (begrenzten)
Durchmessers OH, so ist F'©) sowohl den Owdinaten desselben als auch dem Durchmesser €M

parallel. Da H zugleich der Halbierungspunkt der FQ, so ist O(MIAG) ein harmonisches
Strahlenbiischel.
Lehrsatz XIV.

Sohneidet eine Gerade die Hyperbel (oder Gegenselnilte) wnd e Asymptoten, so sind die
Strecken, welche je durch eine Asymptote wid cinen Hyperbelpunkt begrenzgt werden, paarweise gleich,

Entsprechen den Punkten S, L, P. N, ¥V der Sekante der Hyperbel (oder der Gegenschnitte)
und ihrer Asymptoten die Punkte s I,p,n, u der Basisebene und schneidet die Gerade su die
Richtlinie in €, so wird (' sowohl in €, p,L» als in C,p,s.0 harmonisch geteilt (Satz 1,31), und
A(Cpln) und A (Cpsu) sind harmonische Strahlenbiischel. SV (LN) ist der gemeinsamen Har-
monikalen €'.4 parallel und wird daher von dem zugehirigen Strahl halbiert.

Zusatz. Sind umgekehrt auf der zwischen den Asymptoten enthaltenen Strecke 517 die
Abschnitte SL und NV einander gleich und N ein Hyperbelpunkt, so ist anch L ein solcher.

g%
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XV—XVIIL
Aufeabe.

Durele cinen Panlit cines Kegelseloeittes 20 einem gegebencn Dharehmesser die Ovdinade zu
Romstriticren.

Man ziehe durch den Gegenpunkt Ly des gegebenen Pervipheriepunktes [}, eine parallele
Sehne EI su dem gegebenen Durchmesser A B; DI ist die gesuchte Ordinate. — Leichte
Aenderung im Falle der Parabel.

Aufeabe.
AT T Ir_,rr'llf.--;.-r'.lfr'}.l Ordinate cines f\'r_.f;.--f.-c.f-.-ﬁ-;.'.;i.ﬂ-.u e Therehniesser =i _Er':'r!'u.i'.r.u el olen
Mittelpunlt des Selmities zw bestinunen.
Aufeabe.
A einem gegebenen Dhoelesser den Fonjugierten zi finden,
Aufeabe.

Dwvel cinen gegebenen Peripheviepunlt eives Kegelschnittes die Tangente 20 Tegen,

Lehrsatz XIX.
Die Gerade durel den Selnittpunlt zweier Tangenten cines Kegelsehniftes wnd den Mitfel-
prelct ey Beridhrungsseline entlhdlt den zu dicser (als Ordinate) gelirigen. Durchesser.

A Das  Tangentenpaar
wl, wn des Grandkreeises
bilde die Tangenten 7L,
VN des Kegelschnittes,
die Berithrungssehne [n
sechneide die Richtlinie
im Punkte C, und w/hm
gsei die Polae von C,
welche die In in p treffe:
alsdann sind C.p. L0 har-
monische Punkte, und
Ap halbiert LN in P
weil LN parallel A ¢
Da whm den Pol o der
Richtlinie enthiilt, weil
€' ant’ dieser liegt, so
ist sie eine Diametrale,
und ihr Bild VH M muss
durch den Mittelpunlkt €
des Kegelschnittes gehen.
Im Falle des Parabel ist

jeder Durchmesser der
Am parallel.

e
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Lehrsatz XX.

Zioht man an cine Parabel eme ?}Ji;”{'hfr' wnd Konstirwier? zu cinene Dhivehmesser die Ordi-

nate des “Berihrungspuniites, so halbiert die Kuweve die dwreh Ordinate und Tangente begrenste
Strecke des Durchmessers.
Die Steahlen Aw, Ap, Ah, A me sind harmonisch und V2 parallel Am: folglich u. s w,

Lehrsatz XXIL

Hieht man dwrch den Selwittpunlt zweier Tangenten  ehies  Kegelsclwittes eoee Sefeende des-
sefbenr, so wird dieselbe duwrele die Beriibrungsselie harmoniseh geteilf.

Der Satz wurde im 1. Buche, Satz 21 fiir den (Grund-)Kreis bewiesen und kann unmittel-
bar auf den Kegelschnitt (durch Centralprojektion) iibertragen werden.

Yusatz I. Fin Durchmesser wird durch eine Tangente und die zugehivige Ordinate des
Berithrungspunktes harmonisch geteilt.

Yusatz 1. Zieht man dureh den Schnittpunkt zweier Tangenten der Hyperbel zu einer
Asymptote eine Parallele, so wird die Strecke derselben, welche von dem Tangentenschnittpunkte
und der Berithrungssehne begrenzt wird, von der Kurve halbiert.

Lehrsatz XXIIL

Zieht man dwreh den Schuittpunkt ciner Hyperbeltangente mit cier _Asymplote eine Sckande,
so wird dicselbe von devjenigen Gevaden, welehe duvele den Berithruugsprodd der Tangente parallel
ur Asymptote gezogen wivd, harmonisch geteilt,

Das Asymptotenpase O 0@ werde durch of und oy, der Schnittpunkt 1° der Tangento
VN mit der Asymptote OF' durch v abgebildet; alsdann entspricht der Beriihrungsschne fn die
der Geraden A¢ und der Asymptote OF parallele Linie ND; én teilt aber die Sekante vrds des
Kreises harmonisch.

Zusatz. st die Sekante (VD) der andern Asymptote O parallel, so wird die Strecke
VD von der Kuorve halbiert.

VD ist alsdann das Bild von ey

Lehrsatz XXIII.

Legt man von dew Punlden einer ausserhall cines Kegelselinities in dessen Elene liegenden
(reraden (welche bei Gegensclnitten leinen Duwrehmesser enthdalt) Tangentenpaare an den Kegel-
schnitl, so krevzen sich deren Bevithrungsselmen in einem und demselben Panlie, wndd eine Sekante
dles ft'fg{'f.y'r.'fm?'[‘e.‘r.-s wird in diesene Punlite and von dev evsten Geraden harmonisch geteilt,  Pol
wnd Polare. Ot der vievten harmonischen Punlie.

Der Satz eilt nach I, 26 fiir den Grundkreis und kann unmittelbar auf das Bild dessel-
ben iibertragen werden.

Zusatz I  Ihe der Polare parallele Sehne wird im Pole halbiert.
mittpunkte der Geraden und einer Asymptote die Tangente

Zusatz 1L  Legt man vom Se
an die Hyperbel und zieht durch den Beriihrungspunkt eine Asympfote zur Parallele, so geht

dieselbe durch den Pol der Geraden. Die von Pol (hier innerhalb der Kurve) und Polare be-
grenzte und zu einer Asymptote parallele Strecke wird von der Kurve halbiert. Ahnliches gil
von der Parabel; an die Stelle der Asymptote tritt ein Durchmesser der Kurve.



Lehrsatz XXLV.

Konstruiert s i den Selipitfpunliten. eines Kegelsehnittes wnd eines  Strallenbiisehels,  des-
sei Ursprung B innerlall des Scloittes liegt (vl Dei der Ellipse wicht das Centvire enthitd),
iie Tungenlenpaare i den Fudpundien der Selnen. so liegen die Direhsehnittspunkte dieser Tan-
gentenpaare auf ciner Crevaden, der Polaven des Punlites P. Unlelirong des vorlergehenden Safzes.

Ebenso gelten die Umkehrungen der Zusiitze von Satz 23

Lehrsatz XXV,

Ihie Polure ist dew Opdinaten des dureh den Pol (hier ienerhadl der Kuree) gelenden Dureh-
MIESSE)NS jn’”f'l’fl‘llrf'f.

Folgt leicht aus dem dritten Zusatze von Lehrsatz 6. Die Polare wnde des Grundkreises,
welche die Polare DA des Kegelschnittes hervorbringt, schneidet die Richtlinie in demselben
Punkte ) wo die Diametrale, welche der durch w gehenden op konjugiert ist, ihv begegnet; die
durch (74 gelegten Ebenen ', CAp und (Ao erzeugen duher die pavallelen Geraden DV,
LPN und TOLR

Lehrsatz XXVIL
Legt ween vone den Panliten einer Selante des Kegelselnitles (oder der Gogenselonitte), welche
Ledeen Dwrelimesser r"hlfj'l.lr"i'ff_ 'f'rrn_r)l'r'”h'u it dlie j\r.r{j'J':'__ s0 schneiden sich die _Jrj'(_',s'ﬂ'fi'.l,-'u,r.l_ilr.ﬁ:ia_'.frur,'.lf i
cineny wnd demselber Punlite  ausserlall des Kegelscloittes, im Pole der Selante: cine duvel die-
sene Bunkt gelegle Gerade wivd von jener Sehante harmoniseh geteilt.
Zusiitze. Aechnlich wie zn Satz 23, nur liegt hier der Pol ausserhalb der Kurve. Die
Beweise fliessen aus dem entsprechenden Satz 28 des ersten Buches, welcher ebenfalls unmittel-

bar auf den Kegelschnitt iibertragen werden kann.

Lehrsatz XXVII,
Konstruiort man e den Schwittpunften eines Regelsclnittes wud eines Strahlenbiischels, des-
Seit r"rs}u'mr{f P awsserhall des Sehnitltes tiegt (wnd bei Gegenselmitten wicht das Centrum ent-
hilt), in den Endpunkten der Selmen die Tangentenpaare, so liegen dic Duwrchschiittspunkte der-
selben in ciner Geraden, tn der Polaven des Punlides P
Umkehrung von Satz 26, Ebenso gelten die Umkehrungen der Zusitze von 26.

Lehrsatz XXVIIL

Wie Satz 23, nwr liegt hier der Pol ausserhall der Kuwroe,

Lehrsatz XXIX,

Eine Tangente cines Kegelschnittes (oder von Gegenschnitten) wivd von zwei andern Tangen-
teie wnd den Berithvungseloien harmonisel gefeilt.

Anwendung von Satz 30 des ersten Buches.

Zusatz L Sind zwei der Tangenten einander parallel, so werden die von den Beriibrungs-
sehnen abgegrenzten Strecken dieser Tangenten von der dritten halbiert.

Zusatz 1. Die Berithrungssehne zweier Hyperbeltangenten halbiert die von diesen Tan-
genten auf den Asvmptoten abgesrenzien Strecken.

Lehrsatz XXX,

Verbindet mun die Eandpundte eines Sehnenpaares, dessen Schaittpunkt im Innern des Kegel-

—
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23
schnitles liegt, diwvch Gerade wnd zicht durch je etnen der evhoaltenen Schnitipunlte wnd den des
Selmenpaares die Selante, so wird dieselbe von dem Kegelselmitte harmonisch geteil.

Sehneiden sich die Sehnen DE RS in B und die Geraden 8D, KK in <, so lisgen die
zu A konjugierten harmonischen Punkte P der Geraden S, ER auf der Berithrunessehne
der von 4 an die Kurve gelegten Tangenten. Auf PM muss nach Satz 18 des ersten Buches
auch B liggen, weil den beiden harmonischen Strahlenbiischeln B(A PDS) and B(A MR E) drei
Strahlen gemeinsam sind,

Erklarung:

Ein Kegelschnitt beriihrt einen andern Kegelschnitt oder einen Kreis, wenn die Kurven un-
mittelbar nach der Begegnung dieselben Seiten (konkave oder konvexe) wie unmittelbar vorher
einander zukehren. Im Original: Dicitur Sectio Coniea contingere sectionem conicam, vel circu-
lum; cum proxime post occursum ., eurvae ad easdem partes concavas, vel convexas lL1|'Ir||]l|ltl_‘
maneant, licet postea sese mutno decussent

Lehrsatz XXXI.

Wenne zivei Kegelsclmitte etnander in cinem Punfile bevithren wnd sich onusserdem in ey
wls ziwet Punliten treffen, so decken sic sich.

Der Beweis wird indirekt gefithrt (Definition XII), und zwar mit Hilfe der harmonischen
Eigenschaften der Sekanten und Tangenten der Kegelschnitte  Achnliches gilt von den drei

foleenden Siitzen.

Lehrsatz XXXII.

Heaben zwei Kegelsehnitte mely als vier Punlite gemetn, so decken sie sich.
! i

Lehrsatz XXXIIL
Haben zwei Kegelschnitte cinen Dirchmesser wnd eine diesem gugehirvige Ordinate genein,
g0 declen sie sich.
Erklirunge.
Der Durchmesser, dessen Opdinaten ihn unter rechten Winkeln schneiden, wird Achse

:_..;'t’]?lil[l]]t. %
Aufgabe.

Die Acfise der Parabel 2u finreenr e dlen (fndtivelten) Deweis zu lefern, dass es nur cinen
solehen Direlunesser giold,
Aufgabe.
Die Lonjugierten. Aehsen in Elipse el Hyperbel zie zeichnen und Cindireld) zn beweisen,

iass agr ein Paar solcher Dwrelimesser vorlianden ist.

Lehrsatz XXXVI
Iit der Eflipse st dic eine Achse dev Femste und die andere der grisste wpler allen. Durch-
messerie: i dey Hyperbel dst die begrenzte Achse der FHeinste Durclimesser.

Aufgabe.
Dene Parabeldwrelmesser zu zeichnon, weleher mit seinen Opdinaten einen gegebenen Windel Dildet.

Aufeabe.
In Ellipse und Hyperbel das Paar konjugievier  Duwrchiesser zu finden, welche  einen ge-
gebenen. Winkel cinschlicssen.
Determination.
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Aufgabe,

Gegeben ist ein Kegelschnitt wnd ein Durehmesser tlesselben ;. gesuché wwerden belichiy vicl:
wnter ecinander verschiedene Kegel, auf” welchen der gegebene Kegelselmatt Tiegt, und zwar so, dass
dic Geraden der  Basishene, welehe die Ordingten des gegebenen  Durchmessers ovzengen, diesen
selhst }:Ig’”'!h”ij'l{ freatfen.

Man lege durch die Ordinate D) M FE (Aufgabe XV, Seite 20) des gegebenen Durchmessers AL
cine beliebige Ebene und zeichne in dieser iiber D F als Sehne einen Kreis; sowie den durch
die Mitte M von DFE gehenden Durchmesser (‘7' desselben; die Geraden BF und CA licfern
alsdann in ihrem Schnittpunkte 17 den Scheitel des gesuchten Kegels, dessen Basis der Kreis
CDEFE darstellt.

Die Scheitelebene schneide die Ebene der Basis in der Richtlinie H; zu ihr wie zur
(ieraden DJF steht der Durchmesser ('F des Grundkreises senkrecht, so dass allen zur Richtlinie
GH oder zur Ordinate DE parallelen Geraden der Basisebene im Kegelschnitte Sehnen von der-
selben Richtung entsprechen. Dass sich der Schuitt ADBE und der gegebene Kegelschnitt
decken, folgt aus Satz 33.

Aufgabe

Vo einene gegebenen. Punlide cusserhall cines Kegelschnittes (oder der (3egensclunitte, bei wel-
chen jener Punkt nicht auf das Centram falle) dic Tangenten zu zichen,

Die Lisung wird auf Grund-der Sitze von Pol und Polave erhalten.

Aufgabe,

Von einem Kegelschnitte sind drei Tangenten wnd dic Berithrungspunlite von zweien dlersellien
gegeben: gesucht wind der  Bevithrungspunlt der dritten Tangente wnd das Cenfrum des  Kegel-
selenittes.

Sind A F, ED, DB die gegebenen Tangenten, o, I7 die gegebenen Bevithrungspunkte, so
halbiere man KD in F und ziehe durch ' zu EA und DB die Parallelen, welche A B in G
und H schneiden; alsdann ist der Schnittpunkt € der Geraden E¢ und DI das Centrum des

Kegelschnittes. Trifft ferner die Beriihrungsselme A B die dritte Tangente KD in 0, so ist der

vierte harmonische Punkt 7' zu D, F, 0 der gesuchte Beriihrungspunkt.

Der Beweis stiitzt sich auf die Siitze 29 und 19. — Heute wiirde man die Lisung auf

den Satz von Brianchon zuriickfithren.
Aufrabe.
Kegel 2w konstruieren, deren Sclmitt mit ciner gegebenen Ebene eine Hyperbel erzeuge, von

weleher die Asymptoten wnd ein Kurvenpunlt gegeben sid.
5. SHatz 22,

Dies ist in gedriingter Kiirze der Hauptinhalt des ersten und zweiten Buches der Sectiones
conicae, Die Bearbeitung der iibrigen Abschnitte kann aus den in der Einleitung angegebenen
Griinden erst im niichsten Jahre veriiffentlicht werden.




Anmerkungen.

1) Ueber sein Leben und die von ibm verfassten Werke findet sich in Christian Gott-
lich Jochers Allgemeinem Gelehrten-Lexikon (Leipzig, MDCCL) Folgendes zusammen-
gestellt: De la Hire (Philip) ein frantzisischer Mathematicus und Astronomus, wie auch Mit-
olied der kiniglichen Academie der Wissenschafften zu Paris, gebohren 1640 den 18 Martii,
wurde von seinem Vater, der kiniglicher Mahler war, der Mahlerey gewidmet, applicirte sich
anfangs zu Rom, wohin er seiner Gesundheit wegen 1660 reisete, auf die Mahlerey, und legte
su Paris eine Mahler-Schule an, fibte sich aber hernach in der Mathesie und den Humanioribus,
und wurde 1678 in die Academie der Wissenschafiten aufgenommen. Hierauf erhielt er von
dem Kionige Befehl, die von Mr. Picard 16689 angefangene grosse Mittags-Linie in Frankreich
zu verlingern, und begab sich zu solchem Ende 1679 nach Bretagne, 16580 nach Guienne, 1681
nach Calais und Diinkirchen und 1682 nach Provence, da er dann zu gleicher Zeit viel andere
Observationen, z. 1. wegen der verschiedenen Abweichungen des Magnets, ingleichen wegen der
Refractionen und Hohen der Berge angestellt. 1683 continuirte er den gedachten Meridianum
von Paris aus gegen Norden, da inmittelst Cassini solche Arbeit gegen Siiden vorgenommen;
1684 aber untersuchte er den Lauf und Fall des Flusses Eure, der bei Chartres vorbey linift,
und fand denselben so beschaffen, dass er zu den Wasserleitungen gebrancht werden kionnte,

wolche zu Versailles um diese Zeiten angeleret worden. Wegen seiner Wissenschafft in der
{w] (= ]

Experimental-Physic, Astronomie und andren Theilen der Mathemathic, ward er in dem kinig-
lichen Collegio, wie auch in der Academie der Bildhauer und Baumeister zum Professor bestellt,
war iiberaus arbeitsam, wie er dann zum oOffteren seine Geschiiffte fast Tag und Nacht in einem
fortgesetzet, und sein Vergniigen allein in der Abwechselung unterschiedlicher Verrichtungen,
oder in der Mahlerey gesucht; wobey zugleich auch seine gute #usserliche Art zu leben, sein
von allem Bigennutz entferntes Wesen, und besonders seine Frimmigkeit gerithmt worden. Er
starb den 21. April 1718 im 79. Jahre seines Alters. Seine Schriften sind: nouvelle methode
powr les sections des superficies coniques - cylindrigues; de cycloide: nouveane clemens des scotions
.r-uu.r'.rl,r.-:.«-,u; sectiones conicae in 9 Libh, distributae; lee _rf;.wmunirjr.!fr'.' tr. duw nivellement poy My, Preard,
welches er mit seinen Zusiitzen an das Licht gestellet; fr. du motwvement des cane par Mr. Ma-
yiotte, worinne er gleichfalls eines und das andere von dem Seinigen hinzungethan: falwlac astro-
womicee de motibus solis lunae, nee non de postlione fivarum; lecole des arpentenrs; tr. de micea-
wique: deseription - explication des globes, qui sont placez dans les pavillons du chateai e
Marly: veterum mathematicorwm opera gracce & latine, plevague nune prinaon edite; seine vielen
Dissertationen. welche in den memoires de Tacademic des Sciences stehen. zu geschweigen. Er
hat sich zwevmal verheyrathet, und unter andern 2 Sthne nimlich Philippum und Jo. Nicolaum,
hinterlassen. Von dem ersteren folgt ein eigener Artickel. Der andre, gebohren 1685, studirete
die Medicin, besonders aber die Botanic, worauf er 1709 ein Mitglied der Academie des Sciences,
4
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und das Jahr darauf in der medicinischen Faeunltit zu Paris Doctor wurde: — Man sehe auch
Delarousse, Grand dictionnaire universel du XIXe sidcle, unter ,Lahire (Lahure)-.

) Milinowski, 8. 54: . Man wiihle einen festen Punkt ¢ und eine feste Gerade o als
Centrum und Axe. Zwei Punkte, wie A4, oder BE,, welche durch Centrum und Axe harme-
nisch getrennt sind, heissen verwandte Punkte; zwei Gerade, wie wa, oder hly, weleche dureh
Centrum und Axe harmoniseh getrennt sind, heissen verwandte Gerade. Die Beziehung, in
welche dadurch die Punkte und Geraden der Ebene gesetzt sind, heisst ,harmonische Ver-
wandtschaft. Die Mittellinie von Centrum und Axe heisst die ,Mittellinie der Verwandtschaft:,
Das Centrum dieser Transformation fillt, wie man erkennt, mit dem Pole der ,Planiconiques®,
Achse und Mittellinie mit Formatrix und Directrix zusammen. -—— 8. 81: .In jeder harmonischien
Verwandtschaft, deren Centrum der Mittelpunkt eines Kreises ist, ist diesem Kreise eine krumme
Linie verwandt, deven simtliche Punkte vom Centrum
und von der Mittellinie der Verwandtschaft ein kon-

fig, 8.

stantes Abstandsverhiiltnis haben* Die Milinowskische
Ableitung dieses Fundamentalsatzes der harmonischen
Kurve des Kreises ist fiir die Zwecke des Unterrichtes
nicht durchsichtiz genug: Die folgende Beweisfiihrung
entspricht mehr dem Charakter der Methode und ersetzt
die an Apollonische Umstiindlichkeit erinnernde Rech-
nung durch geometrische Sitze: L BCF, ist ein Pa-

rallelogramm, also I, (& BCE) ein harmonisches
Strahlenbiischel; aber auch F, (G BEL,) ist ein solches:
E.B BE
B, L BC
# Wie man ans S, 15 und 44 seines Apercu historique (der deutschen Ubers) ersehen

daher fillt ) ' mit I} & zusammen, (% ist parallel LB, und man hat — const.

kann, lieet hier ein Missverstiindnis von Seiten Chasles’ vor, welches unseres Wissens zuerst
von Housel®) aufgedeckt, seitdem aber immer wieder von neuem vorgetragen wurde. Chasles
glaubt, Apollonius verstehe unter Achsendreieck den Hauptachsenschnitt des Kegels und wver-
wende zur Bildung des Kegelschnittes eine #u dem Hauptschnitt senkrechte Kbene. Aber weder
das eine noch das andere ist rvichtig: Apollonius benutzt einen beliehigen Achsenschnitt und lest
nur die erzeugende Ebene so, dass die von beiden mit der Ebene des Grundkreises gebildeten
Schnittkanten einen rechten Winkel einschliessen; diese die Allgemeinheit des Ergebnisses anf
keine Weise beschrinkende Bedingung ermiglicht die Verwendung der Kreisgleichung® zur Auf-
findung der entsprechenden Figenschaft der Kegelschnitte. Im andern Falle hiitte Apollonins
nur den Beweis fiir die Achse des Kegelschnittes erbracht und in den folgenden Sitzen das
Ergebnis stillschweigend auf beliebige Durchmesser angewandt, was sich mit der peinlichen Aus-
fithrlichkeit des Ubrigen schlecht vereinigen liesse. Die Schuld an dem lrrtume trfigt wahrsehein-
lich einer der dlteren Bearbeiter des Apollonischen Werkes, welcher die Parameterlinge im End-
punkte des Durchmessers senkrecht zu diesem errichtete, anstatt sie als Tangente parallel mit
der gemeinsamen Orvdinate des Kreises und des Kegelschnittes zu fithren. Nach dieser Abiin-
derung ist anch das lafus fransversson in Balsams ["hr,l.1'.~"-|-rzu||:r: wieder in diameter prinria

* Liouvilles Journ, des Math., 2. ser. t. 111, p. 155,
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(originarta) tiberzufithren. Bei Cantor®) findet sich noch der Schnitt senkrecht zum Achsen-
dreieck, withrend der Hauptschnitt bereits in Wegfall kommt. Dagegen spukt beides wieder in
Taylors Prolegomena zu seinem Werke iber die Kegelschnitte®); doch damit nicht genng,
muss hier Apollonius auch noch den Vorwurf ungenauner Darstellung (laxity of statement) —
welche doch auf ganz anderer Seite zn suchen ist, — f{iber sich ergehen lassen. De la Hire
hat Apollonius richtig aufgefasst; dies geht unter anderem aus lib. I, prop. XXXIX hervor,
wo sich das Corollar findet: Ex his patet sectionem per verticem hujus coni et per diametrum
propositam transire etiam per axem coni, et erit triangulum quod per axem dixit Apollonius,
et diameter proposita erit ejusdem principalis vel originaria in cono.

i) Der Name Focus riithrt bekanntlich von Kepler her. Die Stelle ist in einer kurzen
I':!‘inll‘l'{ET'll;I.'Ié,r De coni sectionibus [eap. IV. 3) seines Werkes Ad Vitellionem J.lrﬂ'f(.il;'lamu.w;”f_ rf.lr.,:'.l';g.-,-_-:
astronomiae pars optica fradifur efe. (Francof. 1604) enthalten und lautet: Nos lucis causa et
oculis in mechanicam intentis ea puncta (quae definitionem certam habent, nomen nullum, nisi
pro nomine definitionem aut proprietatem aliqguam usurpes) focos appellabimus. Newton ge-
braucht fiir Brennpunkt die Bezeichnung umbilicus (Phil. nat. prine. math. lib 1. sect. 4).

) Liber primus. Propositio XXI,

Esto cirewlus BEDG, o in plano civevli o puncto A catra civenlon sumpto duetis con-
tingentibus AT, AG, agatur recte FG confungens tactus F et G: sioa puneto A guaclibet vect
ducatir AT oeeurrens civeulo in B of D ot F'6; conjiengenti tactus in (.

Dica vectam AD harmonies dividi in punctis A, B, ¢, 1.

Buper recta B tamguam diametro deseripto semicireulo BI ), et a puneto (! erecta per-
pendiculari CH ad rectam AC et occurrente circulo in H, recta ducta 4 I continget cirenlum
in puncto H; nam hisecta /'¢; in ) et ducta A0, quadratum AF erit aequale duobus simul
quadratis A0 et FO; sed quadratum A" aeguale est duchus simul quadratis A0 et (1), et
rectangulum F'(', CG cum quadrato 'O aequale est quadrato '0; quare rectangulum F'C), C'f+
cum quadrato 4 (' aequale est quadrato A . Propter circulos rectangulum FO, O'fF aequale
est rectangulo B¢, DO quod etiam aequale est quadrato H¢'; erit igitur quadratum A€ com
quadrato H (' aequale quadrato 4 I quod est etiam aequale guadrato A H; sunt igitur aequales
AH et AF. Sed in circulo BFD rectangulum DA, AL aequatur quadrato AF vel AH;
quamobrem cum idem rectangulum DA, 4B in civeulo BHD sit aequale quadrato A, et
punctum M existat in peripheria cireuli BAD rvecta AH tanget hunc eivculum in puncto .
Per puncta B et I) erectis perpendicularibus BI, DE ad diametrum 51, quae sunt etiam con-
tingentes circulum BHD, et occurrentibus contingenti AH in I et F, propter circulum rectae
LB, Il et KD, KH erunt aequales; sed propter parallelas DFE, BI; ut DA ad A B, sic se
habet DE ad BT vel HE ad HIE et ut HI ad HI sic DO ad C'B; quare propter similitudi-
nem rationum erit D4 ad A5, ut D¢ ad OB, et per definitionem recta D4 dividitur harmo-
nice in punctis A, B, €, ), quod erat ostendendum.

Liber guintus. Propositio XVIIL
fosto f‘.ll‘llr{p.a';.'\' ADBO r'f{j.re.f,; axes o B .””, et duae fjunrﬁ'jn'ﬂ dianietre Giler se f-u,l.rlj.r.l_rjrrrhu;
HOS, ICT. Centro € o semidiametro €. descripto civenlo A F, ot codent centro, et sensidione-

*1 Vorlesungen tiber Geseh, d. Math. T, 8. 200,

**) The ancient and modern geometry of conics, . XLIIL
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tro (0 deseripto eivenlo OM, duetisque HEL, T perpendicularibus ad awes ef oceurentibis cir-
el OM o M o cireulo AP m 1

Dien HI vectam esse aequalem rvectae K P, el I'E aequaleme M L.

Ducta Hk perpendiculari ad A5 et NHQ contingenti in H, et axibus occurrenti in N et @),
haec contingens erit parallela diametro I'T conjugatae diametro /1S, cum sit contingens in ter-
mino H per decimam propositionem libri secundi: sed etiam per nonam propositionem tertii libri
rectangulum Nk, Ch, vel LH aequale est rectangulo Ak, hB, et propter parallelas IC, N@, ut
NH ad IC, sic Nh ad EC, et ut IC ad HQ, sic EC ad kC, vel HL: et per praecedentem
propositionem rectangulum NH, H@ aequale est quadrato C1° vel ('I; quare etiam rectangulum
Nh, Ch aequale est quadrato ('F; quamobrem quadratum [o(' aequale est rectangulo AR, ID,
quod aequale est quadrato €A minus quadrate Ch, vel LH: ideoque guadratum ’4d ad qua-
dratum O F, ut quadratum ('A ad quadratam ('A minus quadeato Ch vel LH: et dividendo
quadratum €4 ad quadratum €A minus quadrato C'E. quod aequale est quadrato EP propter
cirenlum, ut quadratum CA ad quadratum O minus quadrato €4 plus quadrato LA, quoi
reducitur ad solum quadratum LI erit igitur quadratom KPP aequale quadrato LH, ot £F
recta aequalis L/ rectae, quod erat primo propositum.

Per tertiam propositionem libri tertii rectangulum FA, LB, quod est quadratum /P se
habet ad quadratum F1, ut rectangulum C'A, C B, vel quadratum C'A ad rectangulum €0, '
vel quadratum CD: igiter EP ad EI ut CA ad C.D; similiter demonstrabitur LH ad LM,
ut ¢4 ad CD: quamobrem K P ad EI ut HL ad ML; sed EP ostensa est supra aequalis
HIL; quare ET aequalis est ML, quod erat secundo demonstrandum

In der Uebertragnng:

Fiinftes Buch. Lehrsatz XVIIIL

Deschreibt mn iiber den Achsen der Bllipse als Durchmesser Kreise und  fiillt von den
Endpundten zweier Tonjugierter Dhaelhmesser der crsteren Senkrechte auf die Achsen, so sind lic
so erhaltenen Orvdinaten der Ellipse wnd des Ieinen Kreises der Reihe nack gleich den Opdinater
des grossen Kreises and der Filipse.

ACE 0CD seien die Achsen, H('S, IC zwei konjugierte Durchmesser, H L, LF nor-
mal zu O€, A C und M,P die Schnittpunkte der Kreise mit H I, IF; zieht man alsdann in H
die Tangente, welche A B, 0D in N, ¢ schneidet und fithrt 2k normal zu A, so hat man

miC,  Ee - I0 N Nh
ChHL HQ IC ) RO
also EC*=Nh.Ch=Ah.Bh(IL,10) =CA®*— Ch?=CA?

HIL2, aber auch CE2=CA*—EP?

und daher EP=HIL. Aus III, 3 folgt

EP' _CA.CB_CA: = EP_CA
—= — WET =
BE*. CO.CD - CD? - Bl

e Bl - [ O W e ;
D und dihnlich EM D so dass auch LAT=— L M.

7
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