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Uber die Begriindung der Infinitesimalrechnung

durch Newton und Leibniz

Im Jahre 1684 war zu Leipzig die Abhandlung: sNova methodus pro maximis ef
minimis ete.c erschienen, in der ihr Verfasser, Gottfried Wilhelm Leibniz, der gelehrten Welt
soiner Zeit die Grundziige seiner neun Jahre frither gemachten Entdeckung der Differential-
rechnung angedentet und damit eine neue Epoche der Mathematik und der gesamten exakten
Wissenschaften eingeleitet hatte. Das Unendlichkleine, die Infinitesimalgrifse, von den Geo-
metern des Altertums mit Bedacht gemieden und umgangen, aber seit Kepler sich immer und
immer wieder in die Spekulationen der Mathematiker eindriingend, hatte durch Leibniz schliels-
lich die Gesetze, Einschriinkungen, Rechnungsregeln und Bezeichnungen vorgeschrieben bekommen,
unter deren Einhaltung sie erst das volle Biirgerrecht im System der wissenschaftlichen Begriffe
der Mathematik erlangte. Trotz der Geringschitzung und des geheimen Milstravens, das ihr
anfangs viele, darunter die bedeutendsten Mathematiker, wie Huygens, entgegenbrachten, trotz
der offenen Fehde, die ihr die Cartesianer und andere boten, hatte sie sich seit 1684 im Reiche
der Mathematik und Physik nicht nur behauptet, vielmehr schien sie sich schon sehr bald diesen
Wissenschaften unentbehrlich gemacht zu haben durch die ungeahnten Bereicherungen, die diese
ihr nach kurzer Zeit verdankten und durch die neuen Gebiete, die sie ihnen erdfinet hatte.

Aber solcher Leistangen ungeachtet geschah es just bei Gelegenheit des hundertjihrigen
Jubiliums ihrer Einfiihrung durch Leibniz, dafs die Infinitesimalgrifse noch einmal einer pein-
lichen Musterung ausgeliefert wurde, die nichts Geringeres bezweckte, als sie, wenn miglich,
ganz aus dem Bereiche strenger Mathematik anszuweisen. 1784 erliels die Kinigl. Preufsische
Akademie der Wissenschaften zu Berlin die folgende Preisaufgabe®):

, [7utilité qu'on retive des Mathématiques, l'eftime qu'on a pour elles, et I'honorable
dénomination de Seiences eractes par excellence qu'on leur donne i julte titre, sont dues i la
clarté de leurs prinecipes, i la rigueur de leurs démonltrations et i la précifion de leurs théordmes.
Pour affurer a cette belle partie de nos connoiffances la continuation de ces précieux avantages,
on demande

une théorie claire el précife de ce qu'on appelle Infini en Muathématiques.

On [cait que la hante Géometrie fait un ufage continuel des infiniment grands et des
infiniment petits. Cependant les Géometres, et méme les Analyltes anciens, ont vité
foigneufement tout ce qui approche de 'Infini; et de grands Analyftes modernes avouent que
les termes grandeuwr infinie sont contradictoires.

*) Karstens Mathematische TUntersuchungen, Halle, 1786.
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L'Académie [oubaite done gqu'on explique comment on a déduit tant de théorémes vrais
d'une [uppofition contradictoire, et qu'on indique un principe [ir, clair, en un mot vraiment
mathématique, propre a etre [ubltitué a I'Infine, [ans rendre trop difficiles, ou trop longues,
les recherches qu'on expédie par ce moyen. On exige que cette matiére [oit traitée avec toute
la généralité, et avec toute la rigueur, la clarté et [implicité pollibles. «

L'Huilier, ein Schweizer, errang den Preis mit der Dissertation: »Exposition élémentaire
des prineipes des caleuls supérieurs.« Die Akadémie der Wissenschaften zu Berlin muls daher
wohl durch diese Arbeit zufriedengestellt worden sein. War aber in dem Begriff des Limes,
wie ihn 1I’Huilier behandelte, ein sicheres, klares, wahrhaft mathematisches, widerspruchsfreies
Prineip, propre & étre substitué & linfini, gegeben? Nein! Denn sonst hiitte nicht der frucht-
barste und abstrakteste Mathematiker jener Zeit, Lagrange, sich veranlalst gesehen, 13 Jahre
spiiter, 1797, ein grifseres mathematisches Werk zu verdffentlichen unter dem Titel: »Théorie des
fonctions analytiques, contenant les principes du caleul différentiel, degagés de toute con-
sidération dinfiniment pefits ou d'dvanouissans, de limites on de fluwions, et reduits i
I’analyse algébrique des quantités finies¢, und damit zu bekunden, dals, um Erfolg za haben, die
Infinitesimalgrifsen und Infinitesimalbetrachtungen mit schirferen Mitteln, als denen, die 1'Huilier
angewandt hatte, zu bekiimpfen wiiren.

Und heute? Hundert Jahre sind vergangen, seitdem Lagrange seine scharfen Streiche
gegen toute considération d’infiniment petits ete. fiihrte, aber die Leibnizischen d und f die
wDifferenzen® und ,Summen®, die Infinitesimalgréfsen der verschiedenen Ordnungen beherrschen
gleichwohl noch die hihere Analysis. Wer sich heute an der exakten Naturforschung beteiligen
will, wer in der Mathematik, Physik, Chemie, in irgend einem Gebiete der erklirenden Natur-
wissenschaften, in der Psychophysik und Philosophie aufsteizgen will »ad problemats sublimiora-«,
oder wer in seinem Drange nach Erkenntnis des Zusammenhanges zwischen den Ursachen und
Wirkungen der Dinge und des Geschebens durchdringen will sad fontes profundiores«, muls sich
das Verstindnis der Zeichen d und [ erschlossen haben. Sie sind Charakteristika der mathe-
matischen Weltsprache geworden, wie es die Zeichen -}~ und — schon lange vorher waren.

Oder sind es etwa blofs die Zeichen, die sich erhalten haben, und ist der Sinn. den
man heute mit ilmen verbindet, ein anderer als der, den ihr genialer Urheber in sie legte?
Erklirt es sich aus dieser Wandlung ihrer Bedeutung, dals sie die auf ihre Beseitigung abzielen-
den Arbeiten von 1"Huilier und Lagrange iiberdanert haben? Und wenn nicht, woran lag es
dann, dafs noch 100 Jahre nach ihrer Einfilhrung die wissenschaftliche Welt das Bediirfnis
empfand, sich ihrer zu entledigen, und was hat sich seitdem in dem Verhiiltnis der Anschauungs-
und Denkweise der Gelehrten zu dem Begriffe der Infinitesimalgrifse gefindert, dals man heunte
jenes Bediirfnis nach Elimination dieses Begriffs aus der Wissenschaft nicht mehr hat?

Noch andere Fragen tauchen angesichts jemer Preisaufgabe anf. »Scienfic infinific, so
lautete der kithne Titel, mit dem Leibniz seine Schipfung gern bezeichnet hatte. »Analyse rles
infiniment petits«, das ist der Titel des ersten Lehrbuchs der Differentialrechnung, das 1696, zwei
Jahre nach dem Tode seines Verfassers, des Marquis de 1'Hopital, des Schiilers von Johann
Bernoulli und Leibniz, gedruckt worden war., Man kann es verstehen, dals die Ausdriicke »#nfini«
und » Infinituss fiir eine Disciplin, deren Gegenstand dennoch nur in der Untersuchung endlicher
Grélsen bestand, vielen als unzutreffend oder doch entbehrlich erscheinen mochte. Aber ungefihr
zehn Jahre frither als Leibniz hatte sich Newton eine analytische Methode geschaffen, durch die




er das Kontinuum und die stetige Veriinderung eines Kontinunms der exakten mathematischen
Rechnung unterwerfen konnts. Und drei Jahre nachdem Leibniz seine Methode bekannt oo~
macht hatte, 1687, hatte die Welt aus Newtons unvergiinglichem Werke » Philosophiae naturalis
principia mathematicas erfahren, dafs Newton mit Hilfe der Begriffe des Moments einer Griifse,
des ersten Verhiiltnisses entstehender und des letzten Verhiiltnisses versehwindender Griifsen
dasselbe leisten konnte wie Leibniz mit seinen Infinitesimalen. 1706 hatte Newton in seiner
»Quadratura corvarume die Grundziige seiner methodus fluxionum der Offentlichkeit mitgeteilt
und dabei ausdriicklich erklirt: Volui ostendere quod in methodo Huxionum o opus sit, fipuras
infintte parvas in geometriam introducere, und dals seine Methode der ersten und letzten Ver-
hiiltnisse entstehender oder verschwindender Grilsen sich in T:'i:m'e[nsr[:m:mng befinde mit der
Geometrie der Alten. Nach seinem Tode war seine »Methodus fluxionume in ihrem vollen
Umfange verdffentlicht worden, und der Ausdruck ,Fluxio® vermied das, Unendliche® ebensogut
wie es Huklid und Archimedes vermieden hatten. Wenn nun 1784 die Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin nach eimem principe stir etc. propre @ étre substitué & 1'Infini verlangte,
warum fand sie es nicht in Newtons Fluxionen?

Es hat seit meiner Studienzeit einen grofsen Reiz auf mich geiibt, mir auf diese Fragen
eime Antwort zu suchen. Sie nach allen Seiten hin in ihrem ganzen Umfango erschipfend zu
beantworten, dazu gehirt neben voller Vertrautheit mit allen Gebieten der héheren Mathematik
und Physik in ihrem gegenwirtigen Zustande auch ein tiefes Eindringen in die Probleme der
Psychologie und Erkenntnislehre und nicht minder die genaue Kenntnis und Beurteilungsfiihig-
keit aller geschichtlichen Wandlungen und Phasen in der mathematiseh-naturwissenschaftlichen
Anschauungs- und Denkweise der Menschheit in den letzten drei Jahrhunderten, ja in den letzton
zwei Jahrtausenden, — ein vollstindiges Leben in und mit der Wissenschaft nach ilirem innersten
Inhalt und fhren vollendetsten Formen. Eine solche wissenschaftliche Ve artiefung und Aushreitung
ist von keinem zu erreichen, dessen Kriifte im praktischen Schul-Kleindienst f.L[hl]]lttE‘!l't und er-
schipft werden. Daraus folgt aber nicht, dals er in den wenigen Stunden wissenschaftlicher
Mufse und Erhebung, die ihm bleiben, seine Aufmerksamkeit nicht auf Fragen allzemeiner
Natur richten und sich nach seinem Vermigen eine Antwort suchen kimne. Ergiebt sich daraus
anch fiir die Wissenschaft im grofsen und ganzen keine grifsere positive Forderung, als aus
unziihligen gedruckten Arbeiten, die mit dem Anspruch darauf an die Offentlichkeit gelangen,
s0 ist doch fir den, der sie leistet, jede wissenschaftliche Arbeit ersprielslich und firdernd und
darum auch dem Ganzen nicht verloren. Des allgemein wissenschaftlichen Interesses ermangeln
die von mir aufgeworfenen Fragen nicht, und auch fiir die Praxis des mathematischen Unterrichts
kann ihre Behandlung von allergrufster Bedentung werden. Unter diesem Gesichtspunkte benutze
ich dieses Programm dazu, einiges aus meinen Studien iiber die Begriindung der Infinitesimal-
rechnung durch Newton und Leibniz zu fixieren. Dals in dem engen Rahmen eines Schul-
programms nur Bruchstiicke, bez. nur die Anfinge dieser Untersuchungen Platz finden kinnoen.
wenn lefatere nicht oherfliichlich sein sollen, ist selbstverstindlich.

Ein Blick auf die hohere Mathematik des Altertums.

La »haute Géometrie«, heifst es in der Berliner Preisaufgabe von 1784, macht einen be-
stindigen Gebrauch vom Unendlichgrolsen und Unendlichkleinen, aber die Mathematik des




Altertums habe sorgsam vermieden stout ce qui approche de I'infinic. Dabei hat natiirlich die
Akademie den Teil der alten Geometrie im Auge, der zur shaute Géometrie« zn rechnen sein
wiirde. Warum, so liest man zwischen den Zeilen, haben die neueren Geometer die strengen
und widerspruchsfreien Methoden der Alten verlassen und wie kann man den Weg zu jenen
Methoden zuriickfinden oder doch zu Methoden, die ebenso widerspruchsfrei sind? HEs muls uns
daher daran gelegen sein, den Unterschied zwischen den Methoden des Altertums und denen von
Newton und Leibniz seharf zu erfassen.

Welehe Probleme der alten Geometer sind nun derart, dals die neueren sie mittels
Infinitesimalen lésen wiirden. wihrend die Alten zu ihrer Lisung des Unendlichen nicht be-
durften? Es sind zumeist spezielle Fille des einen allgemeinen Problems, den Quotienten der
Grifsen zweier geometrischen Gebilde zu finden, die so beschaffen sind, dals es nich miglich
ist, beide Gebilde durch Zerlegung in kleinere (aber endliche) Teilgebilde und durch andere An-
ordnung der Teilgebilde zu je einer nenen Figur in neue Figuren solcher Art zu verwandeln,
dals ihr Grofsenverhiiltnis mit Hilfe kongruenter Teilfiguren unter Anwendung der Grundsitze:
Gleiches zn Gleichem giebt Gleiches u. s. w. gefunden werden kann.

Alle Grifsenvergleichungen und zahlenmiilsigen Grilsenangaben fulsen auf dem Begrilf
der Grifsengleichheit. Fiir die Grundgrifsen aller Geometrie, die Strecke und den von zwel
Geraden gebildeten Winkel, fiillt das Kennzeichen der Gleiehheit mit dem der Kongruenz zusamnien.
Zwei Strecken oder zwei Winkel sind einander nur dann gleich, wenn sie kongruent sind. Soll
das Verhiiltnis ungleicher Strecken ermittelt werden, so findet sich das allgemeinste und ratio-
nellste Verfahren hierzn im 10. Buche von Euklids Elementon angegeben. Es ist identisch mit
dem, was wir im Unterrichte Kettendivision nennen. Ist durch Kettendivision das orifste
gemeinschaftliche Mals zweier Strecken gefunden, so kimnen die Glieder des Verhiiltnisses  der
Griifsen einfach abgezihlt werden. Ist das Verhiltnis der vorliegenden Grifsen in Znhlen (das
sind bei Euklid nur ganze Zahlen) angebbar, so besteht die Kettendivision in einer endlichen
Anzahl von Operationen; und umgekehrt, findet die Kettendivision bei einer bhestimmten Anzahl
von Partialdivisionen oder richtiger Partialmessungen ihren Abschlufs, so ist das Verhiltnis der
gu vergleichenden Gréfsen in Zahlen angebbar. Zwei Grofsen kimnen aber ein solches Verhalt-
nis zu einander haben, dafs die Kettendivision zwischen beiden nie zum Abschluls gelangt
Hier ist eine Stelle, in der der Unendlichkeitsbegriff in die Mathematik einsetzt. Beim Studium
der Leibnizischen Schriften kann man sehen, welche Bedeutung der Unendlichkeitsbegrifi gerade
an dieser Stelle bei Leibniz fiir die Ausbildung mathematischer Begriffe gowinnt. Aber Eulklid
vermeidet das Unendliche: daraus, dals die Kettendivicion entweder eine endliche oder eme
unendliche Angzahl von Operationen erfordert, folgt fiir ihn weiter nichts als eine der Zwei-
teilung in endlich und unendlich entsprechende Zweiteilung der Verhiltnisse der Grolsen nach
einem positiven Begriff und seiner Negation, nimlich in die, dals zwei Grifsen gleicher Art
entweder kommensurabel oder inkommensurabel zu einander sind. Aber zu Problemen, die
zur hiheren Geometrie gerechnet werden kinnten, ergiebt sich hieraus fiir ihn kein Anlals.

Das wird anders bei Vergleichung solcher Grofsen, deren Gleichbeit nicht mehr ihre
Kongruenz zur Voraussetzung hat; bei Flichen- nnd Raumgrilsen., Flichen kinnen einander
gleich sein, obne kongruent zu sein. Die Erkenntnis der Gleichheit nicht kongruenter Figuren
stiitzt gich aber entweder aunf die Kongruenz won Teil- und Hilfsfiguren oder sie stiitzt sich




nicht darauf: d, h, es ist entweder miglich, jede der miteinander zu vergleichenden Figuren
in soleche Teilfieuren zu zerschneiden oder zu solchen Hilfsfiguren zu ergiinzen, dals durch
eine andere ;\ﬁnl'tiuurlg derselben neue Figuren entstehen, die untereinander kongruent
sind, oder aber eine solche Analysis
und darauf folgende Synthesis durch
kongruente Hilfsfiguren (endlicher Grilse)
ist nicht maglich.

So ergiebt eine einfache Anderung
in der Anordnung der wier Teildrei-
ecke 1, 2. 3 und 4, in die ein Quadrat
durch seine Diagonalen zerfillt wird, den pythagoriischen Satz fiir das gleichschenklig-recht-
winklige Dreieck. Die Fliche eines Kreises erweist sich als gleich mit der Fliche der

schlangenférmigen Figur, weil beide
sich als Summen kongruenter Teile
darstellen lassen. Der Fundamentalsatz
fiir alle Flachenvergleichung geradlinig
begrenzter Figuren, dals zwei Parallelo-
gramme ABCD und A B C;D; ein
ander gleich sind, wenn sie in einer
Seite (4B = 4, 8;) und der entsprechen-
den Hbhe iibereinstimmen, wird als
richtig erkannt durch Erginzung der Parallelogramme zu untereinander kongruenten Trapezen
ABCE und A,B,FD,, da sich dann die Parallelogramme als Differenzen erweisen, in
denen sowohl die Minuenden (4ABOE
o= Ay By FDy) als auch die Subtrahenden
(4D B = B, F'C;) einander kongruent sind.
Dagegen ist es, so lange unendlich
kleine Grofsen und Figuren nicht zuge-
lassen werden, nicht moglich, die Fliche
eines Kreises und die eines Quadrats,
iiberhaupt die Fliche einer von Kuorven
und die einer von geraden Linien begrenzten Figur analog wie oben in untereinander
kongruente Elementargebilde aufzulisen und dadurch die Gleichheit beider Figuren zu erkennen.
Soll die Gleichheit von zwei derartigen Figuren bewiesen oder das Verhiltnis ihrer Grofsen er-
mittelt werden, so hat man ein Problem der shaute Géometries vor sich.

Fragen wir jetzt, nach welchen Methoden die Alten bei Behandlung solcher Probleme
verfuhren, so ist zuniichst zu konstatieren, dafs sie allgemeine Methoden iiberhaupt nicht
dargestellt haben. Man mufs sich diese aus ihren Darstellungen einzelner Fille abstrahieren. Man
hat sie, ob zutreffend oder nicht, unter dem Namen der Exhaustionsmethoden zusammengefalst,

Allgemeine Charakteristik des Exhaustionsverfahrens von Euklid.

Die Exhaustionsmethode Euklids lifst sich, soviel ich aus seinen Elementen entnehmen
kann, in das folgende allgemeine Schema fassen.




Es seien zwei Figuren 4 und B von solcher Art vorgelegt, dals es nicht miglich ist, ihr
Griiffsenverhiiltnis anf kongruente Elementargebilde zuriickzufiihren oder eine von ihnen in solche
Teile zu zerlegen, dafs durch stetige und geeignete Aneinanderfiigung der Teile eine oder meh-
rere der andern Figur kongruente Figuren entstiinden. s wird gleichwohl verlangt, das Ver-
hiiltnis der Grofsen 4 und B zu bestimmen.

Auflisung: Man konstruiere zwei Hilfsfiguren X und Y, die folgenden Bedingungen

gentigen: 1) X <7 4, ¥Y<E — 2) Die Formen der Figuren ¥ und X miissen sich gegen-
seitig bestimmen, so dals mit der Form der einen auch die Form der andern pegeben ist, und
dals jede Formiinderung der einen eine bestimmte Forminderung der andern bedingt. — 3) Die

Grifsen von X und ¥ miissen bei aller Veriinderung ein konstantes Verhdltnis X : Y —a: b
einhalten, — 4) Es muls moglich sein, die Grifse von X durch Anfigung neuer Teile oder
gonst wie so zu dndern, dals die Grilsendifferenz 4—X so klein gemacht werden kann, als
man will, und ebenso die Grifse von ¥ so zu iindern, dalk B—7Y so klein gemacht werden
kann, als man will. — 5) Wenn man X so findert, dals 4 — X kleiner wird als eine gegebene
Grifse, so soll sich die Gréfse von ¥ so fndern, dals die Bedingung (1) nicht verletzt wird; um-
gekehrt, wenn man ¥ so #@ndert, dals B—Y kleiner als eine gegebene Grilse wird, so soll X

gich so dndern, dals immer X <7 4 bleibt. — BSind diese Bedingungen erfiillt, so ist das ge-
suchte Verhiltnis 4 : B kein anderes als das von X: ¥ —a: b
Beweis. Wire 4 : B nicht gleich «: 5 so kinnte nur einer der folgenden vier Fille
: ! A
eintreten: 1) L = und entweder o) n <Z B oder §) n > FE5 — 2) : — i und entweder
]

y) £<C A oder ) & > 4. — Es wird bewiesen, dals alle vier Fille infolge der erfiillten Be-
dingungen unmiglich sind.

Beweis der Unmdglichkeit des Falles a. Wiire : = ; und % <_ 5, so kinnte
man ¥ so éndern, dals << ¥<Z B. Dann wiire (Bed. 3) ; = ;: = }: und gleichzeitiz X <7 4 und
¥ =% Das ist absurd.

Beweis der Unmiglichkeit des Falles y. Wiire %— —}; und & <7 4, so konnte
man (Bed. 4) X so iindern, dalt #<Z X << 4 Dann wiire wegen (5) ¥ < B, mithin
_}\ 4 : = 1:1:; und gleichzeitic X > & und ¥ <_ B Das ist absurd.

Beweis der Unméglichkeit des Falles g Wire ;F- — 4 und 1 = B, so kinnte
i

man sich eine neue Hilfsfignr Z denken, deren Griifse bestimmt ist durch Z: B=4:% Dann
wire Z<Z A4 und daher Z:B=ga:b und gleichzeitig Z < A, d. h. es wiire der Fall (y) mig-
lich. (y) ist aber unmiglich, also auch (f).
Beweis der Unméglichkeit des Falles 4. Wiire é-:—_-}; und & > 4, so denke
o
:B= A: Z geniigt. Dann wiire Z <_B, und
es wiire (o) méglich. (o) ist aber unmoglich,

man sich eine Hilfsfigur Z, die der Proportion
daher a:b= 4: Z und gleichzeitig Z <T B, d.
also auch (d).

§
1.




In diesem alipemeinen Schema konnten natiivlich an Stelle der Bedingungen (1) auch
diese treten: X > 4 und ¥ > B. Bedingung (5) wiire dann entsprechend zu éindern. — Der
Bedingung (4) geniigt Euklid auf Grund wvon Satz 1, Buch X seiner Elemente: Nimmt
man von einer Grilse mehr als die Hilfte weg, von dem Reste wieder mehr als
dessen Hilite u. s. w.,, so kommt man irgend einmal auf einen Rest, der kleiner

. : e 4 : 1 :
ist als eine gegebene Grofse. Wihlt man also X, > -, damn X, >+ (4—X,), dann

Xy > o (4 — X, — X;) us w, und bezeichnet 4 irgend eine noch so kleine gegebene Grilse,

so ist irgend eimmal 4 — (Xg+ X3+ Xp -+ ... oder 4 — X< 4.

Als ein Beispiel einfachster Art zn diesem allgemeinen Schema diene der Beweis des
Satzes: Die Flichen zweier Kreise stehen zn einander im doppelten Verhiltnis (verhalten sich
wie die Quadrate) ihrer Durchmesser. 4 und B sind die Kreise, X und ¥ einander ihnliche
den Kreisen einbeschriebene regulire Vielecke, das Verhiiltnis dieser Vielecke ist konstant und
gleich dem Verhiiltnisse der Quadrate der Durchmesser; sie erfiillen alle Bedingungen (1) bis (5).
Der Bedingung (4) wird geniigt, weil, wenn AR eine Sehne der Kurve K,
D die zu 4B parallele Tangente (Berithrungspunkt F) und A BCD em

T

Parallelogramm ist, alsdann Dreieck ABE = ]j Parallelogramm ABCD, aber { =

segment ABE < Parallelogramm ABCD und daher A ABE > Segment 4BE st

0

&

Allgemeine Charakteristik des Exhaustionsverfahrens von Archimedes.

Die Methoden von Archimedes lassen sich nicht unter ein einziges Schema bringen. Man
wiirde hier verschiedene allgemeine Fille zu unterscheiden haben. Ein Schema allzemeinster
Art ist das folgende:

Es seien 4 und B zwei Figuren von so verschiedener Form, dals es nicht mdiglich ist,
die eine von ihmen durch Zerlegung in Teile und durch andere Anordnung der Teile in die
Form der andern tiberzufithren. Es wird gleichwohl behauptet, Grolse 4 — Grifse B.  Man fordert
den Beweis dieser Behauptung,

Schema I. Man konstruiere zwei Hilfsfiguren X und ¥, die den folgenden Bedingungen
genfigen: 1) dureh irgend eine vorgeschriebene, an beiden Fipuren X und Y auspgefiihrte pesets-
miifsige Verinderung, z. B. wenn X und ¥ Vielecke sind, durch Verdoppelung der Seitenzahl
wird erreicht, dals X zunimmt, aber ¥ abnimmt, doch so, dals 2) immer X <7 4 <7 ¥ bleibt,
and dals gleichwohl 3) das Verhilltnis ¥ : X durch hinreichend hiufige Ausfihrung jener ge-
setzmiilsipen Verfinderung dem Verhiiltnis der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden kann.
— Man konstruiere zwei weitere Hilfsfiguren X; und ¥;, welche zu B und zu einander in die-
solbe Be:—‘.iehuug treten wie X und ¥ zu 4 und zu einander, also dals 2') X, <7 B <T7¥],
3') das Verhiltnis ¥, : X; dem der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden kann und dals
schliefslich immer 4) X; > X und ¥, < Y ist. — Lassen sich solche Hilfsfiguren konstruieren,
s0 ist sicher 4 = B,




Denn gesetzt, es wiire 4 < B, so kann man (Bed. 3) ¥ und X einander so nahe bringen,
dafs ¥ : X << B: 4; dann wiire (Bed. 4) ¥; : X < B: 4. Dies widerspricht aber den Voraus-
setzungen ¥y = B (Bed. 2°) und X < 4. Es ist also mieht 4 < B

Wiire aber 4 ™= I so kann man ¥ und X einander so nahe bringen, dals Y: X <7 4: B;
dann wiire (Bed. 4) auch ¥ : X; <C 4 : B; dies widerspricht aber den Voraussetzungen ¥ > A
und X; << B. Ts ist also weder 4 <7 B, noch 4 > B, also ist 4 = 5.

Anstatt mit Verhiiltnissen operiert Archimedes auch mit Differenzen. Bedingung (3) ist
dann so zu formulieren: die Differenz ¥ — X kann bei hinreichend hiiufiger Ausfiihrung der ge-
setzmiilsizen Operation an X und ¥ kleiner als jede gegebene Grilse gemacht werden.

Da es vielfach nicht nitig ist, zwei Paare von Hilfsfipuren X und ¥ sowie X7 und ¥
zn konstruieren, sondern ein Paar, X und ¥, hinreichend ist. so besitzt auch das folgende ver-
einfachte Schema noch grolse Allgemeinheit.

Schema II. Es werden zwei von der Form der Figur 4 abhiingige Hilfsfiguren X und ¥
konstroiert, die den Bedingungen gentigen, 1) dals immer X =7 4 < ¥ und auch 2) X< B<_Y
bleibt und dals gleichwohl 3) durch eine hinreichend hiufig ausgefiibrte, einem bestimmten Gesetz
unterliegende Verinderung an den Figuren X und ¥ ihr Grifsenunterschied ¥ —X kleiner als jede
gegehene Grifse gemacht werden kann. — Kénnen solche Figuren X und ¥ konstruiert werden,
go ist 4 = B. — Denn wiire 4 > B, s0 konnten X und Y einander so nahe gebracht werden,
dals ¥ —X < 4—PB wire; dies stinde aber in Widerspruech mit den erfillten Bedingungen
¥4 und X << B. — Wiire aber 4 <Z B, so kinnten X und ¥ einander so nahe gebracht
werden, dals ¥— X < B —4; das widerspriiche aber den erfiillten Bedingungen ¥ > B und
X< A Algo ist A= B

Ein einfaches Beispiel hierzu ist der Beweis des Satzes, dals die Kreisfliche gleich ist
einem Dreieck, dessen Basis gleich dem Kreisumfange und dessen Hohe gleich dem Kreisradius
ist. Man setze fiir 4 die Kreisfliche, fiir B die Fliche des Dreiecks. X ist das dem Kreise
ginbeschriebene, ¥ das umbeschriebene regulire Polygon. Die gesetzmiilsige Operation, durch
die X und Y einander beliebig nahe gebracht werden kinnen, ist die fortgesetzte Verdoppelung
der Seitenzahl dieser Polygone. Dabei ist es bemerkenswert, dals die Erfillung der Bedingungen
A<"Y und B<_Y sich auf eine von Archimedes nicht bewiesene Annahme stiitaf, nidmlich:

c .von andern als geraden Linien mit einerlei Endpunkten in einer
Ebene sind je zwei solche ungleich, die nach einerlei Seite hohl sind, wenn
deren eine entweder die andere ganz umschliefst oder nur zum Teil in
S sie fillt. Die umschlossene ist die kleinere.®) Auf Grund dieser Annahme
—  F st EC-- 0F > Bogen EDF und deshalb 4 <¥ und B <Y.

Als ein zweites Beispiel zu obigem vereinfachten Schema diene der Beweis des Satzes:
Das Volumen eines Rotationsparaboloids CDE (Scheitel D, Achse DF) ist halb so grofs als der
Cylinder iiber der Basis CE und mit der Hohe FI). — 4 ist das Volumen des Paraboloids,
¥ die Summe der umbeschriebenen, X die Summe der inneren Cylinder, ¥ — X wird gleich
dem letzten umbeschriebenen Cylinder CEGH und kann durch Verkleinerung seiner Hohe
IF beliebig klein gemacht werden, so dals der Bedingung (3) geniigt wird. B ist die Hilfte
des Cylinders iiber der Basis ¢'F und mit der Hihe DF

) Verel. Archimedes, Vorhandene Werke, aus dem Griechischen von E. Nizze, Stralsand 1824,




Dals dieses B den Bedingungen (2) ge-
niigt, erfordert einen Beweis. Man mache die Hohen
aller inneren und #dufseren Cylinder einander gleich

(:—_—{j"r'-}: dann ist die Summe aller fiufseren Cy-
{ B

linder (¥) proportional mit y,® - ya? -~ ya%
also auf Grund der Eigenschaft der Parabel pro-
portional mit @y - oy -+« - @a; analog st die
Summe der inneren Cylinder (X) proportional mit
R B ST DA nan oy — By, o — S0
wew,soist ¥: ¥X=1-+2-+-3-+4--+Fn):(1-+4+243---(m—1)) Aber die Summe aller
Glieder einer arithmetischen Progression ist grilser als die halbe Summe von ebensoviel Gliedern, deren
jedes gleich dem letzten Gliede derProgression ist; dagegen ist dieSumme aller Glieder derProgression,

von der das letzte Glied weggenommen ist, kleiner als jene halbe Summe (numl]n-h tL; bt 'H,”
(-1} -1 3 - / : Hi e
< ——-"—). Das letate Glied jener Progression entspricht aber dem untersten Cylinder CEGH,
und die halbe Summe von » solchen Cylindern ist der halbe Cylinder €L, d. h. = B, also

ist X<~ B< Y.
Schema ITI. Auch mittels einer einzigen veriinderlichen Hilfsfigur X kann der Beweis filr
A= B erbracht werden. Man konstruiere dieselbe so, dals den Bedingungen gentigt wird: 1) X<T 4;
9) X << B; 3) durch hinreichend hinfig ausgefithrte, einem bestimmten Gesetze folgende Ver-
finderung (Variation) der Figur X wird der Unterschied 4 — X, sowle auch B— X kleiner als
irgend eine gegebene Grilse. Liilst sich eine solche Figur X konstroieren, so ist 4 = B. —
Denn wire 4> B, so kinnte man X dem A so nahe bringen, dafs 4 — X <7 4 — B; das
widerspriiche aber der erfiillten Bedingung X <C B. Wiire aber 4 <C B, so kinnte man X dem
B so nahe bringen, dals B—X < B—.J; das widerspriche aber
¢ der erfiillten Bedingung X <7 4. Also ist 4 = B.

Ein Beispiel hierzu ist der Beweis des Satzes, dals das
Parabelsegment iiber einer Sehne €D gleich § des Dreiecks CDE
ist. wenn & eoin solcher Punkt der Parabel ist, dafs der duorch
ihn gelegte Parabeldurchmesser die Sehne (D halbierf. — Hier-
bei ist 4 = Parabelsegment; B = § Dreieck CDE. Das Gesetz,
nach dem die Figur X konstruiert und variiert wird, besteht
darin, dafs in gleicher Weise, wie A DOE iiber Sehne 0D kon-
struiert worden ist, auch iiber jeder andern neu entstehenden
Sehne das Dreieck konstruiert wird. X ist dann die Summe
aller dieser Dreiecke, also anfangs das Dreieck CDE selbst,
dann das Finfeck CFEGD, dann ein Neuneck OHFIEKGLID
W& w. 1. & w. Aus der Natur der Parabel wird bewiesen,
dals die aufeinanderfolgenden Vergrifserungen der Figur X eine
geometrische Progression mit dem Exponenten } bilden. Es wird
ferner bewiesen, dals die Summe aller Glieder einer solchen

gs
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Progression gleich ist § des ersten Gliedes vermindert um J des lotzten Gliedes. # des ersten
Gliedes ist aber B; also ist X gleich B vermindert um 3 der Vergrifserung, die X bei der letzten
Variation erfahren hat. Daher ist immer X <Z B. Es ist aber auch immer X <~ 4. Tie Be-
dingungen (1) und (2) sind also erfiillt. Nach Euklid X, 1 ist aber auch die Bedingung (8)
erfiillt. Denn es ist (vergl. Seite 7) A CDE > 4 Segment CDFE u. s w., also ist 4 — X eine
Grofse, die iibrig bleibt, wenn man von A mehr als seine Hilfte, von dem Reste mehr als
dessen Hilfte wegnimmt u. s w. Also kann 4 — X kleiner gemacht werden als jede gegebene
Grifse. Da ferner X = B — } des letaten Gliedes der Progression ist, deren Summe X ist,
und dieses letzte Glied immer kleiner ist, als das dem vorangegangenen X entsprechende 4 — X,
so folgt, dals auch B — X kleiner gemacht werden kann als jede gegebene Grisfse. Also ist
Bedingung (3) erfiillt; also ist A= R

Die logischen Grundlagen des Exhaustionsverfahrens der Alten.

Versuchen wir jetzt, die Momente hervorzuheben, denen die soeben allgemein dargestellten
Schlufsfolgerungen ihre Beweiskraft verdanken. Liegen sie in der deductio ad absurdum. die
gsich bei jedem einzelnen Beweis in den Vordergrund dringt? Nach meinem Gefiihl werden
das logische Gewissen und das intellekfuelle Bediirfnis nach Erkenntnis der Griinde fiir die
tichtigheit der jeweiligen Behauptung schon befriedigt, sobald man in jedem einzelnen Falle
erkannt hat, ob den Bedingungen, anf deren Erfiillung sich die deductio ad absurdum stiitzt,
auch wirklich geniigt wird, bez, geniigt werden kann. Hat man erst eingesehen, dafs die Be-
dingungen erfiillt werden kinnen, so verzichtet man gern auf jede weitere Sicherung der schon
vorhandenen Uberzeugung von der Wahrheit der Behauptung durch die deductio ad absurdum.
Gilt es aber, sich von der Erfiillbarkeit der Bedingungen zu iiberzeugen, so ist eine ansehnliche
Reihe von Begriffen und logischen Verkettungen derselben untereinander gleichzeitig im Be-
wulstsein festzuhalten. Zuerst die Figuren 4 und B als fest und unveriinderlich, gereben
nach Form und Eigenschaften, unbekannt nach dem Verhiiltnis ihrer Grifsen zn einander; dann
die Hilfsfiguren und Hilfsgrifsen X, ¥, X; und ¥; als veriinderlich; ferner der Verlauf der
Verfinderungen der X, Y ... nach bestimmten Gesetzen und die Art der A bhiingigkeit dieser Ge-
setze von der Natur der Figuren 4 und B; weiter der gesetzmiilsize Zusammenhang der varia-
belen Figuren X und ¥ u. 8. w. untereinander, derart, dals die Variation einer dieser Figuren
eine ganz bestimmt geartete Variation der iibrizen Figuren zur Folee hat. Wir haben es also
mit den Begriffen und logischen Beziehungen zn thun, die, fast zweitausend Jahre spiiter, als man
infolge der Erweiterung der Geometrie durch die Arbeiten von Desecartes, Fermat, Newton,
Leibniz und anderen immer und immer wieder auf sie gefiihrt worden war, und als sie nach
Verwendung bei ungeziihlten Problemen die hinreichende Klirung, Verallgemeinerung und Be-
reicherung erfahren hatten, zu einem einzigen Begriff verdichtet wurden, — zu dem Be-
griff, der allein das anscheinend Unmiigliche, mit unendlichen, durch keine Zahl angebbaren Grilsen
mit derselben Sicherheit wie mit endlichen Grifsen zu operieren, miglich macht. und der eben des-
halb, sobald die Infinitesimalrechnung zu einer selbstindizen mathematischen Diseiplin  ans-
gebildet war, die Grundlage der gesamten Analysis bilden mulste und seit Euler auch that-
siichlich bildet: zu dem Begriffe der Funktion verinderlicher Grifsen.
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Das entscheidende Moment bei der Priifung der Erfiillbarkeit der Bedingungen in dem
Beweisverfahren der alten Geometer liegt non in der Frage, ob auf Grund des gesetzmiifsipen
Zusammenhanges unter den Variabelen X, ¥ u. s. w. und den festen Griifsen 4 und B nach
hinreichend hiinfiz ausgefiihrter Variation der veriinderlichen Griilsen entweder das Verhiiltnis
einer Verinderlichen zu einer anderen Verinderlichen oder zu einer festen Grilse dem der
Gileichheit beliebig nahe gebracht werden kann, oder ob die Dhfferenz zwischen zwei Variabelen
(Y—2X) oder die Differenz gzwischen einer verfinderlichen und einer festen Griifse (4—X)
kleiner gemacht werden kann, als irgend eine gegebene Grifse. Die Uberzeugung davon, dals
A= PR ist, tritt ungeachtet der deductio ad absurdum erst dann ein, wenn man zugiebt, dals
die Differenzen ¥—X und 4—X so klein gemacht werden kinnen, dafs sie iiberbaupt keine
Grijfse mehr haben. Dies ist aber nicht eher der Fall, als bis man die gesetzmiilsige Variation
an den variabelen Grilsen unendlich oft ansgefiibrt’ hat, bez ausgefiihrt denkt So deckt sich

denn der Begrifi desjenigen X, fiir das die Differenz A—X wirklich kleiner ist — mnicht erst
kleiner gemacht werden kann — als jede gegebene Grilse, vollstindig mit dem Begriff der

Snmme eciner unendlichen konvergentien Reihe, und 4 mit dem Begriffe des Grenzwertes
dieser Summe; nnd die Differenzen ¥ — X und 4 — X u. 5. w. decken sich mit dem. was in
mathematischen Lehrbiichern des 19. Jahrhunderts als umendlich kleine Grifse definiert wird.
Denn eine Differenz zweier variabelen Grifsen y, und y wird unendlich klein genannt, wenn
diese Grifsen bei gleichzeitiger Befolgung einer vorgesehriebenen Gesetzmiilsigheit so verindert
werden kinnen, dals ihre Differenz kleiner wird als jede gegebene Grifse.

Die Erkenntnis, dafls die Differenz 4 — X kleiner als jede gegebene Griifse wird, stiitat
sich, wie schon erwiihnt, bei Euklid und Archimedes zumeist auf den Satz: Wenn von einer
Grolse A5 die Hillfte oder mehr als die Hilfte, von dem Reste wieder die Hilfte oder mehr
weggenommen wird u. 8 w.. s0 kommt man irgend einmal auf einen Rest, der kleiner ist als
eine gegebene Grifse ¢ *) Dieger Satz wird von Euklid bewiesen. Der Beweis beginnt mit den
Worten: »Mache, was immer angeht, von ¢ ein Vielfaches, das zuniichst grifser als A B ist.
Der in dieser Bemerkung enthaltene G rundsatz findet sich bei Archimedes so ausgesprochen®*):
»Wenn zwei Flichenriinme ungleich sind, so ist es miglich, den Untersehied, um den der kleinere
vom grifseren iibertroffen wird, so oft zu sich selbst zu setzen, dafs dadurch jeder gegebene
endliche Flachenraum iibertrofien wird.« Hieraus kann man die Folgerung ziehen: Zwei Grifsen
gleicher Art, die nicht einen solehen Unterschied haben, dafls er, mit einer hin-
reichend grofsen Zahl multipliciert, irgend eine gegebene endliche Grifse derselben
Art iibertrifft, warden von Euklid und Archimedes als einander gleich erachtet. Diese
Folgerung ist fiir unsere Untersuchung deshalb wichtiz, weil sich Leibniz mehrfach auf sie be-
ruft, um Einwiirfe gegen die Wissenschaftlichkeit seiner Methode abzuwehren.

Handelt es sich aber um die Differenz ¥ — X, in der sowohl Minuend als Subtrahend
variabel sind, so kann sich die Erkenntnis, dals ¥ — X schliefslich Kleiner als jede gegehene
Grifse wird, nicht mehr anf den mehrfach angefiihrten Euklidischen Satz stiitzen, In dem Bei-
spiele. vom Rotationsparaboloid ist ¥ — X gleich dem untersten Teileylinder CEGH Y—X
wird hier deshalb kleiner als jede gegebene Griilse, weil dieser i:'}'linrler hei konstant bleibender
Basis durch Verkleinerung seiner Hahe kleiner gemacht werden kann, als jedes gezebene Volumen.

*) Euklid, Elemente X, 1. — **) Archimedes, a. 2. 0, 8. 12
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Dieser unter alle Grenzen der IKleinheit sinkende Archimedische Cylinder unterscheidet sich aber
in nichts von der Leibnizischen Infinitesimalgrifse dv in der Formel f'--frﬂ'-i'. wenn z das Vo-
lumen des Rotationsparaboloides bezeichnet.

Wir entnehmen dieser kurzen Betrachtung des Exhaustionsverfabrens der Alten das Er-
cebnis, dals in ihm zwar der Ausdruck des Unendlichen auf eine bewundernswert reschickte
Weise vermieden wird, dafs aber gleichwobl in ihm sowohl die Vorstellung unendlicher ge-
setzmilsig verlanfender Processe als auch die Idee unendlich kleiner Grifsen wirk-
sam sind, ja das ausschlaggebende Moment pilden.

Newtons Methoden der Analysis kontinuierlich veradnderlicher Gridfsen.

Um iiber die den Newtonschen Methoden zu Grunde liegenden Anschanungen ein
sicheres Urteil zu gewinnen, geniigt es nicht, nur seine » Methodus fluxionum « zu studieren;
man muls anch die frither geschriebene Abhandlung: »Analysis per aequationes efc.c, sowie den
gspiiteren »Tractatus de quadratura curvarom beachten und darf seine »Philosophiae naturalis
principia mathematica« nicht vergessen.

An dieser Stelle kann nur ein Teil meiner Untersuchungen iiber diese Werke Newtons

yur Fixierung kommen,

Newtons »Analysis per aeguationes numero terminorum infinitas.«
{Geschrieben zwischen 1660 und 1670; veriffentlicht 1711.)%)

Was Newton in dieser Schrift geben wollte, deutet er am HEingange mit den Worten
an: »Methodum generalem, quam de Curvarom quantitate per Infinitam terminorum Seriem
mensuranda olim execogitaveram, in sequentibus breviter explicatam potius quam accurate
demonstratam habes.

Das Problem, um das es sich hier handelt, ist ein Problem der »haute géometrie s,
nimlich das der Ermittelung des Verhiltnisses von Grofsen, fiir die auf elementar-geometrische
Weise ein beiden homogenes gemeinschaftliches Mals nicht gefunden werden kann. Yuniichst
handelt es sich wm Flichenriiume. s wird das Verhiilinis einer von Strecken und Kurven-
teilen begrenzten ebenen Fliche zur Iliche des Quadrats iiber der Streckeneinheit gesucht.
Das Problem der Quadratur ist aber bei Newton ein allgemeines, nicht mehr, wie bei den Geo-
metern des Altertums, jeweils anf eine bestimmte Fignr beschrinkt. Nicht mehr die Quadratur
giner einzelnen Kurve soll ermittelt werden, sondern eine methodus generalis zur Quadratur
aller méglichen Kurven, deren Natur durch eine Relation zwischen rechtwinkeligen Koordinaten
@ und y ihrer Punkte gegeben ist. Die Mannigfaltigkeit der mdglichen Relationen zwischen
o und y ist unbegrenzt. Wie in der elementaren Geometrie zwei Fliichen, bevor fiir sie ein
gemeinschaftliches Mals gefunden werden kann, bei Festhaltung ihrer Grifse verwandelt werden
miissen in andere Fizuren, z. B. in Rechtecke, so miissen die Gleichungen zwischen = und y
bei Festhaltung der durch sie ausgedriickten Relation und Abhingigkeit zwischen = und y trans-

*) Newtoni Opuscula ete., Ausgabe Castillionens 1744.

(
:
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formiert werden in Gleichungen anderer Form. Die Grundform, auf die Newton jede gegebene
Gleichung transformiert, ist diese: y = az -+ ba' ~+ ex’ - ete., wo a, B, y... rationale
Zahlen bedeuten. Die Zahl der Glieder der rechten Seite wird im allgemeinen unendlich grofs.
Dies begriindet den Titel der Abhandlung. ;

Y0 interessant und fiir einen Lehrer der Mathematik insbesondere lehrreich die Methoden
und Wege sind, auf denen Newton mit den damals beschriinkten analytischen Hilfsmitteln seine
Transformationen durchfiithrt, und wie sehr sie aunch geeignet sind, die erstaunliche Divinations-
gabe des bei Abfassung der Schrift kanm mehr als zwanzigjihrigen Newton bewundern zu lassen,
so gestattet der fiir diese Notizen zugelassene Raum doch nicht, jene Mothoden nnd Wege hier
niiher zu verfolgen. Eines aber muls auch hier festgestellt werden. Wir haben bei Besprechung
des Exhaustionsverfahrens der Alten gesehen, dals die Grifsen X zufolge der Art ihrer Bildung
ehenfalls die Summe einer unendlichen Anzahl von Gliedern X = X+ X, - X ... ohne
Ende bedeuteten, dafs aber von den Alten in jedem Falle der Beweis erbracht wurde, dals (mit
Beniitzung der heuntigen Schreibweise) Lim {4 — (X, + X; 4 Xy +-...)} kleiner als jede
gegebene Grifse wird, Auch Newton mulste, wenn er streng wissenschaftlich verfahren wollte,

jedesmal, nachdem er eine Gleichung f (x,y) = 0%) in die Form y = ax b 2 ... ohne
Fnde transformiert hatte, sich die Frage vorlegen, ob iiberhaupt und fiir welche Werte von @
. = r .oy T pooTR [+ & Ll Ty W " ]
ein bestimmter Wert y existiert, dergestalt, dals Lim { y— fax - bal ;oo . .. ohne }:rnff-';:

kleiner wird als jede gegebene Grifse. Newton unterlilst es; diese Frage in der seinen Methoden

entsprechenden Allgemeinheit zu beantworten, obgleich er, nach Analogie mit den unendlichen

Decimalbriichen, nur konvergente Reihen im Auge hat. Er begnugt sich damit, sein Trans-

formationsverfahren durch Hinweis auf Euklids: Konvergenzsatz (vergl 8. T) zu rechtfertigen.
Newton giebt fiir die Quadratur der Kurven drei Regeln.

Cuorvarum simplicium gquadratura.
Regula L
" m=t=n
o = % @i 5
Sl ax =y, erif | 7 = Areaa ABD,
m--—n

Compositarum Curvarum Quadratura ex Simplicibus.
Regula II.
Si valor ipsius y ex pluribus istinsmodi terminis componitur, area etiam eomponetur
ex areis quae a singulis terminis emanant.

Aliarum omnium guadratura.
Regula TIL
Sin valor ipsius y, vel aliquis ejus terminus sit praecedentibus magis compositus, in
terminos simpliciores reducendus est, operando in literis ad eundem modum quo Arithmetici in
numeris decimalibus dividunt, radices extrahunt, vel affectas aequationes solvunt; et ex istis
terminis quaesitam Curvae superficiem per praecedentes regulas deinceps elicies.

*) Die Ausdrocksweise 4 — einer Funktion von @ und die Bezsichnung o = 1 (@) oder o (x, y) = 0 u. & w.
rab es bei Newton und Leibniz noch nicht, © Ieh bediene mich ihrer in geeigneten Fillen der Kiirze wogen,
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Ist die Gleichung £ (x,y) =0 transformiert in die unendliche Reihe y = az" b«

i7 i B | b g1 1 -

— gt U — T ohne Bnde. ‘Noch
=1 fie B

mehr wie oben vermifst man hier den Nachweis, dals wirklich ein =z existiert, fiir das

z— [ Sl ] -+ . P 2t - )1 klginer als jede gegebene Grifse wird.
e A 1 Jl:-f =T 1 I ]

Wir fragen jetzt nach der Begriindung dieser Regeln. Newton giebt eine solche
nur fiir die Regel I, und zwar erst am Ende der Abhandlung. Ubrigens beweist er nicht
m==n
4 = . o s i g r na i
die Regel I, sondern ihre Umkehrung: Ist Fliche x (= ABD der Kurve 4D) = — e
m -

- .., so ist Fliche ABD — z—

Lim I
|

i
so ist die Endordinate ] (=BD) = azx"; denn es sel 0 — Bf eine
beliebige Verlingerung der Abscisse 4B = x*), ferner v = BK so lang,
dafs Rechteck §K = v.o0 gleich der Fliche BDdg wird, Zur Abkiirzung

»
2 ] (191 . . .
wird gesetzt ——— =¢ ond m -+ n = p, dann ist z —¢. 2", folg-
i - 1 i 0
lich. 27" = ¢". oP und (2 <+ vo)? = ¢t (x - 0)?; daher nz®—1.up
cpaP—l.p - N.p2- ..., und nach Division durch o,
na"—l.p -+ M.ppl ... —pzP—l4No-\...

»51 jam supponamus™) Bf in infinitum diminui et evanescere, sive v esse nihil, erunt v ot y

aequales, et termini per o multiplicati evaneseent, quare restabite nzn—ly—cnper—1
=

oder (zufolge der Bedeutung vom 2, & und p) y = a=": was zu beweisen war.

Diese Schlufsweise, obgleich von den fruchtbarsten Mathematikern vor und nach Newtan,
von Fermat und Euler vielfach angewandt, hat immer den Widerspruch der strengen Logik
herausgefordert, weil die logische Strenge und Konsequenz, weil der oberste Grundsatz aller
Logik, dals beim Ubergange von den Primissen zum Schlulssatze die Begriffe ihre Bedeutung
nicht wechseln diirfen, durchbrochen werden durch Anwendung des »9 esse nihilc auf eine Gleichung,
deren Giltigkeit nur unter der Voraussetzung eines von 0 verschiedenen o erwiesen worden ist.
Diesem Widerspruche ist anch von herverragenden Denkern Ausdruck verlichen worden, Der
irische Bischof und Philosoph Berkeley bekimpfte obige Art zu schliefsen in seiner Schrift:
» The Analyst or a discourse addressed to an infidel mathematician, London 1734.c  An die Spitze
seiner vernichtenden Kritik stellte er (Articlo XII) das folzende Lemma:

»If with a view to demonstrate any proposition a certain point is supposed, by virtue
of which certain other points are attained; and such supposed point be itself afterwards destroyed
or rejected by a contrary supposition; in that case all other points attained thereby and consequent
thereupon must also be destroyed or rejected, so as from thenceforward to be no more
supposed or applied in the demonstration. This is so plain as to need no proof.:

*) Newton schreibt o, vielleicht um die Kleinheit dieser Grilfse anzudeuten. Ieh schreibe das dentsche o,
um der Verwechselung mit Null vorzubsugen,
**) Opuscala Newtoni I, 8. 25f
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Lagrange, der ja 1784 Mitglied der Berliner Akademie der Wissenschaften war, bemerkt
in seinen »Lecons sur le caleul des fonctions« in der 18. Vorlesung mit Bezug auf obige Schluls-
weise: »0On voit que Fermat a ouvert la carritre par une idée frés-originale, mais wnr peu

obscure, qui consiste @ introduire dans I'équation une indéterminée qui doit étre nulle par la
nature de la question, mais gquon ne fait évanouir qu'aprds avoir divisé toute I'équation par
cette méme quantité. Cette idée est devenue le germe des nouveaux calculs qui ont fait
faire tant de progrds 4 la géometrie et i la mécanifque; mais on peul dire qu'élle a porte
aussi son obscurité sur les principes de ces caleuls.

Wir stehen hier thatsiichlich vor einem logischen Widerspruche gegen eine mathematische
Beweisfithrung, Denn von den Forderungen der formalen Logik ausgehend, ist nichts sicherer, als
das Berkeleysche Lemma. Dafs diesem Lemma aber, wenn es sich um den hier in Betracht
kommenden Fall handelt, dennoch die Spitze abgebrochen werden kanm, liegh in der besonderen
Natur des materiellen Inhalts der Vorstellungen und Begriffe des Kontinuums, der kontinuier-
lichen Verinderung und des kontinuierlichen Uberganges, um die es sich hier handelt.
Hierauf niiher einzugehen, gehen uns erst die Ausfiihrungen von Leibniz Anlafs. Hier notieren
wir uns nur die Thatsache, dass Newton mit der Null wie mit einer Grofse rechnet, dals das
Zeichen o bei ihm bald die Bedentung einer Grifse, bald die von keiner Griifse hat, ohme dals
er es fiir notig hiilt, dies besonders zu begriinden oder als eine in der Natar der Sache be-
griindete Forderung besonders zn formulieren.

Newtons Analogieschliisse. Analyse seines Begriffs des Momentes einer verdnderlichen Grofse.

Newton behandelt in dieser Abhandlung nicht nur das Problem der Quadratur, sondern
auch das der Rektifikation. Auch dieses ist ein Problem der htheren Geometrie, insofern, als es
nach den Begriffen der Elementargeometrie ein gemeinsames Mals zwischen einer Strecke und
einer Kurve gar nicht geben kann; insofern als es, wenn man nicht zn unendlich kleinen Grofzen
oreifen will, gar nicht méglich ist, die Linge einer Kurve durch eine Strecke zu messen oder
sie als Somme von Strecken zu betrachten, und daher das Verhiltnis der Grilse ihrer Ldinge
zur Grifse einer Strecke auf elementar-geometrische Weise zu ermitteln. Wir bringen daher der
Art. wie Newton seine zuniichst nur fiir Quadraturen gegebenen und bewiesenen Regeln zu
solchen fiir Rektifikationen erweitert, von vornherein ein erhihtes Interesse entgegen.

Newton sagt:™) sSit ABD curva quaevis, et AHAE rectangulum,
cujus latus 4H vel BK est unitas. Kt cogita rectam DEBER uniformiter
ab A H motam, areas 4BD et AK describere; et quod BK (1) sit mo-
mentum, quo AK (z), et BD (y) momentum, quo ABD gradatim augetur;
et quod ex momento BD perpetim dato, possis, per praedictas regulas,
aream .4 BD ipso descriptam investigare, sive cum arsa A K (x) momento
1 descripta conferre.

Jam, qua ratione superficies 4BD ex momento suo perpetim
dato, per praecedentes regulas elicitur, eadem quaelibet alin quantitas ex
momento suo sic dato elicietur.:

*} Opusenla Newtoni I, S, 18,
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Als wichtig und neun tritt hier der Bepriff des Moments auf. Aber eine klare unzwei-
dentige Definition dieses Begriffs fehlt. Die wahre Bedentung des Moments ist die einer In-
finitesimalgrilse, der unendlich kleinen Zunahme, um die die variabele Fliche bei unendlich
kleiner Verriickung der Ordinate wiichst. Diese Deutung stimmt zusammen mit dem: momentum est
quo ABD pradatim augetur; sie stimmt aber scheinbar nicht zusammen damit, dals das Moment
von 4K gleich 1, und das Moment von ABD gleich BD, also jeweils erstens eine endliche
Grilse und zweitens eine Léinge sein soll. In Walrheit ist aber das Moment von AK nicht
= 1 und das Moment von 4 BD nicht = BD, sondern beide Momente verhalten sich zu ein-
ander wie BK: BD, nach dem Satze: Rechtecke von gleicher Grundlinie verhalten sich wie
ihre Hohen. Die beiden unendlich kleinen Flichenzunahmen von 4K und 4BD stehen eben
auf gemeinsamer, aber unendlich kleiner Basis und werden beide als Rechtecke mit den Hihen
BE und BD aufgefalst. Das Moment von 48D ist nicht BD, sondern die Grolse v.p =y-0
im Beweis zu Regel I, um die z wiichst. Im iibrigen aber sind es von Leibniz, nicht von
Newton ausgesprochene Ideen, durch die die Klarstellung des Momentbegriffs moglich wird.
Vorausgesetzt, dals jemand von Infinitesimalrechnung nichts wiifste und diese Abhandlung
studierte, so wiirde er schwerlich aus dem Wortlaut Newtons iiber den Begriff des Moments zu
einer klarem, mathematisch definierbaren Ansicht kommen. Buchstiblich genommen ist das
Moment der Fliche nach Newtons Darstellung eine Strecke, niimlich die Ordinate, durch die
die Fliche beschrieben wird. Daran miissen wir uns einstweilen halten,

Newton sagt also: Ich besitze eine Regel, um aus der gegebenen Beziehung zwischen
der Ordinate y und der Abscisse o die zwischen @ und y und dem Kurvenstiick AD pelerene
Fliche aus der Liinge @ zu berechnen. & und y bedeuteten bisher nichts anderes als Strecken,
bez. Malszahlen von Strecken. Nun aber wird die Bedeutung von a geiindert. An Stelle von
@ tritt das Produkt 1.z, worin 1 nicht als Zahlencoefficient, sondern als Strecke 4, als Linge
der Mafseinheit angesehen wird. Das Zeichen x hat also einmal die Bedeuntung einer Strecke,
ein andermal die Bedeutung einer Fliche (4K). Durch parallele Verschiebung der 1 (BK)
wird die Fliche = beschrieben; in gleicher Weise wird die Fliche 4BD beschrichen durch
parallele Verschiebung von BD (= ). 1 funktioniert also in Beziehung auf Fliche 4K gerade
s0 wie y in Beziehung auf 4BD. In dieser Funktion aufgefafst sind beide einundderselbe Be-
griff; den Newton mit Moment bezeichnet. Nach den gegebenen Regeln erzeugt das Moment 1

m m ]

. P Pty 1
die Fliche », und das Moment gz die Fliche - "

m=-n

Wie nun, wenn nicht die Fliche, sondern die Linge der Kurve, deren Natur durch

eine Gleichung zwischen den Koordinaten « und y ihrer Punkte gegeben ist, als Fanktion von
« dargestellt werden soll? Die Regel wird diese sein: Das konstante Moment 1 einer Kurven-
a -1
i
Nicht die Ordinate y ist daher in diesem Falle auf die Form aa® - bap - ca¥ -1-... zu bringen,
sondern diejenige Griflse, die als Moment der Kurvenlinge zu gelten hat, Bezeichnen wir
sie mit 4, so wird auf Grund der gegebenen Gleichung der Kurve zwischen = und y das Mo-
ment 4 durch z dargestellt und auf die Form 2

linge erzeugt die Linge x, und das variabele Moment ax® erzeugt die Linge

aa® - baf | ... gebracht; dann ist

@ a1 | b g1, g y1 : = -
— CR = - T i —_—— P e g . J b e
sy At o —+... die Linge 4D der Kurve
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Dieser Gedankengang ist von Anfang bis zo Ende eine Analogie. Wir stehen nun vor
der Frage: Was ist dieses A, dieses Moment der Kurvenlinge? Fiihren wir die Analorie weiter,
o ist die einzige Antwort diese: ein Etwas, das, withrend es bewegt wird, die Kurvenlinge be-
schreibt. Also ein Punkt! Wenn aber i nuor einen Punkt bezeichnet, wie kann es da die

ST o vt £ . : o o pr T .
Grifse ax - b# ... haben, worin « doch Malszahl einer Strecke 45 ist? Niemand wird

i
leugnen, dals die Klarheit und Evidenz, die man mathematischen Deduktionen sonst nachriihmt,
hier getriibt ist. Wir suchen das, was sich aus der allgemeinen Regel nicht mit Eindeuntigkeit
crgiebt, aus den Anwendungen, die Newton macht, zu gewinnen. Wir folgen seiner Rektifikation
des Kreizes.®)

:8it ADLE circulus, cujus arcus AD longitudo est indaganda. Dueta tangente DHT
ef completo éndefinite parvo reciangulo HGBR, et posito 4K — 1 = 2.4 C; erit, ut BK, sive GH,
momentum bagis AB fxr), ad HD momeninm arcus

AD:: BT : DT:: BD( Yz —zz ) : DO ()2 1K) D =)
1 1 G [JG?_ --\
:————— (DH). Adeoque - = sive 7 T i)
2 ]-‘ €T —xae 2 F T — o //';fr Y A N
Jl.r ——_ & ."- _-'{/ .I. | \ II'.
'—_)"— est momentum arens A D Quod reductom P A ' |
& T S rr— = - W b2 -F
ity 1k g 3 A KB C ¥
HEsre = - ST R A ~+ ete. Quare, per re- X
3 3 1 4 3 4
oulam secundam, longitndo arems AD est #* - E z* - 10 T~ . . .elo.s
: ! e ;

Das Fundament dieser Herleitung besteht 1) darin, dals eine unendlich kleine Figur
giner bez, zwei endlichen Figuren ihnlich erachtet und die Verhiltnisse der Seiten der un-
endlich kleinen Figur dementsprechend den Verhilinissen homologer Seiten der endlichen Figuren
gleich gesetzt werden; 2) darin, dafs das Zeichen 1 einmal die Lingeneinheit im Gebiete end-
licher Btrecken, ein andermal die Lingeneinheit im Gebiete unendlich kleiner Strecken be-
deutet, — denn es ist sowohl AF =1 als auch die unendlich kleine Strecke BK — 1; 3) darin, dals
Newton stillschweigend ein unendlich kleines Stiick DH der Kurvenliinge identisch
setzt einem unendlich kleinen Stiick einer geraden Linie, nimlich der Tangente des
e : ot .. Dreiecksseite DH nor cD 1ia e
I{reises im Punkte D). Zufolze (1) ist Treiecknesite BE BT DB 4! aber die Gleichung
DH nH 1
Gl oder S e ,,-J._

&

des Kreises lautet y = J @ (1 — a); folglich ist

Zufolge (2) ist dann weiter die unendlich kleine Strecke NH e ; endlich zu-
2 Yz (l—z)

folge (3) der unendlich kleine Kurvenhogen DH dasselbe wie die unendlich kleine geradlinige
Strecke DH. Dieser unendlich kleine Bogen ist aber das wahre Moment A der Kurvenlinge.
4 ist also eine variabele Infinitesimalgrifse, pemessen an einer konstanten, inner-
halb des Gehietes der unendlich kleinen Grifsen als Einheit angenommencn zweiten

*) Opusenla I, 8. 19,
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: i e ; 1 :
Infinitesimalgrifse; die Gleichung 1 —=-—— hat durchaus nur die Bedeutung der
i : 2yx{l—n)
Proportion: Wie sich die Einheit im Gebiete endlicher Strecken (hier der Kreisdurchmesser)

su der aus der Strecke = (= AF) und 1 (= AFE) gemiils dem Ausdruck 2 1/x (1—x) gebildeten

Strecke verhilt, so verhillt sich der unendlich kleine Zunwachs i der Bogenlinge zun dem ent-
b des Gebietes unendlich kleiner Strecken als Einheit betrachteten unendlich

sprechenden innerha
kleinen Zuwachs der Linge

pichung A ('-——'E T []l = ”‘] =i .

anwenden zn kinnen, muls man deren rechte Seite und folglich auch die linke als Zahl anffassen.

Um aber auf die G z® ... die Regel II

1, wenn man an Stelle von & iiberall die Quotienten ——, d. h.

Die Zahl rechter Hand ergiebt sic

AR
die Malszahl von & unter der Voraussetzung, dals der Malsstab = AF ist, setat; 4 ist dann aber
) - D ; ; i e y.
der Quotient i d. h. die Mafszahl der unendlich klein zu denkenden Liinge DH unter der
#J LS

Voraussetzung, dals der Malsstab die unendlich klein zu denkende Linge BE ist

So tritt uns der Begriff des Moments in dreifach verschiedener Auffassung entgegen:

1) Das Moment der Fliche ABD war die Strecke BD, also eine der Fliche heterogene
Grilse, von nur einer Dimension, wo die Fliche eine Grilse von zwei Dimensionen ist. Aus
Griinden der Analogie ist dann das Moment einer Liinge ein Punkt Aber Pankte haben keéine
Griifse mehr; zwei Punkte kinnen in keine Grilsenvergleichung zu einander gebracht werden.
Deshalb erscheint nun da, wo es sich um Lingen handelt.

2) das Moment nicht mehr als etwas mit dem, wovon es das Moment ist, Heterogenes,
sondern es ist homogen mit ihm. Aber nur homogen der Art nach, nicht homogen der Grilse
nach. Das Moment der Linge ist zwar auch eine Liinge, aber eine unendlich kleine Linge; der Punkt
ist, sofern er Moment einer Liinge ist, nicht mehr ansdehnungslos, sondern heilst nun punefun
sive linea infinite parva. Eine endliche und eine unendlich kleine Linge sind aber der Grilze
nach heterogen, weil sie nicht mit einem pgemeinschaftlichen Malse verglichen werden kdnnen.
Nimmt man den Malsstab endlich, so wird die Grilse der endlichen Liinge durch eine Zall
ausgedriickt; es giebt aber keine Zahl, die bei demselben Malsstabe die Grifse einer unendlieh
kleinen Liinge darstellen kinunte. Soll aber eine Grifse in die Analysis; in die Rechnung ein-
gefiithrt werden lkinnen, so muls sie sich durch eine Zahl darstellen lassen; also mufls als Mals
der unendlich kleinen Linie, des Moments der Linge, wieder eine unendlich kleine Linie
genommen werden. Daher erscheint

3) das Moment als Verhiltnis zweier unendlich kleinen Strecken DH und BE. Bedient
man sich, vorgreifend, der Leibnizischen Sprache, und nennt die Linge der Kurve s, so erscheint
in der dritten Aunffassung das Moment von s als das Differentialverhiiltnis ”‘::

Will man von diesem Begriff des Moments ausgehen und von der Rektifikation dureh
Analogie zur Quadratur gelangen, so darf das Moment von Fliiche ABD nicht als eine Strecke, d. h. als
etwas mit der Fliiche Unvergleichbares, sondern es muls als ein unendlich kleiner Flichenzuwachs.
bez. als Quotient eines variabelen unendlich kleinen Flicheninerements zu einer anderen, konstanten,
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innerhalb des Gebietes unendlich kleiner Flichengrifsen als Einheit betrachteten unendlich kleinen
Fliiche angesehen werden.
Hierauf Lionnte jemand entgegnen, dals mit dieser Auffassung die Newtonsche Erklirung
des Moments der Fliche ABD gleich der Ordinate BD = y vollstindig {ibereinstimme; denn
. ds I . . i :
wenn 2 die Tliche bezeichne, so sei j: e Es ist aber zweierlei, ob man e y als eine

. ' . u [ .
5 eines Differentialquotienten — ableitet,

(4 s

Folgerung aus der Definition des Moments der Fliche a

o 14 . ||'l'. 3 . P
oder ob man y schlechthin dieses Moment nennt. -~ und y werden zwar durch gleiche Zahlen
] i :

hr

daroestellt. sind aber dennoch ganz verschiedene Begriffe. y ist das Verhiilltnis zweier Lingen,
i 2 . : dz

der Linge von ¢ zur Lingeneinheit 1; -
2 o % i

ist das Verhiilinis zweier Fliichen, des Flichenelementes

dx zum Flichenelement dx oder 1.dx. Dafs beide Zahlen einander gleich sind und man hinter-

3 . i - a s = 21z SoR
her die Zahl als Strecke y deuten kann, liegt darin, dafs jede Fléchenzahl als Produkt zweier

(1 ¥
Lingenzahlen smgesehen werden kann, die auf zwei verschiedene Dimensionen, Linge und Breite,
zi heziehen sind. Indem man nun dx als das Prodokt der Streckem y und dr, das Flichen-

element dx aber als das Produkt der Lingen 1 und dx ansehen muls, folgt :j, T:J: = ';'f =
Indem Newton schlechthin 4 als das Moment der Fliche 4ABD bezeichnet, unterdriickt

er von vornherein den Kirzungsfaktor de in dem Differentialquotienten und verschleiert dadureh

die wahre Bedeutung des Begriffs. Mit Riicksicht anf die Bezeichnungen beim Beweis zu Regel I

ist der wahre Begriff des Flichenmoments nach Auffassung (3) der Quotient (vergl. Fig. 5. 14 u. 15}

BD-o BD __ BD

BK-o  BE 1
Fiir das Moment einer Linge lifst sich eine fihnliche Kiirzung des Differentialquotienten

iz

durch einen unendlich kleinen Faktor nicht ausfithren. Im Verhilinis ey WOE eine Liinge be-
e

BD = y; also ist nur seheinbar das Moment der Fliche dasselbe wie y.

dentet und daher ds und dx von nur einer Dimension gind, giebt es in Ziihler und Nenner
der sich durch Division entfernen lielse.

keinen gemeinschaftlichen homogenen Faktor mehr,
Das verhindert aber nicht, ebensogut wie beim Flichenmoment andere Grifsen anzugeben, die
dem Kurvenmoment dem Zahlenwerte nach gleich sind. So ist in dem vorliegenden Falle
s 1 : : ; . E :
===, d. h. die doppelte Linge von y ist das Heciproke des Kurvenmomentes; im allgemeinen
i 2y
: e R il
18t (Fig. 8. 17) — = —

iz (e
Richtung der x- Achse bildet; aber von vornherein sagen zu wollen, das Moment der Kurvenliinge sel
sgeans (BTD), wiirde unverstiindlich erscheinen, weil es ohne Erlinterung unverstiindlich wiire zu

— speans des Winkels, den die Richtune des Kurvenelementes mit der

gagen, die Kurve AD wird beschrieben, wenn die Sekante des Winkels BTD bewegt wird. Und dach
wiire das so wenig sinnlos, wie wepn Newton y das Moment von Fliche ABD nennt Die
Kurve 4D wird niimlich beschrieben von dem bewegten Punkte 12 Wie nun eine Ordinate i,
wenn sie durch parallele Verschiebung die Fliche ABD beschreiben soll, in jedem Augenblick
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eing andere aber hestimmte von = abbiingige Grifse haben muls, so hat der Punkt 1, wiihrend
er die Kurve AD beschreibt, zwar nicht in jedem Augenblick eine andere Griifse — denn ein
Punkt hat keine Grilse, wohl aber in jedem Augenblick eine andere von der Grilse von z
abhiingize Bewegungsrichtung. Diese Richtung wird fiir jeden Wert von = durch die
LR HD ds A o
Gleichung seeans (BTD) =~—=—, d. h. in unserem Beispiele = -———
d KB dx’ 2V x(l—)
2 ) z(l—x)
kann die Hm‘-'i'g:lilw,' des Punktes b anstatt durch eine Relation zwischen seinen rechtwinkligen
Parallelkoordinaten 4B =& und BD —y ebensoput durch eine Gleichung zwischen 48 =a und
secans (BT1) = seer bestimmt werden, Ist fiir einen bestimmten Wert von z z. B. fiir = 0,
die Linge von BD und damit der zu x=0 gehirige Kurvenpunkt vorgeschrieben, so ist die
Kurve durch eine Gleichung zwischen » und secr vollstindig definiert. Bexeichnet man seee

gegeben.  Daher

m " =
kurz mit », so erhilt man anstatt der Regel T diese: Ist = azxn® (.f B =8y izt =3 )
S m==n
- T 5 & = ey = _ i -
dig Gleichung einer Kurve und P der zu « = 0 pgehérize Kurvenpuokt, so ist ———x ®
3 - - "R
3.5 -1 St : B . > 5 _ =
z. B . = b1/ x®| die Linge dieser Kurve vom Punkte P bis zu dem Punkte,

dessen senkrechte Projektion B auf die z-Achse durch AB =z gegeben ist. Und mit demselben
Rechte, mit dem Newton in Regel I y das Moment der Fliche nennt, kinnte hier 5 das Moment
der Liinge genannt werden.
Die Gleichung des Kreises, der durch Punkt 4 geht und dessen Durchmesser =1 ein
l'eil der x-Achse ist, wiirde dann nicht y = Vx (l—z), sondern n — ——— lauten. Es wiire
: T 2 1 .
s a fl. i )
dasselbe, als wenn man in Leibnizischer Sprache, wenn ¢z die Fliche 4BD und s die Liinge AD be-
zeichnet, die Natur der Kurve ausdriickte darch (1) dx = da }/ @ (1 —x) = yda oder durch (2) ds =
|'Jr.." i ]
2 V(1)
Fliche z, in der zweiten das Moment der Linge s. Wollte man y einfiihren, so hiitte man
o 1 = ety S I i / | .I".nl_.r-2 -E .
an Stelle der zweiten Gleichung die Differentialgleichung L ( e e TenT]
des 2 Yo(l—z)
bestimmt ist, dafs die Kurve dureh Punkt 4 gehen, d. h. dals fiir # =0 anch y=—0 sein soll

da-secr.  Der Faktor von dx ist in der ersten Gleichung das Moment der

mit der Gleichung y= }a (1—z) gleichbedentend ist.

Indem also Newton die Linie BD oder y als das Moment bezeichnete, quo A BD gradatim
augetur, verschleierte er die wahre Bedeutung des wichtigsten Grondbegriffs seiner Mnthﬂr]a,
den des Momentes einer stetig veriinderlichen Griifse, die von einer andern stetiz veriinderlichen
Grifse abhiingt. That er dies nur, um sich kurz zu fassen und um seine smethodum generalem
breviter explicatam potius guam aceurate demonstratam« zu geben? Das ist unwahrseheinlich; denn
die Fassung des Ganzen, insbesondere der Ubergang von der Quadratur zur Rektifikation wiire
nicht linger, sondern kiirzer und zugleich bestimmter und allgemeiner geworden, wenn Newton
die zum DBeweis der Regel I doch nun einmal nitig gewordene und mit einem ,literalen®
Zeichen versehene Griifse o fiir eine unendlich kleine Vergrifserung von & und die in richtiger
Konsequenz hiervon bezeichnete Griffse w0 fiir eine durch o bedingte unendlich kleine Ver-
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grifserung der Fliche 4BD durch alle geometrischen Betrachtungen hindurch beibehalten,
d. b. wenn er als Moment der Linge z die unendlich kleine Linge o und als Moment der
Fliiche die unendlich kleine Fliche y-0 bezeichnet hiitte. — Oder war es die Scheu vor dem Un-
endlichkleinen, die Newton bei Abfassung dieser Abhandlung daran hinderte, eine konsequente
und allgemein giltige Definition des Momentbegriffs zu geben, und die bei ihm das Unendlichkleine
nur dann zom Ausdruck und zur Bezeichnung gelangen liels, wenn es durch kein Mittel mehr
zu verkleiden war? Denn wenn auch das Moment y mit einer Fliche nicht homogen ist, so hat
es doch noch eine endliche Grilse und kann mit einer anderen gleichartigen Grifse, die bei
ihrer Bewegung die Fliche = beschreibt und die als Einheit dient, verglichen werden, wihrend
y-0 etwas Unendlichkleines sein wiirde. Aber gemils der Wendung: » Supponamus o in infini-
tum diminui et evaneseere sive o esse nikile ist ,unendlich klein® und ,nichts* einunddas-
selbe, also wiire auch y-p ein Nichts, und als die Einheit, an der 40 gemessen wiirde, miifste
wieder ein Nichts genommen werden. Zieht anf Grund dihnlicher Erwigungen Newton vor zu
sagen*): » Nolandum est, quod unitas ista, quae pro momento ponitur, est superficies cum de
solidis, et linea cum de superficiebus, et punctum cum de lineis agitur.«# Nun tritt aber, in
folgerichtiger Analogie davon, als Moment einer Fliche die die Fliche beschreibende Linie zu
setzen, als Moment einer Linie der diese beschreibende Punkt auf, Aber das Merkmal des
Punktes ist es gerade, dals er iiberhaupt keine Grifse hat. Also kann er kein Moment sein;
denn ein Moment muls eine Grifse, sogar eine veriinderliche Grifse haben kinnen, die in ihrem
Verlaufe, wiihrend die Linie beschrieben wird, mit einem anderen, gleichartigen, aber kenstanten
und als Finheit dienenden Momente verschiedene angebbare Zahlenverhiltnisse bildet. Wie
hilft sich Newton aus dieser Enge heraus? Mit Gewalt! Denn ein Gewaltakt ist es, wenn er
gleich darauf erkliivt: »Nee vereor loqur de unitate in punctis.« Gewaltsam wird damit der an
sich ausdehnungslose Punkt zu einer Liinge ausgestreckt, withrend vorher ohne zwingende Not
der Raum zu einer Fliche, die Fliche zn einer Linie zusammengedriingt worden waren. Und
mit dieser Gewaltthiitigkeit gegen mathematische Begriffe, und mit dieser Inkonsequenz gegen sich
selbst kapituliert N ewton schliefslich doch noch vor der Infinitesimalgrilse, indem er obigen
Worten hinzusetzt: »punctis sive lineis infinite parvis.c Und als ob er das Bediirfnis fiiblte,
sich zu decken. fiihrt er fort: » Stquidem proporfiones ibi jam contemplantur Geometrae, dum
wtuntur methodis indivisibilium.« Darf man aus dieser Stelle schlielsen, dals Newton, als er
diese Abhandlung schrieb, noch so sehr in Cavalierischen Vorstellungen befangen war, dals
sich in seinem Geiste die volle Kliirung des seine Methode beherrschenden Begriffs des Moments
noch gar nicht vollzogen hatte ? Oder dachte er wie Leibni Ks ist aber guth, dals, wann
man etwas wiircklich exhibiret, man entweder keine demonstration gebe, oder eine solche, dadurch
sie uns nicht hinter die schiiche kommen.<?

Das »punctum sive linea infinite parvae erinnert an das o im Beweis zu Regel I, das ja
auch in zwei einander ausschliefsenden Bedeutungen angewandt wurde. Diese schwankende
Auffassung von Fundamentalbegriffen, die uns bei Newton mehrfach begegnet, veranlalste
Berkeley zu dem Urteil, dafs Newton, um Widerspriiche zu verdecken, mit einem Worte ver-
schiedene ineinanderflielsende Grundvorstellungen bezeichne und die Prinzipien verwirre.’
»The notion of fluxion s shifted: it is placed in various lights: points which should be clear as

*) Opuscula I, 5. 18. — **) Leibniz an den Freiherrn von Bodenhansen, — ***) The Analyst, X.
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first principles are puzzled; and terms which should be steadily wsed are ambiguous.« Nach
dem, was wir auns der eben besprochenen Abhandlung iiber die aus der Vorstellung der Be-
wegung entstehenden Grundbegriffe der Newtonschen Geometrie haben entnehmen konnen, ist
ps uns nicht miglich, Berkeley zu widerlezen. Sehen wir zu, ob die schweren Vorwiirfe dieses
Idealisten anch gegeniiber Newtons anderen Darlegungen seiner Methoden berechtight sind.

Newtons »Methodus fluxionum et serierum infinitarum.

(Entstanden gegen 1670, zuerst vertffentlicht 1736.)%)

In der Einleitung, die 20 Seiten umfafst, giebt Newton, wie in der vorigen Abhandlung,
seine Naherungsmethoden zur numerischen Auflisung von Gleichungen, d. h. zur Darstellung
der Wurzeln einer gegebenen Gleichung durch einen umendlichen Dezimalbruch, und in Ver-
allgemeinerung dieses Verfahrens die Transformation einer zwischen zwei Variabeln = und y

segebenen Gleichung in die Form y — az”™ -+ bat + ez’ ... ete. Diese Analysis will Newton
auf Probleme anwenden, die geeignet seien, iiber die Nator der Kurven mehr Licht zu ver-
breiten. Alles, was bei Behandlung dieser Probleme Schwierigkeiten mache, lasse sich zuriick-
fithren auf folzende zwei Grundprobleme:

L. = Longitudine deseripti spatic semper (id est quovis temports momendo) dalo, invenive
velocilatom nolus tempore proposito.

[1. « Veloeitate motus semper data, tnvenive longitudinem spatic descripti tempore
proposito, «

Es handelt sich also um drei variabele Grifsen: Zeit, Geschwindigkeit, Weg. 1. Problem:
Gegeben der Wegz als Funktion der Zeit; gesucht die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit. —
2. Problem: Gegeben die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit; gesucht der Weg als Funktion
t. Aber Newton meint damit keineswegs die Grondprobleme der Mechanik. Er will
gich nur des Bildes der Zeit, der Bewegung und der (Geschwindighkeit bedienen, um anschaulich
zi machen, dals wenn von zwel Variabelen z und #, die durch eine Gleichung untereinander
verbunden sind, die eine, x, in gleichen 'Zunahmen kontinnierlich wiiehst, die andere, y. in
ungleichen Zunahmen kontinuierlich wiichst, bez. in ungleichen Verkleinerungen kontinuierlich
abnimmt, — indem er von der Meinung ausgeht, dals jene Abhingigkeit zwischen = und y ohne
solehe Veranschaulichung, oline die Vorstellung gleichzeitiger Zu- oder Abnahmen (das sind
eben hier die in Frage kommenden Geschwindigkeiten), schwer falslich sein wiirde. »Hinc fif,
ut in sequentibus considerem quantitates tanquam genitas confinue fncremento, ut spatium, quod
corpus aut quaelibet res mota describit.« Obgleich sich hier Newton der Grundiorm aller stetigen
Verinderung und alles steticen Verlaufos, der Vorstellung des gleichmiilsipen Zeitflusses bedient,
g0 bemerkt er doch ausdriicklich, dafs ein Mals der Zeit nur an etwas gewonnen werden kiénne,
das selbst nicht Zeit ist, sondern sich in der Zeit verindert. Daher wird irgend eine variabele
Grifse, zumeist die unabhiingige Variabele, die bei Newton gquaniites correlatn heilst, der Zeit
substituiert. Jede abhingige Variabele heilst quantitas relate.*) »Cum autem hic Tempus tantum
considerandum veniat, tanquam expositum et mensuratum aequabili motn locali, et, praeterea,
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cum solae quaniilates ejusdem generis invicem comparari valeant, ut et veloeitates, quibus augentur
aut minuuntor: ideirco in iis quae sequuntur, fempus formaliter non considero, sed suppono, quod
una ex propositis quantitatibus homogenen cum alits erescat aequabili fluxw, ad quam ceterae,
tanquam ad tempus, referantur, quae ideo per analogiam non inconcinne diei potest Tempus,
Quoties igitar vox Tempus in sequentibus invenietur, hoc verbum sumendum est, non gquasi
tempus intellexissem in sua formali significatione, sed tanquam significans quantitatem illam a
tempore diversam, cujus aequabili incremento vel fluxu tempus exponitur et mensuratur.s
»Iluenies voeabo quantitates has, quas considero tanquam gradatim et indefinite crescentes.«
Sie werden mit den letzten Buchstaben w, @, y, = des Alphabets bezeichnet zur Unterscheidung
von den quantitates cognitae et determinatae a, b, e ete. » At velocitates, quibus singulae fluentes
angentur per motum generantem (quas velocitates appello Fluaiones, ant simpliciter Velocitates vel

Celerifates) exprimuntur iisdem litteris puncto anctis, sie u, @, y et A«

Wie in der vorigen Abhandlung der Begriff des Moments einer mathematisch exakien
Definition entbehrte, so hier der Begriff der Fluxion oder velocitas. Dort hiels es, das Moment
einer Grifse x ist das, =quo % gradatim aungeturc infolge der Bewegung einer andern Grilse.
Hier heilst es: Velocitafes oder Fluxiones der Fluenten sind das, squibus fluenfes augentur
per molwm generantem.« Diftiger kann wohl ein mathematischer Fundamentalbegriff nicht
definiert werden. Wir werden daher die mathematische Definition des Fluxionsbegriffs aus den
Anwendungen, die Newton davon macht, zu abstrahieren haben.

Damit sind bei Newton die Grundprobleme I und IT erledigt. Newton liels sich, wie
wir schon bemerken konnten, vielfach von Analogien leiten: Die Einfiihrung der beiden eben
genannten Probleme hat denn anch fiir das folgende keine andere Bedeutung, als die des Hin-
weises darauf, dals zwei oder mehrere kontinuierlich veriinderliche Grilsen =, y, =, w ete, die
durch eine oder mehrere Gleichungen f(z, y,...) = 0 voneinander abhiingiz gemacht sind,
sowie ihre entsprechenden (gleichzeitigen) Anderungen sich untereinander amalog verhalten, wie
die Zeit; die gleichzeiticen Wege und gleichzeitigen Geschwindigkeiten bewegter Kérper in der
Mechanik.

Newton geht nun ohne weiteres itber zur Verwertung dieser Analogie bei der Lisung
von 12 allgemeinen Problemen der analytischen Geometfrie, Wir haben, da wir nicht ober-
fliichlich arbeiten wollen, hier nur noch Raum fiir die beiden ersten und wichtigsten dieser
Probleme.

Problema 1.

» Data velatione, quam invicem habent fluentes quantitates; delerminare relationem,
quac inter earwm fluxiones intercedit, «

Solutio.

sAequationem, qua data relatio exprimitur, dispone juxta dimensiones alicujus ex fluen-
tibus quantitatibus, quas includit, puta «, et ejus terminos multipla per quancumque arithmeticam

progressionem, et deinde per —: Hane operationem seorsum perfice pro quavis fluenti quantitate;
x

tum fac aggregatum ex his omnibus factis aequale mihilo, et habebis petitam aequationem.«
4




Wir werden diese Solutio das Newtonsche Fluxionstheorem nennen. Wir legen
Gewicht darauf, dals dasselbe nicht auf eine Gleichung mit nur zwei Fluenten beschrinkt ist,
sondern gich wegen des »hanc operationem perfice pro quavis fluenti quantitatee auf Gleichungen
mit beliebig vielen Fluenten erstreckt, die vorher auf Null reduziert, d. h. auf die Form
f (3, % u,-++) =10 gebracht worden sind. Das sdispone juxta dimensiones etc.« beweist, dals
nur Gleichungen von der Form Xaafy2a"«..=0 gemeint sind, nicht solche, in denen Glieder
von der Form (e -|-#z)P, wo p irgend eine positive oder negative rationale Zahl ist, und #hn-
liche vorkommen, Das »multipla per guancumgue arithmeticam progressionems scheint uns die
Deutlichkeit der Vorschrift nicht zu erhfhen. Aus den Exemplis ergiebt sich, dals jedesmal
die Progression gemeint ist, die die Exponenten der betreffenden Fluente in den einzelnen
Gliedern bilden.

Beispiel :*) »Relatio quantitatum =, y et x exprimatur aequatione 23® -+ zay — 2eys
- Byxzx — 2% = 0.« »Relatio, quae est inter fluentinm celeritates ant fluxiones z, y et x exponitur
perc 2ayx - 6yyy - wwy — 201y 322y — Bzxaxy 4 6yxr — 2eyx =0, In den Opusenlis

; w8 s : . . : :
steht auffilligerweise »4yyy — 2 1+ 2yxxz — Bazx + byxx — 2eyx = Oq; d. b, die Glieder
y

mit y sind falsch gebildet. Liegt hier ein Versehen Newtons oder des Herausgebers vor? Gleich-
viel, wir geben ihm keine Bedeutung.

Solutionis Demonstratio.®¥)

Fluentinm quantitatum Momenta (videlicet earum parfes indefinite parvae, quarum
accessione in indefinite exiguis partibus {emporis quantitates ipsae jugiter augentur) sunt ut
velocitates, quibus fluunt aut crescunt

Quapropter, si momentum alicujus (puta «) repraesentatur facto ex ejus celeritate z in
quantitatem indefinite parvam (id est 20) momentum aliarum y, = repraesentandum erit per
w0, 0, X0, quia uo, v, yo et zo invicem habent eandem rationem quam u, z, y ot x.

Jam, quia momenta, ex. gr. o et yo sunt incrementa indefinite parva, quibus fluentes
quantitates = ef y awugentur per indefinite parve temporis intervalle, ex eo sequitur has quantitates
x et y, post indefinite parva temporis spatia evasisse n:J]—.:aD ety 1 i.lﬂ. Aequatio vero, quae quibus-
cumque temporibus indiseriminatim exprimit relationem fluentium quantitatum, aeque hene
exprimet relationem quae intercedit inter @ - 20 et y - yo, ac eam quae est inter @ et y, ita ut
in eadem aequatione ponere liceat © -} zo et y -} yo pro = et u.

Quamobrem, sit aequatio 23 — axz - azy — y® = 0, in ea substitue z 20 et y -+ -_;,'U
ipsis = et y, obtinebis

#3 4 32%r0 -} 3zxozo - 2303
— aa? — 2aze0 — arozd
+ azy 4 ayzo - azoyo. ..
HT&U

— ¥* — Byyyo — 3yyoyo + yPod

*) Opusenla I, 8. 56 (Exemplum IT}. — ** FEbenda . 5.
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Sed per hypothesin est 2’ — azx - axy — y* = 0; expunge igitor hos terminos
ceterosque divide per o et restabit

3

3a2x — 2arx | ayx + azy — Byyy 4 Bzzro — axzo 4 azyo — Syyyo -+ 2300 — y*00 = 0:

Cum autem finaerimus o quantitatem infinite parvam, ut exponere possel quantitatum momenta,
termini in eam ducti pro nihilo possunt haberi cum aliis collati; eos igitur negligo, et superest
Seax — 2azw - e‘r-_{,‘.i-z -} el.:r,'y; —- 3‘3””;' =ik

Hie observandum venit, quod semper evanescunt, cum termini qui per o multiplicati non
sunt, tum ii, qui multiplicati sunt per o duarom aut pluriom dimensionum; et guod religui
termini divisi per o, semper acquirunt formam, quam habere debeant secundum regulam superiorem.
Quod erat ostendendum.

His antem demonstratis, facile sequentur reliqua, quae complectitur regula, ut quod
aequatio eadem complecti potest plures fluenies quantitates ete.«

Wodurch unterscheidet sich diese Beweisfilhrung von der Seite 14 mitgeteilten Be-
griindung der Regel I der vorigen Abhandlung? Zuerst dadurch, dafs die anschaulichen Unter-
lagen, durch die die abstrakten in die Rechnung eingehenden Grifsen vorstellbar werden, nicht
mehr von spezieller Natur, sondern derart sind, dals sie allgemein jeder stetig veriinderlichen
Grofse anhaften. In der vorigen Abhandlung hatten z, y, ¥ ganz bestimmte Bedeutungen: x Ab-
seisse, y Ordinate, » Fliche. Gleichwohl wuorde das auf Grund der besonderen Natur dieser
Griilsen o, y, » als richtig bowiesene Resultat, die nur fiir Quadraturen abgeleitete Regel, durch
Einfithrung eines i seiner Bedeutung schwankenden Begriffes, des Momentes, ohne Beweis, nur
auf Analogie gestiitzt, auf Grilsen und Operationen anderer Art, auf Rektifikationen und Kuba-
turen fibertragen. Hier aber sind » und y Grifsen schlechthin, mit der Bestimmung, dals sie
stetig veriinderlich und durch eine oder bei mehr als zwei Fluenten durch mehrere Gleichungen
zwischen ihnen voneinander abhiingig sein sollen, so dals eine Anderung der einen nicht ohne
bestimmte Anderung der anderen eintreten kann. Anschaulich gemacht aber wird dieser Zn-
sammenhang durch die Vorstellungen von Zeitfluls und von gleichzeitigen Geschwindigkeiten
der Fluenten. Sie dienen dazu, die Auffassung der Abhingigkeit der Veriinderungen voneinander
zii unterstiitzen, indem man sich vorstellt, dafs, wihrend die eine Fluente sich mit einer be-
liebigen Geschwindigkeit findert, die Geschwindigkeiten, mit denen sich die anderen Fluenten
in den stetig anfeinander folpenden Augenblicken iindern, in jedem Augenblicke ein bestimmtes
anderes Verhiiltnis zur konstanten Geschwindigheit der ersten Fluente haben.

] Zweitens ist hier der Begriff des Momentes nicht mehr so unbestimmt wie dort.
Er wiirde sich als ein panz unzweideutiz bestimmter Begriff darstellen, wenn iiberall sinfinites
anstatt »indefinite« stiinde. Durch dieses sindefinite« kommt wieder etwas Unsicheres in den
Gang der Vorstellungen in diesem Beweise. Man kann a priori nicht wissen, ob »indefinite
parvume soviel heilsen soll, als Jkleiner wie jede gegebene Grifse®, im Sinne der Alten. o, die
Grilse, die, obgleich das nirgends direkt ausgesprochen ist, aber doch nach der Rolle, die Newton
ihr zoweist, die Zeitintervalle, die Zeitteile reprisentiert, in denen die aufeinander folgenden
Veriindernngen der Fluenten geschehen, wird zuerst als indefinite parva eingefithrt, wie alle
Verinderungen der Fluenten; aber »ut exponere posset guantitatum momenta«<, wird zuletzt o
als quantitas infenite parva erklirt und damit alle {ibrigen partes et incrementa, quarum acecessione
in: partibus temporis (= o) oder per temporis intervalla (= o) fluentes augentur. Es heifst sogar:
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»Cum finzerimus o quantitatem infinite parvame, als ob von Anfang an die Momente als unend-
lich klein aufgefalst worden wiren. Es ergiebt sich also, dals schliefslich sicher die Momente
hier als partes dnfinite parvae anfzufassen sind. Ubrigens-ist dies auch schon eine Konsequenz
des ersten Satzes der demonstratio: »Fluentium guantitatum momenta sunt ut velocitates, quibus
flunnt aut crescunte. Da es sich aber um stetig flielsende Grolsen handelt, so gilt jene
Proportionalitit zwischen Momenten und Fluxionen in gller Strenge nur fiir die Zunahmen
withrend unendlich kleiner Zeitteile, da withrend einer jeden anderen Zeit die Geschwindigkeit
der Fluente nicht einen bestimmten Wert hat, sondern unendlich viele Werte annimmt. Daraus
schliefse ich: Das Moment einer Fluente ist aufzufassen als das unendlich kleine
Btiick, um das die Fluente bei ihrer stetigen Verindernng wihrend eines unend-
lich kleinen Zeitteiles zu- oder abnimmt, und eine Grifse heilst indefinite parva, wenn
gie nicht nur kleiner gedacht werden kann, sondern kleiner gedacht werden mufs als jede
gegebene Grofse. Die »quantitas indefinite parvas bezeichnet im Grunde dasselbe, nur schiichterner,
wie die zquantitas infinite parvas.

Dies voransgeschickt, zeichnet sich dieser Beweis vor dem in der vorigem Abhandlung
drittens dadurch aus, dals die Stetigkeit im Denken hier nicht durch einen Wechsel in der Be-
deutung von p unterbrochen wird. Aus einer Gleichung von der Form 1) a - bo-fep?—4...
1 Lom =0 und aus 2) a=0 folgt 0 - ep?— ... ko™ = 0, und nach Division mit o

: 0 ; 0 ; APt
3) b-e0 4 - ko™ L=G' Wenn nun 4) — =0 ist, so folgt auns (3) die Gleichung

0

(5) bteo+ . - komt =1

Nach dem Wortlaut der Beweisfithrung Seite 14 wiirde es von hier an weiter heifsen:
Si jam supponamus o esse nifil, termini per o multiplicati evanescent, und aus (5) folgt daher:
b=0. Dieser Schluls ist falsch, weil durch 0=—0 die Giiltigkeit von (4) und daher auch die
von (b) aufgehoben wird. Im vorliegenden Beweis wird aber dieser Fehler vermieden. Denn
es heilst: Cum finxerimus o quantitatem infinite parvam (nicht Null), termini in eam duecti
pro nihilo possuni haberi cum aliis collati (hier mit b), eos igitur negligo, et superest b =10,

In Konsequenz dieser Schlulsweise ergiebt sich, dafs die gquantitas infinite parva o, die
in Vergleich mit einer endlichen Grifse pro nihilo potest haberi, gleichwohl in Vergleich mit
0 fiir unendlich grols gehalten werden muls, weil sonst (4) nicht bestehen wiirde, da ein
Quotient nicht eher dem Wert Null erreichen kann, als bis sein Divisor ein Unendlichvielfaches

des Dividenden ist. Will man aber, weil 0 iiberhaupt keine Grifse mehr ist, dem Zeichen —
0

die Bedeutung eines eigentlichen Quotienten micht mehr geben, so ist in Konsequenz von (4) zu
sagen, dafs gegeniiber 0 das Zeichen o eine Griéfse bedeutet. Es wiire aber eine unerweisliche
Behauptung, wollte man sagen, dals Newton diese Konsequenzen gezogen hiitte und diese Auf-
fassung von der quantitas infinite parva habe. Das ist vielmehr sehr unwahrscheinlich. Newton
lilst uns, wie frither iber den Begriff des Momentes, so auch iiber den Begriff des Unendlich-
kleinen im Unklaren. Dagegen gehirt dieser Begriff des Unendlichkleinen, wie er sich soeben als
Konsequenz des N e wt onschen Beweises ergab, zn den klar ausgesprochenen Grundanschauungen
von Leibniz

Wenn es bei Newton ferner heilst: »Hic observandum venit, quod semper evanescunt,
cum termini qui per o multiplicati non sunié (d. b.a=0), tum ii qui multiplicati sunt per o




duarom aut plurium dimensionume (d. h. eo? -+ dp3 -}~ .. . -- ko™ =10), so ist in Konsequenz von
(2) und (4) zu konstatieren, dafs der Ausdruck evanescunt hier eine doppelte Bedeuntung hat,
In Bezug auf die Glieder, die mit p nicht multipliziert sind und die in Gleichung (1) in & zu-
sammengefalst sind, heilst  verschwinden* soviel als wirklich —Null sein, wegen (2), daa=10
der analytische Ausdruck des Gesetzes ist, nach dem die Fluenten voneinander abhéingen. Aber
in Beziehung auf die Glieder eo?-| ko™ heilst »evanesceres soviel wie pro nihilo posse
haberi cum aliis (bo) collati. Auch diese Konsequenz hebt Newton nirgends hervor. Dagegen
findet sie bei Leibniz ihren klaren Ausdruck in dem Begriff der s guantitas tncomparabilis«, sowie
in dem Begriffe der Infinitesimalgrilsen verschiedener Ordnungen, und auch in dem
auf diesen Begriffen beruhenden Gesetze der Homogeneitiit der Differentialgleichungen.

Versuch einer Darstellung der Grundgedanken in Newtons Fluxionstheorem.
Das Fluxionstheorem in seiner Abh#ngigkeit vom Begriff der Infinitesimalgrifse.

So beruhi denn die Begrimdung der fundamentalsten Regel der Fluxionsrechnung auf
der Idee unendlich kleiner Grilsen, die Momente heifsen. Es giebt Moments der Zeit, der
Linge, Momente einer jeden Grifsenart, Das Eigentiimliche der Momente besteht darin, dals
Momente einer und derselben Grilsenart, obgleich alle unendlich klein, doch untereinander nicht
gleich sind, sondern untereinander alle die Grilsenverhiltnisse bilden, wie endliche der Art nach
homogene Grifsen untereinander; dafs ferner irgend ein Vielfaches eines Momentes in Vergleich
mit einer endlichen Grifse derselben Art gleich 0 zu erachten ist, also die Bedeutung der
Grolse verliert, wihrend es in Vergleich mit 0 dem Charakter der Grifse behilt und der Quotient
(0 : Moment) = 0 gilt. — Um zur Vergleichung der Momente der Fluenten untereinander zu ge-
langen, wird fingiert, dals eine Fluente, die entweder, wie in der demonstratio, gar nicht be-
zeichnet ist und die in der zwischen den Fluenten gegebenen (leichung nicht vorkommt, oder
eing in der gegebenen Relation enthaltene Fluente, etwa x, wilhrend einer beliebigen aber be-
stimmten Zeitdauer stetig wachsend alle Werte durchlanfe, die das Kontinuum der Grélsenart,
zu der x gehirt, von einem Anfangswerte @ bis zu einem Endwerte o; erfiilllen. Die Zeitdauer,
withrend der dies gesehieht, wird in unendlich kleine untereinander gleiche Intervalle oder
Teile (temporis intervalla, temporis partes, temporis spatia) zerlegt. Ein solches unendlich kleines
Zeitintervall ist ein Zeitmoment und wird mit o bezeichnet. Die Grofse der Zunahme, die
wiihrend eines Zeltmomentes erfihrt, ist das in diesem erzeugte Moment vonz. Die in den auf-
einander folgenden Zeitmomenten erzeugten Momente von & brauchen einander nicht gleich zu
gein, kénnen es aber sein. Sind sie einander gleich, so sagt Newton, z wichst uniformiter.
S8ind sie einander nechkt gleich, so kann man sich endlicke Grilsen (irgend einer
unter sich gleichen Art) denken, die sich untereinander verhalten wie die Momente
untereinander. Solche Grifsen heilsem Fluxionen. Auf die absoluten Werte dieser
Fluxionen kommt es nicht an, nur anf ihre Vergleichung untereinander. Ebensowenig kommt
es auf die absoluten Werte der Momente an, sondern nur auf ihre Vergleichung untereinander.
Die aufeinander folgenden Fluxionen einer Fluente = sind dadurch definiert, dals
es endliche Grifsen (irgend einer unter sich gleichen Art) sind, die sich untereinander
wie die anfeinander folgenden Momente von » verhalten.




Ist y, ein Wert von y, der die Gleichung zwischen z und y befriedigt, wenn darin
w==ay ist, so durchlinft y, wihrend = alle Werte von =z, bis 2, innerhalb seines Kontinuums
durchliuft, alle Werte von y, bis zu einem Werte », die das Kontinuum zwischen y, und
hat; aber micht mehr in freier, sondern in gebundener Weise, niimlich so, dals zu jedem der
aufeinander folgenden Momente von @ ein bestimmtes Moment von y gehirt. Irgend ein Moment
von =z und das gleichzeitige Moment von y sind im allgemeinen einander nicht gleich, ihr
Verhiiltnis ist nicht das der Gleichheit. Man kann sich aber zwei endliche Grifsen (irgend einer
unter sich gleichen Art) denken, die sich untereinander verhalten wie jene gleichzeitigen Moments
von x und y. Zwei solche endliche Griolsen heilsen gleichzeitige Fluxionen von z
und y und werden mit « und y bezeichnet. IThre mathematische Bedentung ist voll-
stindig dadurch definiert, dals es zwei endliche Gréfsen (irgend einer unter sich gleichen
Art) sind, die sich in einem jeden Zeitmoment oder richtiger wiihrend eines jeden
Zeitmoments zu einander verhalten wie die gleichzeitigen Momente der Fluenten
# und y Keine von beiden Fluxionen hat fiir sich allein eine mathematische Be-
deutung, sondern jede immer nur in ihrem Verhiltnis zur andern.

Das Verhiiltnis der Fluxionen » und y zu einander ist fliefsend, wie das Verhiltnis
gleichzeitiger Momente. Wihrend eines jeden folgenden o ist dies Verhiltnis ein anderes, als
wiithrend des vorhergehenden 0. Zu jedem der gegebenen Relation zwischen z und y geniigenden
Wertepaare =z und y gehdrt ein bestimmtes Verhiltnis von = zu . Der Sinn des Problems I
ist der, die Gleichung abzuleiten, aus der das jedem zusammengehorigen Wertepaare & und y
zugehirige Verhiltnis von @ und y ermittelt, aus z und y berechnet werden kann. Um zu dieser
Gleichung zun gelangen, wird fingiert, die Momente der Zeit seien einander gleich, bez.
die Momente der die Zeit vertretenden Grofse, der quamtilus a tempore diversa, cujus
aequabily incremento vel fluww lempus exponitur et mensuratur, seien einander gleich und
heifsen 0. Da die Fluxionen einer Fluente sich verhalten wie die entsprechenden Momente, so
sind auch die aufeinander folgenden Fluxionen dieser Grélse, der Urfluente, einander gleich.
Sie werden als Einheit der Fluxionen gesetzt. Folglich hat man, wenn . das Moment

- . . - £ * =
von @ bezeichnet, die Proportion m. : 0 = 2 : 1 und daher m, — T 0 =a0; analog my, 0 =y 1:

daher m, = y0.%)

*) Ieh weils sehr wohl, dafs wman den Ausdruck xo auch anders herleiten kaon. Man kann gagen: Die
Fluxion o ist die Vergrilserung, die @ wihrend der auf einen bestimmten Zeitmoment foleenden Zeiteinheit er-
fahren wiirde, wenn von diesem Momente an das Wachstum der Fluente @ gleichmilsig erfolgte; p ist eine so
kleine Zahl, dals sie sich zu 1 verhilt, wie die Dauer eines Zeitmoments sur Daouer der Zeiteinheit, also eine un-
endlich kleine Zahl, Dann ist o der unendlich kleine Zuwachs von o withrend eines Zeitmoments, also dag Moment
von & u. 8 W, — Aber die dieser Ableitung zu Grunde lisgende Definition von @ hat Newton nirgends ansgesprochen,
wenn gie auch dem, was or iiber Flusionen sact, nicht widerapricht. Zudem erklirt Newton an einer andern Stelle
(vergl. Seite 37) die Fluxionen ausdriicklich fiir Grofsen andrer Art als die Fluenten, wihrend bei obiger Anf-
fassung @ mit = gleichartig wire; die Fluxion siner Strecke wire eine Strecke, die Fluxion einer Fliche wire eine
Fliche woa:w., und es wiire der Fall denkhar, dals cine Fluxion an einer Fluewte gemeszen werden kinnte, dals
alzo z. B. & = y wiire, eine Auffassung, die, wis wir bai Besprechung von Problem IT schen werden, derjenigen von
Newton zowiderlinft und zu ,L_’L'Dbﬁ:! Milsverstindnissen Anlals ,‘-_,'I!f.ft'!]'}t}l'l hat, — Endlich wiirda anch jene Ahblsitunge-
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Von nun an wird, um die gesuchte Gleichung abzuleiten, nicht mit Fluxionen, sondern
mit Momenten gerechnet. In dem Aggregat von Gréfsen, das sich ergiebt, verschwinden die Glieder
die keine Momente enthalten, von selbst zufolge der gegebenen Relation zwischen den Fluenten.
Die Glieder, die zuriickbleiben, sind in Bezug auf die Momente zo, yo teils vom 1. teils vom
2. Grade u. s. w. Nun wird jedes Glied durch o, durch das Moment der Urfluente, nicht durch

wo oder yo, dividiert unter der Voraunssetzung a0 Die Glieder 1. Grades enthalten jetzt

anstatt der Momente xo, yo die Fluxionen z und ?}3 zuletzt werden alle iibrigen Glieder, die
noch volle Momente zo, yo enthalten, gegeniiber den Gliedern, die keine Momente mehr enthalten,
als Glieder ohne Grifse angesehen und weggelassen, Das Ergebnis ist die gesuchte Gleichung,
die das Verhiltnis von y und & zu einander als Funktion von z und y bestimmt.

Wenn aber die Begriindung der ersten Grundregel der Fluxionsrechnung eine Rechnung
mit Momenten, d. i. mit Infinitesimalen zur Voranssetzung hat, und wenn die endlichen Grifsen, die
Fluxionen heilsen, ihre bestimmie mathematische Definition erst dadurch erhalten, dafls sie den
Momenten ihrer Fluenten proportional sind, so sind die Griinde klar, weshalb 1784 die Akademie
der Wissenschaften zn Berlin das gesuchte Prinzip, propre & étre substitué & 1'Infini, nicht in
der Fluxionsrechnung finden kounte. Es entsteht vielmehr die andere Frage, wozu die Fluxionen
iiberhaupt niitzen, wenn man nur auf dem Umwege von den Fluenten zu den Momenten und
von diegen zn den Fluxionen den Zusammenhang zwischen Floenten und Floxionen finden, zum
vollen Verstiindnis ihrer mathematischen Bedeutung hindurchdringen und zu den ersten Rechnungs-
regeln mit Fluxionen gelangen kann? Ich verstehe daher nicht, wie man noch in diesem Jahr-
hunderte von mathematischer Seite urteilen konnte, Newton habe®) ,das Rechnen mit unendlich
kleinen Grifsen, welche Null sein und doch noch einen von Null verschiedenen Wert besitzen
sollen, auf die Weise auf das Gliieklichste vermiceden, dafs er im Zustande des Verschwindens
(der momenta npascentia sive evanescentia) die Fluxionen, endliche und bestimmte (?) Grofsen,
gewissermalsen als Reserve an die Stelle der zum weiteren Diemst untauglich gewordenen
Momente einriicken lifst* Und wenn andere sagen®*), neben Lagrange habe auch Newton
das  hypothetische Unendlichkleine nicht einmal als literalen Ausdruck in seine Formeln® auf-
genommen, so kann dem nicht widersprochen werden bis auf das ,nicht einmal®, falls dies den
Sinn haben sollte: nicht einmal als literalen Ausdruck in seine Formeln aufgenommen, geschweige
denn bei seinen mathematischen Untersuchungen, Folgerungen und Beweisfilhrungen beniitat,
Dieser Nachsatz, den man hinter dem ,nicht einmal® zu vermuten geneigt ist, wiirde, wie aus
obigen Darlegungen hervorgeht, der Wahrheit stracks zuwiderlaufen. Wenn aber die Fluxionen
nur den Zweck hitten, in den Endformeln den literalen Ausdruck des Unendlichkleinen zu
vermeiden, so wire ihre Funktion iihnlich der der Umkleidung eines Kunstwerkes vor seiner

weise dem Geiste der damaligen Zeit widersprechen. Sie ist mgdern., Damals bewegte man sich noch durchweg
in Proportionen nnter Festhaltung an der Euklidischen Erklirang (V, 4); .Eine ratio zu einander haben Grifsen,
welche vervielfiltigt einander iibertreffen kinnéen.* Daran haben wir uns bei unserer Ableitungsweise streng gehalten,
Gerade, nm dieser Enklidischen Erklirong su genfigen, wird eben der Zeitf eine mit den Fluenten homogene
Grilae substituiert.

*) Weilsenhorn, Die Prinzipien der hoheren Analysis ete. Halle 1856, 8. 57

**) P. du Bois-Reymond, Die allgemeine Funktionentheorie, Tobingen 1882, T, 8. 84,
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Enthiillung, oder der eines Uhrgehfiuses, das zwar, indem es das Zifferblatt frei lilst, noch die
Wirkung des im Gehiinse verborgenen Gefriebes erkennen lilst, aber den organischen Zusammen-
hang der Teile verdeckt.

Der Giiltigkeltshereich des Newtonschen Fluxionstheorems.

Jedenfalls um nicht weitliufig zu werden giebt Newton die demonstratio sclutionis
nur an einem Beispiel, und an einem solchen mit nur zwei Fluenten und mit nur ganzen
Exponenten.®) Aber der Wortlaut der Solutio ergiebt, dals die Zahl der Fluenten in einer Gleichung
nicht beschrinkt sein soll. Im Exemplum II (vergl. 8. 24) wendet Newton seine Regel auf
eine Gleichung mit drei Fluenten an. Die Demonstratio ist nur am Exemplum I dorchgefiihrt.
»His autem demonstratis facile sequentur aliqua, quae complectitur regula, ut, quod aequatio
endem complecti potest plures fluentes quantitates ete.« (Opuscula I, 8 61). In der That steht
nichts im Wege, die Demonstration wortlich anf eine Gleichung mit beliebig vielen Fluenten za
iibertragen, weil kein Grund da ist, weshalb man sich nicht beliebizg viele Fluenten, die durch
eing oder mehrere Gleichungen von einander abhiingiz gemacht sind, in gleichzeitiger stetiger
Verlinderung, in gleichzeitigem Fluxus von solcher Art sollte vorstellen kinnen, dals der ge-
gebenen Gleichung, bez. den gegebenen Gleichungen immer geniigt wird. Die Fluxionen z, y,
%, u sind dadurch definiert, dafs es endliche Grijfsen (irgend einer unter sich gleichen und blofs
unter sich vergleichbaren Art) sind, die sich in jedem Angenblick wie die entsprechenden gleich-
zeitigen Momente ihrer Fluenten verhalten. Thre absoluten Werte sind ebenso dnassignabel,
wie die Leibnizischen Differenzen; sie werden gemessen an der sich immer konstant bleiben-
den Fluxion der Urfluente, von der o das sich immer gleiche Moment ist. Diese Fluxion der
Urfluente ist die Einheit der Fluxionen, und man hat me:0=2:1; myio=y:l;ym:o=—x:1;
myio=1u:1ws w., also m,=z0; ity =y0; My ==%0; My=wu0 W, s W Ist fly y, 2 ue-s)
— 0 ecine der gegebenen Gleichungen zwischen den Fluenten, so ist auch flz—-zo, y-I- 10,
P = :-.-u, w-u0,--:)=0. Die linke Seite dieser Gleichung wird nach Potenzen der Momente
geordnet; die Glieder zweiten und hoheren Grades pro nihilo possunt haberi cum aliis (den
Gliedern ersten Grades) collati und werden deshalb vernachliissigt; die Glieder ohne Momente
zerstiiren sich von selbst; vorher noch oder nachher wird durch o dividiert; es folgt eine
Gleichung von der Form

: ® g 3
r.r.r—:—h_;;-: ex =~ dg ==+ 0,

wo a, b, ¢, d, -« nur Floenten und konstante Grilsen, aber keine Fluxionen enthalten. Ist eine
zweite Gleichung ez, y, , u,+- -) =0 gegeben, so folgt eine zweite Fluxionsgleichung
a2 - byy ey -+ dy u 4o =0;m 8 w.
Da alle diese Gleichungen nach den Fluxionen homogen sind, so kann man auns ihnen

nie mehr als die Verhiltnisse der Fluxionen zu einander, nie aber die Verhiltnisse der Fluxionen
zu den Fluenten berechnen. Mehr ist aber auch zufolge der mathematischen Definition der

*) Man ist deshalb aber doch micht berechtizt =n sagen, Newton habe seine Regel ohne Beweis auf-
gestellt, wie es bei Weilsenborn a. a. 0. 8. 28 geschieht.
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Fluxionen nicht moglich, nicht denkbar. Mit dem absoluten Werte einer Fluxion oder dem
Verhiiltnisse einer Fluxion zu einer Fluente kinnte man zufolge des Begriffes der Fluxionen
gar nichts anfangen. Ich wiederhole: Nicht nur die Leibnizischen Differenzen, auch
die Newtonschen Fluxionen sind trotz ihrer Endlichkeit quaniifates tnassignabiles. —
Nur in einem Falle erhiilt man fiir die Fluxionen aus jenen Gleichungen absolute Werte; wenn
niimlich soviele Gleichungen als Fluenten gegeben sind. Dann erhiilt man ebenso viele Fluxions-
gleichungen, die nach den Fluxionen homogen und linear sind, Aus ihnen folgt dann

¢ =y—x=—u=-+.-=0, d. h. die Fluenten wachsen nicht und nehmen nicht ab, sie fliefsen
nicht, sie sind keine Fluenten mehr, sind konstant geworden, wie es bei der angenommenen
Zahl von Gleichungen von vornherein klar war.

Liegt eine Gleichung mit mehr als zwei Fluenten vor, so sind nach Newton mnoch so
viele andere Gleichungen hinzu zu denken, als nitig sind, um die Werte aller Fluxionen im Ver-
hiltnis zu einer unter ihnen zu bestimmen; d. h. zu einem Problem mit » Fluenten gehiren
n—1 Gleichungen. Zn Exemplum IT (vergl. 5. 24), mit drei Fluenten, heilst es (Opuscula I, 8. 56):
»Cum autem in hoe exemplo tres sint fluentes quantitates @, y et x, habeatur oportet altera
aequatio, qua prorsus determinari possit relatio inter fluentes », y et x, earumque Fluxiones.
Suppone, ex. gr., quod z-}- y —x =0, hinc invenietur altera relatio inter fluxiones z—y—z=0.
Jam istam cum superiore aequatione compara, exterminando aliquam ex tribus illis quantitatibus
et fluxionibusy et inde exsurget aequatio plene determinans relationem ceterarum.s ™)

Was nun die Frage nach den zuliissigen Exponenten anlangt, fiir welche die Newtonsche
Fluxionsregel gilt, so beruht der rechnerische Teil der Beweistiihrung auf der Entwickelung

1) (-} 20)" = a» - nan—1 (@0) ++ M(zo) - N(zop -+« -+,

worin iiber M, N u s. w. weiter nichts zu wissen notig ist, als dals sie endlich sind; sie setat
in der gegebenen Gleichung :
2) Zagryizt. .. —0

iiberall - o, 4+ o, ¥ x0 w8 w. an die Stelle von =z y, % ..., entwickelt, filhrt die nitigen
Multiplikationen aus und ordnet das entstehende Aggregat nach Dimensionen der Momente o,
yo u, 8. w. Die Glieder, die keine Momente haben, verschwinden wegen (2) von selbst. Jetzt

*) Dafls die Zahl der Fluenten in dem Fluxionstheorem von Newton gelbat als unbeschrinkt angesehen
wird, ist eine so mahe liegende Folgerung aus seinem Vortrag Gber sein Problem I, dals ich mit Befremden in einer
dentschen Darstelling der Newtonschen Fluxionslehre, die von vielen Schriftstellern als Quelle angeflihrt wird
{(Weilsenborn a. a. 0.), Stellen wie die folgenden gelesen habe: ,Endlich erhillt man dariiber, wie ging Gleichung
mit mehr als drei Fluenten zu behandeln sei, durchans keinen (?) Aufsehlufs** (8. 30). — ,Aus dem vorigen ist klar
dals nur die Fluxionen von zwei Fluenten gesucht werden kinnen ete. (8. 29). — Die Fluxionen kinnen fberhaupt
nicht gesucht werden, sondern mur Verhiltnisse von je zwel Fluxionen zn einander! — nNichtadestoweniger stellt
gich Newton die Aufrabe, das Verhiltnis der Fluxionen # und y anch aus Gleichungen zu finden, die drei
Varigbale enthalten® (8. 20). — Diess Aufgabe stellt sich Newton, soweit ich sehen kann, in dieser Form nirgends,
Die Newtonsche Aufzabe heifst: Gegeben eine Gleichung zwischen beliehig vielen Fluenten; gesucht die Eelation

gwischen ihren Fluxionen, Natiirlich kann die gefundene Relation (Gleichung) nach dem Verhiltnis =~ anfgelist
-
; i W o 1T : , L e 30 ?
werden, wie nach jedem andern Verhiiltnis =-, = von irgend zwei Fluvionen, weil jede Fluxionsgleichung homogen
. -F

u
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wird jedes Glied durch p dividiert, und schlielslich werden alle Glieder, die vor der Division
vom zweiten und hiheren Grade in Beziehung auf die Momente waren und daher nach der
Division durch o diese Gréfse noch enthalten, als unendlich klein gegeniiber den Gliedern ersten
Grades vernachliissigt, so dals erhalten wird

Saparlydar ... 'i'.'f-'_'i--! Zageryelgr. .. U?J L Sareryaar—t. .. () - =0,
was mit der Newtonschen Regel

- i€ ' 4 o
_hr,[}u.}-_-f’:l’rfl':r. " (_]—'— AHQR:;I;IITT',I ‘ew (j’) —:-— ;G.&'V[‘.I'I.lf?{". s
& 1 ; :
{ibereinstimmt. Die Newtonsche Fluxionsregel gilt also auf Grund der von Newton
gegebenen sdemonstratio« flir Gleichungen zwischen beliebig vielen Fluenten von
der Form Zaxfyfzt...= 0 und fiir solche Exponenten p, p, r..., fiir welche die
Entwickelung (1) gilt.

Ableitung der Fluxionsgleichung
aus Fluentengleichungen mit gebrochenen und irrationalen Ausdriicken.

Die Fluxionsregel ist nicht ohme weiteres anwendbar auf Glieder, in denen zwei- oder
mehrgliederige Ausdriicke der Fluenten einen Nenner oder Radikanden bilden, also z B. nicht

[ - . . %
mehr auf ——— oder Jb—-ex Da aber die Zahl der Fluenten in einer gegebenen Fluenten-
L Hx

O ==
gleichung nicht beschriinkt ist, so reicht die nur fiir Glieder von der Form aqapyr.: - gegebene
]ie gel auch aus, um die iltmonen gebrochener oder irrationaler Ausdriicke zu finden, chne das

Hilfsmittel ihrer Entwickelung in unendliche Reihen von der Form aa®--baf |- ... nitig zu
haben. Die Ermittelung der Fluxionen gebrochener und irrationaler Ausdriicke geschieht daher
durch Finftihrung von Hilfsfluenten und durch ein Verfahren, das im Grunde micht verschieden
ist von dem, dessen wir uns noch heute bedienen und das sich im einfachsten Falle in der
dy
da

Regel ausspricht: Wenn y eine Funktion von » und » eine Funktion von @ ist, so ist

_dy dv
da r{..l,!t

ist. — ,,Es entateht hier zuniichst die Frage, was soll die dritte Variabele z bedeuten, da bereits = das Symbol
oder der Reprisentant der Zeit, 4 der des Raumes ist? Man mnfs gestehen, dafs ez schwer, ja unmbglich ist, der
dritten Variabelen einen ihnlichen Binn unterzulegen. Newton spricht sich nun dahin aus ete (8. 30) — nun
folgen angebliche Aunfserangen Newtoneg, aber nicht in direkter Citierung und ohne Angabe der Quelle, o dafs eino
Priifang nicht miglich ist. Weilsenborn kommt zu dem Schlusse, Newton denke sich unter £ die Fliche
einer Kurve, deren Abscisse @ und deren Ordinate y ist, und sagt dann: ,Man sieht aus dieser Ableitung, dafs anch
Newton der dritten Variabelen keine phoronomische Bedeutung unterzulegen vermochte, indem er ihr einen rein
geometrischen Sinn zuschrieb® (8, 80); — als ob die ,,phorenomische Bedeutung® nicht bei allen Fluenten chne Aus-
nahme ¢ine und dieselbe wire, niimlich die, dafs, wihrend eine von ihnen, die quantitas correlata, gleichmilsig
wiichst, die iibrigen, die quantitates relatae, gleichzeitig mit verdnderlichen Wachstumsgeschwindigkeiten zu- und
abnehmen, unabhingig davon, ob sie Strecken, Fliichen, Volumina, Zeiten, Kriifte oder sonst welehe Griifsen badeuten,
die einer kontinuierlichen Verinderung fihig sind. Nirgends habe ich eine Stelle in Newtons Schriften gefunden,
aus der hervorginge, er denke sich ein fiir allemal unter & eine Abscisse, y eine Ordinate, z eine Fliche, wohl
aber, dafs er Abscisse, Urdinate und Fliche, wo sia vorkommen, mit x; y und z bozei (,]]m,t Vergl. auch 8. 25
nnserca Textes.
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Beispiel (Opuseula I, 8. 57). Es liege vor die Relation 3® — a® — ;,-]’r.-p_-;_?_;r;r' — {0},
I g Y

q ¢ - = L | o | 5 s PR o
Newtonsetztw ) as—ae—x und erhilt so die beiden Gleichungen: (1) y*—af—=z = U3
3 : . Arg g el = - . alzz—22%
(2) a2a?—at—x2 = 0. Hieraus (1) 2yy —2=0; (2') 2a2ar—dadz—22x =0 oder v =
CRe 2. 9.8 3 o.a
2T A mey a Pt . ; 1 . nd—_9.8 8l a
— ———— ———_ z; also folgt aus (1'): 2yy—- x=10. Man sieht, dals der
x } aa—unr |,-"r.rr:—.r'.r' Y aa—ox

- = v 2 ; : s 11 dy dx
Fusammenhang der Operationen derselbe ist wie beim Verfahren nach der Regel 'r.:'.{z_.r'_l!';" 5
5 i i H i
Denn durch (1) ist y definiert als Funktion von z; durch (2) » als Funktion von z. (1) liefert
diy : dz g LT . .
7P — efe.; (27 liefert :r-—.—.etl:'._ Die Elimination von dz und z (bez. von x und z) aus diesen
[} e i

dz

Gleichungen und aus (2) liefert die gesuchte Beziehung zwischen dy und dz (bez zwischen Y

. ~ riis Z 2 = S /] W A ¢
und ). Gerade dieses Beispiel lifst sich nach der Vorschrift ===+ .~ durchfiihren, denn (1)

; o 1 g 2 ":' a2y —2 1 ] a?—2xk M f
giaht £ =-—: (2') giebt = — = CL A —, oder, wie Newton
= 2 X a &1 i o 1 1

~ —A'J' x A o alf ].”. 2

: Pl 1 o

A . [ S &G

gchreibt, 2yy —— = — ).
y ag—xx

Man kann die Hilfsfluente » auch so wiiblen, dafs die gegebene Gleichung mit zwei
Fluenten sich in eine mit drei Fluenten verwandelt. Setzt man z— J/a®—a®, so erhiilt man
1) yi—a2—22=0; 2) za=—as—axx. Hieraus 1) Qypy—ae—rw=0; 2') 26 =— .

Die Elimination von # und % aus (17, (2) und (2') ergiebt natiirlich wieder 2; 3y —
2 L J Brgl i

Nicht anders verfihrt in Ahnlichen Fiillen Leibniz nur dafs er anstatt z, u z die Momente dex,
dy, dv, 4. h. die unendlich kleinen Grifsen schreibt, denen die Fluxionen proportional sind und
durch welche die Fluxionen erst einen Sinn erhalten.

Fin noch zusammengesetzteres Beispiel behandelt Newton in der Gleichung »* — ayy
- _F’-I’f_. — axy ay oz =0 (Opuscula I, 8. 57). Er filhrt die Hilfsfluenten 2 = J’j und
2 )
w = xa ) ay + 2 ein und hat nun fiir 4 Fluenten @, y, » und » 3 Gleichungen:

o —apy+s—u=0; 2)azt+yz—b'=0; 3) arly 4 a® —uu=0, wodurch
drei der Fluenten als Funktionen der vierten bestimmt sind. Die Fluxionsregel liefert zwischen
den Fluxionen die Beziehungen:

1) 3afe —2ayy +3—u=10; 2) az - 1.-;:‘ 1 oay— 8y =0; 3) 4 aa'“y.;; -6 bz
- agty — 2uu =0, Will man das Verhiiltnis von y : = durch y und z darstellen, so lose man (2),
(3), (2) und (3') nach =, wu, v und w auf und sétze dié erbaltenen Werte in (1) ein. Das
Ergebnis ist die gesuchte Fluxionsgleichung @z -y =10, wo & und # nur noch die Fluenten
a und y enthalten,

Man hat dieses Verfaliron einen vielleicht nicht ganz erlaubten Kunstgriff** genannt,

:“':-f
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man hat gefragt: ,Durfte Newton » und u als blofse Abkiirzungen einfiihren?*¥) Ich verstehe
nicht, was in diesem Verfahren unerlaubt sein oder den Charakter eines Kunstgriffes haben
zollte, und inwiefern es sich dem Zusammenhange der Operationen nach von dem Verfahren
von Leibniz oder dem noch heute iiblichen Verfahren der Differentiation durch Einfiihrung
nener Variabelen unterscheidet. Dals wir heute in der Praxis an der Hand auswendig gelernter
Differentialformeln die Rechnung abkiirzen, begriindet keine Anderung im logischen Zusammen-
hange der Operationen, aulser etwa der, dals man infolge der Uhung im Gebrauche wvon
Differentialformeln den eigentlichen logischen Zusammenhang der mechanisch ausgefiihrten Ope-

rationen aus den Augen verliert,

Das Problem II in Newtons Methodus Fluxionum.

Problema I1. »Data aequalione, gquae contineal quantitatum fluxiones; invenire
quam relationem habeant inter se hae quantitates fluentes.«

Die Lisung dieses dem vorigen inversen Problems geschieht naturgemiils nicht anders
als durch Riickbildung einer Gleichung, aus der man nach der Fluxionsregel die gegebene

Gleichung zwischen den Fluxionen wieder ableiten kann. Ein Glied ez der gegebenen Fluxions-

: : ; S : : it 4
gleichung verwandelt sich bei der Riickbildung zur Fluentengleichung in ST Pt
. g 8 P

Glied wie ayx ergiebt nur dann eyz, wenn in der Fluxionsgleichung neben aya auch noch axy

: aber ein

vorkommt, weil bei der Bildung der Fluxionsgleichung aus axy nicht allein ayw, sondern

ayx —+—axy entsteht,  Allpemein gestattet das Glied ax™y"x den Schluls aunf 5 aPt1gn
m -1 :
|

nur dann, wenn gleichzeitiz noch das Glied —
; 0

Fi e [ A a .
) a™rlym—1y in der gegebenen Fluxions-

. . L . = . . s 2
gleichung vorkommt, weil e | ™ +1y" einer Fluentengleichung die zwei Glieder aax™y"a
¥

—'—m:r_r—'q]ra:""—ly,f" -1y der Fluxionsgleichung liefert. Daher ist die Miglichkeit, aus einer
gegebenen Fluxionsgleichung die entsprechende Fluentengleichung durch direkte Riiekbildung

nach der Vorschrift: aus ax®z wird Pt g®*t1  zu finden, sehr beschrinkt. Sie setat

|
im allgemeinen voraus, dals in der gegebenen Fluxionsgleichung die Fluenten von einander
getrennt vorkommen, d. h. dals jedes Glied immer nur die mit der in ihr vorkommen-
den Fluxion gleichnamige Fluente enthilt. Gegeniiber solchen Schwierigkeiten fiihrt Newton
seine Analysis per aequationes nmumero terminorum infinitas und seine enorme Divinations-
fiihigkeit ins Gefecht und weils damit Schwierigkeiten iiber Schwierigkeiten zu fiberwinden,
Es hat aber fiir uns kein Interesse, diese technisch-rechnerische Seite der Behandlung des
Problems vorzufilhren, weil Newton die Regeln und Vorschriften, nach denen er aus einer ge-
gebenen Fluxionsgleichung zwischen # und y eine Fluentengleichung in Form einer unendlichen

Reihe y = ax® -} baxf - ex? <. .., bez. deren Anfangsglieder heraunsrechnet, ohne Beweis

*) Cantor, Vorlesnngen iiber Geschichte der Mathematik III, 8. 164, 185.
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und hinreichende Begriindung aufstellt. Uns interessieren aber gerade die Begriindungen.
Newton kann hier weiter nichts thun, als daranf hinweisen, dafs man in jedem Falle unter
Anwendung des Fluxionstheorems die Probe auf die Richtigkeit der gefundenen oder aufgestellten
Fluentengleichung machen miisse. Er sagt (Opuscula I, 8. 84):

Demonstratio. »Hoc pacto (d. b. nach den gegebenen Beispielen und Regeln) solutum
est problema, sed latet demonstratio. Cum autem fot et tam varia contineat hoe
problema, ut demonstratio synthetice sine maximis ambagibus deduci nequeat ex
genuinis ejus fundamentis, sufficiet eam breviter indicare analytice, Proposita
igitur aequatione, et opere peracto, tenta num ex aequatione reperta regredi
liceat ad propositam per probl. I. Quod ubi aceidit, constat relationem, quae est
inter guantitates in aesquatione reperta, requirere relationem, quae est inter
fluxiones in proposita; et viece versa. Q. E. D.c

Diese Probe ist aber in allen Fiillen, wo die Fluentengleichung in einer unendlichen
Reihe besteht, iiberaus umstindlich und ohne Konvergenzbedingungen, die ja bei Newton fehlen,
{iberhaupt nicht exakt durchfiihrbar.

Wir suchen uns aus Newtons Bemerkungen zn Problem IT die Stellen heraus, aus
denen ein Licht auf seine Auffassung der Grundbegriffe fillt.

Newton erbffnet seine Untersuchung des Problems mit einer Regel, die er »Solutio peecu-
liaris« {iberschreibt. Bie lautet: »Cum hoe problema sit superioris conversum, resolvi debet per
operationes eontrarias; scilicet termini ducti in z disponi debent juxta dimensiones # et dividi

i H . - . . . ' .
per —, et deinde per numeros dimensionum enrum, ant fortasse per :CI.J.[L[LI.'.HII aliam Progress1onaem
x

arithmeticam: Tum eadem opera repetita pro terminis multiplicatis per w, y, vel z, aggregatum
sic emergens poni debet aequale nihilo, rejeetis terminis supervacuis.«

Weilsenborn (a. a 0. 8 32 und 33) und Cantor (a a O. II, 8. 164) lassen sich durch
diese Regel zu dem, wie mir scheint, ungerechtferticten Urteil verleiten, Newton hahe selbst
die beschriinkte Anwendbarkeit dieser Regel in den Fillen, wo gemischte Glieder (Glieder
mit mehr als einer Fluente) vorkommen, nicht erkannt, Cantor sagt geradezu: ,Newton
fiithlte hier nicht, dals seine Regel nur Geltung habe, wenn in der Fluxionsgleichung neben
magzm-1y*y das Glied naa™y"—ty aveh wirklich auftrete® Dals eine so angenfiillige Be-
merkung einem Newton entgangen sein sollte, klingt unwahrscheinlich. Es lilst sich auch aus
dem, was er im Amnschlufs an diese Regel sagt, erkennen, der er gerade wegen ihrer Un-
zuliinglichkeit sich nicht weiter mit ihr befassen mochte. Er wendet sie zuerst auf das Bei-
spiel Sxmx—2axy - ayzr—3yyy - azy =0 an und bemerkt, dals das durch seine Regel sich
doppelt ergebende Glied ayx in die Fluentengleichung nur einmal aufzunehmen sei (daher das
srejectis terminis supervacuis« am Schlusse der HRegel). Dann heilst es: sAlia, quae fuissent
observanda, permittam solertiae artificis; nam supervacaneum esset nimis din in hoe argumento
haerere: siquidem hoc pacto problema non semper solvi potest. Unum tamen addam, videlicet,
quod si, postquam fluentium relationem inveneris hac methodo, regredi potes per probl. I ad
propositam aequationem fluxiones involventem, certo noscis opus esse rectum, alias non. Bie
in exemplo proposito, si ex inventa aequatione x*®—aww -|-sxy—y®=10 quaero, per primum
problema, relationem fluxionum @ et ¢, pervenio ad propositam aequationem Bzws— 2axm - ayx
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- gay—3yyy = 0; unde constat acquationem x3—axx-{-axy—y?=0 eam esse quam pete-

bamus. Sed, proposita aequatione xa—yx -+ ay =0, methodus praeseripla pracbel zxx—yz

- ay =0, aequationem, quae cxponere deberet relationem inter x el y; sed quae ad hoe inepla est,
quiie hine, per probl. I, exeuwditur wa—yx—ay - ay = 0, quae aequatio differt a proposita. — His
autem perfunctorie praemissis ageredior genevalem solutionem.< Damit sagt, scheint mir, Newton
mit hinreichender Dentlichkeit, dafs der Schlufs von dem Gliede —yax der Fluxionsgleichung auf
das Glied —y « der Fluentengleichung nicht gemacht werden darf, weil in der Fluxionsgleichung
das Glied —zy fehlt. — Unter Bernfung auf Weilsenborn fihrt Cantor fort: ,Es ist ganz
richtig hervorzehoben worden, dafs der Riickschluls von =%e— 822y - wyly—yty=0 auf
ad W7 A Ty T } i 3 . o
y -y - it e - () falsch ist u. 8. w* Dals dieser Riickschluls, wenn er gemacht wiirde,
£ . ] i‘
falsch wiire, sagt ja Newton in den oben angefithrten Stellen mutatis mutandis selber. Weilsen-
born giebt nicht an, wo Newton diesen Riickschlufs gemacht haben soll. In der Castillioneus-
schen Ausgabe der sMethodus fluxionume findet sich obiges Beispiel und obiger Schlufs nicht.
Wenn aber nicht Newton, sondern sonst wer jenen falschen Riickschluls macht, so durfte man
das nicht ,Newtons Verfahren® oder .Newtons Methode* nennen,*) Newton hilt seine Solutio
peculiaris fiir nichts weniger als eine allgemeine Methode. Das erste Beispiel zn seiner all-
gemeinen Methode der Integration einer IFluxionsgleichung mit gemischten Gliedern steht 8. 71,
Opuscnla I, und lautet: @ — Sww - yx - .'J'.'.".;‘—I--.r‘_ff;;.'—_.l;r-_ 0, und Newton findet y —o—a*
1 ] e 1 :

5t f—'"‘"'f TR~ " . & w. in inf., aber keineswegs -
53 ] b i)

Die »Solutio peeuliarisc hat keine andere Bedeutung, als die eines vorliufigen Versuches,
durch einfache Umkehrung der Fluxionsregel eine Integrationsregel zu gewinnen. Newton findet
gelbst sofort, dals diese Regel unzureichend ist, und giebt sich deshalb nicht weiter mit ihr ab:
ssiquidem hoc pacto problema non semper solvi potest.e

b, mty

] W | L
T R

ok

— ‘}’a:[l

Das Gesetz der Homogeneitdt der Fluxionsgleichungen.

Gleich hinter der »Solutio peculiarise, in der »Pracparatio in solutionem (gene-
ralem)« findet sich eine Stelle, die fiir die Beurteilung der Fluxionen im Sinne Newtons von
grifster Wichtigkeit ist. Diese Praeparatio dreht sich um den Gedanken: Cum peculiaris supra
tradita solutio adhiberi nequit, semper aequationes hac forma donandae sunt, dals aus ihnen das
Fluxionsverhiltnis  : & oder, bei mehreren Fluenten, die Verhiiltnisse aller Fluxionen in Beziehung
auf eine beliebige unter ihnen als Einheit betrachtete Fluxion (y:z; 2 :a; " :x) als algebraische
Funktionen der Fluenten dargestellt werden kinnen. FEine Konsequenz dieses Gedankens ist
os, dals, wenn nur eine Fluxionsgleichung gegeben ist, darin auch nur zwei Fluenten mit ihren
Fluxionen vorkommen diirfen, sofern die Relation zwischen den Fluenten bestimmt sein soll.

*) Darum kann gerade dieses Beispiel nnmoglich als Beweisgrund fir die Schiiisse dienen, die Cantor
(a. m, O, IL, 5, 166) deran kniipft hinsichilich des Umfangs der Umarbeitung der :Methodus fluxionume« durch
Newton nach dem Jabre 1700, — Eher liefse sich das von uns 8. 24 mitgeteilte sExemplum II< zu Problem I
(Opuse. I, 8, b8) in diesem Sinne ausbenten.
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Denn das Problem der partiellen Differentialgleichungen hat Newton in seiner »Methodus
fluxionume« nirgends gestreift  Wenn Weilsenborn (a a. 0. 8 39) meint, der Fall einer
Fluxionsgleichung mit mehr als zwei Fluxionen enthalte das Problem der partiellen Differential-
gleichungen, so ist das ein Irrtom. Gelangt Newton auf irgend eine Weise zu einer Gleichung
zwischen mehr als zwei Fluxionen, so sind nach seiner Anschauungsweise zugleich so viele
neue Gleichungen zwischen denselben Fluxionen zu fingieren, als nitig sind, um das Verhiiltnis
einer jeden Fluoxion zu einundderselben an sich beliebigen unter ihnen, der als Einheit, als
fluxio temporis betrachteten Fluxion zu bestimmen. Aus diesen Grundgedanken folgt nun aber, dafs
jede Floxionsgleichung nach den Fluxionen homogen sein mufs. Newton erschwert das Ver-
stiindnis dieser Notwendigkeit dadurch, dals er sie gleich am Anfange seiner Darlegungen unvermittelt
in Form einer kategorisch-dogmatischen Belehrung ansspricht, deren Sinn er zwar an Beispielen
erlintert, fiir die er aber die tieferen Griinde fiir sich behiilt. Die Folge davon sind Mifs-
verstindnisse und irrtiimliche Meinungen iiber seine Grundgedanken, die, irgend einmal irgend-
wo gedruekt, dann auch in geschichtliche Werke ersten Ranges Eingang finden, wie wir bald
sehen werden,

Newton beginnt die»Praeparatio in solutioneme mit den Worten: »Principio animad-
vertendum est, quod in proposita aequatione symbola fluxionum (sunt enim quantitaies diversi
generis ab s, quarwm fluriones sunt) in singulis terminis ascenders debent ad aeque altas dimen-
siones: si quando autem res aliter se habet, assumenda pro unitate est aliqua fluxio eujusvis
fluentis quantitatis, et per eam termini minus alti sunt multiplicandi toties quoties opus est, ut
symbola fluxionum perveniant ad eundem dimensionum numerum in ommnibus terminis. — Sit

asquatio @ -~ way —axx =0, pro unitate accipienda est fluxio z tertiae cujuslibet quantitatis

fluentis x, et per eam primus terminusa semel, ultimus autem exx bis multiplicati concipiendi

sunt, ut fluxiones in iis ad tot dimensiones ascendant, ad quot in secundo termino zxy, non
secus ac si proposita aequatio deducta fuisset ab hac e ”_4; ~axxyy=>0, fingendo »= 1.

Hierzn heifst es bei Cantor (a a. 0. I, 8 165) im Anschlufs an Weilsenborn
(a.a.0.8.33): ,Hine grofse Unklarheit (?) steckt auch in der Bemerkung Newtons, die ge-
gobene Fluxionsgleichung miisse nach den auftretenden Fluxionen homogen sein, und wenn das
nicht von selbst der Fall sei, miisse man Fluxionen einer weiteren Grilse als Faktoren hinzu-
denken und diese als Einheiten betrachten® — ,Was soll, hat man ganz richtig gefragt, dieses #,
was soll 2 selbst bedeuten ?* n.s.w. Und bei Weilsenborn heilst es: ,Es folgt nun eine Stelle, in der
Newton sich so unklar(?) ausspricht, dals es sehr schwierig ist, ihn zu verstehen* u, s w.;
die weiteren Ausfiihrungen Weilsenborms lassen es zweifelhaft erscheinen, ob dem Verfasser
das Verstiindnis Newtons aufoegangen ist. Bei der hervorragenden Bedeutung des Cantorschen
Werkes und gegeniiber der Thatsache, dals auch die Arbeit Weilsenborns vielfach als Quelle
angefiihrt wird, verlohnt es sich der Miihe, die Frage nach der Homogeneitiit der Fluxionsgleichungen
von Grund aus zu untersuchen. ILeider ist hierzu an dieser Stelle kein Raum tibrig. Trotzdem
muls ich mit einigen Worten darauf singehen

Die mathematisehe Definition der Fluxionen, d. h. diejenige Bestimmung, durch
die allein die Fluxionen die Fihigkeit erlangen, mit algebraischen Zeichen belegt und in
algebraische Gleichungen aufgenommen zu werden, liegt darin (vergl S. 28), dals es endliche
Grilsen (irgend einer unter sich gleichen Art) sind, die sich zu einander wie die entsprechenden
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Momente, d. h. wie die unendlich kleinen Grifsen zu einander verhalten, um die die zusammen-
gehrigen Werte x, 3, %, u der Fluenten in einem und demselben unendlich kleinen Zeitintervall o
wachsen bez. abnehmen. Also hat eine Fluxion allein ebensowenig einen absoluten Wert wie
irgend ein Moment; also hat es keinen Sinn, nach dem Werte einer Fluxion zu fragen. Es
kann immer nur nach dem Verhilinis zweier Fluxionen zu einander gefragt werden. Die
Fluxionsgleichungen haben eben die Bestimmung, die Verhiltniszahlen der Fluxionem unter-
einander zu ergeben, Diese Bestimmung kimnen sie nur erfiillen, wenn sie den Fluxionen nach

homogen sind. Wollte man die Gleichung y=—ua 80 ibersetzen: die Fluxion von y ist gleich der

Liinge x, so spriiche man einen Unsinn aus. Die Gleichung y =g hat nur diesen Sinn: die
Fluxion y ist von einer anderen als Einheit betrachteten Fluxion dasselbe Vielfache oder der-
selbe Bruch wie die Liinge a von einer anderen als Einheit betrachteten Linge. Wenn man
diesen Gedanken in der Sprache der Analysis formuliert durch y=m, so ist diese Ausdrucks-
weise eben eine mangelbhafte; man miifste schreiben y1x=mx:e, WO v eine an sich beliebige, aber
als Einheit, als Grundlage der Vergleichung der Fluxionen wihrend der ganzen Rechnung fest-
zuhaltende Fluxion, und ¢ eine an sich beliebige, aber wiihrend der ganzen Rechnung als Grund-
lage der Vergleichung aller Liingen festzubaltende Lénge ist. Zwischen @ und » kann die Be-
ziechung w=ax-1-a gelten, dann ist o=z, alsoy:x=uzx:e Eine vollkommen konsequente
algebraisch - analytische Zeichensprache diirfte {iberhaupt auf keine anderen als homogene
Gleichungen fiihren, homogen nach jeder Grilsenart, die in der Gleichung vorkommt, d. h, man
diirfte das Zeichen 1 in keiner anderen Bedeutung gebrauchen als der, dals es anzeigt, irgend
zwei Grilsen einundderselben Art sind einander gleich; man diirfte es aber nicht fiir die
Grifsen selbst setzen, mit denen man andere Grilsen vergleicht oder milst, so dals es in einer
und derselben Gleichung die verschiedensten Dinge: Zahlkoeffizient, Strecke, Fliche, Zeit, Kraft,
Masse, Geschwindigkeit 1. s. w. u. 8. w, bedeuten kann.

Wird an der Euklidischen Erklirung: Zwei Grolsen, die ein Verhiltnis zu einander
bilden sollen, miissen homogen, d. h. so beschaffen sein, dals irgend ein Vielfaches der einen
die andere iibertreffen kann, festgehalten, so kann die angewandte Analysis {iberhaupt nur auf
homogene Gleichungen fiihren, d. h. jede Gleichung, die eine mogliche Beziehung zwischen
Grifsen ausdriickt, wird homogen nach allen in ihr vorkommenden Grifsenarten. Dieses Gesetz
der Homogeneitiit aller Gleichungen und aller Ansiitze der angewandten Rechenkunst ist so all-
gemeingiltig, dals selbst der Quartaner es befolgen mufs. Der Ansatz zur Liosung einer Auf-
grbegad ..
[‘.,:'}-f.!-mr.'. S
gleicher oder verschiedener Art und = die gesuchte Grifse andeuten. Der Ansatz ist sicher
falsch, wenn nicht beide Ausdriicke iiber und unter dem Bruchstrich nach allen in ihnen vor-
kommenden Grifsenarten homogen sind. Die Priifung, ob der Ansatz homogen ist, wird erschwert,
wenn eine oder mehrere der Grifsen a, b... die Einheit der betreffenden Grolsenart bilden,
also mit 1 bezeichnet werden, bez. als Faktoren unbezeichnet bleiben.

Wo Gleichungen der angewandten Analysis nicht eine homogene Form haben, da miissen
sie homogen gedacht werden, oder sie stellen einen Unsinn dar. Ist M eine Btrecke und @
eine Grifse anderer Art, z. B. eine Belastung, und schreibt jemand M = @, so bedeutet das
nicht den Unsinn: eine Strecke ist gleich einem Gewicht; sondern es ist der bis aufs iiufserste

gabe der zusammengesetzten Schlulsrechnung hat die Form oo oyWOrin a, b... Grilzsen
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abgekiirzte Aunsdruck fir folgenden Gedanken: Strecke 3 ist aus einer anderen nicht weiter
bezeichneten Strecke, und Belastung @ aus einer anderen nicht weiter bezeichneten Belastung
in gleicher Weise gebildet, wie einunddieselbe nicht weiter bezeichnete Zahl aus 1. — Werden
die Einheiten von M und ¢ mit m und g bezeichnet, so driickt sich derselbe Gedanke
priiciser aus durch M :m = @ : g, oder durch die homogene Gleichung Mg = Qm. — Wiire
die Beziehung zwischen 3f und Q dargestellt durch M 4 @ = 3, so miilste einer, der die
Gleichung versteht, eine lingere Reihe von Begriffen und Beziehungen dahinter lesen. Zuerst
eine Einheit von M und eine Einheit der Griilsenart Q; sie migen m und ¢ heilsen. Dann eine
Zahl g, die aus 1 so gebildet ist, wie M aus m; und eine Zahl y, die aus 1 so gebildet ist, wie
) aus g, dann sagt obige Gleichung aus, dals u -y =3 ist. Schreibt man jene Gleichung
)

aber — 3, und macht Gebranch von Vietas grofsem Gedanken, mit den Grilsen-

it i
gymbolen wie mit Zahlen zu operieren, so folgt die homogene Gleichung Mg - Qm = 3my.
— Oder wiire eine DBeziehung zwischen einer Strecke M und einer Belastang § darge-
MY @

. - 1'!
stellt durch die Gleichung M2 Q 4~ M.Q3 = 1, so ist ihr wahrer Binn dieser ——--) .

" q

M (0N _ ) , :
?-*--( J) — 1, worans die nach Strecken und Belastungen homogene Gleichung M®-Qg?
BRI

—+ Mm-Q® = m#q® hervorgeht.

Wir halten daher Newtons Hinweis darauf, dafs die Fluxionsgleichungen nach den
Fluxionen homogen sein miissen, nicht fiir eine »Unklarheite, sondern filr eine selbstverstindliche
Folge des Begriffes der Fluxionen als Grifsen, die nur untereinander vergleichbar sind, aber
nicht an der Einheit der Fluenten gemessen werden kimnen. Keine folgerichtige Bildung eines
Ansatzes einer Aufgabe, in der Fluenten und Fluxionen vorkommen, kann, wenn alle ver-
schiedenen Fluenten und Fluxionen mit unterscheidenden Zeichen belegt werden, auf die
Gleichung x --- xzy — awx = 0 fithren. Diese Gleichung ist entweder ein Unding, oder sie
zeigt an, dafs bei ihrer Bildung die Inkonsequenz begangen worden ist, den Einheiten ver-
schiedener Griifsenarten einerlei Zeichen 1 zu geben, bez. sie ganz wegzulassen. Nehmen wir an,
x und y wiiren rechtw. Koordinaten, o ein Kurvenparameter, die Streckeneinheit sei s, die Einheit
der Fluxionen z (sie kann zuniichst nicht x oder y sein, weil diese Fluxionen bereits anders
als durch 1 bezeichnet sind und die Gleichung nach = und ;} nicht homogen ist), dann ist

x €T r f,ll r RE R

der wahre arithmetische Sinn der Gleichung dieser: —-+-— .+~ +-——.—.—=1(, woraus nach
-~ [ . -~

14 [ &

Vieta folgt e*xy | e®ray — axwsy — 0. Indem nun Newton die Konsequenz in der
Bezeichnung mur fiir die Fluxionen, micht fir die Fluenten durchftibrt, d. h. e =1 setat,

erhillt er 2z L zay — arzrz = 0. Wenn daher Weilsenborn dieses Verfahren Newtons
cinen ,Kunstgriff nennt und sagt: ,Es braucht wohl kaum erwiihnt zu werden, dals hier jeder
.Sinn aufhirt®, so kann ich dieses Urteil nicht teilen. Die Frage Cantors aber: ,Was soll dieses
was soll x selbst bedeuten?” ist nach allem, was iiber Gleichungen zwischen drei und mehr
Fluenten bereits gesagt ist, erledigt. Sonst kann man die Antwort auch aus der Art entnehmen,
wie Newton solche Gleichungen integriert. Es heilst in der »Solutio casus Il s (Opusc. I, B, 83);
sStatim nos extricabimus a problemate solvendo, quando aequatio continet tres vel etiam plures

i}
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quantitatum fluxiones. Nam ad id sufficit quamlibet relationem inter binas supponere, eum haec
relatio a staitn quaestionis non determinatur, et hinc deduci potest relatio, quae est inter earnm
fluxiones, ita ut exterminari possit alterutra cum fluxione sua. Quamobrem, si trium quanti-
tatum fluxiones adsunt, una aequatio assumenda est; duae aequationes, si quatuor insunt
fluxiones; atque ita porro; sfe uf aequativ proposita tandem in aliom transformetur, in gt sint
duae fluriones tantummodo, Tunc autem aequatio haec resolvenda est ut supra et sic detegentur
relationes aliarum quantitatum. — Sit proposita 22 — 2 - 2y = 0. Ut obtineam relationem
quantilatum @, y et , fingo relationem quamlibet inter duas ex ipsise (z =y, aut 2y=a-x,
sive @ — yy, ete) >Sumamus r = yy et, quod hine conficitur, 2 = 2 yy. lgitur aequatio pro-
posita mutatur in 4yy — z - yyy = 0, et hine educitur relatio inter y of =, id est 2y — #

; : i ; 1. 3% L e : :
- .l; y* = 0: Restitue 2 et invenies 22 | g =# Ergo ex infinitis modis, quibus =, y et z,
altera ad alteram, possunt referri, wnus invenfus fuit, qui exponitur per has aeguationes
. 1 4
a=yy; 2yy -+ 7 y' =z; et 21 gL = s

Wie Weilsenborn (a. a. 0. 8. 39) sagen kann, dieser Casus ITI sei identisch mit dem
Problem der partiellen Differentialgleichungen, ist mir unverstindlich, Nicht um eine Funktion
mehrerer unabhiingigen Variabelen handelt es sich hier, sondern um mehrere Funktionen
einundderselben unabhiingigen Variabelen. Dals Newton nur den letzteren Fall im Auge hatte,
konnte er, da der Begriff der ,Funktion* damals noch des sprachlichen Ausdrucks entbehrte,
deutlicher nicht sagen. Weilsenborn giebt in seiner Darstellung das Ergebnis der New tonschen

Integration in einer Form, in der es bei Newton nicht steht, nimlich 2 - 7@y = x und

sagt dann: , Dafs dieses Resultat ein unrichtiges ist, davon iiberzeugt man sich leicht durch
die Probe. Aber das Gegenteil ist wahr. Die Probe beweist die Richtigkeit dieses Resultates.

1 i I e e
Denn wenn 221 XY =&, SO ist I} 20—z 3 o= 0; folgl. 2) 200 —= ”!_f’f Ty —-:—_—a-y_{' 0;
aber wegen x = yy ist @ = 2 ;,.-51,-: folgl. 1 yr = 1-- ;;-EW;J = 2 y“g;r = :3— .:y folgl. s :m,'.' = ! z,r;'
= o g 3 R & gl i 3

Jhlos; ALiasd Ak

=g T I g @y = ay; also geht (2) diber in 20 —» oy — 0, was zu beweisen war. Weilsen-
born verwechselt die relatio quaelibet (hier @ = »%), durch die Newton das unbestimmte
Problem zu einem bestimmten macht, wohl mit dem Begriff der ,willkiirlichen Funktion* bei
Integration partieller Differentialgleichungen, und kommt dadurch zu seinem schiefen Urteil. *) —
Newton giebt zu Casus III nur dieses eine Beispiel, withrend er dem Casus I, Gleichungen von
der Form y = Jaz%z bez. » — ShyPy, 4 Seiten; dem Casus II, Gleichungen von der Form

*) Die Auffassung, die Fluxionsgleichungen mit melir als zwei Flienten seien die he
Differentialgleichungen, ist aus Weifsenborn in Cantor's Geschichte der Mathe
veranlalst Cantor (a. a. O. 111, S, 166) zu dem Urteil: o Newton weils mit vo
lichen gich nicht zu helfen und setzt deshalb (?) diese ihm unbequemens (
dingungen in ein Abhiingigkeitsverhiiltnis von einander.® — Einsy

utigen partiellen
matik iibergegangen und
n einander unabhiingigen Verinder-
sriifsen durch hinzugenommene Be-
m Newton gegeniiber striubt sich mein Gefahl
dagegen, ein solches Urteil als eitie unvermeidliche Konsequenz seiner Behandlung des Casvs TII der Fluvions
gleichungen anzuerkennen.

s —
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y= Zax®yPx, aber 12 Seiten widmet. Und er wihlt die relatio quuelibet = = yy =0, dals die

entstehende Gleichung 4 4y — % —— yyy = 0 nur reine Glieder enthiilt, die Solutio peculiaris also
L B 1 = Wy I

anwendbar und die Entwickelung in Reihen entbehrlich wird.

Uber die Bedeutung won x und z in der ans & - xxy — azxz=0 entstandenen Gleichung
#z - xey — axtix = 0 kann nun kein Zweifel mehr gein. Man hat sich zn sagen: Da
@ - way — axe = 0 nicht homogen ist, so steckt darin noch eine dritte Fluxion, die mit 1 be-

seichnet ist und deshalb nicht zum Ausdruck kommt. Giebt man ihr das Zoichen 7 und falst

@ und y auf als z:z und y: % so erhilt man die homogene Form der Gleichung. Dieselbe ist
der unvollstindige Ausdruck eines Problems zwischen zwei Variabelen (relatae), die als
Funktionen einer und derselben dritten Variabelen (correlata) x aufzufassen sind. S0 lange
nicht noch eine Gleichung zwischen = nund 2 oder y und » gegeben ist, sind die Abhiingig-
keiten zwischen y und #, sowie zwischen o und » micht bestimmt. Eine dieser Abhiingigkeiton
kann willkiirlich fingiert und so »ex infinitis modis« ein beliebiger Modus herausgegriffen werden,

Newton schreibt auch zahlreiche Beispiele zu Casus IL so, dafs er die Fluxion der

quantitas correlata unbezeichnet lifet (d. h. mit 1 bezeichnet denkt); z. B. y Vidy - Vay
e - : e W T . £ Al .
— 2,2 L oF2 anstatt y = 2y =" ¢ -2 (0p. 1, 8. 82) Nachdem er aber die Notwendig-

keit der Homogeneitit der Fluxionsgleichungen ausdriicklich betont hat, ist scine Inkonsequenz
in der Bezeichnung ohne Bedeutung. Dagegen vermisse ich die Aufklirung tiber eine andere
weder von Canter noch von Weilsenborn beriihrte Frage.

Die direkte Operation, der Ubergang von der Flnentengleichung znr Fluxionsgleichung,
fiihrt nicht nur auf homogene, sondern auch auf nur lineare Formen. Da nun die inverse
Operation, der Ubergang von einer Fluxionsgleichung zur Fluentengleichung, die Bestitizung ihrer
Richtigkeit immer erst durch die Probe, durch Riickerzengung der gegebenen Fluxionsgleichung
aus der aufgestellten Fluentengleichung auf Grund des Fluxionstheorems erhalten kann und
dieses Theorem nur auf lineare Fluxionsgleichungen fithrt, so entsteht die Frage: wie denkt sich

| ayx — axwxzz=0 entstanden, die doch

Newton die Gleichung T -~ ..-'.-r':'-,r - axe = (. bez
nicht linear ist? Sehwebte ihm iiberhanpt eine bestimmte Entstehungsart nicht linearer Fluxions-
eleichungen vor, oder ist es auch einem Newton passiert, dafls er ither den Symbolen die Sache
vergals und in ein Spiel mit leeren Formeln verfiel? Wie denkt er sich die Gleichung

yy =ay + xrxx entstanden, die er (8 64), x als Fluxionseinheit betrachtend, umformt in

(4)

lichen Reihen:

" =
7 e il s o o ; . 5
— [’l ] — 29 und deren zwei Wurzeln - =+ V T TEe entwickelt in die unend-
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um hieraus (8. 66) anf Grund der Regel: ,aus ax wird — L xr zu schliefzen:
o
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Man kann natiirlich auch diesem Verfahren eine Deutung geben. Man denke
sich zwei Funktionen y und « von «. Sei y = f(x), =g (x). Dann erhiilt man
y=pax, md =gz, Wwo p und g Funktionen von x sind; also ist
y—pr=0 und % — gz = 0; daber auch (y — px) (3 — gx) = 0
oder yx — pxx — gyx - pgaax = 0. Diese Gleichung kénnte man
betrachten als die gleichzeitige Fluxionsgleichung zweier Relationen
y = f(x) und % = p(x). Begeht man nun die Inkonsequenz in der
Bezeichnung, fiir f(x) und @(x) einerlei Zeichen y zu setzen, so geht obige Gleichung iiber in

yy = (p-+q) yz — pgra, die in der Form mit dem Newtonschen Beispiele yy = ay - xxaxr
iibereinstimmt, ebenso wie yz — pzz — qya - pgrr = 0 mit xz — iy — arrrs = 0. —
Dachte sich aber Newton die Sache so? Er schweigt hieriiber.

Die willkiirlichen Konstanten der Fluenten.

Jede Fluente einer Fluxionsgleichung und jede Fluente einer Fluenten-
gleichung, die aus einer gegebenen Fluxionsgleichung gewonnen ist, darf um eine
willkiirliche Konstante vermehrt oder vermindert werden. Von diesem Satze, den man
freilich in obiger expliciter Fassung in Newtons Schriften nicht findet, macht Newton bei seinen
Umformungen gleichwohl vielfach Gebrauch. Um z B. die Gleichune y =— —-x zu integrieren,

=] L=l = 1 (=] ?
setzt Newton (Opuse. I, 8.68) b 4~ o anstatt = (nicht etwa b 4 » anstatt 2, und = anstatt o)
?} 1 (1 72 . [ H axd

1 erhilt I= = ete I daraus il sl
und erhiilt - =— = — s ele, und darans y = ——= — T
Rl s T E T 4 b 5hh
r;'.}'3 r.r.-"“ 5 : o 5 . & . r .
TR T A ete.®) Die SBtelle, in der er dies im Anschluls an seine demonstratio zu
o " ;

Problem II rechtfertigt (vergl. 8. 35), erscheint mir zu charakteristisch und wichtig, als dals ich
gie hier nicht vollstindig fixieren sollte.

»In aequationum reductione adhibeo operationem, cujus rationem afferendam censeo; ea
consistit I alicujus fluentis quantitatis transmutatione per ejus conmexionem cum data fuan-
titate. Sint 4B atque ae duae rectae utrimque in infinitum protensae, per quas ferantur duae

A B C B res mobiles, ant duo puncta, quae eodém

lempore pervenisse concipiantur in loca A et q,
< Beth, Ceot e, Det d ete., et mobilis, quod
% b 4 d 2 fertur per AF, distantia a puncto B illius

motum ita metiatur, ut — B4, + BC, - BD,

-~ BI suecessive et quando mobile est in locis 4, ¢, D, E, sinl fluentes quantitates, Pariter

sit b simile punctum in altera linea, Tunc igitur — BA et —ba erunt duae contemporaneae fluenies,

" Cantor (a. & 0. I, B 166) sagt mit Bezag hieranf:

scheint er (Newton) nicht gedacht zm haben, — Wie%! [st die

Rechtfertipumg jener scheinbaren Willkiir, dafs sie
Creiste herausfordert?

wAn eine Rechtfertipung dieser Willkiir (7)
oben folgende citierts Stells nicht eine solche
— dibrem Inbalte nach — die Bewunderung: vor Newtons

—_—




ut etiam - BOC et |- be, - BD et 4 bd, | BE et |- be, ete. Jam si punectis B et b substituantur
puncta 4 et ¢, ad quae, velut quiescentia, referantur motus, tunc 0 et —ea, - AB ot —eb, - AC
et 0, - 4D et - ed, |+ 48 et | ¢¢ erunt contemporancae fluentes quantitates, Quocirea mufatae
guidem sunt fluenfes quantitates additione et subductione datarum quantitatum AB et ae, sed
in iis mutatae nen fuerunt meque motuum celevitates neque mulua fluxionum velatio. Partes
enim eodem tempore genitwe AB et ab, BC el be, 0D ef od, DE ef de sunt ejusdem longitudinis
in utraque hypothesi. Fodem pacto in aequationibus has quantitates exponentibus contemporanene
quantitatum partes non itdeo mutanlur, qguic absolute earum magnitudo aliqua date quaniitate
ategetur vel menuiiur. Hine patet propositum; etenim eo fantum tendit problema, ut determinentur
contemporaneae partes aut differentine absolutarum quantifatum w, x, y aut 2, deseriptae data
fluendi rafione. Nihil autem interest cujusnam absolutae magnitudinis sint hae quantitates, dummodo
earum contemporaneas vel correspondentes dijfferentiae conveniant cum proposita fluxionum
relatione,

Hujus rei ratio tradi etiam sic algebraice potest. Proposita sit aequatio y = yaa, et
suppone x=1-}-x, igitur per probl. L = (uapropter pro y = yxx scribere licet ;;:_u.}-
-1 yxx (Newton schreibt nicht g_;'=_a;(| - P _a,f.-‘.'-; ya r Nunc quia =, liquet, quod
tametsi quantitates = et + non sint ejusdem longitudinis, attamen aequaliter fluant respective ad y,
et habent aequales una genitas partes. Quidni igitur repraesentem eodem symbolo quantitates,
quarnm ratio fluendi eadem est, et ad determinandas earnm contemporaneas differentias quidni
seribam y == yar - yza pro y = yrx.« — Wieder eine kleine Newtonsche Inkonsequenz in der
Bezeichnung, Warum mochte er nicht schreiben y = yax = yx - yzz, da doch einmal = — 1
-+ und daher wohl 2 = %, aber nicht @ = x ist? Demum manifesto apparet, quomodo inveniri
possint partes contemporaneae ex aequatione fluentes involvente. — Sie adsit aequatio y = I—--- x ot

re

o 1 ! s | ’ ; ; : 1
cum =2, 8sit y=2=; at com =23, tunc y= .-%,{. Igitur, dum =z fluit ex 2 in 3, y fluit ex 2

5
i : 5 A T
in 3, quapropter partes eodem tempore descriptae sunt 3—2=1 et 3; —25 = o
. o r=
His tanquam dieendoram fundamentis substratis ad magis peculiaria problemata descen-
dam.c Damit beschlielst Newton sein Problem IT. Uns sind diese Ausfilbrungen deshalb so

bemerkenswert, weil sie in vieler Hinsicht, insbesondere aber in den scorrespondentes differentiae
anstatt der »contemporaneae differentiae« oder spartesc< eine auoffillige Anniherung an die
Leibnizische Grundaunffassung verraten.

Schlufsbhemerkung.

Mit einem abschliefsenden Urteile iiber Newtons Analysis stetig veriinderlicher Griifsen
halte ich hier zuriick, weil die Darlegung der Anwendungen seiner methodus fluxionum sowie
die daranf beziiglichen Ausfilbrungen in seinen ibrigen Schriften hier nicht Platz finden kinnen.
Noch viel weniger kann daher hier ein Urteil {iber die Leibnizische Begriindung der Infini-
tesimalrechnung motiviert werden. Was aber das Verhilinis zwischen Newtonscher und
Leibnizischer Darstellung anlangt, so geht mein Urteil dahin, dafs ich den Leibnizischen
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mathematischen Entwickelungen mit mehr intellektuellem Behagen folgen kann als denen von
Newton. Dies bernht zum grofsen Teile auf dem Unterschiede in der Handhabung der Sym-
bole. Wo Leibniz alle Sorgfalt darauf verwendet, dafs die gebrauchten Zeichen dem Leser
auch den ganzen Sinn der Begriffe und ibrer gegenseitigen Beziehungen jeden Augenblick vor
Augen fithren, gewinnt man bei Newton mehr wie einmal den Eindruck, als ob er geflissent-
lich Dinge, die er selbst fiir sich klar unterscheidet, dem Leser gegeniiber durch schwankende
Bedeutnng der Symbole verschleiere. Eben darum treten in der Leibnizischen Sprache alle
der Analysis stetiger Veriinderungen immanenten Schwierigkeiten deutlich heraus, wiihrend sie
von Newton verhiillt, aber keineswegs beseitigt werden. Mathematische Kunstgriffe, Wendungen
und Hilfsvorstellungen, die die Aufgabe haben, im entscheidenden Schritte des logischen Ge-
dankenganges iiber vorhandene Schwierigheiten hinwegzutiiuschen, finden sich bei Leibniz
nicht. Keine Fluxionen ohne Momente! Der Begriff der Fluxionen hat erst in dem der Mo-
mente seine Stiitze. Warum dann nicht die Fluxionen ganz bei Seite lassen und direkt mit
Momenten rechnen?! Dies thut Leibniz, Seine Differenzen sind dasselbe wie die Newton-
schen Momente. HEs giebt Grilsen von solcher Kleinheit, dafz die Ratio irgend ecines Viel-
fachen einer solchen Grilse zu irgend einer moch so kleinen gegebenen endlichen Grifse der-
selben Art durch keine noch so kleine Bruchzahl angebbar ist, dals sie aber gleichwohl unter-
einander alle Fahlenverhiilinisse bilden kiinnen; noch mehr: es giebt innerhalb einer jeden
Grifsenart unendlich viele Grialsenstufen, derart, dals die Ratio einer Grilse der cinen
Stufe zo einer Grilse der unmittelbar folgenden oder unmittelbar vorangehenden Stufe durch
keine andere Zahl als 0 oder oo dargestellt werden kann, willivend die Verhiltnisse von Grilsen
einer und derselben Stufe alle Zahlen durchlaufen. Das ist der Grundgedanke der Leibnizischen
Infinitesimalrechnungz. Und Leibniz, weit entfernt davon, einmal vorhandene logische Schwierig-
keiten zu verhiillen, giebt seinem Grundgedanken Ausdruck in paradoxen Formen: Ruhe ist
Bewegung, und Bewegung Rube, Gleichheit ist Ungleichheit, und Ungleichheit ist Gleichheit,
o+ dr=gx und gleichwohl d: eine Grilse; d. h. Ruhe ist unendlich kleine Bewegung, und Be-
wegnng ist von der Ruhe nur der Griélse nach, nicht der Art nach verschieden. Gleiche Grilsen
cines Kontinuums unterscheiden sich noch durch Unendlichkleines, und Gréfsen, die sich durch

rt+dr =z

Unendlichkleines unterscheiden, sind einander gleich zn setzen. & -Fde =z, weil —
' o

. o & . ; « e & A 2
L= =1-L0=1 ist, .8 w., wo O nicht die absolute Null, sondern die “ahl ist, die sich zu

i =
1 verhiilt, wie ein Unendlichkleines zu einem Endlichen, also etwa wie der Abstand einer Kurve
von der Asymptote in unendlich fernen Punkten zu einer endlichen Liinge; oder 0 ist die Zahl,
die wir heute bezeichnen mit [.’x’m i-] iz Diese Paradoxa sind aber nicht willkiirliche
| ot
Fiktionen, sondern haben ihr »fundamentum in rec; in dem Verhiltnis des nur ansechan-
lich erfalsbaren, von der Mathematik als objektiv gegeben zn betrachtenden Kon-
tinuums zun unserem subjektiven, nur in distinkten Begriffen fortschreitenden
Denken. Alles Rechnen mit Grifsen verschiedener Stufen oder Ordnungen wird bei Leibniz
beherrscht von seiner » Lex nova homogeneorume, Jede Grofse irzend einer Stufe ist nur an
Grifsen derselben Stufe melsbar; gemessen an Grifsen anderer Stufen aber 0 oder co.  Daher
fallen aus jeder Gleichung, die zundechst Glieder verschiedener Grifsenstufen enthiilt, alle Glieder,

e —————
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die in Bezug auf andere Glieder derselben Gleichung von einer niederen Stufe sind, weg, wenn
man die Einheiten, an denen die Glieder der Gleichung gemessen werden, aus der dem Werto
nach hichsten in der Gleichung vorkommenden Grofsenstufe nimmt. Dementsprechend verlangt
die lex homogeneorum, dafs jede Endgleichung einer anlytischen Operation homogen sei micht nur
nach den Grilsenarten, sondern auch nach den Grifsenstufen.

Sehen wir zu, wie der Beweis des Newtonschen Fluxionstheorems nach Lieibnizischer

Methode verlaufen wiirde, bei Festhaltung Newtonscher Bezeichnung. Aus f(a,y%...) =0

und f(x - o, y - y0,...) = 0 wird auf rein arithmetischem Wege entwickelt:

a-(zo) b (g:ru] + e O e I l
1 —I— Tos |-Ir.-u|‘_|':‘ —k- ['fu'}(yl.!} B i
4 p - (o) - go(zo)(go) - . . - ...
I e S S e e
Jedes Glied der 2. 8. 4.... Zeile verhilt sich zu irgend einem Gliede der vorhergehenden Zeile

wie eine der Grifsen o, yo ... zu einer endlichen Grifse, x0, yo... verschwinden aber
gegeniiber jeder endlichen Griofse. Also verschwinden alle Glieder irgend emer Zoile
gegenitber den Gliedern der vorhergehenden Zeile; also bleibt, in Ubereinstimmuong mit dem
Gesetz der Homogeneitit

2) a (x0) -+ b(yo) 4+ e(xo) . . . =0 oder

a-dec +b-dy+te-dx 4+...=0
Das ist die Leibnizische Form der Fluxionsregel, nimlich die Momentengleichung oder Differen-
tialgleichung erster Ordnung.
Newton gewinnt (1) wie oben. Dann trennt er die zusammengehdrigen Faktoren
2 und o, y und o u. s. w. voneinander und schreibt:
el s
| T G |

.3) S I wxo® 'i- k J-__n'}l]i o T R ==

]

+ P o’ = r‘|r.r"2|r1|I o —I— .......

Nun wird durch o dividiert unter der stillschweigend gemachten Forderung
0:0=0; es folgt:
ax 4 by -1- i N
4] —',— .I"r..{‘.;'l} —}" erl'ﬂlfu I- voeowow =
+ px*o? - gatyo? +
Sehliefslich wird doch noch derselbe Schritt gemacht, den Lieibniz unmittelbar nach (1) machte:
»Cum autem finxerimus o quantitatem infinite parvam, ut exponere posset quantitatum momenta,
termini in eam ducti pro nihilo possunt haberi cum aliis collati, @os igitur negligo, et superest
) ax - by—+ex-t...=0.
Das ist die Newtonsche Fluxionsgleichung.
Nach meinem Ermessen steht die Leibnizische Gedankenfolge, die die kiinstlichen
Fwischenglieder (3) und (4) nicht nitig hat, hoch iiber der Newtons.




Weilsenborn a. a. 0. 8. 28 und 38) erklirt, Newton habe seine Fundamentalregel ohne
Beweis aufgestellt, kommt aber wunderbarerweise gleichwohl zu dem Schlusse, die Fluxions-
rechnung zeichne sich vor der Differentialrechnung durch ihre  sichere Begriindung® aus.
Gerhardt (Die Entdeckung der htheren Analysis, Halle 1855) findet, dals Leibnizens simposanter Bau
auf nunsicherem Fundament ruht*, withrend ,die Fluxionsrechnung auf dem (?) naturgemiifsen
Wege ohne Beimischung anderer Hilfsmittel(?) entstanden® sei und sich einer ,festen Be-
grindung* und eines ,sicheren Fundaments® erfrene. Montuela (Histoire des mathématiques I,
B. 868) nennt die Auffassungsweise Newtons »bien plus lumineuses als die von Leibnis.
Derselben in allgemeinen Wendungen ausgesprochenen Meinung bin ich mit wenigen Aus-
nahmen fast {iberall in der mir zugingig gewesenen einschligicen Litteratur dieses und des
vorigen Jahrhunderts begegnet, habe freilich auch iiberall eine tiefere in den Zusammenhang
und Grond der hierbei in Frage kommenden Begriffe dringende Begriindung dieser Meinung
vermilst. Darum bedriickt es mich nicht, mit meinem oben angedeuteten entgegengesetzten Ur-
teile allen jenen Autoren gegeniiber als Hiiretiker zu erseheinen, Ich kann meine aus einem
kritischen Studium der Quellen gewonnene Uberzengung nicht verleugnen gegeniiber einer sich
aus einem Buche in das andere fortpflanzenden Meinung, die dem Leibnizischen Gesetz der
Kontinuitit zu wenig Beachtung schenkt und den Leibnizischen Gedanken der Homo-
geneitit der Differentialgleichungen nicht zn wiirdigen weils, wo nicht ganz ignoriert.

Nachsatz. — Einige Tage nach Beendigung der Drucklegung dieses Programms erhielt ich durch die
Freundlichkeit von Herrn Universititsprofessor Dr, Engel hier Kenntnic von den ,.Notes sur Vhistoire des
mathématiques, Par H,-G.-Zeuthent* (Extrait du Bulletin de U Aeadémie Royale des Seiences et des
Lettres de Danemark, Copenhague, pour annde 1595), — Ich ersehe aus ihnen, dafs H.-G.-Zenthen eine Reihe
von kritischen Bemerkungen Weilsenborns und Cantors ther Newton in demselben Sinne begprochen hat, in
dem auch ich sie (8. 30 L) habe beriihren milssen, Das dient mir zur Beruhigung. Denn eben weil dariiber kein
Zweifel gein' kann, dals alle sufmerksamen und kritizch vergleichenden Leser der betreffanden Schriften Newtons,
Weilsenborns und Cantors diber jene kritischen Bemerkungen zn eingm {ibercinstimmenden Urteile. kommen
miisaen, verursachte es mir ein stirendes nnd bis zu einem gewissen Grade hemmendes Gefiihl, mich allein in
offenem Widerspruche zu wissen geeniiber einigen Auwsfihrungen solcher Autoren, die gerade wegen der Zuverlisaig-
keit ihrer Angaben oft zu Rate gen werden.

Leipzig, den 15. Febr. 1896,
E. Tiseher.
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