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Uber die elektrische Verteilung auf der Reciprocitatsflache
eines Rotationsellipsoides

von Ernst Riedel.

Einleitung.

Zur Ansammlung elektrischer Massen dienen leitende Kdrper, welche mit isolierenden Hand-
haben versehen und mit einem isolierenden Medium, der Luft, umgeben sind. Hat ein solcher
Kirper — ein Konduktor — eine elektrische Fillung erfahren, so muss dieselbe, vermige der
Isolierung, darinnen bleiben und sich im Konduktor verfeilen. Je zwei elektrische Massenteilehen
der Ladung stossen nun einander ab, und aus diesem Grunde breitet sich die vorhandene Elektri-
citiit nur auf der Oberfliche des Konduktors ans, withrend das Innere giinzlich frei bleibt. Darin
liegt anch weiter der Grund, dass man in der Praxis nur hohle Konduktoren verwendet und beim
Studium von Verteilungsfragen, an der Hand der Rechnung, nur Oberflichen einfiithrt. Auf einem
kugelfirmigen Konduktor geschieht die elektrische Verteilung allseifig gleichmiissig, jede Ab-
weichung aber von der Kugelgestalt zieht Unregelmissigkeiten in der Beleung nach sich; es
dringt sich ndmlich die eingeschlossene Elektricititsmenge den am stiirksten gelviimmten Gegen-
den des Konduktors zu, und an etwaigen Kanfen und Spitzen desselben ist sogar ein Ausbrechen
der Elektricitit nicht ausgeschlossen. FEine weitere Anderung in der Anordnung der Elektricitiit
tritt ein, wenn man den Konduktor nach der Ladung nicht sich selbst dberlisst, sondern ihn
dem Einflusse eines in der Nihe befindlichen elektrischen Massenpunktes aussetat.

Mit der Abweichung von der Kugelgestalt fir den Konduktor wiichst auch die Schwierigkeit
in der mathematischen Behandlung elektrostatischer Fragen, und in einzelnen Fillen haben sogar
erst mathematische Hilfsmittel geschaffen werden miissen, In der jetst folgenden Betrachtung
iiber die Verteilung der Elektricitit anf der Reeiprocitiitsfliche eines Rotationsellipsoids werden
wir an der Hand der sogenannten ,Kugelfunktionen®, welche von Legendre eingefiihrt und von
Laplace weiter ausgebaut wurden, zum gewinschten Ziele gelangen.




Das Rotationsellipsoid.
Die um den Koordinatenanfang M beschrichenen Halbkreise, mit den Radien e und 5,
sehliessen eine Halbellipse mit den Halbachsen ¢ und @ ein; zu einem beliehigen Radins MA,
. mit dem Neigungswinkel & gegen die Z-Achse, findet man als

5 B Sehnittpunkt der durch A und B zu den Achsen gezogenen Pa-
A rallelen einen Punkt P dieser Halbellipse. Die Koordinaten von
[ P sind & = a.cos & und 7, = f.sin # und sie befriedigen, wie ver-
e | 8 langt, die Gleichung:
7\ (B + ()=
M = Um alle Punkte dieser Halbellipse darzustellen vaviiert &
/ von 0 bis s, Wir setzen e¢=—a.p, wobei a die lineare Excen-
ig) tricitit der Ellipse, und finden aus §*= e*- - a2 die Beziehung,
=5 (4] dass 8 =a}/p*—1. Dadurch wird:
_/ Ei=a.p-cosd n, 5 —=a) 0 — 1sind.
Die Halbachsen unserer Ellipse sind ap und a 1!'"(;12— 1, und
ps stellen sich dieselben, falls a von vornherein fest gewihlt wird,

Fig. L

als von g abhingig dar. Bei Variation von g entstehen eine
Reihe konfokaler Ellipsen, welche bei p=1 mit der Brennlinie beginnen und mit wachsendem
p ebenfalls wachsen und sich der Reihe nach umsehliessen.
.| Liisst man eine solche Halbellipse um die S-Achse
: rotieren, so stellt sich jeder Punkt des entstehenden Ro-
sationsellipsoides, falls @ von o bis 27¢ (Fig. 2) variiert,

dar durch:

F—a.p-wed—a.p,. 0051,

PH:'I':':',I (1) g7 =1y + OB =4 — 1 .5in?- cosam,

1 F—1y + 80 o =a 3 p? — 1 -&ind - sin w.

Jeder Punkt des Raumes kann jetzt durch ellip-

tische Koordinaten o ausgedriickt werden; der Para-
meter p bestimmt zuniichst das Ellipsoid, und die

R,
: demselben.  Diese neuen Koordinaten sollen, nm sich

T mit denselben vertraut zu machen, fir einige Special-
fille angegeben werden. Bei g—=1 wird e—=a und

Fig. 2 f=y=o0, und das Ellipsoid beschriinkt sich auf die

Brennlinie; auf dieser haben die Brennpunkte die Ioordinaten ¢=—1 und & — o oder s, und
- o 1 V17 . " T ax : . "
zum Mittelpunkte des Ellipsoides gehirt p=1 und &= f, samtliche Punkte der beiderseitigen

Winkel & und ¢ bestimmen die Lage des Punktes auf

B — -
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Verlingerungen der Brennlinie besitzen ein ¢ zwischen 1 und e und & =o oder m

i 3

Die r-Achse

hat o zwisehen 1 und oo, & — ) w—o0 oder m, und diz L-Achse besitzt ¢ zwischen 1 und oo,

7T T ar
== und o= 5 oder 5
Beim Aufban unserer Ellipsoide wurde angenommen, dass g

o> 4 wird aber e¢<#, so entsteht ein abgeplattetes Rotations-
ellipsoid.  Jeder Punkt desselben lisst sich (Fig. 3) darstellen
durch & = e.cos & und 7, =g .sin &. Die lineare Excentricitit

e

@

gei hier b, und setzen wir #=—Db.» so folgt aus b*=pf*—ea

diesmal ¢=h.}/»*—1. Durch Rotation dieser Halbellipse um

die EAchse entsteht das abgeplattete Rotationsellipsoid, dessen
Punkt P die Koordinaten besitzt:
= b gt | RTGER fe
r|, — |‘|-|'-:-i'||¢',i « 308
4 — T -9 o mim oF « 5110 0,

Diese letzten Formeln lassen sich durch Einfithrung von

| — »® = p? {iberfihren in die unter (1) aufgestellten Formeln: - (F)
E—=n«p-cosd
p=npp?— 1-gind-.cosw Fig,
L=app?— 1 .gin & .sinw,

o
B

7"

wobei ib = a gesetzt worden ist. Im Gegensatze zu dem friher reellen a und ¢ sind hier beide

rein imaginir, und die Grenzen von g liegen diesmal zwischen o und co.

Das Oberflichenelement.

Wir bezeichnen die Intfernung zweier unendlich
naheliegender Punkte &€ uwnd &-+dE, n4-dy,
£+ dt des Rotationsellipsoides mit do und driicken
zuniichst dieses Linienelement in unsern elliptischen
Koordinaten auns, Zu diesem Zwecke zerlecen wir
unsere Oberfliche durch nnendlich viele nnendlich nahe
Lingen- und Breitenkreise; p ist fiir das ganze
Ellipsoid konstant, wiihrend fir die Lingenkreiso p
und e, fir die Breitenkreise o und < konstant sind.

Aus den Formeln fir P:

p k)

& v o CoE i l
= aron A
=2 pp?—1l:eind - co8 o
£ apet—I1-. in - BIn o it
i

erciebt sich fiir den unendlich nahen Punkt P, des

Léingenkreises Fig.




AL

df = —ap - zin # . dd,
dy=n pp" —1 -cos & - o8 @ - dd,
df =n |-’J[-r'; — T-cosd+sino-di
und fiir den unendlich nahen Punkt P, des Breitenkreises ist
df=ao
dy —=—a ;f..u"a — 1 -gin®-sin m- do,
df =app?—1-sind - cosr do.
Aus der allgemeinen Formel do®= d&2-}- dy® -~ d&* berechnet sich in unsern Specialfillen:
PP, = deoy = 8)/0% — cos? © - dd,
PP, = do, = a3 g" — 1 sin & e,
Nun stehen do, und do, senkrecht anf einander, mithin stellt sich das rechteckige Ober-
flichenelement degp dar dureh:
iy doy « dog = a2 p(p® — cos®) (p® — 1) 8in & » A » dew.
Wir werden spéter fiir cos & mit Vorteil die Grisse u einfithren, dann ist also dg==—sin 3.4,

ll L . . - -
oder dg=—_~ g und es hewegt sich g zwischen den Grenzen - 1 und — 1. Das Oberflichen-
sin :

element geht alsdann tber in:

@) dp=—ape? — i (0 — 1) du- do.

Die reciproke Entfernung.

§2=(E—F) (n — ) - (L — L),
82— (B0 oV B8 (BB, 9 - £, 8) — 2 (B2

S8y - i 4 £C4 ),
und mit Hiilfe der Formeln (1) wird:

H?—=n%(p?—ain® #)-a? (o, —=in? #;)— 202 (po, cosd cos & - _;/l{y.“-_i_lir_?'?]}wiu.l'}-_-'[uﬁl (005 00+ 008 o0, ~b-BiN o BiN 02y )
62 =a? (p? —sin®P) - u? (g, *—sin® ;) — 2a? (op; cos o8 By - 3/ (0" — 1) [, "—1) sin D+ sin #, cos (@—ay)),
Br=a?[— 24 0% 4 0,2+ p® +pa® — 200y pepy — 2 Yo" —T1) (o — 1) (1— %) (1 — ;%) eos 2],
Dabei ist w—wy, =8 und cos F=g; endlich ist:

I ] - et = R -1,

= [l pn o - p® e ® — 20y ity — 2900 =1 (02— 1D (1 — @) (1 — iy cos 2] 2

Wir denken die Grissen 0 0,y wy als unveriinderlich und entwickeln den Ausdruck in der

Klammer, mit den Variabeln g und w behaftet, nach Kugelfunktionen.*) Wir erhalten dann
allgemein:

@

) I \
B

1
n Tn (gear), wobei ¥y -—.\11 P l'LJri{."- ni €08 1 o+ Byi &in Ew}.
8
Die 2n--1 anftretenden Konstanten A; und B; lassen sich, der jc!'.v.'ci'ligi.'n;‘Lufgzihc! entsprechend,
bestimmen; 1m vorliegenden Falle ist:

.'\l_'.i:[ 1% ]
{3a) = _ |
Buj=(—1i g =1 T°

2n=j-1 {2 Pl LA D )
——— A% Pni (1) Qi (0) Pri (p4y) cogien,

-iim !.II'_J '.:'Ii|l) [-.:!ui |.£J.J i':ll‘i .:.I”L.I ainim,

) Man sehe dariiber Heine's Handbuch der Kugelfunktionen,

S s




und daber 18t wieder:
» ={ 1 fiir |ﬁ..}um" __Im_:ﬂi:n- i

2 fiir i>>0 I in-+Hi)
Die zusammengedringte Darstellung lautet:
fe e ]
1 1% = ; on-1] : :
4y == n \I (=D oy = — i Pui (6,) Qni (0) Pui (24y) Poi (1) co8 1 (—e, ).
i = & E
.A| o

LM 2 el ) RS : L3 L

Hierbei ist p~>p, vorausgesetzt. Beim Koordinatenanfang ist g, =1, & = 5 008 S—=H==0;

p Vet s 4P (0y) . 1 0 ausser-weny i— o, woil P..(o. =P Y—TP. (1'=1. TUnter Be

ni ) =(Ll—p;*) 'HQ = wird o, ausser wenn 1—nmp, weil F,.(0,)=F. (0,): a (1)=1. Unter Be-
1

achtung dieser Vereinfachung wird speciell ans (4):

[oa)
. e
@ i_l N, i.j'_'_{}.. () P (0) Pa ().
L= - =}
=]

Nun ist noch P, (o)=n, sobald n eine ungerade Zahl, weshalb wir statt n gleich 2n schreiben
kimnen; es ist schliesslich:
qu rl\: - ! S‘u -Ij-]] . 'Q-.‘nfy‘.l Pz (o) r"!u{.”‘]-
: R Nl & g :
o

In der Doppelsumme (4) kann man die Reihenfolge der Summation uméndern und schreiben:

O
. - () |
(7} .!. i 1 \:“j \1:|. [ Ui ai A% el L [’.‘li{ﬁ]]{lrlifﬂ'l.ljjli I'-‘rrlﬁ Pri I"HJ coa 1 (o -(-I,ll
[2) et — i 2 ' y ) ]

oder

i | 1 :'\_‘1 FAni cogi Buisini
{7a) i |_1|--.l‘lm-l-— mi BT 1 40y,
1) 5= i }

und es bedentet dabei:

N 2 .
Ani —\f..-l, 10 aj A% "—uJu Pui (24) Qui (2) Pni (6} Poj (1) cosi ey,
— &
oo "
Bui = :Sﬁu (—1} ai 4% ”nj_-]- Pui (94) Qni (0} Po (p4y) Pt (pe) 8in 1wy,
: 2
Diese Art der Darstellung in einer Reihe nach sinug und cosinus der Vielfachen fortsehreitend,
wird uns spiter gute Dienste leisten.

Die Verteilung auf dem Rotationsellipsoide.
Wir schreiten jetzt zur Untersuchung der elektrischen Verteilung, welehe eintritt, wenn wir
dem FEllipsoide eine Elekiricititsmenge M mitteilen und dann sich selbst iiberlassen. Hier muss
das Potential der Belegung, da der Konduktor eine geschlosseme Fliche ist, auf Punkte im
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Innern einen konstanten Wert, efwa ¢, besitzen, Hat der Punkt im Innern die Koordinaten
0 1y ey, nennen wir das Oberflichenelement des Konduktors de, die elektrische Dichtigkeit anf
¢ die Fnffernung des Oberflichenelementes vom Punkfe g, 4, @y, so drickt

demselben g, ferner
dass das Potential der Belegung anf alle Punkte im Innern einen konstanten

sich die Bedingung,
Wert ¢ haben musg, ans durch:

Mit Hiilfe von (2) wird darans:

(1

1

o a? p(p%— u?) (p®— 1) dpedow=c.

L} w

=f
1

Der Konduktor ist eine Rotationsoberfliche und besitzt auf ein und demselben Breitenkreise
eing konstante und nur von g abhingige Dichtigkeit. Dies beachtend drehen wir noch die Inte-
grationsgrenzen fiir @ nm zum Zwecke der Entfernung des Minuszeichens und schreiben:

-1 2

.I"'J-"E.-'! =1 f iq- I-"-!_.-'l. -J(_'-'-|l.r: .l. e 1

il wir setzen:

Die Funktion ¢ ) p®—pu? ist nur von g abhingig, wes

I_H'l l”:-';*_l;"' i ,l'-'""-—Xn An Pn e,
s

i ; 3 ; S ] e
und die Konstanten A, gelegentlich bestimmen: weiter benutzen wir fiir = den Ausdruck (7a) und
erhalten:

11

2T
ayo*—1 \_u A P () dye \1 K 008 Leo -} Vi .-'.||||-l}4|-:-.-"'{'.
am— | Lt
i

=]

2 T 1 |-l

un [.-'-init.-:llw 0 lisst obige Gleichung zu-

Die Begiehung [ cosiw do= L, e
] 0 uar ].-:'\UI

sammenschmelzen auf:

D f.'_':!" ] [ :I.{ Aa Pa -:.rrIJI,I'n-‘hl 1,

—

s
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Nach (Ta) ist weiter

=in

r_-l Puio (o) Qmo (2} + Pmo (1) Pma (), oder

0 sy
e ‘X‘"" _H_I' -I P (05} Qm (0) P (e} Prn (22}
— =
Unter dem Integral steht jetzt eine Doppelsumme:
-1

9 0 1/ 00 { V { n Pn |.-e|}'\‘| {"‘ +1 P (0;) Qu (o} Po (i5;) P -HIJ-Iu —

Die Integraleigenschaft der Kugelfunktionen

-|-1
5]

YD S I = __firm=—n
Pa (pe) P (pe) e Bm -1 s
i o fiir m=_"

g
liefert das einfache Resultat:

, R
2rayo—1 \IJ An Pr(o,) On (6) P (1) =¢

w5}

amarwd

Diese letate Gleichung muss immer bestehen bleiben, welche Lage ich auch dem Punkte
o, 4y a1y im Innern des Konduktors geben mag, d. h. sie muss erfiillt bleiben, wenn ich fiir g,
und gz, andere und andere Werte sefze. Die linke Seite schreitet nach Kugelfunktionen fort,
wogegen die rechte Seife immer e¢inen und denselben konstanten Wert ¢ behilt: nur das ersie
Glied der Reihenentwickelung ist konstant, weil P, (x)=1, deshalb muss:

—~
2rapot—1 \'|. A Pulo) Qn (o) Pa (g)=0, d. 1. Ak -
|

und
270 ].".::‘.-'_- 1A s (g)=¢ se1IL.

Darans resultiert:
" 9xa ¥ 0P —1A)s (g}

Die Entwickelung unter (8) vereinfacht sich jetzt zu:

Ha) q }fn_a'-'.- s
2xa pot—1:0s (0]

Um die uns noch unbekannte Konstante ¢ zu eliminieren, beachten wir, dass die Gesamt-
belegung einen vorgeschriebenen Wert M besitzen muss; diese Bedingung driickt das Doppel-

f{;l - M,

integral aus:




—— B8
oder nach (2)
-1 2x
s *
A% /gt ]f /q Pot—ut dp - do =2,
1 o
und weiter nach (Ba)
-1 2a
%04 : s
N T e T ; T
Ve — 1 o /e 1.0 () { / g G =M,
e R
oder endlich:
[T o) o siol A M ]_,.1_
5. Qo (@) dx—NM, WOTaus sici 0 (6= 2a oTelebl

Die Formel (8a) liefert jetat den Ausdruek:

il

(d) == e
R P e g

An der Hand dieses Resultates wollen wir den Verlauf der Dichtigkeit auf einem Lingen-
kreise des gestreckten Rotationsellipsoides verfolgen. Die Grisse g=—=cos nimmt vom Nordpol
bis zum Aquator ab von 1 bis 0, }/p* —u® wiichst dagegen, und q nimmt daher bei dieser Be-
wegung  ebenfalls ab. Jenseits des Aquators wiederholen sich die bereits durchlanfenen Werte
fir q in umgekehrter Reihenfolge.

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo der Konduktor mit einer Elekiricititsmenge M ge-
laden ist und ausserdem noch dussere Krifte, etwa ein elektrischer Massenpunkt M (g gy wy),
auf denselben einwirken. Das Gesamtpotential der Belegung und des influenzierenden Massen-
punktes M, auf irgend einen Punkt (g, pto w,) in Innern des Konduktors muss wieder konstant,

' I 1
{q « dlgp » El M, - B

Mit Benutzung von (2) wird darauns:
-1 8=

33 ..frf! _]- s J.; T ] _._l'__ | | | \I 1 - -
e 1+ § 0% —p _E‘I_J:J.el.lr.lm—,—, l'f$1-> [LF

—1 0

etwa—c, bleiben. In Zeichen:

Der Ausdruck I|j;{'ﬂf—l{fg ist hier von g und w abhingig; wir entwickeln denselben nach
den allgemeinen Kugelfunktionen :

%) I
1 ;-I-;_.IT -;r': = S:. Xn Lt oy, wobel Xp (e @) :Sl Pas {pe) {\"i,-,i o8 1 n;|-|-éf-,,i Bin 1w,
= ] J

[ [Tl

S

R e =

e

SR T




Fr————

Nach (3) ist

A L
g S‘r Y (), wobei Yy ()= v_] Pyj () ,:,"- vj 008 ] eo--Byj 8in j .-r},
il — :

Das Produkt dieser beiden Summen vercinfacht sich unter den Integralzeichen, weil

11 2%
/ [K" X, dp dew—n, sobald n :’3 v. Wir behalten nur:
—170
--] P
Ay pi— /5 Xn (reew)Yn (peoo) dp - dw=c — M, - :[I;
_I L4}
oder ausfithrlicher:
..1| Doy
a4 o —-T['/S , \ P (1) {dn' 08 1 ~|= @yj sin 1"?} \‘I.J. n] l'flJ-“‘- nj co8 § - Bnj sinj e ) } = ::]Ii
tsy [T

Die Multiplikation denken wir uns ausgefiilhrt und alsdann die Integration nach w; dabei

2= n

~

: . o m fir i >0 , w fir i>o0
werden die meisten Integrale 0, ausser [ costiw do=3, .. .7 und [ sin®iw do=— s 1
2 fiir 1=—=0 o fir l;uf

0 (+]
und wir erhalten:
Al
app*—1 S‘." Pag (1) Sno Ano 27 4 = “ Pt (pe) [ Eni Ani - 801 Bri| du J=¢ — Z:I[]- .
. ; |_ L @12

Die Ay und By besitzen durchweg den Faltor o; — 2, welcher mit vor das Summenzeichen
gesetzt werden soll, es bleibt dann:

Dy L})fr_;"_.J S‘ [[\ P2y "Hf k-Erl "ll"-l By [l:lll} ||:r ': (] ;LEL

g0

Bei der jetzt folgenden Integration nach u ist {i’-’,,i”z_i |I,u'—_,“ e ergiebt:
== <fni

-1

J Ry x
2rayo ot ] \ ‘\b‘ = ) ft'[,”- )n.i—,-'—ét‘nifh.i:, ' .'.-:*—.:E.r.l.-

B 1 Am | i b1z

{3
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Nach (8a) findet man (mit Weglassung von o) die eigentlichen Werte fir Ay und By,
welche vorstehende Gleichung wmwandeln in:

e - M
2 4 ] I\" \.l-—lu Ani i (pg) Un ||r.-'|l|,||.'i.|{ nf 008 1 00y L B 4in i o, =c—=2
¢ =¥ : $19
— J
Wir verindern noch die Reihenfolge der Summation in:
N <, [ .. : : : A% M
2 pppt—1 \,'i ‘_gn (— 1) Ani Pui {o5) Qni (2) Pai (pg) [Eni cos i wy - Bai siniog] =¢ _T-"l
& ‘I_| \ . 913
o
= ey f _ e
Die Formel fir e wird aus (7) entnommen und eingesetzt; dieselbe lautet:
1 % ’% -1
\ (— 1) a _“.T A*ui Pri (05) Qi (01) Pt (1) Pri (141) =|--| ey 08 1 ey - BN ooy B0 0oy :

I:-"l-' Il .-qnl &
i

Beide Seiten schreiten nun nach den Vielfachen des Sinus und Cosinus von w, fort und
miissen, da der Punkt @, o w, jede beliebige Lage im Innern des Konduktors annehmen darf,
fir jeden Wert von w, einander gleichbleiben. Darans folgt weiter, duss die Koefficienten beider
“'.‘IIlL‘Ili']ﬂ‘.H'IL'|:{I']I1]];J"I'II einander cinzeln gleich sein miissen.

Die beiderseitige Vergleichung der von e, freien Glieder liefert:

= - O H
Doy ‘-”_/I_'-_'__ ] \d‘r..]'l:l..lfﬂ;_.] i!,—...lll_ll.]'n..[nc} Hio=—10— ’ \1 K; I l'L.-.{r;,} Quo (01) Poo (s ) Pra (54,
- ]

und die Vergleichung der Koefficienten von cos 1 ws und sin 1 w, ergiebt:

IO 20
g By t Y o 2
E.TJ;'-J_J;"' l‘!l[ -1) -'||Li]]m|f |“:||||'”'[,|| ,1'4.1|LIJ|| = &-\'n[-- |:I‘ it :]—]
._I: it IA

1201 Pri

Qi (o) ) Pnil e )Pt (1 Jeos i,

L&)

i

~

Zwa ot O

o : o . PR T = S ’ e
Ini Pri(og) Qui (0)Pni(teg ) $bnj—— —-!--\z. (=1 gt t—-"ni1'uif'?gI'Qm'l,m_.I.E’1|i|',H_!I1:'1|iI.'.H_| Jeinia,.
|

I

In diesen letzten beiden Gleichungen ist i>>o0. e yorstehenden drei Gleichungen miissen
erfiillt bleiben, welche Lage auch der Punkf gy po o im Innern des Konduktors annehmen mag;
darans folgt wieder, dass die Koefficienten der Reihenentwickelungen beiderseits ibereinstimmen
miissen. Aus der ersten nach Py (u,) fortschreitenden Reihe, in welcher statt Py, und (), iiberall
kitrzer Py und Q, geschrieben wird, folgt die Doppelbedingung:

g M |
I 2rapp®—1 Po (pa) Qo (o) Sop =10 — 4[]_ 5 Pa (gg) Qo (0;) Po (g5} fiir n =0,
| M 2n+4-1
- | 1 e = .
l‘_' t i =1 Py {0a) I"|" (5) Elpp = _II HE—s « P (oo) O (0y) Po (i) Birn ™ o, und
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aus den letzten beiden nach Py (p.) fortschreitenden Reihen ergiebt die Koefficientenvergleichung

die weitere Doppelbedingung:

= il o M i 2n 41
lf.-.- ap'e?— 1 (—1) Ani Pui (ge) Qni () Oai =— " (—10 @i . —5— A% Poi (02) Qai (07) Pri () 008 1oy
; er=c \ / . M, / Pl _ . Hir 1 > n.
2z app®—1 (—1) dni Pui(s) Qut () Eni—=——(—1) ai . —5— 4% Pui (o) Cui (o) Pai (1) 80 1 ey

Beide Doppelbedingungen liefern uns die gesuchten & und &, namlich

A= (o—n L Qe P =
a 2 2rapp®—1 s (p)

M, (2n - 1) Qu {24} Pa ()

dora? ]{"[.-T

. filr n=> 0
1.0 (o) Z

o= —

M, (20 1) Qui (o0} Pri (ze) ni fo
B A ik iy

i —

M, (Zn 4+ 1} Qi (4] Pri (g14) éIni BN 1 ey 1 i>o JI

Dl i.‘jiﬂ =] Qi (0)

2xa® J";* -1 Ci () []'lir lfl =0 l

B =—
Hiermit sind simtliche Grissen & und ®, welche der Reihenentwickelung fiiv q)/e®—p® in

Iugelfunktionen entstammen, berechnet. Fir &, lisst sich ein von der unbekannten Konstanten
¢ freier Wert ermitteln mit Hiilfe der Gesamtmasse M der Belegung; es muss nimlich
oder nach (2)

[{q g =M
—+1 2x

= : . , 1. Ny
iy et—1 q. Vo —a . dpe do =M sein.  Wir setaten bereits ¢ .y/p*—p= N,
. Lt i = -

1 Xp (i ), Und  ferner

J..lt'l
wissen wir, dass

4 F 2z

; e [ ofirn>o0
Xo (p o) dedo=7y, ol n—n.
il

mithin reduciert sich unser obiges Doppelintegral anf:

M - -
— . Unter Benutzung samt-

a? /o7 —1.dn.Xo =M, und weil X, =@, ist, so verbleibt: &.= 2
¥ dorat pp?—1

licher & und & wird jetzt:

1 l,z'E.T__l_lrr'-_: — X, "l‘ S‘u };."_!
T
Lni 'J-ill‘l Pt I"’il]

s M M, N
qyet—t=——— ‘}" }.i oy (80 ) ek O )

—_— e i (ft) COs I I:fJ}—('JI'l.
drafpyot—1  dmalppt—1

1 Q




oder endlich

1 1 Ot (o) Pri (22) 1
o k oo, NS @y Dt Gy Pl () e0s i (- ool
-~ el ni |0
* o

4z "ﬂ}"’f_’_“_ T I,-',JL'-__”:]

Fiir M, =0 geht vorstehendes Resultat in die bereits friher fiir q angecebene Gestalt iiber, f\
Die Ausfiihrungen dieses Kapitels werden sich in der jetzt folgenden Hauptaufeabe unter \ll
schwierigeren Verhiltnissen wiederholen und uns dort grissere Kiirze gestatten.

Die Reciprocititsfliche.

Ziehen wir vom Koordinatenanfang M einen Strahl nach dem Punkte &pL des bisher als Kon-
duktor angenommenen Rotationsellipsoides und ordnen wir diesem Punkte einen Punkt xyz auf
/ demselben Strahle dergestalt zo, dass g.e=1, wohei & und
e die Entfernungen der Punkte vom Anfangspunkte hedenten,
so nennt man die beiden Punkte emander ,zugeordnet™, oder
man spricht von einem Paare  konjungierter® Punkte. In
Fig. 5 findet man angedeutet, wie man zu einem beliehigen
Punkte den konjugierten Punkt finden kann; der eine liggt
gtets innerhalb, der andere stets ausserhalb der Einheits-
kugel. Bei Bewegung auf dem eigenen Strahle nithern sich
heide gleichzeitig der Kugeloberfliche und enfernen sich gleich-
zeitig von derselben. Im ersten Ialle treffen sie auf der
Kugeloberftiiche selbst zusammen, wilhrend im zweiten Falle
dem unendlich fernen Punkte das Centrum zugeordnet ist.
Allgemein besteht die Beziehung &:x—n:y={:z—=¢:8,
oder dac:e=z.0:e2=1:¢? so1s8k:
1 Bl o

10y T==i% w==.7, {==.12

5 o
oe 0l (il

Diese Werte setzen wir in die Gleichung des Rotations-

ellipsoides

(5 () + ()=

ein und erhalten:

a a %o a

x)® L el P
B+ )+ () =) )
Dies ist also die Gleichung der Reciprocititsfliche, auf deren geometrische Gestalt erst spiter
eingegangen werden soll. Fiir die Formel (10) kann man auch schreiben:
1k} .\;.._] R — I M B ] e

A T gt




Bei Benutzung elliptischer Koordmaten fiir &l wird ¢*=a® (p*
xyz die Ausdricke nach (1):

sin? ), und man findet fiir

1 p.ocosd
b
(A0 drt I i")f..’::‘_—T.[ :‘i.l1l . C08 o
: = il 0? —am® 4,
yml VE—lsnd snw

a 0% —gin? 1

Beide konjugierte Punkte sind ven demselben Variabeln gfe abhiingig, nur ist die Verhin-
dung derselben verschieden, wie die Formeln (1) und (10Db) zeigen. Zum Unterschiede von (oftaw)
eines Ellipsenpunkies mag [ofw] ecinen Punkt der Reciprocititsfliche bezeichnen. Natiirlich ist
[o] fiir die ganze Reciproeititsfliche konstant, ebenso wie # und w denselben Variationsgrenzen
wie frither unterliepen. Einem System von konfokalen Ellipsoiden entspricht ein System wvon
Reciprocititsflichen, nur dass hierbei mit wachsendem [o] die Reciprocititsflichen sich verkleinern
und in ihrer Reihenfolge ineinander fallen. Jeder Punkt des Raumes lisst sich somit durch die
[o?w] darstellen.

Das Oberflichenelement der Reciprocititsfliche.

Den vier Eelpunkten des rechteckigen Flichenelements dq vom Rotationsellipsoid entsprechen
vier Punkte der Reciprocititsfliche, welche ein rechteckiges und fdhnliches Flichenelement df
begrenzen. Diese beiden Flichenelemente verhalten sich zu einander wie die Quadrate ihrer Ab-
stinde ¢ und e vom Transformationscentrum. In Yeichen:

df: dep—e?: 6%

m[:_-]_' “'Ui].f E‘,E! 8'3 = plipds g —1 F."_.
" 1
1.“'.— ;i : EEilr".

Unter Anwendung von (2) resultiert:

(11) df=— ;_. ot —pt y";y'-' i e doo,

Die reciproke Entfernung zweier Punkte von
Reciprocititsflichen.

In der nebenstehenden Zeichnung (Fig. 6) ist
der gegenwirtive Konduktor [o] und das zongehd-
rige Bllipsoid (o) dargestellt; ebenso mag dem
Punkte |p, ] der Punkt (g, o) entsprechen.

Aus g.z=e, .5 =1 folgt, dass

el =g 8
und weiter, dass

Gl —Die —0 rce, b —litee
oder endlich, dass
(12) J._=.._1_. H B NS
1] Eqy : Fig. 6.
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Damit ist die Entfernung zweier Punkte von Reciprocititsflichen durch Entfernungen von

Punkten ausgedriickt, welche auf konfokalen Ellipsoiden liegen.

Die elektrische Verteilung auf der Reciprocitéitsiliche.

Zur Bestimmung der Flichendichtigkeit q, welche eintritt, sobald die mitgeteilte Elektricitits-
menge auf dem Konduktor [g] sich im Gleichgewicht befindet, benutzen wir wieder den Satz,
dass das Potential der Belegung auf einen innern Punkt [p, gy ;] konstant sein muss. Mit Hiilfe

von (11) und (12) lantet diese Bedinpung:

el »
l|.l“.;:t'.‘
! S

—+1 2=

£ A% G0 - l.[ /;ll Vet—ut, 1_,' dpe dey =
i

—1 o

Der Konduktor ist eine Rotationsoberfifiche, und daher wird die Dichtigkeit

kreisen konstant, also nur von g abhingig sein. Ehenso ist e=a }'o® + 2 —1
hiingig, und wir kinnen setzen:

s Ty
1] 1_ . ¥ -'_J':' .l‘l'! \ 25 P o).
2 g

i

q auf Parallel-

nur von e ah-

rit 1 . . . ooy \ . : :
Fir —— sefzen wir die unfer (3) aufgestellte Enfwickelung unter Beachtung, dass [o;] > [e],

II|:-:|

und erhalten:
-|—] 2

Ay
= R ;
& capet—1 ‘}'h My Pu (1) . 'S'\!" Yo (g o) dpe . der = e,
3 : oS pa——

Vorstehendes Doppelinfegral ist 0, sobald beide Kugelfunktionen ungleichnamig sind; es

bleibt somit nur:

-1 Bx

o)
A 1 { x‘rl Un Pr (p) . Yo (pw) dpe . deo=¢,
e

1—|. 0

oder nach (3)
-1 2%

By

# _J;"a_l‘: EEY] [f\j" [2{,. s .'_u;‘\?i Pri [Ir.-”,\..j o8 i w - By &in 1 ¢l e ILI_J_Jl =
¥ == [ i 1 J‘

0 L]

lo

Die Integration nach o wird aunsgefithrt, wobei wieder die meisten Glieder wegfallen, weil

2

e

o fiir i 0 1 :
e0s 1 o do= und [ &in i @ deo=o.
: 2 fiir i = l :

o 0

—




Es hleibt:

-1
= am . £y il I';'_‘I.!-'T_!- X‘u 111"_ Py () ;\n-.lllui —
—d J
. i
I| Die Integration nach u liefert endlich nach bekannten Formeln:

2z .8y A |"r__.J:!"_-- 1 “.—. Un Ane R
— Zn 41

Aus (3a) bestimmt sich A4g, als:

n () Qu (2y) Pn (i), wobel p <7 gy,

und es verbleibt:

(=]
Drey A -"Jl_.l"".“ = ‘\"n M Pa (2) Qn (o) Po (1) =0,
1 2) in 12y
ol

pLE 1’9-_1 Eu 2n Pa (8) Qu (o) Pa (1) =c. I

#
Nach (6) verwandeln wir — in eine Reihe:
1

] e
bt IJr_-J' =3t Vu An Pn(2) Qo (g) Pn (i) =2 1 \__111.-1“ _E_ : Qon (0,) Pan (0) Pon ().
,- il I' =
Diese letzte Gleichung muss fiir alle moglichen Werte von g, erfillt bleiben und daher

heiderseits eleiche Koefficienten besitzen: es muss daher

2T a ) p% — 1 AUan1 Pontga (o) Quuta (=0, d. h. Wzn1 =0,

und
; S e ; 1 dn -1 o ¢.(dn—4-1) Pau (0) _ .
: 2ra)e? — 1 Uan Ponfo) Quule) =c.5 —5— Qm(e) Poa(0), d b Am=7r05 Ve —1 P @) sein
II 1 |
A 1 — : : ; : 8T ;
Die fiir q= - }o? — u? gesuchte Reihenentwickelung nimmt jetzt die Gestalt “%no, Pon(p)
- et
0
an. In den vorstehend bestimmten Koefficienten 20s, ist die Konstante ¢ moch zun bestimmen,
J welche wir durch Summation der Belegung zur Gesamtmasse M erhalten kinnen. Is muss
o {fj df =M,
=1 27

Iu"" I]Iu o = _‘II .‘“'jl].

B e __--.l.---——-E—-—




R e T

% e o 1 = : 1 .-

Den Ausdruck unter dem Doppelintegral zerlegen wir m q.— 1 o® — u® und — Fir den
ersten Faktor kennen wir bereits die Entwickelung, und der zweite Faktor wird nach (6) dar-
gestellt.  Nach erfolgter Multiplikation beider Rejhen wird zunfichst mach o integriert, wodurch
nur der Faktor 2= erzeugt wird. In der darauf folgenden Integration nach p werden wieder alle
Integrale mit ungleichnamigen Kugelfunktionen 0, so dass nur restiert:

=}1
* :'._f
2w a V@ —1 | a1 o, P (0) Qon (o) Pon (1) du =120
> i =
2y |

Die einzelnen Integrale liefern nach bekannter Eigenschaft TR, wodureh:
Ind

2 3 ]‘J p==11 : Usn Pon (0) Qon (p) =M wird.

ol

Kurz vorher erhielten wir;

S o (dn-1) od Py -"“:!-.
Az a®  p® 1 Fo (o)
es wird somit;

2aM

e

. 1 Qan (o i : - - - -
wobei k -—.‘>u {dn =1} P2ay (0). li: :u} gesetzt worden ist. Dieses k ist eine dem Konduktor eigen-

timliche Konstante.
Aus

0
q- _l:.[ ; I-’. [-:-'-:—3;9 ras ISlu HMan Pan(p)
-t

herechnet sich nun leicht:

MR \'1 v Pen (o) 2
i —— e n (4 1) . s Pay (),
| Tl l ‘J;] e ;_f:?-g R 2 (4n -1} Pon (2) L)
oder
= a Lpef : = ~. bena o Y \j.‘“ (dn -|— 1) T.J'llllj Pag ().

I e 2n (0
Der Verlauf der Dichtigkeit auf einem Meridiane ist hier nicht so chne weiteres zu fibersehen.
Der allgemeine Fall nun, wo die dem Konduktor [p] mitgeteilte Elektricititsmenge M sich
unter der Einwirkung eines dussern influenzierenden elektrischen Massenpunktes M, [oguemy] an-
ordnet, geht wieder davon ans, dass das Potential simtlicher elekirischer Massen auf einen innern
Punkt [g, g 0] des Konduktors konstant sein muss.

]

———




In

f
e Lt 1
a ot —1 q - ! F et —uts — dit deo - M, . 1' =
@ g 23 Gt By
1o
1 o 1
T = L | i Oy =
X ! L) | Fis ;
151 l 1 |
b oo i e (LF & T s
B Eia

Dies henutzen wir und sehreiben:

-1 2

g I e e o g [
(13} & I a® /0" - 1[ {I!'.f“' ¥ of—u ,J._-ulll_rulw- M; . e e — 0,

Die Dichtigkeit q ist in diesem allgemeinen Falle von g und o abhinglg, Wir setzen nach (3)

b "-_. Yo (i o), mit den Koefficienten Ay und By,

]"ul ]

und

L a o N\ Xu (4 ), mit den Koefficienten 20, und B,
]

i ,lu‘.;, i |_|-'- -lr.':::

Das Prodult dieser Summen vereinfacht sich wieder unter dem Doppelintegral anf die Pro-
dukte von gleichnamigen Kugelfunktionen, die iibrigen Produlkte wiirden bei der Integration emnzeln
0 ergeben. Vom Doppelintegral bleibt nur;

e

L
| : < - B I.'1 . - O
'[ {\,‘n Xn . Yo dp do: ]\,_'". [ {\-ii’n. (e) -[I:[qi-'--.ici =By #in :r-J'r‘- \: Pni (1t) ’I.‘lr':l" hI-"J—!—]::!i:'-illlf'JI'fl-!"l“?-
a s ] —_ —

Bei Integration nach e wird wieder der grosste Teil der Integrale 0. Der Rest ist:

41 27 1)
.l ‘1“ Xa:Xn .]_” i — I \T‘-_, [ Pipy I_u.l:[".; ."..-_..f..’ — T “. P2ui (re) | 2ni Ani == Bni E:I::_} I' I:'IH.
.l.l o~ B e | — \ J

b iy R ey

Das nach (3a) in A, und B, enthaltene a;—2 wird vor das Summenzeichen gesetzf, und

wir kinmen schreiben:

s |
St e £k g ~ _I -lal
.']' Q:I Yo Xn do de= _Jr \-‘F- \:11' F2ni () 1 i Ani -+ Bt Buil du.
a =) F b - | |
(A Ty




Tl I'l-'_.l"' =

Das Integral des Quadrats einer Kugelfunktion P, ist aber

15

a 1
—. , weshalb:
2n--1 Aui ha

Faktoren aus-

—+1 2=
1 = .| o) - A a2 1
z \." Nll'- TI'. ';_f! ey = = -1|| -\C . ANt : -Izrlli -l'II-.i | Eui ].':ni 1.
i = i = e 2n -+ 1 Ayl |
S e P
Aus Ay und By lassen sich ausser dem hbereits ausceschiedenen a; weitere
scheiden, wodureh die nene Schreibweise entsteht:
11 22
1 > . ‘-I
T ‘1”}." \l“ ||.u |]|'j'— _'T.\“ ll —|.|I -l|-': _]'r" I‘[r? 1!“-_ {fJ-,I p|_-; I:.HI'I {.‘.u:ﬁ COE i iy —Bni -“u:“i. CLI:'-
il a n ¥ I
Ill-
Dieser Ausdruck fiihit unsere Grundgleichung (13) iiber in

£y rf.'r il P
gl

[ \Iﬂ \‘i (—1) Aui Pui (8] Qui (o) P (1)

I:EIII'. 05 1

! @y - Bpi sin 16 } +M, .5

Hierin dndern wir die Summationsfoloe und schreiben:

r 27 a1/ 00 -
e

1 \I \‘ul 1R Ani Poi (o) Uni (py) Pui |_Jfl'| I2ni 08 1
o~ i 1

ey - Bui gin i m,F =c.

1 ; . = ; el e : .
Den Ausdruck —— entwickeln wir nach (7) und erhalten so auf beiden Seiten trigonometrische
Fig L

Reihen fiir die Variable ey, aus denen wir dureh Koeffic ientenvergleichung erhalten:

2t l: u - |\ Ans Py |_||f.i"“|ui-"'!|i |||-'l 2=

18

= 'V--I
g

Diese 3 Gleichungen missen

i P (0) Qi (10, Y Pri {45 )2 ni =

._‘ .
I\:ﬂ— 1y :1||ip||ilz_a_l'\||-.1'f__l_r= ||"||it__f|'l Il“\l-__. —
=

auch

E
e

po ; : R
_MG By . : \._ju (—1)i ap A% Py () Qni e, ) I1llil.'”-_ﬂ -.I-‘Jlir_-"'|)_tl
" o

fiir

o
n*..lx‘ ]'lm “ll

Ba s II‘.‘.l
=] Nl

n

1) aj A%

alle Werte von g, Giiltigkeit behalten, w

it P (0 Qi (0 ) P (e ) Pt (1) L

"o (24) Qnoloy ) Prolres) Prolp, ) fiir i=o,

-1 ;
— COB 100,

— Biniey,

onach sich

durch abermalige Koefficientenvergleichung aus den beiden letzten Zeilen folgern lhsst:

3] E
'__T:ll p¥— 1 (-

2aa) ot —1 |

und weiter

M, .

L Aui Pui(e) Quilo, ) Uni=

- i_]i ‘Illl "'J||-l'|I||"f1 Bri=—-

.HI n -

T a? ..'_"I 5

-1} Ani . Pui(og) Pilit)
1. -['1||'L|:"_'.‘,'

Bin 1 oy

08 1 iy l
l s

©08 10y,

] e :
M5 —{— 1)} (20 +- 1) dni® Pni(gs) Quifog) Pni(ig) . cos i i
My.eo. — . (— 1) 2o+ 1) Aui® Prifog) Qui(oy) Puifeeg) .
£ (20 -1} Anj Pri(p,) . Paifp,)
drat I'-g_JJ — 1, Pri(e)

fir

1>0;
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Die erste Zeile lisst sich so schreiben:

1 Zn

Wabs up2ea VT Pa (0) Qu (00) o b M, oy L I P (oah Qi fo) Pating) b ok
; 8y ; O3 g dal |

| E i 2

i : i vt Iy N
Fiir - entnehmen wir den Ausdruck aus (5) und erhalten fir die beiderseitiven Koefficienten

die Bedingungsgleichung:

= i . 1 Zn--1 ; ¢ n--1 :
o I-'r 02— 1 Pn (o) Qn (0,) Une =4 -41'1_ i T e . Pu (0a) o (o) Pu ()= PRI L Un (21) Pu (0],
d. h. (
] - Pn (o) Pa (05) Pa (1))
3) 2Ane ; =Le(Bn-1) = — M 5y (20 1) —— R
(15) 3AUn dnat P o —1 | Puip 8z il ) Py (0) |

Die noch unbestimmte Konstante ¢ gewinnen wir wieder dureh Summation der Belesune

zu M: es ist:

1 2

,_.! 'I'/ / q- rl_ e} ..[-r:" —ul dpe . dles — DM,

-1 0

Fiir q. i A - 1i* setzten wir hereits \- Xn (o) mit den vorstehend ermittelten Koef-

ficienten A; und B,;; fiir den Restfaktor > benutzen wir die Reile (5). Bei der Intecration

bleibt von dem Produlkt beider Summen nur bestehen:

118

T S ; ;
a V=T Ou[ [Xn (ee12E Qu (o) Pu (o) P (1) diedeo =21,  oder
1

hegdl

o
2
ey 241 , e : o .
AV ot — l\'r / d T_ Qu (o) Pr (0) Pu () i F_‘..illrJ){:!,-.i c0s 1 o= Byi sin |1-:F dye deo =M.
T ey

Die Integration nach o vercinfacht den Ausdrock auf:
11

N S an - . 3 iy .
2xa | nt- l‘_’:" /-_-“ .:.I l Qn (0) Po (o) PPo () Une dee =M ,
e

s

und von diesem Aunsdruck bleibt bei Integration nach u nur noch:

| i :
2rn ].'Ju"' — 1 *n AyoQn o) Pufe) =M.
X e

Nach (15) wird daraus:

”l- J.,..\:.'.. (204 1) P2p (o) Qu (o) Lol }[..:.,V.. (Z2n -+ 1) Pu (o) Qu (o) Pu (22) Pu (5e,) . 2
;;Ll‘l - J -

]

Pu E_i_\;i R Pn lfi_l.l J T

L.
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Die erste Zeile lisst sich so schreiben:
o] |

}:u Pn [u,]{?:r f I»-ff_-'ﬂ e

0

o (0,) Pa I,-'rﬂ'l-J1 =1, 1 :

I'l
Heg | g
Fiir = entnehmen wir de
L
die Bedingungsgleichung:

ie beiderseitigen Koefficienten

e - \ -1
2ral p?—1 Pule) Qu (3] 2o il _.'jl « Qn (o) Pn (o),

d. h.
P (o) Pu {etg) |

(15) o= B

dox ol
Die noch unbestimmte j!.
zu M: es ist:

h Summation der Belegung

3 I P PR R : = s
Fiir . 0 — ¥ sety vorstehend ermittelten Ioef-

ficienten 2, und B.;; fir den e (5). Bei der Intecration
bleibt von dem Produkt beidel
' +1 2n

:.p-..- e i
al ;;___1'}-1:. Xn oder
= ==
R
-1 24
;}..3‘ v
afpt—1 1 +Bpisinio) de do=2L

Die Integration nach o v

2 =
2ra |/ o2
|

und von diesem Ausdruck blei

Nach (15) wird daraus: |

o)
1 B
52 {r: SI: (2n -4 1) P2y (o) Qu_

s : el
l'll'.\ J:.g. Bg ¥y :‘ll
b (s) En (i) Pn (o] |

(1]

-_l-
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Diese beiden Summen bezeichnen wir kurz mit k und k und finden:

o= (23D, . 5y K,

und daraus ergiebt sich '\\'il’fll'i"
1
Somit sind durch (14) und (15a) die simtlichen 20 und 5 in der Entwickelung:

o0 T
b : o
r.ﬂ‘"'.:\:. \_';:| Pui (p) [ i cos 1 o - B 8in 1 @ |
P | | 1

1 1
] (En+4 |1P||1-"1]-]_}“+”"—-\[-_~ + Eg l'.ljll-"' L)y. |:1|_II"J ) Pu lig Y l,, |I"a"]
A 1

bestimmt. Wir findern zuniichst die Summationsfolge und schreiben:

e \|V|,J‘ui () [20ni coa 1 o - B sin 1 w1,
-II ! i I ‘

S—— ..1
- |" ] ot — it .\'u]']l {12) MUno - \ \“ Pai (1) [14'“ 208 1 @~ Bai &0 | m}
[ , _.]

Daven wird:

\nl on-1s 1) P (o) ———— P (i) —

Llon M LM, e K :
( & I ]_“ [ulJ

o
S‘u P (1) Ano =

o i i 7 | S \_Wu_. Zn<=15 Pn (05) : Bn (1) - ,1 . Po ()
it =" Pulo)

und
09 oo
i\_.‘i N Pui(p0) [20ni 08 i w--Bai sin i o= M e \ ‘M.r:. (2n-4-1) Ani . Pnifes)  Pai{g.} J—_— Puiife). cos i (m—uy).
o | - ! P o] e Fuilg)

Die Summe dieser beiden Summen gestattet eine Zusammenziehung in:

£y k! _1 2 —I-l Pa (o 1-11_':”.'
kg 'I S 2n ) Puio) . )

]"m | |r|

a1 (21} dni Prifoa) Pai (pa) =
ST i3 RO A .rII.I ft-l

08 1 m—re0y)

Daraus ergieht sich als Endresultat:
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Dabei hat das erste Summenzeichen durch P2n-1(0)=0 eine kleine Umgestaltung er-
fahren. Dhes allgemeine Resultat geht fiir M; —0 in das schon frither gefundene specielle Re-
gultal fiber. Weitere Andeutungen dariiber, wie rll']l dieses Problem von einem andern Standpunkte
aus behandeln liesse, iiberschreiten den hier verfligharen Raum.
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