Uber die kiirzesten Linien auf krummen Oberflichen im allgemeinen und
tiber die auf dem dreiachsigen Ellipsoide -+ {, + & =1 im besonderen.

II. TEIL*)

1%
Man kann das gegebene Ellipsoid:
2‘3

xi! }rﬂ ya
(1) _a_'~’_+ﬂl')_'3+ 2 =)

als eine Spezialfiiche der drei Scharen konfokaler Mittelpunktsfiichen zweiter
Ordnung auffassen, welche durch die Gleichung:

.0

\"2 =3 72

@) [y
bestimmt sind. Dabei ist
(3) (@=a%)> (b=Db3> (c=c.

Wie bekannt ist,**) hat die Gleichung (2), die in * von drittem Grade
ist, drei stets reelle Wurzeln 2, %, %, welche zwischen den Grenzen: — a und
—Db, —b und —¢, —¢ und oo liegen; und macht man
(4) Q>N >—6 —Cc>h>—b, —b>x%>—,
so stellt von den Gleichungen:

XE yg 742 !
e e e
xi y‘.‘. 23
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(5) TRt
xﬂ T3 % ?59
+ T !

(s R e e PO O o v
die erste ein Ellipsoid, die zweite ein einschaliges Hyperboloid und die dritte
ein zweischaliges Hyperboloid dar. Denn in der ersten Gleichung sind alle drei
Nenner positiv, in der zweiten sind die beiden ersten positiv, der dritte ist
negativ und in der dritten ist der erste positiv, die beiden anderen aber sind
negativ. Von einem gegebenen Systeme konfokaler Mittelpunktsflichen zweiter
Ordnung gehen also durch einen gegebenen Punkt immer ein Ellipsoid, ein
einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid.

*) Der I Teil (Uber die kitrzesten Linien auf krummen Oberflichen im allgemeinen) ist
in dem Jahresberichte des k. k. Staatsgymnasiums in Leitmeritz fir das Schuljahr 1906—7
enthalten,

*#) Cfr. (auch im Folgenden) insbesondere Jacobi, Vorlesungen ither Dysamik 26,—28.
Vorlesung; Hesse, Vorlesungen iiber analyt, Geometrie des Raumes, 22. und 23, Vorlesung ;
Olebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, II. Bd,, 1. Teil, XIII. und XIV.
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Von den drei Scharen konfokaler Mittelpunktsflichen schneidet bekanntlich
jede die beiden anderen rechtwinklig, wie sich {ibrigens auch leicht aus den
Gleichungen (5) ableiten lift. Binet hat zuerst gezeigt, daB die Schuittkurven
sugleich die Kriimmungskurven dieser Flichen sind.

: Wie die Gleichungen (5) die drei Flichen, welche durch einen Punkt gehen,
hestimmen, so kann man umgekehrt einen Punkt auch als Schnittpunkt der drei
durch ihn gehenden Flichen definieren, welche Bestimmung allerdings achtdeutig
ausfillt, allein durch angemessene Beschriinkung, z. B. dafl die rechtwinkligen
Koordinaten des Punktes nur positiv seien, eindeutig wird. Die Koordinaten
X, ¥, 2 des Punktes sind, wie durch Auflisung der Gleichungen (b) folgt,

gegeben durch: L (@2 (@==2,) (a2
: @—b) @—9
. s (L) WA, Bh)
(6) / (b—c¢) (b—a) ?
Ji— (e EHE M)t =)
S (c—a) (c—b) i
Aus diesen Gleichungen folgen nur reelle Werte fiir x, y, z, da die rechten
Seiten nach (3) und (4) positiv sind.

Da also ein Punkt im Raume durch die Parameter %, %;, ), festgelegt
ist, indem dadurch die konfokalen Flichen in analoger Weise eingefiihrt werden,
wie sonst (bei den gewohnlichen Koordinaten) die drei Systeme von Ebenen,
die den Koordinatenebenen parallel sind, so nennt man %, %, A auch orthogonale
Koordinaten des betreffenden Punkteg, und zwar wegen ihrer engen Beziehung
zu den Ellipsoiden elliptische Koordinaten.

Nimmt man zwei der Parawmeter %,, %., )3 konstant, den dritten allein
variabel, so erhilt man die Parameterdarstellung der Schnittkurven derjenigen
beiden Flichen, welche durch die beiden konstanten Parameter zufolge (5)
bestimmt werden, also der betreffenden Kriimmungslinien. Setzt man nur ginen
Parameter konstant, so hat man in (6) die Parameterdarstellung einer I'liche
des konfokalen Systemes, somit, wenn man %, — 0 setzf, die Darstellung unserer
Fliche (1).

Im Folgenden sollen auch elliptische Koordinaten eingefiihrt werden.

o

)
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Wenn wir zuniichst die Differentialgleichung der Kiirzesten auf dem
Ellipsoide (1) in den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z herstellen wollen, so
haben wir auf die Differentialgleichung (10), bezw. (11) des I. Teiles zuriickzugehen:

b SR

(7) | dx;- dy, .dz
| d2x, d%y, d%

und dazu die Werte von X, Y, Z aus der Gleichung (1) zu berechnen. Ks

f:0

ergibt sich: Gl g R 97
(8) Ko L[ s aes Bt
und somit die Differentialgleichung:

PR T
) dx, dy, dz !_ 2
oder | d%x, d%y, d% |
(10)

bEetx (dyd?z — dzd?y)-+-c?a?y(dzd?x —dxd®z) +-a b?z (dxd*y — dy d*x) = 0.

f
|
|




Da wir den speziellen Fall einer Fliche zweiter Ordnung vor uns haben,
sv geht diese Gleichung, wie wir im I Teile (§ 5, Seite 8) gesehen haben,
durch einmalige Integration, wobei die Gleichung der Kriimmungslinien unseres
Ellipsoides (1): !

YaUldgpds L
a2’ b2’ ¢

i dx, dy, dz | =0
dx dy dz
a®’ b2’ e?

den integrierenden Faktor bildet, nach Gleichung (20) des I Teiles iiber in folgende:

dx2 idye o dze XE ye 73
( Eots u+_.z_) TR T .n)
(1 \a E (07 (a. AL S

wo O die Integrationskonstante bedeutet.

Diese Differentialgleichung (11) von der ersten Ordnung, aber vom zweiten
Grade, da die Differentiale von x, y, z in der zweiten Potenz vorkommen, stellt
bei unverénderlichem Werte von C nicht eine, sondern zwei verschiedene kiirzeste
Linien dar, welche durch den durch die Koordinaten x, y, z bestimmten Punkt
M des Ellipsoides (1) gehen. Wenn man die Differentiale dx, dy, dz als ver-
éinderliche rechtwinklige Koordinaten ansieht, stellt sie, wie leicht zu sehen ist,
einen Kegel zweiter Ordnung dar, der seine Spitze in M hat. Die Tangential-
ebene des Ellipsoides (1) in dem Punkte M ‘schneidet dic Kegelfliche in zwei
Geraden, welche die Tangenten der beiden obigen durch M gehenden kiirzesten
Linien sind. Auf diese beiden demselben Werte der Konstanten C entsprechenden
Kiirzesten werden wir im Folgenden noch zuriickkommep.

Anmerkung Da die Gleichung (18) des I. Teiles, auswelcher sich unter der
Voraussetzung von Flichen zweiter Ordnung die Gleichung (20) (I, Teil) ergibt, sowohl
fiir die kiirzesten Linien als auch fiir die Kriimmungskurven auf kruwmen Oberfliichen
im allgemeinen gilt, so konnte man glauben, daB jetzt in unserem Falle die Gleichung
(11) nicht nw das erste Integral der Differentialgleichung der kiirzesten Linien auf dem
Ellipsoide (1) ist, sondern auch der Differentialgleichung der Kriimmungslinien
als Integral zukommt. Allein H e s s e hat gezeigt*) dab das Integral ausschlieblich
den kiirzesten Linien angehtrt. Man darf dies nicht etwa mit Sicherheit daraus
schliefen, daB das Integral der Differentialgleichung (11), den Kriimnungskurven
angehorig, dann zwei willkiirliche Konstante enthielte, weil mun ja der wirklichen
Integralgleichung der Kriimmungslinien mit ihrer willkiirlichen Konstanten immer
noch weitere willkiirliche Konstante beigegeben denken kann. Volle Sicherheit
erhdlt man durch Einfithrung der elliptischen Koordinaten in die Gleichung (11)
und in die Differentialgleichung der Kriimmungslinien, da sich dann von einander
vollig verschiedene Resultate ergeben. j

(2 8
Die Differentialgleichung (11) soll nun in elliptische Koordinaten trans-
formiert werden.
Da im Falle unseres Ellipsoides (1) 2, =0 zu nehmen ist, so gehen die
Formeln (6) iber in: Coa(a) (a42y)

2

fa—B)(a—0) *
_ D) (B42)
() Jusan b—c) (b—a) °
8 S EAPEN)

(c—a) (c—b)

*) Hesse, Vorlesungen iib. analyt. Geom. d. Raumes, pg. 827 f, FuBnote.
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Liogarithmieren und differentieren wir dann, so ergibt sich zuniichst aus der ersten

. S2dr e dig ddy : e i ,g( 40 4 )9_
Gleichung: = —:I;F-i;_kﬁ_—f_—ﬁ oder quadriert: 4 dx*=x Sy
gomit erhalten wir mit Hilfe der beiden analogen Gleichungen fiir y und z die

Beziehung:
9 3 3 g
4(d:\9+dy‘+dx9)—\2( an d g ) —H’“( rl.r.f o d o )

u—-i-') a7 42 * b4y
S B ekt G )s
4 2(L-|—!\, S
Dderd O s BB s 4 A d2
= tera s e e iy |

wobei die Zeichen X die Bedeutung haben, dall man in den Ausdriicken unter
ihnen der Reihe nach x durch y und z und a durch b und c ersetzen und die
Summe der erhaltenen Werte bilden soll. Nun ist aber, wie sich durch Partial-
bruchbildung ergibt:

¥ 5 zognid (g_fz__z_._xz )

(at2) (a+2%) — A2 \ a2 a2y /!

wo aber der Klammerausdruck auf Grund der Gleichungen (5) Null ist. Es
wird also, da ja »; —7s immer von Null verschieden ist:

XB
b3 =0,
(l‘l A
und wir erhalten mit Beriicksichtigung der Werte (12):
b _"‘ ﬂ:(a_‘_)':‘_} 5 g o a(ﬂ+)i) 9
RS Ry G e T S T =) D

Betrachten wir hier vorliufiz nur das erste Glied und entwickeln den Zihler
nach Potenzen von a—2;, so ergibt sich, da

“(‘-1+)“s)—(ﬂ+’\:—*:)(ﬂ+}\s A —+2g)

=(a424)2— (a42) (22 —2s) +2 (2 —2s)
ist:
iritos n{ﬂ+_}3l =y 80—l VT (RIS T, S =
R e B0 1 D=0 e e e
Um diese Summen auszurechnen, wollen wir gewisse Sitze aus der Partialbruch-
zerlegung verwenden, F (x)
T (x

Es ist bekannt,*) daB, wenn eine Funktion ), gegeben ist, wo die Ord-

nung n des Zihlers kleiner ist als die Ordnung m des Nenners, der Wert
LF(x et i

L%, wo 2 die Bedeutung hat, daB man x durch jede der m Wurzeln der
G leichung f(x)—=0 ersetzen und die Summe der erhaltenen Werte bilden soll
und f*(x) die erste Ableitung der Funktion f(x) bezeichnet, gleich dem Koeffizienten
der hochsten Potenz von F (x)ist, wenn n—m — 1 ist, dagegen gleich Null wird,
wenn n<m-—2 ist. Ist aber f(x)=g(x)¥(x), so besteht die Beziehung:

5 F(x) S Fix

(13) oix) =0 ¥ DY) =~y — o PO ¥R

Die linke Seite bezieht sich auf die Wurzeln der Gleichung o (x) =0 und die rechte
auf die der Gleichung ¢ (x) =0. Die Zeichen X haben dieselbe Bedeutung wie oben.

*} COfr. Serret (Harnack), Diff.- und Integralrechnung, 1. Bd., § 394, Vergleiche auch:
Jacobi, Vorlesungen iib. Dynamik, pg. 202.
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Mit Hilfe dieser Siitze haben wir zuniichst fiir das erste Glied unserer
letzten obigen Gleichung, wenn wir F (x)=x — &, +%; und f (x) =(x —a)(x —b)
(x—¢) setzen:

D 00— Ay —|—}
“la—b)(a— :)
die zweite Summe wird fiir F(x) =1, a(x)=x-+, Ta(x) =(x—a)(x—Db)(x—c¢)
nach (13):
s e B e

BRI =5 @040 = 0 POVE) ~ @ MIEERIETR)
Das Zeichen X fillt patiirlich im Resultate aus, weil die Gleichung ¢(x) =0
nur eine Wur;el hat.-

Wir erhalten also, da sich mit dem Faktor von dX;* analoge Um-
formungen vornehmen lassen'

;,_‘) l; l ‘j"_j )
(a+2, 1([J~|—.f ) (c As) (n—}—f~5)(h—|—h)(c+)3)

Fiir die Nenner wollen wir abkiirzende Bezeichnungen einfiihren und, da der
erste Nenner nach (4) negativ, der zweite.aber positiv ist, setzen:

(@4-25) (02o) (e 4 D) = — A,

(dx)n —

(14) (A O o k=N,

Es ergibt sich dann:

(15) 2 (dx)p = — ; 7 O 2}(----— gagagte dlsﬂ)
A:

als Nenner der Gleichung (11}

(i;—l—df in (11) in elliptischen Koordinaten

herzustellen, gehen wir auf die bereits abgeleitete Formel fir dx? zuriick
und haben also:

Md_xﬂ:xiz( dy  dl )

Um den Ausdruck - d =

a a \a+Ais a2
o x? X3
=3 “- da?2+22 Ly
n(n-+—}.,_.)2 et a0+ }3 e ﬂ(a—+—z 2) (04D )d} d2s:
Durch Beniitzung von (12) ergibt sich fiir das erste Glied:
5 X2 - a2z

a(a—+2 } “ @4k (a — D) (a —¢)
oder, wenn wir, um die Formel (13) anwenden zu konnen, F (x)=x-42;,
p(x)=x+%, V@) =E—a)(x—b) (x—¢) setzen:
5 x? - 2 B (x) s — Ag
TR e = o PEYE T @) BR) e
Das Zeichen X fillt natiirlich im Resultate wieder aus. Analog wird:
» __Kg —_ o — hg
T a@ )2 T (o) (B2 (c0)
Ferner ergibt sich:

\

x? 5 1
T I u—|—);) (a—0{—0)
Wir erhalten also:

=0

dx Xy — : s —?.1 dos
‘g

4“
(a-|—,- )(64—;2} r+,« +(ﬂ—|—fs)(h+? T
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oder mit Riicksicht auf die Bezeichnungen (14):

3 SIOEAID -] = el s e L 1 radhl
(16) B =i .;\3}(\ o d A+ e d 2y )
Berechnen wir endlich den Ausdruck:
X3 y2 SELr T (RN 2 [n—{—r V(a—=23)
T4 bt i (i ( a ) Rl o Py b)a—o¢)

wxedel mit Hl]l{, der Formel (13), indem wir F(x; = x—);) x4 1,), DX =%,
Y(x)=(x—a)(x —b)’x— ¢ setzen, so ergibt sich leicht:

B - re T
17) 3( ) — &
&) a abe

Infolge der Resultate (15), (16) und (17) geht also die Differentialgleichung
(11) iiber in:

----—d; -—+—-¥l—1lf 13
(1s) B Dl o i

Al A

,/-

|2
&

|

=

oder, wenn wir: :
(19) — abeC=x=x
einfiihren:

1 RS DS S
(i-,—- d 224 .{"da’-af’) Asidg :z( - (i R A dr.;r),

13 AL 3
Xioos e Ae e
A A —x)d A= —i A— o) dXg?
Ao A
. 1/ e Sty A
(20) A (- -—A}( ¢ -'\5[}.3--—/}(“3‘

wo die Variablen getrennt vorkommen,

Beziiglich del Konstanten » bemerkt man, daB %, > z > ); sein muB. Es
mub also, wie sich aus den Grenzen von i, und As e1g|bt, % zwischen —¢
und — a liegen.

Aus (20) folgen weiter die zwei Gleichungen:

Bine el g
]/?\-.: Glas l/ L

3 L-"~.';

]//-'{'.;-%—- -—d; +L T {}“ o (i;,_o
LAYy \4;__ —.

Es sind dies also die beiden derselben Konstanten C der ersten Integration

entsprechenden Differentialgleichungen der von demselben Punkte des Ellipsoides 1

(1) ausgehenden kiirzesten Linien auf demselben. '
Die beiden Differentialgleichungen kinnen, da die Variablen getrennt sind,

integriert werden, wodurch man die (]lElt,hLllli“l,ll der Oberflichen erhiilt, deren

Schnittkurven mit dem Ellipsoide (1) die eben genannten kiirzesten Linien gind:

(21)

e e ———r

(Vi gLt e
ST Ty ) E \‘,l}L - z)( SEps

(22) i Bl .s .
g I/ R S |
. N }\2}(&._.4—. \q (e o) A=

¢, und ¢, sind die Konstanten, die durch diese Integration eintreten,
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Die Integrale sind im allgemeinen Abelsche Integrale, und zwar von der
Form, welche zunichst auf die elliptischen folgt, d. h. hyperelliptische erster
Gattung.

Anmerkung [Es.ist die im Vorigen angegebene Einfiihrung der ellip-
tischen Koordinaten, wobei man also einen Punkt immer als Intersektion des
Ellipsoides mit den beiden durch ihn gehenden konfokalen Hyperboloiden ansieht,
im wesentlichen nichts anderes als die Art, welchersich Jac¢obi zuerst bediente,
um das Problem der kiirzesten Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoide zu losen.
Jacobi war bekanntlich®) der erste, der die vollstiindige Integration der Differential-
gleichung zweiter Ordnung, von der das Problem abhingt, durchfiihrte, d. h. diese
Gleichung auf Quadraturen zuriickfiihrte, wobei er die Schwierigkeiten der
Aufgabe, nimlich die richtigen Variablen zu treffen und einzufithren, dadurch
iiberwand, dafll er zwei Hilfswinkel o und -; beniitzte, welche, wenn

‘r’ Z

die Gleichung des Ellipsoides und a < b < ¢ ist, die rechtwinkligen Koordinaten
eines Punktes der Fliche durch die Formeln bestimmen:

N G
a A -t T TR T TR TIE
= I/ o tine Vb eos?d 4 csin?y — a,

y= Vb cos ¢ sin

! : . S hifés
7= l/c : cosy J/c — a cos? o — b sin? ¢,
C

Er gelangt so zu der SchluBgleichung™):

e S ; I/*uoq“:—i—b sin? 9 do
__“. i awsﬂ?—-h—smg I/(h—a}ujs u—f:’a
g l/b (:Dsi J—Q—E_s_mﬂ dd
Vb cos® 4 csintl — a V(e — b) sin?d 5

wo « undsf die beiden Konstanten sind, welche das vollstindige Integral der
Differentialgleichung zweiter Ordnung enthalten muB. (Die KOI]‘;td‘Ilte o wird
Null, wenn man die Integrale von denjenigen Werten von ¢ und ¢ beginnen
1f~ilit, welche dem Ausganrrspunkte der kiirzesten Linie auf dem Ellipsoide
entsprechen; die Konstante § wird algebraiseh durch die anfingliche Richtung
bestimmt, die man der kilrzesten L!me gibt.) — Bei der weiteren Behandlung
des Problemes der Kiirzesten auf einem dreiachsigen Ellipsoide mit elliptischen
Koordinaten***) gewinnt Jacobi die Integration mit Hilfe der Hamiltonschen
partiellen Differentialzleichung, wobei er von jener Definition der kiirzesten
Linien ausgeht,t) nach welcher dies jene Linien auf einer krummen Oberfliche
sind, die von materiellen Punkten beschrieben werden, welche gezwungen sind,
auf der Oberfliche zu bleiben, und welche, ohne daf eine sollizitierende Kraft
auf sie wirkt, nur von einem anfinglichen Stofe getrichen werden. Mit der
Gleichung, die Jacobi als Endresultat erhilt, stimmen unsere Gleichungen (22)
dem Wesen nach iiberein.

¥ Cfr. Crelle Journal, Bd. 19, pg 809, Jacobi: Note u. s. w.

**) Die Ausrechnung vergleiche etwa iu Crelle Journal, Bd. 26, pg. 160: Joachimsthal;
oder bei Stegmann, Varmtmusrechnung u, a.

*H) Jacobi, 15;0r]t,:aungl-n iiber D}:lamﬂ(, 28, Vorlesung.

+ Vewlem}ac I. Teil, § 8 (pg. 4).
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4.

Wir gehen nun wieder zur Differentialgleichung (11) der kiirzesten Linien

auf dem Ellipsoide (1) zuriick, um daraus eine wichtige Eigenschaft dieser

Linien abzuleiten.*)
Zu dem Zwecke schreiben wir die Gleichung in der Form:

¢ x4 y Wlaxn. dhz_f_df_'—E:
o ERE
al h? G

und suchen die geometrische Bedeutung der beiden Gleichungsseiten auf, Wenn
wir uns vom Mittelpunkte unseres Ellipsoides (1) auf die Tangentialebene in

7
. . :x ‘I r ?1
einem Flichenpunkte x, y, z, deren Gleichung also ;a-z——k ;Z SE Z_ —1=0
ist, das Perpendikel P gefillt denken, so ergibt sich dessen Linge:
1

(24) == PR s il

1/ x2 Yo ls g

at bt (5

wodurch die Bedeutung der linken Seite in (22) klargelegt ist. Die rechte
Seite der Gleichung kaun, abgesehen von C, folgendermafien geschrieben werden,
: = : . 1
da ja der Zihler gleich ds® ist: ——— ey
cos?e  cosip  eos?y
P e R
a? b? i
Winkel bezeichnet sind, welche die Tangente eines, Normalschnittes mit den
Koordinatenachsen bildet. Zieht man nun parallel zu dieser Tangente einen
Radiusvektor des Ellipsoides und bezeichnet seine Linge mit D, so sind die
Koordinaten seines Endpunktes der Reihe nach D cos«, D cos, Dcosy. Dieselben
i . Y : . (Cos?z cos?H  costy
miissen der Flichengleichung Geniige leisten, was D2 _-1'”_"'_ s i )
> i i )=

wo mit «, B, v die

,

— 1 ergibt oder: ;
1

25 D2 = — e
o) cos®a  cos?f  cos?y’
“at "t e c? .

wodurch auch die rechte Seite in (23) geometrisch gedeutet ist. Die Gleichung

selbst kann man also schreiben: T‘l“ = D2 oder
(26) Pl— L’}f‘ = const. ' :

I

Hierin ist der folgende Satz von Joachimsthal enthalten: Liings einer kiirzesten
Linie auf dem Ellipsoide (1) ist das Produkt des vom Mittelpunkte auf die
Tangentialebene gefillten Perpendikels und des der Tangente der kiirzesten
Linie parallelen Semidiameters der Fliche konstant.

Es gilt dieser Satz, wie unmittelbar einzusehen ist, nicht nur fiir unsere
spezielle Fliche (1), sondern fiir jedes Ellipsoid und iiberhaupt fiir jede Mittel-
punktsfliche zweiter Ordnung.

Wie weiter leicht ersichtlich ist, entsprichi diesem Satze von den Flichen
der Satz vom konstanten Inhalte des Parallelogrammes iiber je zwei konjugierten
Durchmessern bei den Kegelschnitten mit einem Mittelpunkte.

*) Cfr. Joachimsthal, Crelle Journal, Bd. 26, pg. 158,

S E——
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Aus der Beziehung P D — Vo geht deutlich hervor, dafi die Integrations-

konstante C durch die Richtung der kiirzesten Linie in einem beliebigen Punkte
bestimmt wird.

Der Joachimsthalsche Satz liBt sich noch auf verschiedene andere Arten
beweisen.

Graves beweist ihn,*) indem er auf die beiden bekannten Siitze iiber
Flichen zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte zuriickgeht: 1. dali die von
einem Punkte aus an eine solche Fliche gezogenen Tangenten ihren Léngen
nach den ihnen parallelen Durchmessern der Fliche proportional sind, und 2.
daf die von zwei Punkten einer Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung von dem
einen auf die Tangentialebene des jedesmaligen anderen gefillten Perpendikel
ihren Liingen nach den von dem Mittelpunkte auf diese Tangentialebenen gefillten
Perpendikeln proportional sind.

Zieht man nun von den zwei Punkten A und B der Fliche zu einem
Punkte T der Durchschnittslinie der beiden Tangentialebenen in A und B die
Geraden AT und BT, welche mit der Durchschnittslinie die Winkel i und i
einschlieBen mogen, so ist das Perpendikel von A auf die Tangentialebene in
B gleich AM = ATsinisinw, wo o der Winkel zwischen den beiden Tangential-
ebenen’ ist, und andererseits ist das von B auf die Tangentialebene in A gefillte

. Perpendikel gleich BN—=B Tsini‘sino. AM und BN sind nach dem obigen

zweiten Satze den Perpendikeln P und P proportional, welche man vom Mittel-
punkte auf die beiden Tangentialebenen fillen kann. Andererseits sind, wenn
gini’=sini ist, wenn also die beiden Tangenten AT und BT mit derselben
Seite dér Durchschnittslinie der beiden Tangentialebenen gleiche oder supplemen-
tire Winkel bilden, AT und BT den Griien AM und BN proportional und
nach dem ersten obigen Satze auch den Radienvektoren D und D', die zu ihnen
parallel verlaufen. Supplementire Winkel i und i’ schlieflen aber, wie wir im
I. Teile (§ 9, pz. 13) gesehen haben, aufeinanderfolgende Elemente -einer
kiirzesten Linie mit der Durchschnittslinie der betreffenden Tangentialebenen
ein. Daher ist lings einer kiirzesten Linie P D =P’'D‘= const.

Hart beweist den Joachimsthalschen Satz folgendermafien.™) Legt man
durch das Ellipsoid (oder iiberhanpt durch eine Mittelpunitsfiiche zweiter
Ordnung) irgend einen ebenen Schnitt und zieht vom Mittelpunkte der Schnitt-
fliche zu der Tangente in einem Punkte derselben die Normale p und auferdem
den zu dieser Tangente parallelen Radiusvektor d des Schnittes, so ist nach
dem bekannten und schon (pg. 8) erwihnten Satze iiber die Kegelschnitte mit
einem Mittelpunkte lings des Schnittes pd=const. Ist ferner i der Winkel
zwischen der Schnittebene und der Tangentialebene der Fliche in dem betrachteten
Punkte des Schnittes, so steht offenbar PD, wo P und D die bekannten Be-
deutungen haben, zu pdsini in einem konstanten Verhiltnisse oder es ist P D
mit sini proportional verinderlich. Es ist also dort ein Maximum, wo die
Schnittebene emn Normalschnitt der Fliche ist. Mithin ist P D= const fiir die
kiirzesten Linien, weil diese in jedem ihrer Punkte einen Normalschnitt der
Fliche oskulieren.

Die im Joachimsthalschen Theoreme ausgesprochene Eigenschaft, wie sie
den kiirzesten Linien zukommt, gilt aber auch, wie sich leicht zeigen Iibt,
in analoger Weise fiir die Krimmungslinien auf den Mittelpunktsflichen zweiter
Ordnung, also auch auf unserem Ellipsoide (1). Es sei nur auf den Beweis von

#) Cfr. Graves, Crelle Journ, Bd. 42, pg. 279; Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes,
II. Teil, Art 121.

#%) Cfr. Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, II, Teil, Anmerkung 64) zu Art, 124
(pg. 0688).
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Graves verwiesen, wo die Bezichung PD=P'D’ auch bei Gleichheit der
Winkel i und i’ besteht. Nun schlieBen aber bekanntlich aufeinanderfolgende
Elemente einer Krimmungslinie mit denselben Seiten der Schnittlinie der beziig-
lichen Tangentialebenen der Fliche gleiche Winke! ein*) Ks bleibt also lings
einer Kriimmungslinie ebenfalls das Produkt des vom Mittelpunkte der Fliche
auf die Tangentialebene gefillten Perpendikels (p) und des der Tangente der
Kriimmungslinie parallelen Semidiameters der Fliche (d) konstant:

(27) pd = const.

In elliptischen Koordinaten geschrieben haben die Grifien P, p, D und d
folgende Ausdriicke. Nach Gleichung (24) und (17) ist:

(28) prutiilinabo B
oo Ay Ag
a?

Dasselbe gilt fiir p, nur ist fiir die Kriimmungslinien (3, =0), A, = const., A,
konstant zu nehmen und ebenso fiir die Kriimmungslinien (A, = 0), A; = const.,
As als konstant zu betrachten. Ferner ist nach (25), (15) und 16):

Ko Ag
: Aogisgs 18 e
o Byt o i S g
ST s
By B por
& Al d 2?4 N d2g
also fiir die kiirzesten Linien nach Gleichung (18) und (19):
(29) pr=—2h
A
und fiir die Kriimmungslinien L, = const.:
(804a) d.=—)
und fiir die Kriimmungslinien J; — const.:
(30 b) dy2=— 7,

Aus dem Joachimsthalschen Satze ergibt sich eine grofie Reihe weiterer
Sitze iiber kiirzeste Linien, von welchen im Folgenden eine Anzahl angefiihrt sei.

.

Wenn eine kilrzeste Linie eine Kriimmungslinie beriihrt, so ist fir den
Beriihrungspunkt P=p und D=d und also P D =pd=const., woraus folgt, |
daf fiir alle kiirzesten Linien, welche dieselbe Kriimmungslinie beriihren, das !
Produkt P D denselben konstanten Wert begitzt.**)

Das Produkt hat aber auch stets denselben konstanten Wert fiir alle
kiirzesten Linien, welche durch einen Kreispunkt der Fliche gehen. Denn in
einem solchen Punkte, dessen Koordinaten mit Bezug auf die Gleichung (1) die
/..fag B : [ "/h:: LT

g

Grifen haben: x =-+a I =07 =1

T hat das Perpen-

e?!

dikel P den Wert :—;;'. und der Radiusvektor D den konstanten Wert b, weil

der zu der Tangentialebene im Kreispunkte parallele Zentralschnitt der Fliche
ein Kreis mit dem Radius b ist. Es ist also PD=ae.

*) Cfr. Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, II. Teil, Art, 121,
*¥) Cir. zu den folgenden Siitzen insbesondere: Salmon-Fiedler, analyt. Geom, d, Raum.
IL. Teil, Art. 125 ff.; Boklen, analyt. Geom. d. Raum. § 24.
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Die Analogie dieses Satzes und des zuvor fiir die Berithrung derselben
Kriimmungslinie bewiesenen entspricht der engen Beziehung zwischen Krimmungs-
linien und Kreispunkten auf Flichen zweiter Ordnung, indem ein System von
Kriimmungslinien auf solchen Flichen seinen Eigenschaften nach einem Systeme
konfokaler Kegelschnitte in der Ebene analog ist, wobei die Kreispunkte den
Brennpunkten entsprechen. Man kann auch die Kreispunkte als Grenzfall der
Kriimmungslinien auffassen. !

Da also fiir kiirzeste Linien, die durch einen Kreispunkt gehen, PD =
i}_fj:qc ist, so hat in diesem Falle auf Grund der Festsetzung (19) die
Konstante » in den Gleichungen (20), (21), (22) den Wert #=— b= —b* und
die Integrale in (22) werden dann elliptische.

Aus der Umkehrung der beiden erwiihnten Siitze, daf also alle kiirzesten
Linien, fiir welche das Produkt PD denselben konstanten Wert hat, dieselbe
Kriimmungslinie beriihren oder durch einen Kreispunkt gehen, folgt sofort, dafb
die beiden kiirzesten Linien auf der Fliche (1), welche demselben Werte der
Konstanten C der ersten Integration entsprechen und deren Gleichungen (21)
und (22) sind, dieselbe Kriimmungslinie. beriihren, bezw. durch je einen Kreis-

punkt des Ellipsoides (1) gehen, falls C den Wert % besitzt,
!

Man kann dies auch leicht anders zeigen*) Von den beiden kiirzesten
Linien, die durch die Gleichungen (22) gegeben sind, wo die willkiirliche
Konstante C der ersten Integration und mithin auch » einen bestimmten Wert
besitzt, und welche von einem durch die Konstanten ¢; und ¢, bestimmten
Punkte M des Ellipsoides ausgehen, soll die erste die Kriimmungslinie mit
der Gleichung
(31) o

in dem Punkte A, die zweite im Punkte B treffen. Der Punkt A hat die
elliptischen Kyordinaten %, =0, A, ==#, ), wo sich %; aus der ersten Grleichung
(22) dadurch bestimmt, daf man, wenn die Integration durchgefithrt ist, A, den
Wert « annehmen lift. Ein dem A unendlich benachbarter Punkt auf der
kiirzesten Linie hat also die Koordinaten %, — 0, z—d 2, A; =—d As, Wo d %, und d A,
durch die erste Gleichung (21) miteinander verbunden sind. Aus dieser Gleichung
erhilt man fiir 2, == den entsprechenden Wert von d), =0 fiir die kiirzeste
Linie und aus (31) dA, =0 fir die Krimmungslinie. [m Punkte A beriihrt
mithin die erste kiirzeste Linie die Kriimmungskurve (31). Ebenso beriihrt im
Punkte B die zweite kiirzeste Linie die nimliche Kriimmungslinie (31), womit
der Satz bewiesen ist.

In dem Schnittpunkte M der beiden kiirzesten Linien, die demselben Werte
der Konstanten C der ersten Integration entsprechen, ist nach dem Friiheren
PD=P'D’ oder wegen P—=P' auch D=D'. Diese beiden gleichen Radien-
vektoren des zur Tangentialebene in M parallelen Zentralschnittes, welche den
Tangenten der beiden kiirzesten Linien parallel verlaufen, bilden mithin auch
mit den beiden Hauptachsen des Schnittes gleiche Winkel. Diese Hauptachsen
sind aber bekanntlich bei den Mittelpunktsfiichen zweiter Ordnung den Richtungen
der in M sich schneidenden Kriimmungslinien parallel. Das gibt uns den Satz:
Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides sich schneidenden Kriimmungs-
linien desselben halbieren in diesem Punkte die Winkel zwischen den beiden
durch den Punkt gehenden kiirzesten Linien, welche dieselbe Kriimmungslinie
beriihren, bezw. durch je einen Kreispunkt gehen’**)

*) Cfr Hesgse, Vorlesungen iib, analyt Geom. d. Ranm. pg. 351 f.
**) Hesse beweist diesen Satz in der Weise (efr, Vorlesungen iib. analyt. Geam. d. Raum,
pg. 8291), dab er die Kegelgleichung, als welche die Gleichung (11) anzusehen ist, wenn man
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Aus dem zweiten (auf die Kreispunkte Bezug nehmenden) Teile dieses
Satzes, der von Michael Roberts herriihrt, folgt sofort, daB die Kriimmungs-
kurven des Ellipsoides der geometrische Ort fiir einen Punkt sind, dessen Ent-
fernungen von zwei Kreispunkten, durch kiirzeste Linien gemessen, eine konstante
Summe oder eine konstante Differenz haben, je nachdem nimlich die beiden
Kreispunkte auf derselben Seite der Kriimmungslinie liegen oder auf entgegen-
gesetzten. Denn da die beiden kiirzesten Entfernungen mit der Kriimmungslinie
eben gleiche Winkel einschliefien, so haben wir den im I. Teile (§ 12, pg. 18)
behandelten Fall vor uns, wo die von den Punkten einer Kurve nach zwei festen
Punkten gezogenen kiirzesten Linien mit den Tangenten dieser Kurve stets
gleiche Winkel einschliefien.

Aus dem obigen Satze folgt auch, daB, wenn man von einem beliebigen
Punkte der Fliche nach den beiden entgegengesetzten Kreispunkten, die in
demselben Durchmesser liegen, kiirzeste Linien zieht, die eine die Fortsetzung
der anderen ist. Denn die Winkel, welche diese Kiirzesten mit jeder durch
den Punkt gehenden Kriimmungslinie bilden, sind gleich grof.

Ganz analog dem obigen Satze, aus dem diese letzten beiden Folgerungen
gezogen wurden, liBt sich auch beweisen, dall eine Kriimmungslinie von zwei
Kiirzesten, welche dieselbe Kriimmungslinie beriihren oder durch je einen Kreis-
punkt gehen, unter gleichen Winkeln in zwei Punkten geschnitten wird, die zu
eimer der Hauptebenen der Fliche symmetrisch liegen.

Mit Hilfe des Joachimsthalschen Satzes kann man sich leicht eine

Vorstellung iiber den Verlauf der kiirzesten Linien auf unserer Fliche (und
iiberhaupt auf jeder Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung) machen. Jede Kriimmungs-
linie teilt bekanntlich mit der ihr symmetrischen die Fliche in drei Zonen und
es zeigt sich sofort, dal eine Kiirzeste, welche eine Kriimmungslinie, etwa
A, =const., berithrt, so daB also nach .28) und (30a): PD=pd,= [/ﬂ-%—E
ist, nur in der mittleren Zone verlaufen und nicht in die beiden anderen iiber-
gehen kann, dal also eine Kiirzeste sich immer zwischen zwei symmetrischen
Kriimmungslinien bewegt und sich nach der Beriihrung der einen wieder gegen
die andere wendet.

Analog ergibt sich der besondere Fall, daB alle kiirzesten Linien, die von
einem Kreispunkte ausgehen, sich im entgegengesetsten Kreispunkte wieder
vereinigen, ohne daB sie eine Kriimmungslinie beriihren kinnen. (Selbstver-
standlich sind diese Linien alle von gleicher Linge.)

Aus den Beziehungen (26): P D= const. und (27): pd = const. folgt ferner,
dafl, wenn mehrere kiirzeste Linien, welche diesclbe Kriimmungslinie beriihren
oder durch einen Kreispunkt gehen, eine weitere Kriimmungslinie treffen, fiir

die Schnittpunkte die Relationen gelten: PD=P'D‘=P“D*= ..., pd=p'd’
= amoi PP PG L DD IDE S U e plaphe e skd SalidYiss
die analogen Bedeutungen haben wie frither. Da aber P—=p, P'=p’, P“=p" . ..
ist, s0 ergibt sich D:D':D“:.. . =d:d':d“:.... Es stehen also die Semi-

diameter der Fliche, welche den Tangenten der kiirzesten Linien und den
Tangenten der Kriimmungslinie in den Schnittpunkten parallel gezogen sind,
in Proportion.

Ebenso ergibt sich fiir die entsprechenden Radienvektoren der Fliche
die Proportionalitit, wenn eine kiirzeste Linie eine Kriimmungslinie in mehreren
Punkten schneidet.

dx, dy, dz als variable rechtwinklige Koordinaten betrachtet, auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system transformiert, von welchem zwei Achsen im Punkte M Tangenten der durch diesen
Punkt gehenden Kriimmungslinien des Ellipsoides sind. Aus der Form der transformierten
Gleichung ergibt sich sofort der Satz.

oo
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Wir nehmen auf unserer Fliche ein beliebiges von kiirzesten Linien ge-
bildetes Polygon und bezeichnen die vom Zentrum auf die Tangentialebenen in
den Eckpunkten gefillten Perpendikel der Reihe nach mit Py, Py, Py, ... Py
andererseits die Semidiameter der Fliche, welche den Tangenten der kiirzesten
Linien in den n Eckpunkten parallel sind, mit Dy, D*; D 114 B D s
D, D,. Es gelten dann die Glf-uhung,m PrDE=PR. D" P, D, =P, 1)|,
PR —P) Dl, woraus folgt: D, D, . I)n_l) st o] = o B hﬂ:IPn also
die betrachteten Radienvektoren der I‘]itdll_. Zwei Gmppen; das Produkt der
n Radienvektoren der einen Gruppe ist gleich dem Produkte der anderen
n Radienvektoren,

Und analog ergeben sich noch weitere éhnliche Siitze.

6.

Bevor wir zu einer anderen Gruppe von Sitzen iiber die kiirzesten Linien
auf dem Ellipsoide iibergehen, wollen wir den Ausdruck fiir den Kriimmungs-
radius einer solchen Linie aufstellen.*)

Der allgemeine Ausdruck fiir den Kriimmungsradius einer Raumkurve ist:

ds?
V(@2x)2 4 (d2y)®*+ (d%2)® — (d*8)*
Um ihn fiir die Kiirzesten auf unserem Ellipsoide (1) zu erhalten, -gehen wir
auf die Ausdriicke p.dx, p.dy, pdz.zuriick, wie wir sie im I. Teile (§ 5, pg. 7)
gefunden haben.
In unserem Falle ergibt sich auf Grund der Gleichungen (8) der erste
dieser Ausdriicke als
dx2id dz?
Ud};u—‘i( + 1+ )dﬁx+4 ( —o—gg+i)

Analog lauten die Werte von - dy und p.dz. Indem wir nun nach (24) das
r3 73
Perpendikel P einfiihren: —|— i* 54 -:.i und nach (25) den Radius-

1}2
dx2 dy? dzl ds?

(32) ="

vektor D: = i be —|— = D’ ergibt sich:
XA gNy d®*x
. dx — 4 _a“ D2 “aia 1;"".1
y ds? dy
7 ds? d?z
pdz — 4 T = 4 Pr
Wenn wir nun quadrieren und addieren, so erhalten wir:
: 1 ds?
w [(42%)2 4+ (d29)2 - (A2)] = p2 ds® + 16 ;5 .‘I;,

: ; d ydy  =zdz : 3 :
da ja nach Gleichung (1) — - be +-—- =0 ist. Fiir p. gilt nach Gleichung
(16) des 1. Teiles fiir uns de1 Wert

‘1 d%s
p 4—15-:3- e

*) Crr Joachimsthal, Crelle Jonurn., Bd. 26, pg. 167k




so0 dafh also

(d2x)? 4 (d2y)¥2 o (d22)? — (d%)2 = ¥ dst

AT

wird. Der Krimmungshalbmesser hat mithin nach (32) den Ausdruck:

. D:
{33) = 1'.",
oder, wenn wir noch die Beziehung (26) in Betracht ziehen:

; 1
(84) °= Py
oder :
(35) o =D3J/C.

In elliptischen Koordinaten geschrieben ist nach (28) oder (29):

= s L g

Liings einer kiirzesten Linie verhalten sich also die Kriimmungshalbmesser
der Linie umgekehrt wie die dritten Potenzen der vom Mittelpunkte der Fliche
auf die Tangentialebenen der betreffeuden Kurvenpunkte gefillten Perpendikel
oder direkt wie die dritten Potenzen der den Tangenten in den betreffenden
Punkten der Linie paralielen Radienvektoren” der Fliche.

Da die Konstante C denselben Wert hat fiir alle jene Ikiirzesten Linien,
welche dieselbe Kriimmungslinie beriihren oder durch einen Kreispunkt gehen,
so folgt aus der Beziehung (#4) der Satz, daB die Kriimmungshalbnesser aller
dieselbé Kriimmungslinie beriihrenden oder durch einen Kreispunkt gehenden
kiirzesten Linien dort, wo sie eine Poloide treffen oder eine Linie, fiir welche die vom
Mittelpunkte auf ihre Tangentialebenen gefillten Perpendikel einen konstanten
Wert haben, einander gleich sind.*)

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die Kriimmungsradien der eben erwihnten
kiirzesten Linien in den Punkten, wo sich diese Linien gegenseitig  schneiden,
da ja daselbst die P einander gleich werden. Es ist Ja auch sofort klar, daB,
wenn man durch einen Punkt auf der Fliche zwei Tangenten zieht, welche mit
den Tangenten der durch diesen Punkt gehenden Kriimmungslinien gleiche
Winkel bilden, wie es bei den Tangenten der in Betracht kommenden kiirzesten
Linien der Fall ist, dann die beiden durch jene Tangenten gehenden Normal-
schnitte der Fliche gleiche Kriimmungsradien haben.

Legen wir parallel zur Tangentialebene der Fliche in einem Punkte M
einer kiirzesten Linie einen Zentralschnitt des Ellipsoides, so sind, wie schon
einmal (pg. 11) bemerkt wurde, die Radienvektoren des Ellipsoides, welche den
Tangenten der in M sich schneidenden Kriimmungslinien parallel verlaufen, die

Hauptachsen der Schnittellipse; das sind nach (30a) und (@b d, = /==t
d; =V—),. Aus diesen Werten ergibt sich mit Zuhilfenahme -der Formel (36)
; S d;8d,® ; 3 I 3d,8 7w 3 ;
die Beziehung: -'—:" =C(abe)7 oder GE =0 (abe)s =% dydy= ist aber der
P P
Flicheninhalt des erwiihnten Zentralschnittes, so dall wir also den Satz haben:
Liings aller kiirzesten Linien auf unserem Ellipsoide, welche demselben Werte der
Konstanten C der ersten Integration entsprechen, welche also dieselbe Kriimmungs-
linie beriihren oder durch einen Kreispunkt gehen, ist das Verhiltnis der dritten
Potenz des Flicheninhaltes der Ellipse, welche durch den Mittelpunkt der Fliche

*) Cfr. zu diesen S#tzen insh. Boklen, apalyt. Geom. d. Raum, § 24,

Ay R A o
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parallel zur Tangentialebene in einem Kurvenpunkte gelegt ist, zum Kriimmungs-
radius der kiirzesten Linie in dem betreffenden Punkte konstant.

Schneiden kiirzeste Linien, welche dieselbe Kriimmungslinie beriihren oder
durch je einen Kreispunkt gehen, eine weitere Kriimmungslinie, so hat man,
wenn man die Bezeichnungen P, D, d, ¢ in ihrer friiheren Bedeutung beibehiilt
und aubBerdem noch mit R, R, R" . . die Kriimmungshalbmesser bezeichnet,
welche den Normalschnitten der Fliche entsprechen, die durch die Tangenten
der weiteren Kriimmungslinie in den Schnittpunkten mit den genannten Kiirzesten

g : J Dz )2 i ['2
gelegt sind, die Beziehungen: ;= B = [P“ il lt:‘%,, I{‘:%p, Soatdda
2 .. A : ; : e 0 Lt
ja fiir Kriimmungslinien die zu (33) analoge Relation besteht. Also ist = ;{,

D2 d° :
_.:‘.r — 1{! y s e
—d:d':d":... besteht, so ergibt sich nun aneh: p:o':p":. .. =R:R:R" ...,
d. h. es stehen die Kriimmungshalbmesser der den Tangenten der kiirzesten
Linien und der Kriimmungslinie in den Durchschnittspunkten entsprechenden
Normalschnitte der Fliche in Proportion.

Ebenso ergibt sich fiir die entsprechenden Kriimmungsradien die Propor-
tionalitit, wenn eine kiirzeste Linie eine Kriimmungslinie in mehreren Punkten
schneidet.

Wir betrachten wieder, wie friher, ein auf unserer Fliche von kiirzesten
Linien gebildetes n-Eck und bezeichnen die Kriimmungsradien der in den einzelnen

Feken zusammenstofenden kiirzesten Linien der Reihe nach mit 2., 25 2. @&

Y
. fny On'y ferner die vom Zentrum auf die Tangentialehenen in den Eckpunkten

Da aber, wie wir bereits wissen, die Proportion D:D:D“:...

gefiillten Perpendikel mit P,, P,, .... P,. Dann bestehen nach (34) die
Gleichungen: o Pi3=0,'P,3% o Pyd =g Py ... 0uPu?=0 F"% woraus folgt:
Gify...Pn=p' ... 0. Ls ist-also das Produkt der n Kriimmungsradien der

einen Gruppe dem Produkte der n Kriimmungsradien der anderen Gruppe gleich.*)

7.

Die Gleichung (26): PD = —— = const. libt sich auch in efer anderen

A

vorteilhaften Form schreiben, wie sie zuerst von Liouville angegeben wurde.

Zu dem Zwecke bezeichnen wir den Winkel, welchen eine kiirzeste Linie
auf unserem Ellipsoide (1) in einem beliebigen Punkte mit einer der beiden
durch diesen Punkt gehenden Kriimmungslinien bildet, etwa mit der; deren
Gleichung A, = const. ist, mit i. Legen wir parallel zur Tangentialebene des
Ellipsoides in dem betrachteten Punkte einen Zentralschnitt durch die Fliche,
80 ist i auch der Winkel, welchen der zur Tangente der kiirzesten Linie parallele
Radiusvektor D mit derjenigen Hauptachse der Schnittellipse einschlieBt, welche

der Tangente der Kriimmungslinie %, = const. entspricht, also mit do =V— 4.
Es gilt also, da die andere Hauptachse der Ellipse nach (80b): dy=V—4,
cos?i  sin®i

: : ; ; 1 :
ist, fiir den Radiusvektor D die Gleichung: BRI e Andererseits
= At ] s
. 1 Natats
ist nach (28):— = -, Daraus folgt:
" abe
L =0 L (% cos?i X, sin? i)
— =y = —— ——— (/s COB"~ A BINLS
P2D* abey s : :

%) Joachimsthal hat diesen Satz in der Einschrinkung auf ein von kiirzesten Linien
gebildetes Dreieck angegeben in Crelle Journal, Bd. 26, pg. 167 f.
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oder mit Riicksicht auf (19):
(37) ko OS2 12, sin2i==z.

Es ergibt sich hieraus sofort wieder die Gleichung (31) derjenigen
Kriimmungslinie, welche von der Kiirzesten berithrt wird, nimlich Ao =utrda
ja im Beriihrungspunkte i=0 ist.

Geht die Kiirzeste durch einen Kreispunkt der Fliche, so hat die Konstante =
den Wert — b und es ist also '

Ky €081 A, 8in%i—=—B,

Aus der Gleichungsform (37) lifit sich wieder eine ganze Reihe von
Eigenschaften der Kiirzesten ableiten, von denen im Folgenden einige angefiihrt
werden mogen.*)

So ergibt sich leicht der schon friiher behandelte Satz, daB die beiden
in einem gegebenen Punkte der Fliche sich schneidenden Kriimmungslinien stets
die Winkel halbieren, welche von den beiden durch diesen Punkt gehenden
kiirzesten Linien gebildet werden, die demselben Werte der Konstanten C der
ersten Integration entsprechen. Denn fiir diese Kiirzesten haben wir: A, cos®i
+2;8in®i=2x und X, cos®i'4-2y8in?i’'=x, also i=i"

Fiir den Winkel i ergibt sich aus (37):

-0 = : " . l// =
S = o 0 — e 4 = it Bl
(38) sini l/ e cosi e gi Niez:

Betrachten wir nun zwei kiirzeste Linien, welche sich auf der Kriimmungs-
linie 2, = const. schneiden und von denen die eine die Kriimmungslinie ¢ = const.
und die andere die Kriimmungslinie ¢‘= const. beriihren mag, dann ist, wenn
i und i' die betreffenden Winkel am Schnittpunkte sind:

s *I/cm‘z; Lt ]/};-—;_J.E
mi= ST = ]
Ay — Ay X —2,
ini

Algo ist Y const., d. h. wenn sich der Schnittpunkt zweier kiirzesten Linien,

die bestimmte Kriimmungslinien beriihren, auf einer weiteren Kriimmungslinie
bewegt, so ist das Verhiltnis der Sinus der Winkel, welche die Kiirzesten mit
der letzteren Kriimmungslinie bilden, konstant. (Liouville,)

Fs ist dieser Satz eine Verallgemeinerung des friiheren, nach welchem
zwei kiirzeste Linien, die dieselbe Kriimmungslinie beriihren, eine zweite
Kriimmungslinie unter gleichen Winkeln schneiden. Denn wenn wir ¢= ¢’
nehmen, folgt sini—=sgin i’

Wenn sich die beiden kiirzesten Linien, welche die Kriimmungslinien
c=const. und ¢'= const. beriihren, rechtwinklig schneiden, so ist sini= cosi’

| S (ol .
oder l/ —— — l/;, oder A, 42; =c—c'=const. Nun ist aber,
-3 - \2

L A

wie man aus der Gleichung (2) unmittelbar fiir unser Ellipsoid (1) ableiten kann:
Ao hg = X24-y2 22— (a+Db—4c). Mithin ist (x4y°-2z%) oder die Ent-
fernung des Durchschnittspunktes vom Mittelpunkte des Ellipsoides konstant.
Hs ist also der geometrische Ort des Durchschnittspunktes zweier kiirzesten
Linien, die je eine Kriimmungslinie beriihren und sich rechtwinklig schneiden,
die Durchschnittskurve des Ellipsoides mit einer konzentrischen Kugel oder ein
sphiirischer Kegelschnitt,

*) Vergleiche zur Ableitung der Liouvilleschen Gleichung und zu den folgenden Sitzen
insbes, Salmon-Fiedler, analyt. Geom, d. Raum., II. Teil, Art, 127 ff; Boklen, analyt. Geom.
d. Raum., § 24,
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Dieser Satz von Michael Roberts bleibt auch richtig, wenn die beiden
Kiirzesten dieselbe Kriimmungslinie beriihren oder durch je einen Kreispunkt
gehen oder aber die eine Kiirzeste eine Kriimmungslinie tangiert und die andere
durch einen Kreispunkt geht.

Welches ist der Ort des Durchschnittspunktes derjenigen kiirzesten Linien,
welche dieselbe Kriimmungslinie beriibren oder durch einen Kreispunkt gehen
und einander unter einem gegebenen Winkel ¢ schneiden? Da die beiden
Kiirzesten mit den durch ihren Schnittpunkt gehenden Krimmungslinien gleiche
Winkel einschlieBen, so ist der Winkel # das Doppelte des Winkels, den wir
mit i bezeichneten, und es ist also nach (38), wenn wir fiir die beriihrte

. % -—}.;
Kriimmungslinie den konstanten Wert » nehmen: tg 2 = l/ - Daraus

J %
folgt: tgo = = oder
s SR P

(oD —22) b2 0 =4 n(hs +hg) —d Ao by — 4 22

Wird diese Gleichung in die rechtwinklizen Koordinaten x, y, z transformiert,
so ergibt sich, daB der gesuchte Ort der Durchschnitt des Ellipsoides mit einer
Fia{}he v1e1ter Ordnung ist.

Wir nehmen ﬂuf unserer Fliche ein von kiirzesten Linien gebildetes
n Eck, welches einer Kriimmungslinie (A, = const.) eingeschrieben ist. Die
Winkel, welche je zwei in einer Ecke zusammenstofiende Seiten mit dieser
Krummungshme bilden, seien der Reihe mach . i,'; iy, o' ... ia, iu'; die
einzelnen kiirzesten Linien migen weiter der Reile nach die Kriimmungslinien
¢; — const., ¢, = const., ... ¢, = const. beriihren; ferner seien der lielhv nach
A= const., )@= const., ... A;® =const. diejenigen Kriimmungslinien, welche
die gegebene (), = const.) in den einzelnen Eckpunkten (rechtwinklig) schneiden.
Es bestehen dann die Gleichungen:

BT ] G, | o= ,g,
sini; = I/.a o Siniy= I./;‘_It!]"_}:‘- T — I/ L@
-3l I/ G- :K' St I//(,“ 1 .!.._.
.r‘\-}(“—fu S0 i Agm)— .*‘u

sinid, . 8inis ... sind,—=&ini;‘ . sini’. .. 8iniy,

sini,'=

woraus folgt:

d. h. wenn man einer Kriimmungslinie ein von kiirzesten Linien gebildetes
Polygon einschreibt, so teilen sich die Winkel, welche die Seiten des Vieleckes
mit der Kliimmungslinie bilden, in zwei Gruoppen. Das Produkt der Sinus der
Winkel der einen Gruppe ist gleich dem Produkte der Sinus der Winkel der
anderen Gruppe.

Beriihren die Seiten des eingeschriebenen Vieleckes alle dieselbe Kriimmungs-

linie, ist algso ¢, —=¢,—...=c,=¢, 80 sind die Winkel, welche je zwei an-
stoﬂende Seiten mit der umgeschriebenen Klummunrrshme Ay = const. bilden,
einander gleich, also 1,_1,, s =1y, ... I,=1,. [FEs bestehen dann nur

n Gleu.hungen mit den zwei Konstanten %, und ¢ fiir die 2n Variablen (nimlich
die n Winkel i und die n GriBen A,), d. h. den Gleichungen kann auf unendlich
viele Art Geniige geleistet werden. Einer Kriimmungslinie kinnen also unendlich
viele von kiirzesten Linien gebildete Vielecke von bestimmter Seitenzahl so
eingeschrieben werden, daB ihre Seiten alle dieselbe weitere Kriimmungs-
linie beriihren.




8.

Um eine weitere Eigenschaft der kiirzesten Linien auf unsevem Ellipsoide
zu erortern,*) gehen wir auf einen Satz aus der Theorie der konfokalen Mittel-
punktsflichen zweiter Ordnung zuriick, welcher lantet:**) Es gibt immer zwei
konfokale Flichen, welche eine gegebene gerade Linie beriihven; wenn die
primiren Achsen der drei durch einen beliebigen Pankt dieser Geraden gehenden
konfokalen Flichen mit I, m, n und ferner die Winkel, welche die Gerade mit
den in dem betrachteten Punkte errichteten Normalen der drei Flichen ein-
schliefit, mit «, @, v bezeichnet werden, so ist die grofie Achse p der beriihrten
konfokalen Fliche durch die quadratische Gleichung:

IEDS:J ?..-. oie c.?sz?’ = L.'Uslr =

®—p® " m®—p® n:—p?
bestimmt.

Bei der Anwendung dieses Satzes nehmen wir nun an, die gegebene Gerade
sei eine Tangente unseres Ellipsoides (1). Weil dann die Gerade zur Normale
des Ellipsoides senkrecht ist, wird cos«:=0; die Normalen der beiden anderen
durch den Beriihrungspunkt der Tangente gehenden konfokalen Flichen liegen
in der Tangentialebene des Ellipsoides und es ist cosfp=siny (wegen der
Orthogonalitit der drei konfokalen Flichen). Der Winkel v ist derselbe, den
wir zuvor immer mit i bezeichnet haben, denn die Normale des zugehorigen
zweischaligen Hyperboloides ist zugleich die Tangente der Schnittkurve des
betreffenden einschaligen Hyperboloides mit dem Ellipsoide, also der Kriimmungs-
linie A; — const. unseres Ellipsoides. Die primiiren Achsen I, m; n sind jetzt
Va, Va—+2;, Va-—2iy; die primire Achse p der zweiten von unserer Ellipsoid-
tangente beriihrten konfokalen Fliche, die wir jetzt etwa mit J/a—A bezeichnen

: ; ; : gin?i cos®i
wollen, ist durch die Gleichung bestimmt: CE ;_'(l't_—i— _ “—1— k) — G-k
=0 oder A, cos?i—+X; sin2i = A, Wenn wir nun nach dem Iriiheren die Gleichung
einer kiirzesten Linie auf dem Ellipsoide in der Form J,cos?i—Ji;sin®i=A
schreiben, so ist zu ersehen, dab der Satz gilt: Alle Tangenten lings derselben
kiirzesten Linie beriihren eine konfokale Fliche mit der primiren Achse }a—+A.

Man kann den Satz auch so aussprechen: Alle Oskulationsebenen einer
kiirzesten Linie des Ellipsoides sind Tangentialebenen der genannten konfokalen
Fliche, da sie ja die Ebenen zweier aufeinanderfolgenden Tangenten dieser
Fliiche sind.

Die kiirzeste Linie selbst beriihrt die Kriimmungslinie, welche den Durch-
schnitt des Ellipsoides mit der gemannten Konfokalen darstellt, was daraus
hervorgeht, dal die Tangente der kiirzesten Linie in dem Schnittpunkte mit
der konfokalen Fliche nach dem eben Gezeigten diese Fliche selbst in diesem
Punkte beriihren mufl. Die kiirzeste Linie und die betreffende Kriimmungs-
linie haben also eine gemeinschaftliche Tangente, (Es geht diese Beriihrung
aber auch schon mit Riicksicht auf das Friihere aus der Gleichung A, cos®i
-+, 8in*i=2A hervor.)

Im Anpschlusse daran kann man sofort den Satz aussprechen, dafl alle
Tangenten aller jener kiirzesten Linien, welche dieselbe Kriimmungslinie beriihren,
diejenige konfokale Fliche tangieren, welche in dieser Kriimmungslinie das
Ellipsoid schneidet.

*) Cfr. (auch zum Folgenden) Salwon-Fiedler, analyt, Geom. d Raum., 1I Teil, Art. 18- 1f;
Boklen, analyt. Geom. d. Raum., § 25,
#¥) Cfr. Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raum., I, Teil, Art. 176.
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Die Gleichung einer durch einen Kreispunkt unseres Ellipsoides gehenden
kiirzesten Linie lautet, wie frither (pg. 16) gezeigt wurde: A, cos®i—-2, sin®*i=—D.
Die konfokale Fiiche, welche von allen Tangenten dieser Linie beriihrt wird,
hat also zur primiren Achse J/a—b. Wir haben also hier jenen Fokalkegel-
schnitt vor uns, der durch die Kreispunkte geht. Alle Tangenten einer kiirzesten
Linie, die durch einen Kreispunkt gehen, durchschneiden mithin den Fokal-
kegelschnitt, welcher die Kreispunkte enthilt.”)

Dab alle Tangenten lings derselben kiirzesten Linie eine konfokale Fliche
beriihren, liBt sich auch leicht mit Beniitzung jenes bekannten Satzes zeigen,
nach welchem die Tangentialebenen, die man durch eine gerade Linie, die zwei
konfokale Flichen berithrt, an diese beiden Flichen legt, zu einander normal
stehen. Legen wir nimlich durch eine Tangente einer kiirzesten Linie unserer
Fliche eine Ebene normal zur Fliche, so ist diese Ebene nach dem obigen
Satze Tangentialebene der zweiten konfokalen Fliche, die von unserer Tangente
beriihrt wird; forner ist sie aber auch die Schmiegungsebene der Kkiirzesten
Linie und enthdilt als solche zwei aufeinanderfolgende Tangenten derselben.
infolgedessen berithrt auch die der betrachteten Tangente folgende Tangente
dieselbe weitere konfokale Fliche. Dasselbe lifit sich von allen weiteren
Tangenten aussagen, wodurch der Satz bewiesen ist.

Betrachten wir die abwickelbare Fliche, welche der gegebenen Fliche
lings einer kiirzesten Linie umgeschrieben werden kann, und ihre Riickkehr-
kante. Die Riickkehrkante ist der Ort der Durchschnittspunkte dreier auf-
einanderfolgenden Tangentialebenen der gegebenen Fliche; die drei Beriihrungs-
punkte bestimmen eine Schmiegungsebene der kiirzesten Linie. Jeder Punkt der
Riickkehrkante ist aber der Pol dieser entsprechenden Schmiegungsebene in
Bezug auf die gegebene Fliche. Da nun die Schmiegungsebene, wie wir friiher
gesehen haben, auch Tangentialebene einer zweiten konfokalen Fliche zweiter
Ordnung ist, so mub ihr Pol nach dem Satze, dall der Pol der Tangentialebene
einer Fliche zweiter Ordnung in Bezug auf eine andere Fliche zweiter Ordnung
in einer dritten festen Fliche von der zweiten Ordnung liegt, also in einer
weiteren Fliche zweiter Ordnung liegen, d. h. es mufl die betrachtete Riickkehr-
kante in einer anderen Fliche zweiter Ordnung liegen. Da weiter die von der
Schmiegungsebene beriihrte konfokale Fliche dieselbe bleibt fiir alle kiirzesten
Linien, welche dieselbe Kriimmungslinie tangieren, so wird fiir solche Kiirzeste
auch die neue Fliche dieselbe bleiben.

Iis sei hiemit die Reihe der angefiihrten Eigenschaften der kiirzesten
Linien auf dem gegebenen Eliipsoide abgeschlossen und es mogen im Folgenden
nur noch einige Betrachtungen tiber die geraden Linien auf dem Ellipsoide als
einer speziellen Art von kiirzesten Linien, sowie iiber die Rektifikation der
Kiirzesten auf unserem Ellipsoide angestellt werden.

9.

Wir gehen auf die Differentialgleichung (11) zuriick und betrachten den
speziellen Fall, wo die willkiirliche Konstante C der ersten Integration den
Wert Null besitzt**) Es reduziert sich dann die Gleichung (11) oder:

dx: . dy?
- _+.. -

172 In:—4-dy*+ dz?
el et ol o
at b? 12

s
%2 e 52
AT R ot

at

#) Diese Sitze rithren von Chasles her,
#) (ir. Hesse, Vorlesungen iib, analyt, Geom. d. Raum., 23, Vorlesung.




auf:

(39) dx* 11) : d,r

al-‘ b2 + «

Es ist dies offenbar die I_)iﬁ'l.-rcnti:tlg]ciuhung einer speziellen Avt der kiirzesten
Linien und zwar, wie sich sofort zeigen liBt, der geraden Linien auf unserem
Eilipsoide.

Eine gerade Linie im Raume ist allgemein durch die drei Gleichungen
gegeben:

X=lAar, y=n40r, 2=,

wo bekanntlich die Konstanten 2, m, £ die rechtwinkligen Koordinaten eines
gegebenen Punktes auf der Geraden sind, «, B, v die Richtungskosinus der
Geraden bedeuten und die Variable r die Entfernung des variablen Punktes
(%, ¥, 2 von dem gegebenen Punkte (%, n, ¥) bezeichnet.

Stellen wir nun die Bedingung, die Gerade liege auf unserem Ellipsoide,
S0 miissen X, y, z unabhingig von dem Werte von r der Flichengleichung (1)
Geniige leisten. Ks mul dlhO

’ a w 3
)2 Ly1)2
___‘___/__I__I_{ 1+p )_+(il__ ]
92 b2 (4
sein oder:
g2 02 ]
_.."i_' ..+ -'..:17
a? b2 [
B B
b Bl At
o2 42 w2
s =il
a2 b2 B!

Fiir den Fall, dafl diese Bedingungsgleichungen erfiillt werden, hat man, wie
daraus zu ersehen ist, dafl durch diese Gleichungen nicht alle sechs Konstanten
oo B ) bestimmt sind, unendlich viele gerade Linien auf dem Ellipsoide.
Fiir jede derselben gelten die Beziehungen: dx = «dr, dy =@&dr, dz=ydr. Diese
Werte der Differentiale der Koordinaten gentigen der” leeu:hung (df}), denn es

}: 2

; : 0.% ( ; f g ;
ergibt sich: q_,—l—[,;-{— ‘. — 0, was der dritten obigen Gleichung entspricht,
i I i
DaB die Geraden auf dem Ellipsoide imaginir sind, ersiecht man aus der
o2 P2 2
=0
ae il 4
welche diese Gleichung befriedigen. Ebenso kann man auch keine reellen Werte
von dx, dy, dz angeben, welche der Gleichung (39) geniigen. Ganz besonders
in die Augen fillt das Imaginiire der geraden Linien auf dem Ellipsoide, wenn
man die Differentialgleichung derselben in elliptischen Koordinaten schreibt,
d. h. die Gleichung (39) auf Grund von (16) transformiert oder auch in (21)

Gleichung denn es gibt keine reellen Werte von =z, B, v,

#» =0 setzt, da ja mit C=0 auch x=-—abcC=0 wird. Es ergibt sich niimlich:
e e

) I‘ : d?
d e __.J_A S
Ir’ '\': 1/-'\:1
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10.

Um zum Schlusse noch der Rektifikation der kiirzesten Linien auf unserem
Bllipsoide Erwihnung zu tun;®) gehen wir auf die Gleichung (15) zuriick, nach
welcher das H(:rrenele‘meut einer beliebigen Kurve auf unserem i*lllpsmdi, in

elliptischen Koordinaten den Ausdruck hat:
ds2 = A (Ag—2s) (‘1; d it 1‘:': ri;.ﬁ‘-‘).

Fiir die kiirzesten Linien kommen nun die Gleichungen (20) oder (21)
Betracht, aus denen folgt:

< Ay Ao (2 —4s)
diti=—"1"x% 2
5 A Agi(hg —#)

so dalh also:

AR il 5 _}.-_, (3’- —’_) }-:‘._) Ay i 1 ) Sy ] A
dsf =~ (s ""-'}L\:: G e 1 el GO

wird. Ks ist mithin

P R ) I/ e v
dsi= 5 (Ag — Aq) .-E.'(}..L—-r.){“”
== [n —%) / e {A j—i—(z As) \ (m_/_. d iy

oder mit Riicksicht auf (21):

= ‘2[ =) I/ A, u.;-—-z}‘“‘ s l/';'\T(}.—.;.:a" ""1]
<l ']/mm—-f) 1/ ERE ]
£ 2[ A, A2yt A dais |

Somit sind:

(41) - :

1 \ l ARG g—=) L \ ] Oy T
$q. = — /- i A £
£ 2 l / Ay & J V A, Ll‘h:]

die Bogenlingen der beiden der Konstanten C der ersten Integration ent-
sprechenden kiirzesten Linien auf unserem Ellipsoide (1). Die Form ist im
wesentlichen dieselbe, wie sie Jacobi angibt.*™)

Zu denselben Ausdriicken gelangt man natiirlich auch, wenn man beachtet,
daB das Element ds einer kiirzesten Linie die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreieckes ist, dessen Katheten die Bogenelemente von Kriimmungslinien ver-
schiedener Art sind. Ist ds, das Element der Kriimmungslinie A, = const. und
do, das fiir A, = const, ferner, wie frither, i der Winkel, den die kiirzeste
Linie mit der I(llumnur::rsllme Js = const. einschliefit, so folgt sofort fiir die
erste von den beiden demselben Werte der Konstanten C der ersten Integration
entsprechenden kiirzesten Linien:

ds = d 6, cosi—4—d 5; sini,
sini und cosi sind nach (38) bekannt; um do, und ds; zu erhalten, hat man

*) Cfr. Hesse, Vorlesungen iib. analyt. Geom d. Raum., 28, Vorlesung.
+#¥) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 28. Vorlesung.




in der Formel fiir das Bogenelement einer beliebigen Kurve (15) nur J; — const.,
bezw. )y, = const. zu setzen, wodurch sich ergibt:

(42) = l/’ % ----’i-'-]ux\;.,. = I/” “-_-\ A

o

Man erhilt also ebenso wie oben:

P ;[—l//f\,{z.; L I/ 2 ( A,) M].

Analog ergibt sich ds,.:
Die beiden besprochenen kiirzesten Linien beriihren, wie wir wissen, beide
die Kriimmungslinie A, ==». Wir wollen nun die Liinge der ersten Linie von

ihrem Beriihrungspunkte mit dieser Kriimmungslinie bis zum Durchschnitte mit

der zweiten Kiirzesten ziihlen und die Linge dieser zweiten von dem Schnitt-
punkte bis zum Beriihrungspunkte mit der Kriimmungslinie. Der Schnittpunkt
habe die elliptischen Koordinaten )., A, und die Koordinaten der beiden
Tangierungspunkte seien X, ==, Ay = X5, bezw. hs =7, A, = 2;". Wir haben also:

Die Summe beider Bogen ist mithin:

765 Ao
1 Fie == - o =
S, -8, = _[ % I/ A [‘)'. r'-} d ;.‘-{ S 9 g‘ I/./*: (A .z‘\:} d }‘2 —I
2L - _\ o . -'\'_’ =
hy' £

Berechnen wir noch die Liinge s der beriithrten Kriimmungslinie ), =z zwischen
den beiden Beriihrungspunkten der kiirzesten Linien, so ist dieselbe nach (42):

/g
F— L \ I/}I(}‘-_F_ "}dw
e A, &
X!
Es ergibt sich also:
7
iy e
8, +5 c:‘ I/;‘EV“\ ;_)d}”

d. h. die Differenz zwischen der Summe der Lingen der beiden kiirzesten
Linien und der von den beiden Beriiln‘ungspunl\ten begrenzten Linge der
Kriimmungslinie ist unabhiingic von der Koordinate 2, des ‘%Lhmttpunktes der
beiden Kiirzesten und bleibt llahu' ungeiindert fiir alle Werte von 2;, wenn
die Koordinate X, einen konstanten Wert, etwa ¢, besitzt, wenn also der
Schnittpunkt der beiden kiirzesten Linien die Kriimmungskurve 7, — ¢ beschreibt.

2 el g

= L A




Umgekehrt beschreibt der Schnittpunkt die Kriimmungslinie %, =¢, falls der
Ausdruck s, +8, —o ungeindert bleibt.

Man kann dieses Resultat (von Michael Roberts) auch in folgender
Weise aussprechen, da ja eine kiirzeste Linie auf einer krummen Oberfliche
die Form eimes iiber die Fliche hingespannten [Fadens hat: Wenn um eine
Kriimmungslinie des gegebenen Ellipsoides ein geschlossener Faden geschlungen
ist und dieser Faden dureh einen Stift anf dem Ellipsoide gespannt wird, so
beschreibt der Stift bei seiner Bewegung eine weitere Kriimmungslinie des
Ellipsoides von derselben Art,

Franz John.
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