Uber die kilrzesten Linien auf krummen Oberflichen im ali¢emeinen und
fiber die auf dem dreiachsigen Ellipsoide 5+ +-- = im besonderen.

L. TEIL.
Uber die kiirzesten Linien auf krummen Oberfléichen im allgemeinen.

A Einleitung
1.

Unter den Linien, welche man auf einer krummen Oberfliche zwischen
zwei gegebenen Punkten derselben, A und B mit den rechtwinkligen Koordinaten
Xos Yos %, DeZ. Xy, Yi, 7 ziehen kann, sind diejenigen die kiirzesteu, fiir welche,
wenn man mit ds ein Bogenelement und mit 8§ den ganzen Bogen zwischen den
beiden Punkten bezeichnet,

(1)

ein Minimum wird.

Von diesen kiirzesten Linien lift sich durch eine einfache Rechnung zeigen,
dall sie dieselbe charakteristische I'undamentaleigensehaft wie die sogenannten
geodiitischen Linien auf krummen Oberflichen besitzen, nimlich die Eigenschaft,
daB in jedem Punkte der Linie die Hauptnormale derselben mit der Flichen-
normale zusammenfillt oder, was dasselbe ist, dafl die Schmiegungsebene der
Linie stets durch die Flichennormale geht.

Damit nimlich der Bogen S ein Minimum werde, muff notwendig dS=0
gein. Dieses Differential ist aber nichts anderes als die Variation von S, so dal}
wir als Bedingung haben:

(2)

Nun ist

wofiir wir einfach schreiben

38 = g dds,

indem wir die Variable, nach welcher zu integrieren ist, nicht weiter bezeichnen.
Die Werte, welche diese Variable fir x =%, und x=1x; annimmt, sind als die
Grenzen des Integrales zu wihlen. Aus der Gleichung

ds? = dx? + dy?+ dz®

ergibt sich nun:
dsddx = dx 8 dx 4 dy d dy + dzd dz.




Also wird
88 = g(d\ b) h-{— dy ?) dy + -l-lf-r-\‘:lzJ
Jud £ ds _
oder vermittelst der partiellen hltegratmn

dx S dy 3 dz ]'_ i dx S dy dz
?Q,t—-['('lg OX —= - ib 5\ +Er‘)z . S(hxill_§+hj d rig —+—h l_l )
wo die beigesetzten Zeichen o und 1 die Bedeutung haben, dafl in den Klammer-
ausdruck die obere Grenze der Integration eingesetzt und dann davon der Aus-
druck mit den Werten fiir die untere Grenze abgezogen werden soll. Die For-
derung 3S = O geht demnach, da die Variationen von x, y, z an den Grenzen
verschwinden, iiber in:

(3) O d-gz-l—ayd W 45 1-‘-'f-~0_

Die Variationen dx, dy, oz sind aber nicht von einander unabhiingig, sondern
haben, dafunsere Kurven auf der Oberfliche mit der Gleichung

(4) F(x,y,2)=0
verlaufen, noch der Beziehung
(5) X3 4+Ydy+4+Zdz=0
Zu geniigen, wo
7F oF o
(6) ==X ==Y, =1
Ox oy 0z

gesetzt ist. Eliminiert man nun aus den Gleichungen (3) und (5) die eine
. - ™ . .
Variation, etwa dz, so ergibt sich:

k% dz )« ~ dx dz
Zd——Xd— |ox Zd———Yd— |dy=
( s A ds) X+( “ds : ds) Y=4;
wo jetzt die Variationen dx und dy als von einander unabhingig zu betrachten
sind, so daB der Ausdruck links nur verschwindet, wenn die Faktoren dieser
Variationen einzeln verschwinden, woraus dann folgt :

dx dy dz
d—  —
(7) ds; < rls _l ds .

- o
Die gesuchten Kurven werden also durch die Gleichungen (4) und (7) be-
stimmt. Die durch die Integration eingefithrten Konstanten sind aus den Grenz-
bedingungen zu bestimmen, ebenso auch die Koordinaten x,, Yo, % und %, ¥y,
7y, falls man dieselben von vornherein nicht fest, sondern variabel angenommen hat.
Da nun aber die Kosinus der Winkel welche die Hauptnormale einer

i dg dp
Kurve mit den Koordinatenachsen bildet, p ——, ¢—~—, ¢—— sind, wo ¢ den
i e 'ods :

Kriimmungsradius bezeichnet, so sind die Zihler in den Gleichungen (7) diesen
Richtungskosinus proportional. Andererseits sind die Nenner den Richtungs-
kosinus der Flichennormale proportional. Nach den Gleichungen (7) fallen also
fir die kiirzesten Linien in jedem Punkte die genannten beiden Normalen zu-
sammen, was ja gerade die I'undamentaleigenschaft der geoditischen Linien
ausspricht.*)

*) Cfr. Serret (Harnack), Diff.- n. Integralrechnung, 2. Bd, § 850.




Dasselbe Resultat, bezw. die Gleichungen (7) kann man natiivlich auch ohne
Anwendung der Variationsrechnung erlangen, was aber hier nicht durchgefiihrt
werden soll.*)

Es stellt also der kiirzeste geodiitische Bogen zwischen zwei Punkten auf
der Fliche, wenn man so den Bogen einer geoditischen Linie bezeichnen will,
zugleich die kiirzeste Linie dar, die sich auf der gegebenen Fliiche zwichen den
beiden Punkten ziehen liBt. FEinfach zu sagen: Der Bogen einer geoditischen
Linie zwischen zwei Punkten, geniigt nicht, was z. B. schon der Fall einer
Kugel beweist. Hier, wo die geodiitischen Linien die grifiten Kreise sind, kommt
der Name einer kiirzesten Linie zwischen zwei Punkten nur jenem Bogen des
durch die beiden Punkte gehenden grifiten Kreises zu, der kleiner als der Halb-
kreis ist, wie sich leicht einsehen liBt und wie es auch von Jacobi eingehend
nachgewiesen wurde.**)

2.

Mit Riicksicht auf die betrachtete enge Beziehung zwischen den kiirzesten
und den geoditischen Linien ist wohl auch die Bezeichnung ,kiirzeste Linien“
fiir geoditische Linien eingebiirgert. Hs ist aber die Identifizierung im allge-
meinen stets mit Vorsicht aufzunehmen, da wohl eine Kiirzeste auf einer krummen
Oberfliiche stets geoditische Linie ist, ahel nicht, wie es uns schon der spezielle
Fall der Kugel gab, umgekehrt eine geoditische Verbindung zweier Punkte not-
wendig die kiirzeste zu sein braucht. Stets richtig ist die Identifizierung der
beiden Bezeichnungen wohl nur fiir den Fall einer gehtrigen Einschrinkung der
Lingen der Linien, wenn man also nur von der unendlich kleinen Verbindung
hinreichend naher oder unendlich benachbarter Punkte spricht.

Wann eine geodiitische Linie im allgemeinen aufhirt, auch kiirzeste leu
zu sein, daviiber sind tiefer gehende Untersm,hunge;l besonders von Jacobi an-
gestellt worden.**) Jacobi gelangt zu dem Satze, dal die geoditischen Linien,
die von einem Punkte der Oberfliche ausgehen, die Eigenschaft, auch Kiirzeste
zu sein, verlieren, wenn sie ihre gemeinschaftliche einhiillende Kurve beriihrt
haben, wornach also von einem Punkte ausgehende geoditische Linien, die stets
neben einander laufen, ohne sich zu schneiden, nie aufhéren, kiirzeste Linien
zu sein. Man kionne diesen Satz nachtriiglich leicht einsehen, da im Schnitt-
punkte zweier unendlich nahen geoditischen Linien nicht nur die erste, sondern
auch die zweite Variation verschwindet, der Unterschied sich also auf eine un-
endlich kleine Griofle dritter Ordnung rveduziert, so daff kein Minimum mehr
stattfinden kann,

Die geoditischen Linien, die durch einen Punkt gehen, bleiben also immer
auch kiirzeste Linien auf allen developpablen Flichen, da ja die geoditischen
Linien solcher Flichen, wenn diese in die Ebene abgewickelt werden, sich in
gerade Linien verwandeln und die durch einen Punkt gehenden Geraden sich nie
wieder schneiden; ferner nach Jacobi auch auf allen konkav-konvexen Flichen,
d. h. solchen, die in allen ihren Punkten negatives Kriimmungsmal besitzen.
Allein diesem letzteren von Christoffel) bewiesenen Satze Jacobis wurde, von
einem gewissen Gesichtspunkte aus betrachtet, die allgemeine Giltigkeit benommen
durch Braunmiihl, der sich eingehender mit den Enveloppen geoditischer Linien
befaBte ) und dabei nachwies, dul’j es doch auf dem LIIHLI]&IIUBH Hyperboloide,
trotzdem diese Fliche rein negatives KriimmungsmaB besitzt, “Einhiillende gibt,
WEnn man n%i,tulich die geoditischen Linien das Unendliche -durchlaufen und

*) Cir Joachimsthal, Anwendung d. Diff.- u. Integralrechnung, § 6.
%) Jacobi, VorIasungen iiber Dynamik, pg. 46 u. 47.

+) In den Abhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1868.
+1) Math. Annalen, Bd. 14, pg. 557 ff. u, Bd. 20, pg. 557 ff.
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wieder auf die Fliche zuriickkommen liBt, wie es bei analytischer Betrachtung
sein mufi. Braunmiihl hat auch ein Beispiel zu der Frage gegeben, die Jacobi
offen liefs, ndmlich, ob nicht auch auf Flichen mit positivem Kriimmungsmafie
keine Enveloppen der geoditischen Linien eintreten, indem er das Paraboloid,
welches iiberall positiv gekriimmt ist, betrachtet und zeigt, daf die Einhiillenden
auf demselben sich auf den unendlich fernen Kreis reduzieren, also im Endlichen
keine Finhiillende vorkommt. Diesbeziiglich hat ferner Bonnet gezeigt, dafll ein
Biischel geoditischer Linien stets auf allen positiv gekriimmten Flichen, welche
geschlossen sind, eine Knveloppe besitzen mufl, bis zu deren Beriihrungspunkten
also die geodéitischen Linien auch kiirzeste Linien sind.

3

Man kann fiir die kiirzesten Linien auch Definitionen einfiihren, die mecha-
nischer Natur sind und den Verlauf der Linien deutlich veranschaulichen. Eine
dieser Definitionen ist folgende: Hine kiirzeste Linie ist die kiirzeste Form,
welche ein zwischen zwei Punkten der Fliche in ihr und iiber sie gespannter
FFaden annimmt, wenn auf den I'aden weiter keine Krifte wirlen, also auch von
seiner Schwere abgesehen wird. Dal diese Definition auch zu der friiher aus-
gesprochenen Fundamentaleigenschaft fiithrt, lifit sich leicht dartun. Die Resul-
tierende der Spannungen, welche lings zweier auf einander folgenden HElemente
der Kurye, die durch den Faden gebildet wird, stattfinden, liegt in der Ebene
dieser Elemente, also in der Schmiegungsebene der Kurve. Die Resultierenie
mul} aber ferner von dem Widerstande der Fliiche aufgehoben werden, woraus
folgt, dall sie mit der Normale der Fliche zusammenfallen mufB, Bei den von
dem Faden gebildeten [urven geht demnach die Schmiegungsebene stets durch
die Flichennormale. Es riihrt dieser Beweis von Monge*) her. Man kann aber
natiirlich den Beweis auch mit Hilfe der entsprechenden Sitze der Mechanik in
Gleichungen ausfiihren.**)

Eine andere mechanische Erklirung der kiirzesten Linien ist folgende:
Wenn ein Punkt gezwungen ist, sich auf einer Fliche zu bewegen, und dabei
keine beschleunigenden Krifte auf ihn wirken, sondern er nur von einem an-
fanglichen StoBle getrieben wird, so beschreibt er eine kiirzeste Linie. Auch
hier lafit sich leicht die obige Fundamentaleigenschaft herausfinden. Denn wenn
ein Punkt (mit der Masseneinheit) sich auf der Fliche F (x, y, 2) =0 be-
wegen mufi und auller einem ersten Impulse gar keine Krifte anf ihn wirken,
80 sind bekanntlich die Difierentialgleichungen der Bewegung (mit den Bezeich-
nungen (6) geschrieben):

By P9y q.,
d2x 2y oY ( :
dt?

=% ot
i : ; : ; dx dy" dz
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 2 s 22 022

o At

1

-)-z O oder %:: const, = ¢.  Mithin

ds

addiert sie dann, so ergibt sich: d( it
(

hat man jetzt die Gleichungen:

d2x ; dy ; d%z :
=X SRl T =x7Z
ds? ' ds? ' ds? 3
L s ist, und von diesen lifit sich leicht auf die Gleichungen (7) kommen.**)

¥) Cfr. Salomon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, I1I. Teil, Art 51.
**) Cfr. Joachimsthal, Anwendung der Diff.- u. Integralrechnung, § 90.
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B. Differentialgleichungen der kiirzesten Linien auf krummen
Oberflichen im allgemeinen.
4.

Als Differentialgleichungen der kiirzesten Linien auf der krummen Ober-
fliche F (x,y,2) =0 kann man nach dem Friitheren zunichst die Gleichungen (7)
auffassen. Dieselben lassen sich bei Einfithrung eines Pl0[]01tlumlltat%luktur%}
auf die Form bringen :

dxt=s dyses dz
y _(" — K [ S )\.ra
(8) l =AX -d T 2Y, d = 7
Durch Quadrieren und bumlnlelen dieser Beziehungen erhiilt man
E ds
S =

o VX2 Y2472
weil der Kriimmungsradius, welcher bei ungeren Linien in die Richtung der
Flachennormale fillt und also zugleich Kriimmungsradius eines Normalschnittes

ds
der Hliiche gt o ———+—— = ————ist.  Mithin gehen die

L&Y+ (0 + (2

Gleichungen (8) iiber in:

o VEIE Y4 /3 u‘d =X ds,

(1) o VX Ye4- 7t d Ay Y ds,
! ds
dz

“O

VXTI 72 d = Tds )

Die in der Beziehung (7) enthaltenen (xlemhungen (sowie die daraus ge-
folgerten (8) und (9)) vertreten aber nur die Stelle einer einzigen Gleichung,
was man daraus ersieht, dall sich aus ihnen eine identische Gleichung ableiten

AT ; : g : 1) ¢
lafit. Multipliziert man n#mlich die Gleichungen (8) der Reihe nach nutﬁ,
--d-?-. gz und addiert sie dann, so erhilt man l—d dx+ dy d— dy + = e =
ds’ ds ds  ds ' ds ds = ds

;.(h l&: -i—Y ] —I—A ‘:l-" , woaberinfolge der Irlentltat(\ t:h) +(3:) —{-(3:) =l
dy + Z de = 0 ist.
ds ds

Um nun die eine Gleichung abzuleiten, schreiben wir die Gleichung (3),
indem wir die unabhiingige Vatmble unbestimmt lassen, folgendermaBen :

ds d*x —.l.lX d’s 90X dsd?y —dyd®s L5 E.ls_(.l‘;‘f _‘__d_xt_l 5_ 2.

ds? ds? ds?

multiplizieren sie bezw. mit (dyd2z— dzd?%), (dzdx — dxd®z), (dxd?y — dyd®x)
und addieren sie. Es ergibt sich dann
(10) X (dyd2 Z (dx d?y —dyd*x) =0
als Gleichung der Kiirzesten auf der krummen Oberfliche F (x,y,z) = 0.%)

FaBt man x als unabhiingige Variable auf, so ist also die Gleichung (10)
eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung und das Integral derselben hat
zwei Konstante. Zwischen zwei beliebigen Punkten auf der Fliche kann man
folglich immer eine kiirzeste Linie ziehen und von jedem Flichenpunkte gehen
unendlich viele kiirzeste Linien aus.

die linke Seite Null wird und ferner auch X I +- Y -

*) (rauﬁ disquisitiones generales circa superficies curvas (deutsch von Wangerin, Art.14),
*#) Cfr. (auch im Folgenden) Joachimsthal, Anwendung d. Diff.- u. Integralrechnung, § 87.
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Die Gleichung (10) kann man natiirlich auch direkt aus der Fundamental-
eigenschaft der Kiirzesten ableiten, niinlich daB die Schmiegungsebene in jedem
Punkte der Kurve durch die Flichennormale geht. Die Gleichung der Schmie-
gungsebene ist in Determinantenform geschrieben :

= :
le—x a—y, {—g|

| dx, dy, dziil =0,
gk Estig d?z
und die Gleichung der Flichennormale lautet:
E—x_m -y_{—z
B e R
Daraus folgt fiir die kiirzesten Linien sofort die Gleichung ;
. Sl G0
an dx, dy, dz |=0,

[ d2x, d2y, d2z |

die aber mit (10) gleichlautend ist.

Dieselbe Gleichung erlangt man selbstverstindlich auch, indem man von
dem allgemeinen Ausdrucke fiir den Winkel ausgeht, den die Schmiegungsebene
in einem Punkte einer beliebigen Kurve mit der Tangentenebene der Fliche
in diesem Punkte bildet oder, was dasselbe ist, den die Binormale der Kurve
mit der Flichennormale bildet. Da die Richtungskosinus der Binormale den
Grofien (dy d®z—dzd%y) u. s. w. bezw. proportional sind und die der Flichen-
normale den X, Y, Z, so erhilt man fiir das Orthogonalsein der beiden Rich-
tungen, wie es bei den kiirzesten Linien eintreten muB, die Bedingung (10).

Durch @hnliche Betrachtungen liit sich auch leicht die geometrische Be-
deutung der Gleichungen ermitteln, welche aus (10), bezw. (11) durch andere
Schreibung hervorgehen*). nimlich :

[ dx, dy, dz dx (Y d?z —Z d2y) +
(12) X, Y, Z |=0={dy(Zdx —X diz)+

| d3x, dy, d2z | l dz (X d2y — Y d2x)
und

[ d2x, d2y, d2z d*%x (Y dz — Z dy) +
(13) 1 XY, Z |=0=|dy(Zidx — X dz) +

| dx, dy, dz | d% (X dy — X dx).

B.

Die Differentialgleichung einer ikiirzesten Linie, wie sie im Vorhergehenden
gefunden wurde, kann man noch umformen und dabei zur Integration ge-
eignet machen.**) Man geht dabei von der Form (12) der Gleichung aus und
hiilt mit dieser die aus der Flachengleichung folgende Beziehung :

(14) Xds+4+Ydy4+Zdz=0
zusammen, welcher die Differentiale dx, dy, dz geniigen miissen, Aus diesen
beiden Gleichungen kann man die Beziehung dx:dy :dz ableiten oder auch gleich
die Differentiale selbst mit einem Proportionalititsfaktor ¢ multipliziert. Es ist
pdx =27 (Zd*x — Xd%)—Y (X d¥y — Y d2),
was man nach Hinzufiigen von X2d2x — X2d2x schreiben kann:
pdx = dix (X24Y2 4 Z) =X (Xd*x+4-Y d?y 47 d2z),
Durch Differentiation der Gleichung (14) ergibt sich aber :
(15) (X dx+4-dY dy + dZdz) + X d2x+ Y d%y 4 Z d%) = 0.
*) Cfr. Boklen, analyt. Geom. d. Raumes, § 15,

**) Cfr. Joachimsthal: observationes de lineis brevissimis ete.,, Crelle Journal, 6. Bd,
pg. 166. — Hesse, Vorlesungen iiber anayl. Geom. d. Raumes, 28 Vorlesg.
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Mithin erhiilt man, wenn man noch die analogen Gleichungen fiir dy und dz
hinzufiigt :

pdx = A% (X2 Yi4 Z2) 4 X (dX dx 4 dY dy + dZdz),

pdy = °y(X2 + Y2+ 7% + Y (dX dx 4 dY dy + dZ dz),

pdz = d% (X2 Y2+ Z3 4 Z(dXdx+ dY dy + dZ dz).
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz und addiert
sie, so ergibt sich mit Riicksicht auf (14):
(16) 3 __ (X2 Y2+ 77) (dx d*x + dy d2y +dzd%)

i dx? 4 dy? 4~ dz? :
multipliziert man aber der Reihe nach mit dX, dY, dZ, so erhilt man p in
der Form
X W) (O d*x 4= dY d?y 4~ dZ d%) e R

U= dX dx -+ dYtul'y-l-— Oz et XX A X Y- Z d7:

Subtrahiert man nun (16) von (17), so ergibt sich

SR dX d2%x+ dY d3y+-dZ d2z ilxdﬂx+dvrlﬁv+(lzr1%)
22 DY [t Lo L P Lt iy ol eI
BRI }( dX dx+dY dy +dZ dz dx? + dy® + dz*®
- XdX 4+ YdY+ZdZ=0
oder
(18) dX d2x+4-dY d2y 4+ dZ d2z XdX+ Y__(i)"+ZdZ

dX dx+ dY dy + dZ dz X24-Y2 472
dxd’x4-dyd*y4-dzd?z
dx? 4 dy? 4~ dz? 53
als eine andere Form der Differentialgleichungen der kiirzesten Linien auf der
krummen’ Oberfliche F (x,y,2) = 0.

Man kann die Gleichung (18) aus der fritheren Form der Differential-
gleichung der kiirzesten Linien auch auf unmittelbarem Wege ableiten, wie es
auch von Joachimsthal und Gehring getan wurde.*) Um diesen Weg zu finden,
braucht man nur den Faktor aufzusuchen, mit dem man die friihere Gleichungs-
form multiplizieren muB, um die neue zu erhalten.

Wenn man die linke Seite der Gleichung (18) auf den gemeinsamen
Nenner Q bringt, der das Produkt der -einzelnen Nenner ist, und dann den
Zibler P des entstehenden Bruches mit dem Trinom der Gleichung (18), das
abkiirzungsweise mit V bezeichnet sei, zusammenhilt, so ergibt sich, daf
P=VW ist, wo

W =dX (Y dz—Z dy)+ dY (Z dx — X dz) 4+ dZ (X dy — Y dx)
gesetzt ist. W =0 ist aber nichts anderes als die Differentialgleichung der
Kriimmungslinien auf der krummen Oberfliche F(x,y,z) = 0. Die Transfor-
mation zur Gleichung (18) besteht also darin, dah man die Gleichung der kiir-
zesten Linien mit der der Kriimmungslinien multipliziert und das Produkt durch
Q = (dX dx 4= dY dy + dZ dz) (X2 4= Y2 + Z¥) (dx? -+ dy? 4 dz?)
dividiert.

Die Multiplikation der beiden Trinome V und W 148t sich leicht durch-
filhren, wenn die Determinantenform angewendet wird :
d2x, d2y, d% |' dX, dY, dZ|

| X,

Xy oy Y, 7 |=
OX5 Ay ez | dx, dy, dz |
dX A% - dY d?y 4+ dZd?z, XdX4+YdY4ZdZ, dXdx-+dY dy +d7Zdz |
Xdix+4Y d2y + Zd2z, X2 Yo 72 Xdx+Ydy+Zdz |
| dxdx 4-dyd’y +dzd?z, Xdx-+4 Ydy+Zdz, dx?+ dy® + dz®

*) Cir. Joachimsthal, Crelle Journ., 26, Bd,, pg. 161. — Hesse, Vorlesungen iiber analyt.
Geom. d. Raumes, pg. 327, Anmerkung unter dem Striche,
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Dieses zweite Verfahren, die Gleichung (18) abzuleiten, ist natiirlich nichts
anderes als eine Konzentration der algebraischen Operationen, die bei der friiheren
Ableitung (mittelst des Proportionalititsfaktors 1) ausgefiihrt wurden.

In der Gleichung (18), welche, wie aus der zweiten Ableitungsmethode
hervorgeht, nicht nur fiir die kiirzesten Linien, sondern auch fiir die Kriimmungs-
linien auf krummen Oberflichen im allgemeinen gilt, sind von den drei Briichen

die zwei letzten vollstiindige Differentiale, u. zw. sind sie bezw, gleich }T d log
X2Y2 4 Z9) und——; d log (dx®+-dy2+dz?). Allein auch der erste Bruch

wird ein vollsténdiges Differential, wenn die vorliegende Fliche zweiter Ordnung
ist, so daB sich die Gleichung dann leicht integrieren liBt.*) Es sei dieses
speziellen Falles hier schon Erwihnung getan, da spiter darauf zuriickzukommen
sein wird,

Die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung sei allgemein:

(19) A x24 A, y24 Ay z2+4-2B, Y2+2B,zx+42Byxy+2C, x-+ 2C,y
+2C,z+D=0.

Es wird dann
X=2(A; x+By;y+B;z+ C)), dX =2 (A, dx+ B, dy + B, dz),
Y=2B;x+ A, y+ B, 24 C,), dY =2 (B; dx + A, dy + B, dz),
Z=2(By;x+B,y+ Az z+ (), dZ =2 (B dx~+ B, dy 4+ A, dz) ;

und mithin ist

dX dx +dYdy +dZ dz = 2 (A, dx®—4 A, dy? -+ A dz?
+ 2B, dydz+ 2 B, dzdx + 2 B, dx dy),

dXd*x 4 dY d2%y 4-dZ d% = 2[A, dx d*x + A, dy dy + A, dzd2z+ B, (dy d2z -+
dzd?%y) + B, (dz d*x + dx d%z) 4 B, (dx d?y 4 dy d%)]

= %d(ddeﬁ—dey-&—dZ dz),
woraus zu ersehen ist, daB in dem speziellen Falle auch der erste Bruch in (18)
ein volles Differential, nimlich gleich % dlog (dX dx 4 dY dy + dZ dz) ist.
Die Gleichung (18) geht also im Falle von Flichen zweiter Ordnung in

dlog(dX dx +-dY dy~dZ dz) 4~ d log (X2 4+ Y2+ Z2) — dlog (dx2+ dy?4-dz2)=0
oder
(20) (dX dx + dY dy+ dZ dz) Ei Y228 ix
dx? 4 dy? 4= dz?

iiber, wo C die Integrationskonstante bedeutet.

Man kann also nach Gehring sagen: Unter der Voraussetzung von Ober-
fliichen zweiter Ordnung ist die Differentialgleichung der Kriimmungskurve der
integrierendeFaktor der Differentialgleichung der kiirzesten Linie.

C

6
Ist die Gleichung der krummen Oberfliche im allgemeinen in der Form
(21) z = f(x,y)
gegeben, go ist
(22) X:——E'Lfv-_—-_—p Y=— Irj{:*_—.—q =l
ox 2 3}' : 2

*) Cir. Joachimsthal, Crelle Journ,, 26. Bd., pg. 156.




P T

3 e

g n

—i

und die Gleichung der kiirzesten Linien lautet, wenn wir x als unabhiingige
Veriinderliche nehmen:

d?y (dx 4 pdz)4d¥#(qdx—pdy) = O

oder mit Bentitzung der Relationen dz =pdx + qdy, d*z = dp dx + dq dy + qd?y,
dp =rdx+sdy, dq =sdx+ tdy, wo

of o%f %

= B ==z
) ox H_,V? dyg

(23) B s

gegetzt ist,
dxd2y (14 p2+4q%) + (gdx—pdy) (rdx® + 2sdx dy + tdy?) =0

'."a! (n k]
)

oder
[ -
iyt Y

dy dy®
[1_.\;9( oo

SO e iy_)(, 2a ¢ — 01
14p +q)+(q Pax) \F+ 28 gt =0.7)

Es laft sich diese Gleichung natiirlich auch durch direkte Ableitung mit
Hilfe der Regeln der Variationsrechnung ermitteln. Wenn die Gleichung (21)
vorliegt, so haben wir das Bogenelement in der Form:
ds=V(1+p* dx’+-2pqdxdy + (1 +q*)dy?

=dx V(14p2)+2pqy + (1+q?)y? =V dy,

e dy : ; ¢ :
WOy = gesetzt ist. Nun soll y so als Funktion von x bestimmt werden, dab

b= S‘V dx ein Minimum wird. Nach den Regeln der Variationsrechnung hat man

av 1 /dV :
T e (-,‘;):O zu bilden. Fiihrt man die angedeuteten Rechnungen
dy dx\dy

durch, so kommt man sehlieflich wieder auf die Gleichung (24).

7.

Es sei die Gleichung der krummen Oberfliche im allgemeinen in der
Form folgenden Systems gegeben: Jede der drei rechtwinkligen Koordinaten x,
¥, z sei Funktion zweier neuen Grofien u und v. Diese Darstellungsart einer
Fliche besteht bekanntlich darin, daB man sich die ganze Fliche durch zwei
Systeme von Kurven {iberzogen denkt, von denen das eine der Gleichung
u — const.,, das andere der Gleichung v = const. entspricht. Die Kurven des
ersten Systems wollen wir die Kurven V, die des zweiten die Kurven U nennen.
Jeder Punkt der Fliche ist als Durchschnitt einer gewissen Kurve V mit einer
gewissen Kurye U gegeben und jede andere nicht zu diesen beiden Systemen
gehirige Kurve auf der Fliche wird durch eine Gleichung zwischen den Ver-
inderlichen u und v dargestellt.

Soll nun die Gleichung einer kiirzesten Linie auf krummen Oberflichen
durch die krummlinigen Koordinaten u und v ausgedriickt werden,**) so hat man
auf das Bogenelement, in diesen Koordinaten geschrieben, zuriickzugehen :

ds = VEdu?+2F dudy + G dv,
wo, wie gewohnlich,

*) Cfr. Joachimsthal, Anwendung der Diff.- u. Integralrechnung, § 87 und Jellett
(Schnuse), Variationsrechnung, § 86.

#%) Cfr. GauP, disqunis. gener etc. (Wangerin, Art. 18f); Joachimsthal, Anwendung der
Diff.- u. Integralrechnung, § 95.
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2= (5)+(2) (%)’
ou u/ * \du
= d X 0X dv dy r??, (}Z
(20) P S S 22
du oy du oy dir oy

ox\ ? oy \2 dz\?
o= (3)+(3) + ()
\ OV, av Ay
sesetzt ist. Es mul wieder, damit der Bogen ein Minimum sei, S=dds=0

v .
werden. Um die Rechnung zweckméfig durchfithren zu kinnen, sei u als Funktion
von v betrachtet. KEs ist

(‘ ]‘du 2 ;—[ dudy + :I\.‘ﬂ) Su4(2E du 4-2F dv) d 3u

S (LT
2ds
oder mittelst partieller Integration:
9 du®--2 A ludy + e dv?
v du?=4- 2 ——dudy
= ou ou L Edu+Fdv 3
08 = e ou -4 ; ol
D 2ds ds
[ (Edu+ Fdvy,
— \d — o,
\ ( ds )

Und damit nun die obige Bedingung erfiillt sei, mufl der unter dem Integral-
3 ) ™ E o - . -

zeichen stehende Faktor von du unabhiingic von diesem verschwinden, d. h. es

muf} die Beziehung bestehen :

0 i F
ﬁd 3-1-2 l t]llil\' +-—1I\ —i2d8 tl(rul:ll;— [h),

Es ist aber bekannt*), daB, wenn man mit ¢ den Winkel bezeichnet, den
das Bogenelement einer Kurve mit der durch den Anfangspunkt des Elementes
gt.hendLn Linie U bildet, wobei der Winkel von der Seite dieser Linie ange-
fangen, auf der die Welte von u wachsen, nach der Seite hin positiv genommen
\nrd, nach der die Werte von v wachsen, daf dann:

EduFdv VEG — F2dy
, Bl = e
E/F ds VE ds

(26) O

ist.
Man kann demnach die rechte Seite der letzten obigen Gleichung weiter
schreiben :

2dsd(- = "{“3;1 = )= 2dsd (VEcos?) = %{? cos # — 2 ds V/Esin 9 ds
oA E du ‘;’ Fdy dE — 2 VEG —F2dvds
gacl du—i];[' dv ((}5 du—= Edv) 9 VEG — F2dvds.
Mithin geht die obige Gleichung iiber in:
i, fE R FoE . GE e
2 VEG —Fidy = L {1ll+ {ill-i— T dy—2 o du ou &

#) (fr. GauB, disqu. (Art. 7); Joachimsthal, Anwendung der Diff.- und Integralrech-
nung, § bb.
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oder
gl o ()N 10 o
(27) 2VEG —F2ds = -l — dE 4 (.;L- du— 2 ',[ du — fZ(-Iliw.
I av ou du
Dies ist also in Verbindung mit einer definierenden Gleichung fiir den Winkel
# die Differentialgleichung der kiirzesten Linien.

Wollte man die Gleichung blofi zwischen u und v haben, so miifite man
9 eliminieren, was mit Hilfe der aus (26) folzenden Gleichung

cotg & = el du—f—— )
g VEG-—F2 dv ° VYEG—F?
geschehen konnte.

Ist das krummlinige Koordinatensystem so beschaffen, dab die zwei Systeme
von Linien V und U orthogonal zu einander sind, so ist die Bedingung dafiir :
F=0. Die Gleichung (27) geht dann iiber in:
(28) zvﬁcdathau—?gl

oy du

Iv.

Ebenso vereinfachen sich auch die Gleichungen (26).

Wird ferner das eine der beiden zu einander orthogonalen Systeme, etwa
das der Linien U, selbst ein System von kiirzesten Linien und wihlt man fiir u
die Liinge einer Linie dieses Systemes, dieselbe gezihlt, falls alle Linien des
Systemes sich in einem Punkte treffen, von diesem Punkt ab, falls aber ein
gemeinsamer Schnittpunkt nicht vorhanden ist, von irgend einer Linie des
zweiten Systemes (u = const.) aus, dann vereinfachen sich die Gleichungen noch
mehr. Da jetzt u gleich s ist, so wird E=1 zu setzen sein, und man erhilt

25

- 1 : .
aus (28): 2VGdo= ;l% dv oder, wenn man, wie iiblich,
(29) VG =m
setzt :

om  do
30 o e
(80) ou dv 0.

Diese Gleichung, die also speziell fir die Veriinderungen des ¢ bei den Kkiirze-
sten Linien gilt, gibt zusammen mit einer Gleichung, durch welche der Winkel
# bestimmt wird, die Gleichung der kiirzesten Linien in den krummlinigen Ko-
ordinaten u und v. Solche Definitionsgleichungen fiir o sind auf Grand der
Ausdriicke (26):

(31) i duates S8 dviiis : m dv
08 G iy e SL1 p—_ —— —_ —
ds’ ds ' ° du’
\ —— e du )
worin ds = J/du2+4+m? dv? = dv Ju?+ m? ist, wenn man 5 =\ setzt. Man

kann die Ausdriicke (31) auch aus dem rechtwinkligen Dreiecke ersehen, dessen
Katheten du und m dv, nimlich die Differentiale der Kurven der beiden Systeme
sind und dessen Hypotenuse ds ist.

Eliminiert man aus (30) den Winkel #, so ergibt sich eine Beziehung

: : dua , o g duy'
zwischen u und v allein. Aus c¢os 9 == — folgt: — sin J:( ), wenn man
ds ' dv — \ds,
hier wie im Folgenden die erste Ableitung nach v mit einem beigesetzten Striche
‘i ém duy
i Is " ou dy
- , (1 & as o 4 /
bezeichnet, und weiter :——— — , also nach (30): = =0 oder
: dv m dv : ds s
ds dv dv/
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(32) G dias o ( o ) i
Vu'?4-m? \Ju"+ m?

Wenn die Linien U alle von demselben Punkte ausgehen, so wird offenbar
; dm
fiir u==0 unabhingig von v m=0 und o 1. Denn da das Bogenelement

einer V-Kurve mdy ist und diese Kurven fiir unendlich kleines u als Kreise mit
dem Radius u um den Ausgangspunkt der Linien U als Mittelpunkt angesehen
werden konnen, so hat man fiir soleche Werte: mdy =udv, wo fiir v der Winkel
selbst gewihlt ist, den irgend eine Linie U mit einer anderen beliebig gewiihlten
Linie U bildet, oder m =u. Es wird also mit u=0 gleichzeitic m = 0 und
¢

ou .

8

Da die Kriimmungshalbmesser der kiirzesten Linien nach der Fundamental-
eigenschaft derselben zugleich Normalen der Fliche sind und also auch Kriim-
mungsradien der Normalschnitte der Fliche, so kann man auch den Euler’schen
Satz iiber die Kriimmungshalbmesser von Normalschnitten :

P cos3a - : 8in®x

e R

als Gleichung fiir die Kiirzesten ansehen.*) In dieser Gleichung bedeuten R, und
R, die beiden Hauptkriimmungsradien, d. h. die Kriimmungsradien der beiden
Hauptschnitte der Fliche, ¢ ist der Kriimmungshalbmesser eines dritten Normal-
schnittes, also einer kiirzesten Linie**) und « ist der Winkel, den die Tangente
der kiirzesten Linie mit der Tangente eines Hauptschnittes, also mit der Tan-
gente einer Kriimmungslinie bildet.

(33)

C. Eigenschaften der kiirzesten Linien auf krummen Ober-
flichen im allgemeinen.

)

Die Fundamentaleigenschaft der kiirzesten Linien. dafl in jedem ihrer
Punkte die Schmiegungsebene durch die Flichennormale geht, liBt sich natiirlich
auch noch in verschiedener anderer Weise aussprechen, wie es auch teilweise
schon im Friiheren geschehen ist.

So kann man z. B. den Chavakter dieser Linien auch ausdriicken, indem
man sagt, dall in jedem Punkte die Schmiegungsebene aut der Tangentialebene
der Fliche senkrecht steht, oder dafl die Hauptnormale stets mit der Flichen-
normale zusammenfillt, also dafi in jedem Punkte der Kriimmungsradius der
Linie eine Normale der Fliche ist — oder dafB, wenn man durch die Tangente
der Kurve und durch die Normale der Fliche im Beriihrungspunkte eine Ebene
legt, diese zugleich durch das folgende Kurvenelement geht — oder dal, wenn
man die einem beliebigen Punkte der Kurve zugehirige Tangente senkrecht auf
die dem niichstfolgenden Punkte angehiorige Tangentialebene der Fliche proji-
ziert, durch diese Projektion zugleich die niichstfolgende Tangente der Kurve
gebildet wird***) — oder daB in jedem Punkte der Kurve ibre sogenannte geo-
ditische Kriimmung verschwindet. Dali alle diese Ausdrucksweisen im Wesen
dasselbe sagen, bedarf keiner weiteren Erlduterung.

*) Ofr. Boklen, analyt. Geom. d. Raumes, § 15.
*¥) Nur fiir zwei benachbarte Linicnelemente, nicht fir den ganzen Normalschnitt giltig.
##%) Cfr. Stegmann, Variationsrechnung, § 46.
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Wie die Fundamentaleigenschaft auch in den beiden angefiihrten mecha-
nischen Definitionen der Kiirzesten enthalten ist, wurde bereits gezeigt.

Es Lift sich aber die Grundeigenschaft auch geometrisch leicht ermitteln®)
Es seien AB und BC zwei aufeinanderfolgende Elemente einer Kurve auf einer
krummen Oberfliche, die mit einemn und demselben Teile der Schnittlinie TT* der
Tangentialebenen der Fliche in den Punkten A und C supplementare Winkel
bilden. Es ist also X ABT =180*— 3 TBC oder 3 ABT =" T'BC. Dann
ist die Summe AB——BC jedenfalls kleiner als jede andere derartige Summe,
etwa AB‘—+B‘C, wo B’ ein weiterer, beliebiger Punkt der Durchschnittslinie
TT¢ ist. Denn wenn man um TT‘ eine der Ebenen bis zum Zusammenfallen
mit der anderen dreht, so fallen AB und BC in eine Gerade und AC ist die
kiirzeste Verbindung der Punkte A und C. Die bei unserer Annahme beziiglich
der Winkel betrachtete Kurve ist also die kiirzeste Linie zwischen A und C.
Nun kann man aber wegen der Lage von AB und BC gegen TT‘ AB und die
Verlingerung von BC als aufeinanderfolgende Seiten eines geraden Kegels an-
sehen, dessen Achse in die Gerade TT' fillt. Die durch die drei unendlich
nahen Punkte A, B, C gehende Ebene, d. i. die Schmiegungsebene der kiirzesten
Linie, mub demnach als Tangentialebenc dieses Kegels zu der Ebene normal
stehen, welche durch die Achse und die Berithrungsseite des Kegels geht, also
zu der Ebene ABT, d. i. der Tangentialebene der Fliche im Punkte A, wo-
durch eben die Fundamentaleigenschaft nachgewiesen ist.

Nach Bertrand folgt die Fundamentaleigenschaft der kiirzesten Linien auch
aus dem bekannten Meunier’schen Satze, nach welchem unter allen Schnitten,
die man durch die Tangente einer Kurve auf einer Fliche legen kann, dem
Normalschnitte der groBte Kriimmungshalbmesser zukommt. Denn da der
UeberschuB der Linge eines unendlich kleinen Bogens iiber die Lénge der zu-
gehorigen Sehne umso kleiner wird, je grifier der Kriimmungsradius ist, so ist

‘der kiirzeste Bogen zwischen zwei unendlich nahen Punkten einer Fliche der,

welcher den griBten Kriimmungsradius besitzt. Es ist also den kiirzesten Lirien
die Eigenschaft eigen, dali die Schmiegungsebene stets zur Tangentialebene der
Fliche normal steht.

Es libt sich ein geometrischer Nachweis der Fundamentaleigenschaft auch
noch in anderer Weise geben, z. B. so, daB man zunichst zeigt, dab die Kiir-
zesten auf den abwickelbaren Flichen die genannte Eigenschaft besitzen, und
daB man dann erst auf allgemeine Flichen iibergeht.**)

Aus der Beziehung (7) kann man die Fundamentaleigenschatt der Kiirze-
sten auch noch in anderer Weise ausgesprochen herauslesen als es frither ge-
schehen ist, nimlich so, daB bei diesen Kurven die Flichennormale in der Ebene
sweier aufeinanderfolgenden Elemente der Kurve liegt und den Winkel zwischen
ihnen halbiert, wie es sich auch aus der oben erwihnten geometrischen Betrachtung
ergibt. Denn da die Richtungskosinus der Linie, welche den von zwei Graden
gebildeten stumpfen Winkel halbiert, zu «' — =z, g'—25, ¥'—¥ proportional sind,
wo #, B, v und «, 8, y' die Richtungskosinus dieser zwei Geraden bedeuten,
so sind die Zihler in der Beziehung (7):

Ll—d—x—' dS {E-!lx.) . .8 W
ris_(tls+ ds, AR v

den Richtungskosinus der Halbierungslinie des Winkels zweier aufein-
anderfolgenden Elemente der Kurve proportional. Wegen der Proportionalitiit

%) Cfr. Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d, Raumes, IL Teil, Art 51.
#%) (Ofr. Joachimsthal, Anwendung d. Diff.- u, Integralrechnung, § 88.
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i\ j; d (:f mit X, Y, Z fillt demnach diese Halbierungslinie mit der
Flichennormale zusammen.*)

Im Anschlusse an diese Betrachtungen iiber die Fundamentaleigenschaft
der kiirzesten Linien sollen im Folgenden andere Eigenschaften dieser Kurven
angegeben werden, die sich mehr oder weniger direkt aus der Fundamental-
eigenschaft ergeben, die zum grofien Teile aber auch zeigen, dal die Kiirzesten
auf krummen Oberflichen dieselbe Stellung einnehmen wie die geraden Linien
in der Ebene, indem sich Eigenschaften, die den Geraden in der Ebene zukommen,
entsprechend auf die kiirzesten Linien auf krummen Oberflichen iibertragen lassen.

von d

10.

Eine der Bigenschaften kiirzester Linien ist die, daB, wie wir bei der
geometrischen Ablmtung im Vorhergehenden gesehen haben, dufbllld!l(lel10]”?11{1(,
Kurvenelemente mit denselben %ezten der Sghnmtqaradul der beziiglichen Tan-
gentialebenen der Fliche supplementire Winkel bilden

Eine weitere Eigenschaft gibt die Beziehung (7), bezw. die Gleichungen (8).
Es sei eine feste Gerade gegeben, deren Richtungskosinus I, m, n seien und
mit. welcher die Tangenten einer kiirzesten Linie gleiche Winkel bilden mogen.
Es soll also die Gleichung bestehen :

ly 7
;_[_]_.\_ €y e g = const.
ds 'ds ds
Daraus folgt:
+mt l“ -+-nd d?i- =0
ds ds

oder auch

IX+mY+nZ=0,

was aussagt, daB die Flichennormalen in den Punkten der kiirzesten Linie zu
der festen Geraden normal stehen oder zu einer festen Ebene parallel laufen.
Wenn also die Tangenten einer kiirzesten Linie mit einer festen Geraden gleiche
Winkel einschlieBen, so sind die Flichennormalen lings der Kurve einer festen
Ebene parallel. D't[i auch die Umkehrung dieses Satzes richtig ist, ergibt sich
auller durch Rechnung auch iolfremlernm}eu Eine Normale der gegebenen
festen Ebene, zu der die ¥ IaLhenm:rumIen lings einer kiirzesten lee p*u‘*tllel
verlaufen, ist zu allen Tangentialebenen lings der Kiirzesten parallel, also auch
zit ihren Schnittlinien, mit denen ja die E Ielnultu der kiirzesten Linie supple-
mentire Winkel bilden.®)

kS

Um eine weitere Eigenschaft der kiirzesten Linien aufzusuchen, gehen wir
zundchst wieder auf die sghnn betrachteten krummlinigen Koordinaten u und v
zurlick und spezialisieren das Koordinatensystem wieder dahin, daf die Linien
U, fiir welche v = const. ist, kiirzeste Linien seien. Nur sagen wir jetzt nichts
iiber die Lage der beiden Liniensysteme gegen einander aus (ob sie orthogonal
oder nicht orthogonal sind.**)

Da die Linien U kiirzeste Linien sein sollen, so miissen ihre Schmiegungs-
ebenen stets zu den Tangentialebenen der Fliche normal stehen. Die Schmiegungs-
ebene einer U-Linie hat nun bekanntlich die Gleichung:

# Clr Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, IL. Teil, Art. 117 u. 122,
*#) (Ofr. Joachimsthal, An'ﬁemluug d. Diff.- n. Integralrechnung, § 95.
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A

Ay d2s a7 oW\ Y fay 0% oxX ¢
(‘} Lo "){’-—\]‘4—( T )(’-’.-—}-‘J

du du? du du?, du?  odu du?/

ox g% iy 0°x e ]
e e (f—2)=0
¢ on® o gu*

/

Die Gleichung der Tangentialebene aber hat die Form:
¢ dy a7 dy t”'-'_f % (7 OX ox 0z ;
for sl i s on s BBy

.6u dv  du dv dudy ou dv/
) ¢ — )= 0.

Es ergibt sich dies daraus, dal, da die Flichennormale sowohl auf den
Kurven U als auch auf den Kurven V senkrecht steht, die Groflen X, Y, 7 den
Bedingungen zu geniigen haben :

( dx 0y 0y X
du ov  du oy

e _dy . 0z ) 3y e
R b, B e Y Y 2 =0
ol i ol v ov ov ay

go daB also die Beziehung besteht :
: rdy dz 0z 4 /070X + 0% 02 fox 0y | OF 0%
v (E L) e oy (2 d 2,
du oy cu ov dil dv ¢l v, ol oV di adv
Wegen der Orthogonalitit der Schmiegungs- und Tangentialebene mufl nun

(F;y ay, oz oy’ ( dy 82z 9z %) (Eiz dx ox dz ) ( dr 0% 0% F—x)
dudy oduov/ \dueu® du r'-uf)

gn 6y du 6v/ \dugu® odu du?

/dx 0y Oy Ox\ [ 6x 8%y 4y 0% .
'1'- e ey — T 0
au oy du oy g du* ou ous

sein. Das gibt aber

ox'\2 dy\* dz\2] [éx 8%  dy oYy , oz 9%
A ) st ikl el e L
ou L gL/ _dv ou* oy odi oy dun*.
dx 0x oy dy 0% f".-p:‘l [6‘3\' 8% . oy 0%y , oz EJ“~’;5"| L
uov ' dudv ' oudvlLouou®  du du? ' duadul
Nun sind die ersten Faktoren in den beiden Produkten in den gewohnlichen
Bezeichnungen bezw. E und F. Ferner ist

ox 9x _ Oydiy dz9d% oF 19K
v ou? ' dvdu® dvour ou 9 gy?

dx o oy dl  0zd% __ 1 dE
du du? ' dudu? ' dudu® 2 du

Somit ergibt sich die Beziehung:
a i ": nt fa) l.\
i (cf 1 oh)___l_ 1.‘,n]_;

2 a1

e i = 0.
el }} 2 'y

Da aber, wie von frither bekannt ist, in unserem Falle E =1 zu setzen ist,

AT

y ey K S ! g
g0 haben wir schliefilich nur .{:0 iibrig. F ist also von u unabhingig und
o

nur eine Funktion von v allein. Der Wert des I 1iBt sich niiher angeben.
Hs seien die betrachteten kiirzesten Linien (U) alle von gleicher Linge u,
die Linge vom gemeinschaftlichen Schnittpunkte aus geziihlt. Die Kurve, welche
die Endpunkte aller dieser Kiirzesten verbindet, ist dann eine Linie des Systemes V.
Denkt man sich nun die Linge u immer kleiner werdend, so schlieft sich die
Endpunktskurve immer mehr zusammer. Wird endlich u unendlich klein, s0
kann man die Kurve der Endpunkte als unendlich kleinen ebenen Kreis um
den Schnittpunkt als Mittelpunkt auffassen, so daB also der Winkel, den sie mit




SR

den einzelnen kiirzesten Linien bildet, schlieflich 90° wird. Es besteht demnach
fir unendlich kleines u die bekannte Bedingung fiir die Orthogonalitit der
beiden Liniensysteme: FF=0. Da aber, wie nachgewiesen wurde, F' von u gar
nicht abhingt, so mull F allgemein den Wert Null haben, d. h. die Kurve,
welche die Endpunkte gleich langer von einem Punkte ausgehender kiirzester
Linien verbindet, steht zu allen diesen normal.

Zihlt man die Lingen der kiirzesten Linien, die wieder gleich sein sollen,
nicht von einem gemeinsamen Punkte, sondern von einer zu allen orthogonalen
Kurve aus, die zum V-Systeme gehiren moge, so steht auch die Endpunkts-
kurve wieder zu allen Kiirzesten normal. Denn da F schon fiir die erste Trans-
versallinie den Wert Null hat, so ist auch fiir die neue Kurve F = 0.

Der obige Satz l&Bt sich also dahin erweitern, dafl man sagt: Wenn von
einer beliebigen Linie auf einer Fliche unter rechtem Winkel und nach der-
selben Seite hin kiirzeste Linien von gleicher Linge ausgehen, so schneidet die
Kurve, welche die anderen Eundpunkte verbindet, die Kiirzesten simtlich unter
rechtem Winkel.

Dal der frithere Satz in diesem erweiterten enthalten ist, ergibt sich daraus,
dal man den gemeinsamen Schnittpunkt als degenerierte geschlossene Kurve
auffassen kann.

Beide Sitze rithren von Gaull her, der sie aber in anderer Weise bewies.*)

Aus den beiden Siitzen ergibt sich auch, dafl, wenn man das eine der
beiden Liniensysteme U und V auf der Fliche als aus kiirzesten Linien be-
stehend annimmt, die beiden Systeme immer orthogonal zu einander genommen
werden miissen. Aus diesem Grunde wurde auch bei der Ableitung der Glei-
chungen der kiirzesten Linien in den krummlinigen Koordinaten u und v (pg. 11)
der Fall nicht beriicksichtigt, wo die beiden Kurvensysteme, von denen das eine
aus kiirzesten Linien besteht, nicht orthogonal zu einander sind.

Wenn man aber diesen Fall als zu recht bestehend annimmt, dann fithrt

fah

: ‘ Ik ; : :
er wieder zur Bedingung F =0, bezw. ;u = 0. Denn die Gleichung (27), die

allgemein gilt, geht dann, da E=1 ist, in

R LGP 86
2VG—F2dé=—2—du——dv
v ol au

iiber. Sollen nun die Linien U kiirzeste Linien sein, so mul in dieser Glei-

chung, die fiir eine beliebige kiirzeste Linie gilt, die mit den Linien U in der

friiher angegebenen Weise den Winkel & bildet, # =0 und dv = 0 gesetzt werden.
iF

E
Es muli also g
du

lassen wie frither.*)

Fiihrt man den Beweis, dafl in dem betrachteten Falle I' =0 wird, nach
GauB, so wendet man die Gleichungen (9) auf die kiirzesten Linien U an. Fiir
s ist dann u zu setzen und man erhilt:

_ 0%
Oz ~
du 1 X
A T s e o o . 8. W
du o VXo Y 7Y
x dy 0z

Multipliziert man diese (drei) Gleichungen der Reihe nach mit Pl —{?Ti und

=0 sein, woraus sich wieder die nimlichen Schliisse ziehen

3

addiert sie, so ergibt sich mit Riicksicht auf E—=1:

*) GauB, disquis. generales etc. (Art. 15, 16).
##) Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, II. Teil: Anmerkung 69 zu Art. 155.
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Der Klammerausdruck ist Null, da die Flichennormale zu den Kurven V senk-

F

Rl 0 {f . nl
recht steht. Ks ist also auch = — 0, woraus wieder I'=0 folgt.
o

Die obigen beiden Sitze lassen sich auch geometrisch leicht ermitteln.*)

Es seien OA und OA’ zwei unendlich benachbarte kiirzeste Linien von
oleicher Linge. Ks kann dann gezeigt werden, dal die Verbindungslinie der
Endpunkte AA’ zu jeder der beiden Linien senkrecht steht. Denn wenn man
annimmt, die Winkel bei A und A’ seien keine rechten, sondern etwa der beil A
ein spitzer und also der bei A’ ein stumpfer, so kann man dann die kiirzeste Linie
A’B (B liegt auf OA) so ziehen, daB 3 AA'B = 90°ist. In dem unendlich kleinen Drei-
ecke AA‘B, das natiirlich als eben betrachtet werden kann, ist also A‘B als Kathete
kleiner als die Hypotenuse AB; somit ist auch (OB+ BA‘) << (OB -+ BA) oder
(OB +BA‘) << OA(=04AY). Es ist also der Weg von O tiber B nach A’ kiirzer
als der Weg OA’ und dieser daher keine kiirzeste Linie mehr, was aber einen
Widerspruch enthiilt. Es muf also der Winkel bei A* und analog der bei A
ein Rechter sein, womit der erste Satz bewiesen ist.**)

Der Satz laft sich auch umkehren und man kann sagen: Wenn sich
kiirzeste Linien in einem Punkte schneiden und man durch sie eine Orthogonal-
kurve legt, so schneidet dieselbe von allen Linien vom Schnittpunkte aus gleiche
Stiicke ab. Der Beweis hiefiir soll als sehr nahe liegend nicht erdrtert weiden.

Im Anschlusse an diese Betrachtungen sei gleich als mit dem Vorigen eng
zusammenhiingend darauf hingewiesen, dall unter allen geoditischen Linien,
welche sich von einem Punkte O der Fliche nach einer gegebenen Linie L der
Fliche ziehen lassen, diejenige die kiirzeste ist, welche L rechtwinklig schneidet.
Denn wenn man annimmt, die kiirzeste der geoditischen Liuien, némlich OA
(A sei der Schnittpunkt n:it L), bilde mit der gegebenen Linie L keinen rechten
Winkel so kann man auf ihr unendlich nahe an L einen Punkt B wihlen, von
ihm eine Senkrechte zu L fillen (indem man lings L von A aus ein Stiick
gleich AB cos A abtrigt und den so erhaltenen Punkt C mit B verbindet) und
dann lings dieser Senkrechten offenbar auf kiirzerem Wege von O aus zur
Kurve L gelangen, als wenn man auf OA weiter geht. Es konnte also OA
nicht die kiirzeste Linie sein, — Wenn alle geoditischen Linien die Kurve L
rechtwinklig schneiden, so sind natiirlich die Lingen von O bis zur Linie L
alle gleich.

Bei dem geometrischen Beweise des obigen erweiterten Satzes nun kann
man dhnlich vorgehen wie bei dem oben durchgeliihrten Beweise des ersten
Satzes. Wenn A und A’ zwei unendlich nahe Punkte einer bestimmten Kurve
sind, von der kiirzeste Linien orthogonal ausgehen, und wenn man auf den durch
A und A’ gehenden Kiirzesten nuch derselben Seite hin gleiche Stiicke AB = A’'B’
abtrigt, so liBt sich die Orthogonalitit von BB' (und iiberhaupt der Endpunkts-
kurve aller gleich langen kiirzesten Linien) dadurch nachweisen, dall man bei
der gegenteiligen Annahme einer Nichtorthogonalitit yon je einem Punkte in
den Kiirzesten unendlich nahe an BB’ Senkrechte zu BB' errichtet und so zeigt,
daf AB und A‘B' keine kiirzesten Linien sein kionnten.

*) GauB: disquis. generales ete. (Art. 15); Joachimsthal, Anwendung d. Diff.- u. Integral-
rechnung, § 45; Salmon-Fiedler, analyt Geom d. R., 11. Teil, Art. 118; Boklen, analyt. Geom.
d R,8§ 7;u a

: %) Auch mechanisch gedentet liBt sich der Satz leicht einsehen. Denn die Kurve, die
entsteht, wenn man einen Faden, der durch einen festen Punkt geht, bei Beibehaltung der-
selben Fadeniinge um diesen Punkt herumfiihrt, ist offenbar fiberall rechtwinklig zur Richtung
des Fadens.
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Schneiden sich die beiden unendlich benachbarten Kiirzesten AB und A‘B’
in einem Punkte O, so folgt der Beweis der Orthogonalitit von BB’ auch schon
leicht aus dem ersten Satze und seiner Umkehrung.

Haben aber die beiden unendlich nahen Kiirzesten keinen Schnittpunkt,

was nur ein Ausnahmefall ist, so kann der Beweis der Orthogonalitit auch so
erbracht werden. Man ziehe die kiirzesten Verbindungen AB' und A'B. Der
Winkel B‘AA’ wird dann, weil AA’ und BB’ unendlich klein, AB und A‘B’ aber
endlich sind, als vom Winkel B AA’ nur um unendlich wenig verschieden auch
als rechter anzusehen sein und es wird also auch AB'= A‘B‘= AB sein. Da
nun die beiden gleich langen Kiirzesten AB und AB' von demselben Punkte aus-
gehen, so mub nach dem ersten Satze der Winkel ABB’ ein rechter sein und
auch der Winkel AB'B oder der von ihm um uuendlich wenig verschiedene
Winkel A‘B‘B. Analog liBt sich die Kiirzeste A'B verwenden.
... Der erweiterte Satz liBt sich ebenfalls umkehren und man kann sagen:
Wenn zwei verschiedene Kurven ein System kiirzester Linien gleichzeitig recht-
winklig schneiden, so fassen sie auf jeder von ihnen eine konstante Linge
zwischen  sich*) Auf den Beweis dieser Umkehrung soll nicht eingegangen
werden, da er ziemlich nahe liegt.

12.

Mit Hilfe des Vorhergehenden lifit sich leicht folgender Satz beweisen.**)
Bestimmt man den Ort eines Punktes auf einer Fliche so, dall die Summe seiner
kiirzesten Entfernungen von zwei festen Punkten der Fliche konstant ist, so
bilden diese kiirzesten Entfernungen mit der Tangente der entstebenden Kurve
stets gleiche Winkel,

Es ist dieser Satz analog dem betreffenden iiber die Radienvektoren einer
Ellipse in der Ebene und kann auch ganz so bewiesen werden.

Sind F und F’ die beiden festen Punkte und A und B zwei unendlich
benachbarte Punkte der entstehenden Kurve, so ist nach der Voraussetzung:
FA+F'A =FB--F'B. Bestinmt man nun die Punkte a auf FB und b auf
F‘A so, daB Fa =FA und F'b = I'B wird, so ist Fa+ F'A=VFB+-I"b; also ist
F'A—JF'b =FB — Fa oder Ab—Ba. Ferner haben die Dreiecke AbB und
AaB, die man, da die Punkte A, B, a, b unendlich nahe liegen, als eben aui-
fassen kann, noch AB. gemeinsam. Weiter sind die Winkel bei a und b rechte,
weil Aa und Bb die Verbindungslinien der Endpunikte je zweier gleich langen
kiirzesten Linien sind. Wegen der Kongruenz der beiden Dreiecke miissen
demnach auch die Winkel BAb und ABa einander gleich sein. Da B und A
unendlich benachbart sind, so sind ferner auch die Winkel, welche AB mit AF
und BF bildet, einander gleich. Folglich schliefien die beiden kiirzesten Linien
FA und F‘A mit der Linie AB oder der Tangente in A gleiche Winkel ein,
was zu beweisen war.

Umkehrung: Zieht man von zwei festen Punkten innerhalb einer Kurve
auf einer krummen Oberfliche zu einem Punkte der Kurve kiirzeste Linien und
bilden diese mit der Tangente daselbst gleiche Winkel, so ist die Summe dieser
kiirzesten Entfernungen konstant. Der Beweis dieses Satzes ist der friihere in
umgekehrter Ordnung.

Die beiden Sitze behalten ihre Richtigkeit auch, wenn man nicht von
der konstanten Summe, sondern von -der konstanten Differenz der kiirzesten
Entfernungen spricht. Die Umkehrung erfordert dann, daB die beiden Kiirzesten

* Cfr, Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raumes, II. Teil, Art 119; u. a.

= #¥) Cfr. (auch im Folgenden) Joachimsthal, Anwendung d Diff.- u Integralrechnung, §16;
Salmon-Fiedler, analyt. Geom. d. Raum., 1I. Teil, Art. 119; Btklen, analyt. Geom. d. Raumes,
§ 17; u. a.
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auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen. (Die Siitze entsprechen dem
Falle einer Hyperbel in der Ebene.)

Im Anschlusse an diese Sitze libt sich auch ein anderer Satz zeigen. Denkt
man sich in zwei Puniten M und N einer beliebigen Kurve auf einer krummen
Oberfliche (oder auch in einem Punkte, wenn die Kurve eine geschlogsene ist)
einen TFaden befestiot, der linger ist als das zwischen den beiden Punkten ge-
legene Kurvenstiick, und hilt man diesen Faden stets gespannt, so wird er sich
im allgemeinen zum Teile an die Kurve anlegen, wihrend der andere Teil zwei
kiirzeste Linien darstellt, die sich in einem Punkte P schneiden. Bewegt man
nun den Faden bei beibehaltener Spannung, so wird der Punkt P eine Kurye
beschreiben, deren Tangente mit den beiden kiirzesten Linien stets gleiche
Winkel bildet. Denn wenn APB das gespannte Stiick des Fadens in der einen
Lage und A’P'B’ in der benachbarten Lage ist, wobei also A und B, bezw. A’
und B’ die Punkte sind, in denen der Faden die Kurve verlifBt, so ist offenbar
APB' = AP'B* und man hat, da man AP’ in die Richtung des geradlinigen
Elementes AA’ und PB in die des Elementes BB’ fallend annehmen mul, den
fritheren I'all vor sich und kann daher auch den Beweis beziiglich der Winkel
an der Tangente bei P genau so wie frither fithren,

Wenn man umgekehrt voraussetzt, dal man vom Punkte P zwei tangie-
rende kiirzeste Linien an die Kurve zieht, die mit der Tangente in P gleiche
Winkel bilden, so folgt daraus, da AP +-PB 4~ BB = AA’4 AP’ 4 DB ist oder
(AP +PB) — (A’P'4-P'B) = AA'—BB'= AB— A'B, also (AP+PB)— AB=
(AP‘+ PBY — A'B’, was aussagt, dab die Differenz Zwischen der Sumine der
Lingen dieser kiirzesten Linien, dieselben vom Schnittpunkte bis zum Beriih-
rungspunkte gerechnet, und der Linge des von ihnen auf der beriithrenden
Kurve begrenzten Bogens konstant ist.”)

Auch diese letzteren Sitze haben ihre analogen in der Ebene.

13.

Bevor wir mit Hilfe friiherer Formeln eine weitere HEigenschaft kiirzester
Linien, bezw. eine Eigenschaft von Polygonen, die durch kiirzeste Linien auf
krummen Oberflichen gebildet sind, angeben, wie sie Gauli**) entwickelt hat,
seien zuniichst gewisse llegriffe erldutert.

Ist auf einer krummen Oberfliche ein bestimmtes Gebiet abgegrenzt und
bildet man dieses in der bekannten Weise auf eine Kugel vom Radius 1 ab,
indem man nimlich parallel zu den Flichennormalen in den Begrenzungspunkten
des Flichenstiickes Radien der Hilfskugel zieht, so nennt man nach Gaul den
Jnhalt der auf der Hilfskugel entstehenden Iigur Total- oder Gesamtkrimmung
oder auch die curvatura integra der Figur auf der gegebenen Fliche. Von dieser
Gesamtkriimmung ist das Kriimmungsmal zu unterscheiden, das sich auf einen
Punkt einer Fliche bezieht und den Quotienten der Gesamthriimmung des an
dem Punkte liegenden Oberflichenelementes und des Fliacheninhaltes des Kle-
mentes selbst bezeichnet, also dag Verhiltnis zwischen dem einem Ilemente einer
krummen Fliche entsprechenden Elemente der Hilfskugel und dem Oberflichen-
elemente selbst. Wenn wir demnach mit ds ein Flichenelement und mit k das
KriimmungsmaB bezeichnen, so ist das Integral von kdo die Gesamtkriimmung
einer beliebigen Figur,

Es sei nun auf einer krumwen Oberfliche ein von kiirzesten Linien ge-
bildetes Dreieck ABC¥gegeben. Wollen wir die Gesamtkriimmung X dieses
Dreieckes berechnen, so haben wir

:} Salmon-Fiedler, analyt.f Geom, d. Raumes, 1L Teil, Art. 119,

##%) Disquisitiones gener, (Art 2! y; vergl. znm Folgenden auch Joachimsthal, Anwen-

dung d. Diff- u. Integralrechnung, § 99.
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auszufithren, wo die oben angegebenen Bezeichnungen beibehalten sind.  Das
Integral ist {iber die ganze Dreieckstliche zu erstrecken.

Wir fiilbren zum Zwecke der Ausrechnung wieder (ie krummlinigen Ko-
ordinaten u und v ein, indem wir uns auf der Fliche ein Koordinatensystem ge-
geben denken, wie wir es schon wiederholt betrachtet haben. Wir nehmen
niimlich die Spitze A des Dreieckes als Auszangspunkt der Kurvenschar U
(v= const.), die aus lauter kiirzesten Linien besteht. Zu dieser Schar gehiren
die beiden Seiten AB und AC des Dreieckes. Die Schar V (u = const.) steht
zur ersten senkrecht.

Um das Flichenelement de auszudriicken, betrachten wir je zwei unendlich
benachbarte Linien der beiden Systeme, die also dann ein unendlich kleines
Reehteck ausschneiden, dessen Seiten bekanntlich du und mdv sind, wo wieder
m= }/G gesetzt ist. Wir haben also:

e

D= S \ km dudv.

Von dem Kriimmungsmalle k hat aber Gaul nachgewiesen, daB es in einem be-
iebigen Punkte einer Fliche gleich dem reziproken Werte des Produktes der
beiden Hauptkrimmungsradien der Fliche ist. Wenn wir letztere mit R, und

R, Lezeichnen, so ist also k = R Fiihren wir hier die Koordinaten u und
1 2
. : ! , _ GG\ 8 ,
v ein, so haben wir, da E=1 und F =0 ist, 4 G2k _.(-;H — 26 L Mit
\ O o
oo e M A _ . am oG a%m omy 2
Riicksicht auf G=m? wird — = 2m — und ~—.=2m — -9 ( ) und
ou ol o= ons o'
1 o*m I ;
daher k= — —- Infolgedessen ergibt sich:
e : -

3 { il BV
M= \\ ===y
, du?

Wenn wir zuerst nach u integrieren, erhalten wir:

: af om
=\l c—==|dv,
) du

wo ¢ die Integrationskonstante bedeutet. Die Grenzen fiir u sind natiirjich Null
: e g 2 :
und sein Wert auf der Linie BC, der noch von v abhingt. (azv- (_u-l)dv ist
C

die Totalkriimmung des unendlich schmalen Dreieckes zwischen zwei unendlich
benachbarten U-Linien. Fiir u=0 wird nun offenbar diese Totalkriimmung
Null, da schon das ganze Dreieck selbst zum Punkte A zusammenschrampft,

. &l gl it : : :
also ist e - r,ul = 0. Wie wir aber bereits frither (pg. 12) gesehen haben, wird
a
dm ackl o oy
firu=20: ke I. KEs ist also ¢=1 und mithin
4
=t ' 1 — on ) dv
v/ " [—u :
s : o om ds o 1 b &
Beniitzen wir nun die Gleichung (30): T =0, die ja aueh fiir die kiir-
o

zeste Linie BC gilt, um den Winkel o einzufiihren, den diese Linie (in der
frither angegebenen Weise; mit den Linien U bildet, so wird :

32
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= E(l -+ ((iiz) dv = gd\r - gdﬂ-.

Da man v als den Winkel ansehen kann, den die U-Linien mit einer von ihnen
als Anfangslinie genommenen bilden, so ist \dv der Winkel A, weil die Grenzen
des Integrals Null und A sind. Ferner ist d# der Unterschied zwischen den
Winkeln ¢, welche die Linie BC mit zwei benachbarten U-Linien bildet, also
d# = # — %. (d# ist infolge dessen die Summe aller solchen Differenzen ; das
gibt, wenn wir die betreffenden Winkel bei B und C mit ® und ©* bezeichnen:
(dr=0'—O0=C—(x—B)=B+C— = Wir haben also:
Xe— AL B G,

Die Gesamtkriimmung hat positives Zeichen, da wir das Kriimmungsmal positiv
genommen haben, also konkav-konkave (konvex-konvexe) Flichen vorausgesetat
haben. Ist die betrachtete Fliche konkav-konvex, dann ist das Kriimmungs-
maf und auch ¥ negativ. Wir schreiben daher allgemein:

=+ A+B+C—m)
Die Grife A+B+4C—= nennt man den sphirischen Exzel, den negativen
Wert aber, nidmlich ©— (A -4 B--C), den sphirischen Defekt der Winkel des
Dreieckes.

Da weiter die Oberfliche O unserer Hilfskugel mit dem Radius 1 gleich

47 ist, so ergibt sich:

2:0=+(A+B+C—r):4w,
d. h. die Totalkrimmung eines Dreieckes, das von kiirzesten Linien auf einer
krummen Oberfliche gebildet wird, verhiilt sich zur Oberfliche der Kugel mit
dem Einheitsradius wie der sphiirische ExzeB, bezw. Defekt (je nach der Art
der Kriimmung der Fliche) seiner Winkel zu 8 Rechten.

Zur Verallgemeinerung dieses Satzes kann man ein beliebiges Polyzon auf
einer krummen Oberfliche nehmen, dessen Seiten kiirzeste Linien sind. Man
erhilt dann einen analogen Satz. Es tritt nur an Stelle des sphiirischen Exzesses,
bezw. Defektes der Uberschuffi der Winkelsumme iiber (2n—4) Rechte, bezw.
der Fehlbetrag an (2n — 4) Rechten. Es ergibt sich dies, wenn man das Polygon
durch kiirzeste Linien in Dreiecke zerlegt.

Anmerkung Es kann der Gaul’sche Satz auch als spezieller Fall
eines allgemeineren Satzes aufgefalt werden, der von Jacobi aufgestellt wurde und
der lautet: Wenn in einem beliebigen, von Kurven doppelter Kriimmung ge-
bildeten Dreiecke je zwei Seiten in ihren Schnittpunkten gemeinschaftliche
Hauptnormalen haben, so hat das Dreieck die Eigenschaft, da, wenn man durch
den Mittelpunkt einer Hilfskugel vom Radiug 1 zu jeder Hauptnormale des Um-
fanges des Dreieckes eine Parallele zieht, wodurch auf der Kugelfliche ein
entsprechendes Dreieck entsteht, dal dann der Inhalt dieses Kugeldreieckes
durch den sphirischen Exzel, bezw. Defekt des betrachteten Dreieckes gegeben
ist. DaB der obige Gaufi’sche Satz hier mit eingeschlossen ist, ist einleuchtend.
Denn da bei den kiirzesten Linien die Hauptnormale mit der Flichennormale
zusammenfillt und die Fliche in einem Punkte nur eine Normale hat, so haben
tatsichlich die kiirzesten Linien als Dreiecksseiten in ihren Schnittpunkten eine
gemeinschaftliche Hauptnormale.

Auf den Beweis des Jacobischen Satzes, sowie auf andere Beweise des
Gauli’schen Satzes soll hier nicht weiter eingegangen werden.

(II. Teil folgt.)

Franz John.
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