Die Grundziige der elektromagnetischen
Lichttheorie.

Die Grundziige der elektromagnetischen Lichttheorie werden im Folgenden
aus der Betrachtung der Lichtbewegung in homogenen Nichtleitern der Elektrizitiit
zu entwickeln versucht. Die Theorie des Lichtes fiir Leiter wird nur fliichtig
beriihrt. Die Arbeit zerfillt in zwei Teile: Betrachtung der Lichtbewegung in
isotropen und in anisotropen homogenen Medien. Als iiber den Rahmen der
Arbeit, wie er durch den Titel vorgezeichnet ist. hinausgehend, sind Kapitel der
Optik wie die Einfithrung des Strahlenbegriffes, die Absorption, die Dispersion
und so weiter nicht beriicksichtigt.*)

I. Die Lichtbewegung in isotropen homogenen Medien,
A

Die Erscheinungen des Lichtes, insofern sie durch ebene Wellen bedingt
sind, kinnen, ohne dall man sich vorliufig iiber das Wesen des Lichtes eine
Voistellung macht, durch die Annahme eines einzigen Vektors, des sogenannten
Lichtvektors, erklirt werden. Die Berechtigung zu dieser Annahme gibt die
Betrachtung der Polarisationserscheinungen. Dieser Lichtvektor p ist transversal,
d. h. in der Wellenebene gelegen, und ist villic bestimmt durch seine Projektionen
auf die drei Koordinatenachsen, durch seine Komponenten %, w, £, denen als
Zustandsfunktionen folgende Ausdriicke zukommen :
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Die wesentliche Form dieser Ausdriicke ist einmal durch den Umstand
bedingt, dall, wie die Interferenzerscheinungen lehren, der Lichtzustand ein
periodischer ist, dafl also, wenn wir einen bestimmten Punkt (x, y, z) betrachten,
daselbst nach Ablauf der Zeit © (Schwingungsdauer) die Zustandsfunktionen
wieder denselben Wert besitzen, oder dali, wenn wir eine bestimmte Zeit t ins
Auge fassen, fiir diejenigen Wellen, welche sich im Abstande & (Wellenlinge)
von einander befinden, die augenblicklichen Zustinde iibereinstimmen, dann
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*) Beniitzt wurden bei der Ausarbeitung insbesonders: Volkmanun, Vorlesungen iiber
die Theorie des Lichtes; Hertz, Untersuchungen iiber die Aushreitung der elektrischen Kraft;
Tum lirz, Die elektromagnetische Theorie des Lichtes; Lippichs Vorlesungen iiber Elektro-
dynamik und iber theoretische Optik.




dadureh, daf wir die Zustandsfunktionen fiir ein ganz bestimmtes homogenes
Licht darstellen wollen und ferner noch dadurch, dall die /u‘,tantlﬂlunl\tmnen die
der Fortpflanzung in ebenen Wellen entsprechen, immer von der Form sein miissen:
Funktion von (t ~--~(11—).. wo « die Fortpflanzungsgeschwindiglkeit (m—' )‘)
und r den Abstand der Wellenebene vom Koordinatenanfangspunkte bedeuten
Die zeitlichen Verinderungen des Lichtvektors seiner Grofie und Richtung nach
lassen uns also von S¢ ln\mnungen desselben sprechen. A, B, C sind die Amplituden
der Schwingungen der Lichtvektorkomponenten und a, b, ¢ die Phasen derselben.
Auf Grund dieses Verhaltens des Lichtvektors pflegt man auch von Schwingungen
des Lichtes zu sprechen, ohnesich dariiber eine Vorstellung zu machen, was schwingt.

Zu den Gleichungen (1) kommt noch eine (:lewlluufr ]IIPMI welche die

Transversalitit des Lichtvektors dmdlutl\ néimlich :
(2) Ead-nf 4Ly =0,
wo o, {b, v die Richtungskosinus der W e]immm‘nmle bezeichnen.

Solien nun die Dif Tel entialgleichungen der Lichtbewegung in ebenen Wellen
aufgestellt werden, so miissen aus 1Ien Gleichungen tur den Lichtvektor die
) (rrol‘.ien, welche die spezielle Form des Vektors bedingen, die sich also auf eine
bestimmte Welle beziehen, eliminiert werden. Wir cllfmﬂen dies, wenn wir die
Gleichungen (1) einerseits je zweimal nach x, y und z di ﬂelelmewn, wobel wir
zu beachten haben, dall
(3) r=Xe+yb+4zy
ist. und addieren, andererseits noch je zweimal nach der Zeit t differenzieren
und dann die so erhaltenen Gleichungen mit einander vergleichen. Hs ergibt
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Die Gleichung (2) geht durch E limination der speziellen Werle «, §, y iiber in:
i)
- 0% am d
(5) s =0,
' X = 0V 0z

Dem Gleichungssysteme (4) und (5) konnen wir noch andere Formen geben.
Indem wir zuniichst einen zweiten Vektor p mit den Komponenten ¥, 1), 3
einfiihren, der mit p durch die Beziehungen:
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zugammenhiingt, erhalten wir aus (4) die Gleichungen:
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Dieses Gleichungssystem lifit, da bei seiner Ableitung bereits die Trans-
versalititsbedingung (5) beniitzt ist, nur Transversalschwingungen als Losungen
zu. Die Transversalbedingung selbst wird bei dieser Schreibweise durch die
Gleichungen (6) ersetzt.

Eliniinieren wir aus den Gleichungen (6) und (7) die Grofen £, n, £, was
durch zweimalige Differentiation der (Gleichungen (6) nach ¢ geschieht, so erhalten
wir ein der Form nach mit dem Systeme (4) und (5) identisches Gleichungs-
system fiir den Vektor p.

Durch die Einfilhrung eines weiteren Vektors q lassen sich die Gleichungen (6)
und (7) in eine symmetrische und fiir das Folgende sehr brauchbare Form bringen.
Die Komponenten a, b, ¢ von g sollen bestimmt sein durch die Beziehungen :
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Es ergibt sich dann aus (7):
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Was die Vektoren p, p und q in ihrer gegenseitigen Beziehung anbelangt,
so LiBt sich leicht durch Rechnung einsehen, daB, wenn man speziell die Losungen
der Gleichungen (4) und (5) annimmt, die einer geradlinig polarisierten ebenen
Wellenbewegung entsprechen (wo dann in den Ausdriicken (1) a = b = ¢ ist),
dann auch die Vektoren p und q geradlinig polarisierte ebene Wellenbewegungen
darstellen. p und q ergeben sich auch als transversal, u. zw. p zu p senkrecht
und q zu p parallel (mit Phasendifferenzen und Unterschieden in den Amplituden).
Speziell von geradlinigen Polarisationen kann man sprechen, weil sich eine
allgemeine elliptische Polarisation immer durch Ubereinanderiagerung zweier
geradliniger P'olarisationen erkliren lilt.

Die Gleichungen fiir den Lichtvektor (und somit auch die fir die Vektoren
p und q) sind nur auf Grund experimenteller Tatsachen aufgestellt und es ist
die physikalische Bedeutung des Lichtvektors noch nicht beriicksichtigt. s ist
die Frage noch ganz offen gelassen, was bei den Lichtschwingungen schwingt,
und es ist auf eine tiefere Begriindung der Undulationstheorie, insbesonders auf
dem Boden der Mechanik, ganz verzichtet.

Da die Lichtschwingungen Transversalschwingungen sein miissen, so ist es
leicht erklirlich, dabh man bei ihrer physikalischen Deutung zuniichst an jene
Transversalschwingungen dachte, die man lange Zeit als die einzigen zu beobachten
Gelegenheit hatte, nimlich an die elastischen Schwingungen fester Korper, und




daf man eine Theorie des Lichtes auf dem Boden der Elastizitiitstheorie aufstellte.
Als Triiger der Schwingungen nahm man den Ather.*)

Als man aber spiter bei der Ausbildung der mathematischen Physik auch
auf die Moglichkeit der Existenz anderer Transversalschwingungen gefiihrt wurde,
nimlich auf die Schwingungen, welche die elektrische und magnetische Polarisation,
die elektrischen und mwnetl%hbn [Criifte zulassen, ging man daran, eine Theorie
des Lichtes auf dem Hmlul der Elektrizitit und des Magnetismus zu versuchen.
Maxwell, der diese elektromagnetische Lichttheorie bclrrum]ete. wurde dazu
durch seine Theorie der elektrischen und magnetischen Erscheinungen gefiihrt.
Zur Erklirung derselben ist auch als Hilfsmedium der Ather eingefiihrt, durch
dessen kontinuierlich fortschreitende dielektrische oder maguehsahe Polarisation
die Wechselwirkung elektrisierter oder magnetisierter Kdrper erklirt wird
(nach Faraday).

Auf die Grundzige dieser elektromagnetischen Lichttheorie gehen wir
niher ein.

2.
Um auf die elektromagnetische Deutung des Lichtvektors zu kommen,

gehen wir von dem Hertz'schen Gleichungssysteme fiir. die elektrischen und
magnetischen Kriifte aus, welches fiir den leeren Raum, den freien Ather, lautet:
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X, Y, Z sind die Komponenten der elektrischen Kriifte nach den Koordinaten-
richtungen (x, v, z), L, M, N die der magnetischen Krifte, bezeichnet fir die
positive Elektrizititseinheit, beziehungsweise die positive Einheit des Magnetismus.
Der Faktor A ist dadurch eingefiihrt, dall wir das G auli’sche absolute Malisystem
zugrunde legen.

Zu diesen Gleichungen treten noch, den Ather von der ponderablen Materie
auszeichnend, die beiden Gleichungen:

(12) 9RO il si il O N
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welche aussagen, dal freie Elektrizitit und freier Magnetismus nicht vorhanden sind.

Fiir einen anderen elektrisch und magnetisch polarisierbaren Nichtleiter
erhalten die Gleichungen (11) durch Einfiihrung der Dielektrizititskonstanten
und der Magnetisierungskonstanten p. die Form:
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Die Gleichungen (12) gelten hier nur fiir den besonderen Fall, dali wir
nur solche in der Zeit ablaufende Verinderungen betrachten, bei welchen keine
duleren elektrischen und magnetischen Kriifte wirken, sondern nur die inneren
elektrischen und magnetischen Krifte, welche durch die Storung hervorgerufen
werden, wirksam sind.

¥) Cfr. (auch im Folgenden) Volkmann, Theorie des Lichtes, § 2.



Mit Hilfe der bekannten Proportionalititen zwischen den elektrischen, be-
ziehungsweise magnetischen Kriiften und den durch sie hervorgerufenen elektrischen,
beziehungsweise magnetischen Polarisationen (X, 9, 83 €, M, N):
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wo wir natiirlich bei der Spezialisierung fiir den Ather e =1 und p.=1 zu setzen
haben, erhalten wir aus (11) die Gleichungen fiir die Polarisationen bezogen auf
den freien Ather:
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und aus (12) die Gleichungen:
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Bei den isotropen Korpern fallen bekanntlich die Richtungen der Polarisationen
immer mit den Richtungen der Krifte zusammen. Statt elektrischer und magnetischer
Polarisation sagt man auch dielektrisches und magnetisches Moment pro Volums-
einheit oder schlechtweg dielektrisches und magnetisches Moment.

3.

Vergleichen wir das Gleichungssystem (15) (16) mit den Gleichungen (9)
(10) und den Beziehungen:
(17) oa (FJ at. . if_g oy d3

0,
die sich leicht aus (8) und (6) ergeben, 80 finden wir zwischen beiden Systemen
cine formelle Ubereinstimmung. Die volle Ubereinstimmung sehen wir hergestellt,
vorerst mit Bezug auf die Vektoren, wenn wir X =g, 9 =5, 3=rc und L=y,
M=y, N=j setzen, wenn wir also annehmen, daf das dielektrische Moment
mit dem Vektor q und das magnetische mit dem Vektor p iibereinstimmt. Daraus
ergibt sich die Moglichkeit einer vollkommenen elektromagnetischen Deutung der
Lichtausbreitung im freien Ather. Eine solche Deutung konnen wir auch mittelst
der entsprechenden Gleichungen fiir ein beliebiges Dielektrikum erschliefen.
Da die beiden Vektoren p und q zu einander senkrecht gerichtet sind, 80
haben wir auch die beiden Momente als zu einander senkrecht anzunehmen.
Als erstes hervortretendes und ausschlaggebendes Resultat der elektro-
magnetischen Deutung ergibt sich, dal wir, wie der Vergleich der Gleichungssysteme

X oy 0Z dx oy 0z

bei obiger Identifizierung lehrt, die Grofie T gleich o erhalten, also gleich der
i

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Lichtwellen im freien Ather, im leeren Raume.

Die Grife A ist der Reduktionsfaktor zwischen dem elektromagnetischen
absoluten MaBsysteme und dem elektrostatischen absoluten Malsysteme und ist
ihrer Dimension nach eine Potenz einer reziproken Geschwindigkeit, wie leicht
zu sehen ist. Die Stromintensitit z. B. hat nach dem elektromagnetischen Malle die

Dimension : [1] = [M'i' L'"=] und nach dem elektrostatischen []] = [M{' L+ T- 1:|.
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so dali also [A] == ]|J ]| = I'I‘ T ] = LT ist, Der Zahlenwert von A wurde
zuerst von Weber und Kohlrausch durch Vergleichung von Elektrizititsmengen

berechnet; und es ergab sich das merkwiirdige Resultat, das damals nur als ein
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sonderbarer Zufall angesehen wurde, dall 7 geradezu gleich erscheint der Licht-
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geschwindigkeit im leeren Raume. Jetzt, wo wir durch Gleichungen von selbst,
ohne weitere Annalmen machen zu miissen, zu demselben Ergebnis geiuhlt ws-lden
bildet das Resultat der Experimente eine sehr wichtige (_rumtllage und Stiitze
fiir die elektromagnetische Lichttheorie.

4.

Die Vektoren p und q, mit denen wir das dielektrische und magnetische
Moment identifiziert haben, sind nicht direkt Lichtvektoren, sondern nur aus dem
Lichtvektor p abgeleitet. Wir kinnen jedoch auch die genannten Momente mit
dem Lichtvektor selbst identifizieren und dadurch zu einer sehr einfachen Vor-
stellung iiber den Vorgang bei der Lichtausbreitung auf Grund der elektro-
magnetischen Theorie gelangen.

Zu dem Zwecke gehen wir auf die Gleichungen (15) zuriick, wollen aber
dabei nun den Fall eines beliebigen isotropen dielekfrisch und magnetisch polarisier-
baren Mediums ins Auge fassen. Die (:‘rlﬂi('hunﬂen haben dann die Form:
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Die Beziehungen (16) haben hier zwar keine allgemeine Giltigkeit mehr,
wir wollen sie aber im Speziellen noch gelten lassen, indem wir duliere elektrische
und magnetische Kriifte ausschliefen.

Aus (18) eliminieren wir nun einerseits &, IR, N und anderseits ¥, 9), 3
dadurch, dafi wir jede Gleichung noch einmal nach der Zeit differenzieren und
dann fiir die GroBen auf den rechten Seiten die entsprechenden Werte aus den
anderen Gleichungen in (18) einsetzen. Hs ergibt sich dann mit Beriicksichtignng
von (16) das Gleichungssystem:
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Diese Gleichungen finden wir der Form nach identisch mit den Gleichungen
(4) (5) fiir den Lichtvektor p. Zugleich sehen wir aber auch, dal} diese Gleichungen
eigentlich auf zweierlei Weise elektromagnetisch erklﬁ:'t werden kinnen.

1. Wir kinnen den Lichtvektor p (£, n, £) mit dem dielektrischen Momente
{¥ 9), B) identifizieren. Dadurch erkliren wir also die Lichterscheinungen als
ein Phiinomen elektrischer Vorgiinge. Die zeitlichen Anderungen des Lichtvektors
sind dann durch die zeitlichen Anderungen des dielektrischen Momentes gegeben.
Diese aber sind bekanntlich identisch mit elektrischen Stromen. Solche bestehen



wieder in Bewegungen der elektrischen Massen in den Elementen und periodische
Anderungen daher in Schwingungen elektrischer Massen. Wir sind also imstande,
die Lichterscheinungen elektromagnetisch durch Schwingungen elektrischer Massen
in den einzelnen Elementen des Dielektrikums zu erkliren.

Die Geschwindigkeit der Lichtfortpflanzung ist gleich der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der elektrischen Stdrungen:

1
i o) —
(21) ) = Vo

Neben diesen elektrischen Wellen, die natiirlich transyersal sind, miissen
im Medium noch transversale magnetische Wellen auftreten, welche durch die
zweite Gleichungsgruppe in (19) (20) bestimmt sind und deren Vektor (2, I, N)
zu dem der elektrischen Wellen (¥, 9), 3) immer senkrecht steht. Die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit dieser magnetischen Wellen ist dieselbe wie die der
elektrischen. Wir haben diese magnetischen Wellen hier nur als Begleiterscheinung
aufzufassen, die mit den Lichterscheinungen direkt nichts zu tun hat.

9. Wir konnen aber auch den Lichtvektor p mit dem magnetischen Momente
(2, M, N) identifizieren und analog die Lichterscheinungen durch oszillatorische
Bewegungen der magnetischen Massen in den Elementen des Mediums erkliren,
die sich wieder mit der Geschwindigkeit (21) fortpflanzen. Es wiren dann diese
magnetischen Wellen begleitet von elektrischen Wellen, deren Vektor zu dem
der magnetischen senkrecht steht und die sich mit derselben Geschwindigkeit
fortpflanzen.

Es besteht also fiir die elektromagnetische Interpretation der Lichterschei-
nungen eine gewisse Willkiir: wir kinnen elektrisch oder magnetisch deuten,
Allein eine Gruppe von Tatsachen, die schon lange bekannt und aufgefallen sind,
zwingt uns, die Lichterscheinungen nur elektrisch zu deuten, ndmlich die Tat-
sachen, daB diejenigen Korper, welche gute Leiter der Elektrizitit sind (also
hauptsiichlich die Metalle), zugleich auch undurchsichtige Korper sind, also
Korper, in welchen sich Lichtbewegungen nicht ausbreiten kinnen, in welchen
das Licht beim Eintritte absorbiert wird. Und solche Leiter der Elektrizitit
konnen auch keinen Polarisationszustand annehmen, da ja die Elektrizitit frei
von einem Elemente zum anderen iiberstromen kann. Wir werden folglich durch
diese Tatsachen gezwungen anzunehmen, dafl nur in Nichtleitern der Elektrizitiit,
also in solchen Korpern, die dielektrisch polarisierbar sind, auch Lichtbewegungen
vor sich gehen kinnen. DaB die Lichterscheinungen aus den elektrischen Vor-
giingen erklirt werden miissen, hat sich auch weiterhin als den Tatsachen ent-
gprechend gezeigt, worauf aber hier nicht weiter eingegangen werden soll.

5.

Wir wollen uns nun etwas niher mit dem Ausdrucke fiir die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes befassen, wie wir ihn fiir ein beliebiges Dielektrikum
nach der elektromagnetischen Theorie gefunden haben (21):
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Da ¢ und 1, welche Grofien fiir das betreffende Medium durch Versuche

ermittelt werden konnen, stets positiv sind, so ergibt sich immer ein reeller Wert

von 0. — Die Grobe p. ist erfahrungsgemil bei den meisten Medien gleich der
Einheit, so daf wir mit hinreichender Genauigkeit auch schreiben kinnen:
1
K==
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Bedenken wir nun, daB der absolute Berechnungsexponent n eines Mediums
dem Quotienten aus der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume (w,) und der im
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betreffenden Medium (w) gleich ist: n= —, so haben wir, wenn fiir diese Ge-
(0]

schwindigkeiten die gefundenen Werte eingesetzt werden: n oder
: g g

(22) n= %,

d. h. es ist der Brechungsexponent gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitits-
konstanten, ein Resultat, das bis auf wenige Ausnahmen mit den Erfahrungstat-
sachen iibereinstimmt und somit eine weitere wesentliche Stiitze fiir die elektro-
magnetische Lichttheorie bildet,

Die Ubereinstimmung findet sich insbesonders bei Gasen und isolierenden
Fliissigkeiten. Bei den diesbeziiglichen Versuchen (die ersten hat Boltzmann
angestellt) wurde fiir n teils der Mittelwert der Brechnungsexponenten im Spektrum,
teils der Brechungsexponent fiir Licht von unendlich grofier Wellenlinge verwendet ;
dies letztere deshalb, nm damit dem langsamen Prozesse Rechnung zu tragen,
durch welchen nach den gewohnlichen Methoden Dielektrizititskonstanten bestimmt
werden*) (das sind statische Mcthoden und solche, bei denen im Verhiltnisse zur
Geschwindigkeit der Lichtschwingungen sehr langsame elektrische Sehwingungen
angewendet werden). Worauf die Abweichungen von der Formel (22), wie sie
bei einer Reihe fester Korper und Fliissigkeiten, insbesonders beim Wasser ein-
treten, zuriickzufithren sind, ob nimlich darauf, dafi die nach den bisherigen
Methoden bestimmten Dielektrizititskonstanten einer sehr grofien Wellenlinge ent-
sprechen, oder auf mangelnde elektrische Isolation im Sinne der elektromagnetischen
Theorie soll hier nicht entschieden werden.
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6.

In das Gebiet der Optik verweisen wir diejenigen elektromagnetischen
Schwingungen, deren Periode einen sehr kleinen Bruchteil der Sekunde betrigt,
ndmlich von der Ordnung ICI)U' Billiontel einer Sekunde ist. Hertz hat gezeigt,
dali elektromagnetische Schwingungen von griferer Periode auch noch die
Higenschaften des Lichtes haben.

In den Versuchen von Hertz iiberhaupt hat die elektromagnetische Licht-
theorie eine weitere wichtige Stiitze gefunden. Hertz, dem es zuerst gelang,
elektromagnetische Wellen, wie sie sich in der mathematischen Physik ergaben,
auch experimentell zur Darstellung zu bringen, und der in den wichtigsten Punkten
der Maxwell’schen Theorie der Elektrizitit die experimentelle Bestéitigung ge-
liefert hat, kam dabei auch zu Ergebnissen, die sehr fiir die Annahme der elektro-
magne ischen Lichttheorie sprechen, so: dal elektrische Schwingungen in langen
Drihten sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, dafi ihnen in der Luft eine
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Griffenordnung zukommt, dall man
ferner bei sehr kleiner Schwingungsdauer mit den elektrischen Schwingungen die
wichtigsten Versuche wiederholen kann, die fiir die Lichtbewegung charakteristisch
sind: geradlinige Aushreitung, regelmifige Reflexion, Brechung, Polarisation.

Die sich an die grundlegenden Experimente Hertz anschlieflenden Ver-
suche und Arbeiten anderer Physiker haben diese experimentelle Stiitze der
elektromagnetischen Lichttheorie nur noch gefestigt.

i
[Fiir die Annahme der elektromagnetischen Theorie gilinstig und diese Theorie
vor der elastischen bevorzugend, erscheint auch der Umstand, dali man sich bei
ihr eine in mancher Hinsicht bequemere Vorstellung iiber den Ather machen
kann. Denn hier braucht man diesem Hilfsmedium nur die Bigenschaft zuzuer-

*) Cfr. Tumlirz, Die elektromagnetische Theorie des Lichtes.
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kennen, daf es dielektrisch und magnetisch polarisierbar sei; im {ibrigen kann
man sich den Ather gasformig oder fliissig denken (denn nach den Erfahrungen
zeigen solche Korper auch Polarisation). Wir brauchen also hier unserer Vor-
stellung durchaus keine Gewalt anzutun im Gegensatze zur elastischen Licht-
theorie, wo man eigentlich fiir den Ather eine innerlich unwahrscheinliche Kon-
stitution annimmt.

Ja vom Standpunkte der elektromagnetischen Theorie diirfte man vielleicht
dem Gedanken niher kommen kionnen, den Ather als gar keine besondere Substanz
anzusehen, sondern ihn etwa durch eine Fortsetzung der Erdatmosphire, durch
ein ponderables diinnes Gas zu ersetzen.

Il. Die Lichtbewegung in anisotropen homogenen Medien.
1%

Um fiir den Fall anisotroper (kristallinischer) Medien die Differentialgleichun-
cen fiir den Lichtvektor zu erhalten, haben wir die diesbeziiglichen Gleichungen fiir
isotrope Medien entsprechend zu verallgemeinern. Die Verallgemeinerung fiihren
wir mit Hilfe des Energiesatzes durch, der lautet: Fiir ein beliebiges isoliertes,
d. h. gegen duflere Einwirkungen geschiitztes System bleibt die totale Energie
mit der Zeit konstant,

In unserem Falle fiihren wir die Isolierung des Mediums, in dem die Licht-
bewegung vor sich geht, so durch, dab wir es durch eine hinreichend grolie,
etwa unendlich grofi gewshlte Fliche begrenzt denken, bis zu welcher also ein
Bewegungsvorgang, der zur betrachteten Zeit auf einen endlichen Teil des Ranmes
beschrinkt sein soll, in endlicher Zeit nicht gelangen kann. Und um die Grofie
abzuleiten, die mit der Zeit konstant bleibt, verfahren wir folgendermafien. Wir
multiplizieren die Gleichungen (7) der Reihe nach &'dsz, n'dr und C'd=, wo dr
ein Volumelement bedeutet und ', «‘, Z* fiir die ersten Differentialquotienten von
Z, n, L nach der Zeit gesetzt sind, addieren sie dann und integrieren iiber den
ganzen Raum, der von der Begrenzungsfliche eingeschlossen ist. Durch partielle
Integration auf der rechten Seite der entstandenen (leichung und Beriicksichti-
gung der Begrenzungswerte, sowie der Relationen (6) ergibt sich schlieflich :

L 1 Aer P Jls s ! "
cltl“"l_g (22 n - to) + ot (292 +4)

o daB also das Integral einen von der Zeit unabhiéingigen Wert hat.

Der erste Teil unter dem Integral, die Summe der Geschwindigkeiten des
Lichtvektors multipliziert mit dr, ist mechanisch gedeutet als eine aktuelle Energie
zu bezeichnen; der zweite Teil wird demnach als die potentielle Energie anzu-
sehen sein.

Wir setzen zur Abkiirzung fiir diese potentielle Knergie pro Volumseinheit :

==l

: i :
(23) . =atfp-Epia=gh) =0

0o ) : LA el SR ;
Dann gehen, da v’y = I u. s, w. ist. die Gleichungen (7) iiber in:
: a .

~ 2 (0262

02

B3| i

( t o2 \d 3
o d2n d [do) d [d o
£24} r: '[" g dx (_r- 5} (o0 (r;)
fizn_{.\'(-';") 3 fx{r'l}}'

Wir nehmen nun die oben angedeutete Verallgemeinerung vor, indem wir
der quadratischen Form o die allgemeinere Gestalt geben:
Qo=a,; [P 8 P+ 8y 37 8 Dj—+ 8z 3L+ 2 LY.
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Mit Hilfe dieser Form ergeben sich Gleichungen, welche die Lichtbewegung
wenigstens in einer groflen Klasse von kristallinisclien Substanzen darzustellen
vermigen, nimlich in solehen, welche drei zu einander senkrechte ausgezeichnete
Richfungen haben. — Fiir diesen Ausdruck von ¢ ist ein ganz Jelmblz; gewithltes
[\001chnnltcnsystem vorausgesetzt, Der Einfachheit halber bringen wir nun aber,
wie es ja immer geschehen kann, o durch eine passende Koordinatentransfor-
mation auf die Form:

(25) 20 =a, %+ 2, 43735,

wobei die Grofien p, Y, 3 fiir das neue Koordinatensystem wieder mit denselben
Buchstaben bezeichnet sind. o ist dann auf die snrrpmnnten Hauptachsen des
kristallinischen Mediums hcm%u Die Koeffizienten a,, as, a; heiflen die Haup'kon-
stanten des Kristalls und sind ebenso wie die fritheren Koeffizienten a,;, faq . ..
unabhiingig von den Komponenten des Lichtvektors, wohl aber noch abhiingig von
der Farbe des Lichtes zu denken (analog der Grifle o bei isotropen Korpern).

Unter Beriicksichtigung von (25) gehen die Gleichungen (24) iiber in:

Pl g f],} a -‘!r'&
- —<~ —Hg ST
0z oy
d ay
S s
oX oz
Tl | {& .|“n
S =t s — 8yt
{\ X

oder, wenn wir die Gleichungen (6) beniitzen, in:

greiine s gl OGAE R R
= £ = llz - —_ é‘t 5 o - - = y
o t2 diziNdiZe oy dy \dx  dy/
A2 - % AL -
: d2nm - {-' o o .: i el ol an
(26) 2 =1( - ) a2 )
dta oX \dX ay 0% \0Y (el
na ¥ 3 e - TE o
[ & ( o.c [

B n _a [0k ot

—— g, P ( ———a——=—= )

ot (}" \OY dZ. OX \o% o X
Als Bedingungsgleichung fiir die Transversalitit des Lichtvektors gehort

dazn noch die Gleichung:

(27)

i
] -

an it
" + o — U'
G \ oy (o

Die aus diesen Gleichungen folgenden optischen Erscheinungen weisen meist
eine hohere Symmetrie auf als sie der Kristallstruktur selbst e‘nts;n icht. Der Aus-
druck von ¢ {L]‘jt fiir diese optischen Phinomene die Symmetrie eines Ellipsoides,
welche das kristallinische Medium in Bezug auf seine geometrischen Verhiiltnisse
nicht besitzen mul,

(=}

B}

2

Wie miissen wir nun die Gleichungen, die sich uns fiir isutrope Dielektrika
ergeben haben, abindern, wenn wir es mit anisotropen Kirpern zu tun haben?

Iis zeigt sich wieder auf Grund experimenteller Untersuchungen, dall kristal-
linische Dielektrika meist in Bezug auf ihr dielektrisches Verhalten eine hihere
Symmetrie besitzen als die kristallinische Struktur selbst. Versuche von Boltz-
mann haben gelehrt, dafl in solchen Medien drei zu einander senkrechte Rich-
tungen anzunehmen sind, in welchen die elektrischen Polarisationen ein Maximum,
bezw. ein Minimum erreichen und fiir welche die Richtung der elektrischen Polari-
sation mit der Richtung der elektrischen Kraft, welche die Polarisation hervor-
bringt, zusammentillt. In diesen drei ausgezeichneten Richtungen haben wir also
dasselbe Verhalten wie bei isotropen Medien vor uns. Man nennt diese Richtungen
die Hauptdielektrizitiitsachsen des Kristalls und die Dielektrizititskonstanten fiir
dieselben, welche natiirlich im allgemeinen von einander verschieden sind, die
Hauptdielektrizititskonstanten (s, s, s5). Die Hauptdielektrizititsachsen wollen
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wir im Folgenden zu Koordinatenachsen machen. — Beziiglich der magnetischen
Krifte und Polarisationen zeigt die Erfahrung, dafl ihnen gegeniiber die kristal-
linischen Substanzen sich isotrop verhalten. Die Richtung der magnetischen
Polarisation fillt also fiir jede Richtung im Kristall in die Richtung der magnetischen
Kraft und die Magnetisierungskonstante p. bleibt immer dieselbe.

Fs werden demnach jetzt die Beziehungen (14) zwischen den Polarisationen
und den Kriiften folgende Form haben, die Komponenten auf die Hauptdielektri-
zititsachsen als Koordinatenachsen bezogen:

: £ ' ; 2 i . By 'p
B X N—= Y. = Z;
s B Y i 8 47w
@) e
b= M =-—M, t=-"—=N;
T G 4 =lix
die Hertz'schen Gleichungen (13) fiir Nichtleiter werden iibergehen in:
X dM  @dN oL a7 Y
Ae —— = ———, A= — —,
di a7 dy : f-t ay 07
(29) Wsacenid B clalh Weliaelan pelo
ot aXx a7 v dt 07 oX
A g Il Z — fh. E = :_.. }[ Au ‘-. n — ‘:I. Y = [-.I. \
of ay dx bl v dX oy

Ermitteln wir nun aus diesen Gleichungen mit Hilfe von (28) die entsprechen-
den Gleichungen fiir die elektrischen und magnetischen Polarisationen und trennen
wir in den entstehenden Gleichungen nach dem bekannten Verfahren die elektri-
schen und magnetischen Grofen von einander, so ergibt sich einerseits:

02 X ¢ 1 dX 1 ¢* o (1 a¥ 1 ¢k
pp i r o B (108 L 20) ( Lok
R 0% NE) 0% gy OXJ oy Mg o X &1 (.}'.'
und zwei analoge Gleichungen, andererseits:
ga g 156 (fﬁ o ) 1 ¢ (f M- o8 ]

at? 5

A2
A% - - - - - :
; Ey CZ NOZ X/ g4 OY N OX oy /

3

und zwei analoge Gleichungen. Setzen wir darin zur Abkiirzung :

1 1 1
l‘](}) A?pe, == ek 2 =%

g0 kimnen wir schreiben:

e (nﬁr, .'1;;'-‘-r." )—r (u...‘-"_‘} ;11‘-"_ J
ot [ o7 ox oy oX oy
. 29 (. .87 GEN 0. (.08 09
L-":l) [§ :] :_e (f‘t._.:r,") 0,2 ) (“:;J -\’J]_aﬁg"..}]J1
o t? aX N oX oy/ gzN " ay dz
T (4, —=—a, )-— : (:11- —a )
o t* oy ady 0&/ ax 07 0X
und:
( (ﬁ)ﬁ ( 53)
dy \Nox oy /!
‘}.]} ( ({ 9 o
(3 0L \dy ;'y,)’
.

- 3 (% oM ., 0. (08 %
— -J':{ll = b _.23 - . — )
ot? oy \eoy (il/ dxXx\dz (25,

Dazu treten noch die Bedingungsgleichungen dafiir, dal die Korper ur-
gpriinglich im unelektrischen und unmagnetischen Zustande gewesen seien:

e cX ay o f _ g8 oMM = I
(39) }'\+E';)+E§:“‘ z'x+r'\'+f'x;“'
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3.

Vergleichen wir nun die beiden Gleichungssysteme (31) (33) und (32)(33)
mit den Gileichungen (26)(27) fiir den Lichtvektor.

Wenn wir die Komponenten der magnetischen Polarisation (€, 3%, ) mit
den Grifien Z, u, L identifizieren, so erscheinen die Gleichungssysteme (}“}(33)
und (26)(27) identisch. Die elekttonmgnetl‘st‘he Liehttheorie liefert also fiir die
magnetischen Schwingungen eines anisotropen Mediums genau dieselben Gleichun-
gen, wie sie fir den Lichtvektor (ohne physikalische Deutung) gefunden sind.

Anders steht es mit den elektrischen Schwingungen. Da haben wir in den
Gleichungen (31) (33) und (26) (27) keine Uhmeuntmunung, wenn wir X, 9, B
mit ¢, 1, i identifizieren. Indem wir aber speziell die Gesetze fiir die Fortpf Lummm
ebener transversaler Wellen in den Medien untersuchen, zeigt sich, wenn wir nur
anstatt des Vektors (¥, ¥), 8) einen anderen in der Wellenebene liegenden und zu
(%, 9, 8) normalen nehmen, was wir ja tun kiénnen, da wir es ganz unbestimmt
sein lassen miissen, welche von den beiden Richtungen der Lichtvektor in einer
polarisierten Welle hat, dafll dann die Gleichungen fiir die elektrischen Schwin-
gungen zu denselben Resultaten fiihren wie die fm die magnetischen Schwingungen.

In den Gleichungen (33) ist wieder die J."Lt‘-‘."LLhP der Transversalitit der
elektrischen und magnetischen Schwingungen ausgesprochen.

4.

Unter der Voraussetzung ebener Wellen wollen wir uns zuniichst mit den
Gleichungen fiir die magnetischen Schwingungen beschiiftigen, wo wir volle Uber-
emqh:mmmg 1111t den Gleichungen fiir den I;u hhe]\tnr ﬁrei:mden haben. Wir setzen
also fiir 2, o, £ die Groflen 2, M, N und nehmen dd!ul gleich die allgemeinsten
Ausdriicke, wie wir sie fiir eine ebene Wellenbewezung bmmts l\ennen (1), nur
in etwas vm'iimlel‘ter Form :

i!.:z\sin[i m\t l )-}-;LJ:.-\ sinu,
L))
: : T )
N = Bsm[ﬁ:u(t— : )4—}}—‘ = Bsinv,
\ )] -
e ' I e
N =Csin [2 Ty (t— ; )—+— c] — Csinw.
N () I
o, 1, a, b, ¢ haben die bekannte Bedeutung, v stellt die Zahl der Schwin-

gungen in der Sekunde dar, u, v, w sind zur Abkiirzung eingefiihrt. Mit Riicksicht
auf (32) bilden wir nun:

(—IEB 3

—— = — 4 mN2Asinn, 1.8 W.

ot

g 9? 27y

e T (Cxcosw—A~ycosu), u. 8. w.

l".fd f"( (]

d (df oM 4 w2 y?

e v(Casinw—Axysinu), u s w.
4 \NOZ X w?

und erhalten als erste Gleichung:

q

i}

: AR iRl : a
—Asinu= (—r"’_-'- ¥ (Casin w—Aysinu) — =

B(AfEsinu—DBasiny).
o=

2 12

Analog ergeben sich die beiden anderen Gleichungen. Diese Gleichungen
miissen fiir JEtiL beliebige Zeit t und fiir jeden behcbltren Punkt (x, y, 2) Enfullt
sein. Da aber die Grofen t, %, ¥,z In den Smuqargumenten vorkommen, s0
miissen die Sinusgrifen selbst aus den Gleichungen herausfallen. Es kann 'dies
jedoch nur rvesLhehen wenn u=v=w, also a=b=c¢ ist. Diese erste Be-
dingung sagt aber aus, daf dann:



A f;m[ TV (t— r .t],
k Sl LA I ;
(35) It = Bsin [), T r(‘t i ) et l

% — Csin [gm (r X ") +n|

(0]

die Komponenten einer geradlinig polarisierten Schwingung sind. In einem an-
isotropen Medium konnen sich also nur ebene Wellen fortpflanzen, die geradlinig
polarisiert sind.

A, B, C, die Komponenten der Amplitude einer geradlinig polarisierten
Se h\’tlﬁ“‘ll‘ll"" nach den Achsen, sind den Richtungskosinus der Schwingungsrichtung
]nnpmtwn.tl und wenn wir der Einfachheit wegen die Amplitude gleich der Imn~
heit setzen, so sind A, B, C direkt diese Ric htuugbhosmu%

Nach dem I*'riihercn haben wir nun folgende Gleichungen vor uns:

w2A=a2B(AP—Ba)—a2y(Ca—AY),
(36) w?B=1a,2v(By—CpR)—az2x(Af—B2),
wiC=12a2%(Ca—Ay)—a 1B (B 1),
Hiezu tritt noch die Transversalititsbedingunyg:
(37) Ae+BR+Cy=0,
wie sie aus (33) hervorgeht.

Dieses Gleichungssystem lésen wir unter der Annahme auf, dall die Wellen-
ebene gegeben sei, also «, §, y bekanut seien, d. h. wir haben die Wellenge-
schwindigkeit und die thwmgungsrii:htlmg anzugeben. Zu dem Zwecke schreiben
wir die Gleichungen zuniichst einfacher durch die Abkiirzungen:

(38) By—Cp=A/ Cz—Ay=B, AR —Ba=C.

A‘ B/, ¢ sind wieder Richtungskosinus, u. zw. einer Richtung, welehe sowohl zur
w L.llemmrmnlc als auch zur Schwingungsrichtung senkrecht ist. Wir erhalten:
w?A —a,20! [i—d, B'y,

(39) w?B—=a? A’y —a;2C' 2,
0!0=a,"B'z— a, 2AYE.
Eliminieren wir daraus A, B, C, indem wir die zweite Gleichung mit v, die dritte mit
¢ multiplizieren und dann beide von einander subtrabieren u. s. w., 80 ergibt sich:
(@2 — o) A=of,
(40) (12— 03 B'=[ 1

(;]5” — ) = bd f‘,
worin f'—a, 2 A'a+4-a,2 B8+ a,2C'y gesetzt ist. Werden weiter die aus diesen
Gleichungen folgenden W erte von A’ B4 €' der Reihe nach mit z, &, v multipliziert
und die Produkte dann addiert, so ergibt sich:

a2 [42 apd
(41) —— =0
81 —w? 82— 8,2 —w?

als Gleichung, aus welcher die Wellengeschwindigleit zu bestimmen ist. Da zwei
Lisungen fiir o moglich sind, so hdln,n wir dus Itequltat Nach einer bestimmten
Rlchturw hin ](unneu gich in anisotropen Medien zwei ebene Wellen mit im all-
gemeinen verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen. Die zugehorigen Werte
von A‘, BY, C' ergeben sich aus (40). Es ist:

e ] ar
-'L“Ii"(“— & . i’ . |
T s s R e C AR AT 3% a0 0y
dy Oyl Pty = itlg iy
7 4]
! J_ ' ) -~ | %
Azl B! =— G 1 — 3
Ay a0 A — t;. H g~

und damit sind natiivlich auch die zugehorigen beiden Schwingungsrichtungen
selbst bestimmt. Von diesen nun lifit sich zeigen, daf sie zu einander E.Blll\lebht
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stehen, d. h. es ergibt sich, dafi die beiden moglichen ebenen Wellen senkrecht
zu einander polarisiert sind.

Die ganze Betrachtung wird vereinfacht, wenn wir zu einer geometrischen
Behandlungsweise iibergehen. Zu dem Zwecke multiplizieren wir die Gleichungen
(40) das einemal der Reihe nach mit A, B, C und addieren sie, das anderemal
mit A’, B, C* und addieren sie. Wir erhalten:

(42) :n'h\.-";'—l—m“’BH‘—}—’l;"(“ =0,
(43 a2 A2 2,2 B2 42,2 0t = 2

Legen wir dann durch ein Ellipsoid, dessen Gleichung:
(44) a,°x* 4 a2yl +on2zt =1

ist, einen Diametralschnitt, welcher der angenommenen Wellenebene parallel ist
und also die Gleichung hat:
wX~+phy+yz=0,

s0 seien von der entstehenden Schnittellipse die beiden Hauptachsen betrachtet.
Es ist bekannt, daB, wenn wir fiir den Schnitt zuniichst zwei konjugierte Durch-
messer ins Auge fassen, die Richtungen derselben, (A, B, C) und (A, B/, C),
durch die Gleichung charakterisiert sind:

ﬂ.[uAA“"—HQ:I_%-B‘—FEQECU‘:U.
Sind diese Durchmesser die Hauptachsen, dann muf} noch:

AN+BB 4+ CC'=0

sein. Ist ferner mit s' die Liinge der Hauptachse, welche die Richtung (A’ B, C')
hat, bezeichnet, so ist: 191\‘2—0—333H‘ﬁ—}—aﬁC’ﬂ:-;};,

Durch Vergleichung dieser drei allgemein fiir die Hauptachsen geltenden
Gleichungen mit den inelrhtlnwen (42) (43) und der Beziehung:
(45) AK'+BB+CC=0,
wie sie auch fiir die Richtungen (A, B, C) und (A’ BY, (‘) bestehen mul), ersehen
wir, dalh die Richtungen der beiden Hauptachsen des Schnittes die beiden mig-

lichen Schwingungsrichtungen fiir die ebene Welle darstellen und daff o=

wird, d. h. dafl die reziproken Lingen dieser beiden Hauptachsen die zugehirigen
Wellengeschwindigkeiten geben, aber so, dali die reziproke Liinge der einen
Hauptachse die Wellengeschwindigkeit fiir die Richtung der anderen darstellt.

Is ist dies jene Konstruktion fiir die Schwingungsrichtungen und Wellen-
geschwindigkeiten, wie sie von F. E. Neumann als Modifikation einer Fresnel-
schen Konstruktion gegeben wurde. Nach Fresnel wiirden die reziproken Lingen
der Hauptachsen die Wellengeschwindigleiten fiir die Richtungen der betreffenden
Acbse selbst angeben., Natiirlich ist dieser Unterschied fiir die Lichtbewegung
von keiner Bedeutung, weil wir die Lichtschwingungen im Vektor ebenso gut
nach der einen Richtung wie nach der dazu senkrechten Richtung gerichtet
annehmen kinnen.

2.
Beschiftigen wir uns nun mit den Gleichungen (31) fiir die elektrischen
duh“uwuntrm unter der Voraussetzung ebener Wellen. Wir setzen also fiir

-

Eonrrl f]ll'-‘ Grifien X, 9), 8 und nehmen nach dem friiheren dafiir gleich die
einfacheren i\ll'ﬁl]]llLI\L einer geradlinig polarisierten ebenen \\Pllenhv\\egung,

X = Asin [?—u (t x ) d:l._
(46) 9) = Bsin [‘ T -r(t . a\],
(

B =Csin lz—v t-— 7 ;IJ.

St s
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Die erste Gleichung in (51) geht dann iiber in:
Aot=vy(m*Ay—a,Co)—f (8,2 Bz —a,2 A ),

und wir erhalten, wenn wir entspw:hend ordnen und die beiden anderen Gleichun-
gen analog hinzufiigen :

(8,2 — w? A =of,
(47) (a2 — 0?) B =31,

[1132 (u"jl(‘_"_T ‘.
wo f—a,2Aaz+a.?Bf4-a,2Cy gesetzt Ist. Dazu kommt noch infolge (33)
die Gleichung:

4B rf_|_L1.._

Dieses Gleichungssystem :sr ]‘Il‘lt dem Hyst?me (40) fiir magnetische Schwin-
gungen der Form nach \'nlibtand:rr identisch. Ein Unterschied besteht nur darin,
dald jetzt an Stelle von A’, B’ (_“ ... A B, C steht. Wir werden also bei Ver-
tauschung der Richtungen (A, B, C) und (A B, C') aus (47) dieselben Schliisse
ziehen kionnen wie friiher aus (40). Mit Hilfe des Ellipsoides (44):

2,24,y 4a,2z22 =1
gelangen wir wieder zu einer Konstruktion der bthwuwungmlt'htunfren und Wellen-
“L‘-‘;{h\'-ll'l{lﬂ']\el'[ul jetzt aber direkt zur Fresnel'schen, d. h. die Hauptachsen
l.lBS Schnittes bestimmen jetzt ihren reziproken Werten nach, jede fiir ihre
eigene Richtung, die zugehirigen Wellengeschwindigkeiten.

Wir kommen also zum Resultate Die Gesetze fiir die Lichtfortpflanzung
in anisotropen Medien nach den Gleichungen fiir die elektrischen Schwingungen
sind dieselben wie nach den Gleichungen fiir die magnetischen Sc h\\m"un'ren
Nur erfolgen die elektrischen Schwingungen im Sinne Fresnels, wihrend die
magnetischen im Sinne Neumanns vor sich gehen.

Es ist also auch sofort ersichtlich, daB auch bei anisotropen Medien bei
einer elektromagnetischen Schwingung die elektrischen Schwingungen senkrecht
zu den zugehorigen magnetischen stehen und umgekehrt.

Franz John.
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