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Ueber die Flichen zweiten Grades.

§ 1, Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit drei Varigbeln ist
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Die Funktion auf der linken Seite wird gelegentlich abliirzend mit 7 (2, i, 2) bezeichnet werden.
Die Gleichuog (1.) stellt eine Fliche dar, welche durch jede einer Coordinaten-Ebene
parallele Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten wird.

Da jede Ebene als Coordinaten-
Ebene angenommen werden kann, und da der Uebergang von einem Parallel-Coordinaten-Systeme zu
irgend einem andern Parallel-Coordinaten-Systeme weder den Charakter der Gleichung als einer
algebraischen noch ihren Grad indert, so folgt daraus, dass die Fliiche durch jede Ebene in einer
Linie zweiten Grades geschnitten wird. Diese kann selbstverstindlich alle Spezial- nnd Grenzfille
darbieten, insbesondere auch imagindir werden. — Demzufolge wird eine Fliche zweiten Grades
von jeder geraden Linie in zwei Punkten geschnitten; es kann die Besonderheit eintreten, dass, wiih-
rend die Linie in endlicher Entfernung liegt, einer der beiden Punkte in unendlicher Entfernung
liegt; es kann die andere Besonderheit eintreten, dass die beiden Punkte in einen zusammenfallen
oder dass sie imaginiir werden.

§ 2. Durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten in den Punkt: (p ¢ +) chne
Aenderung der Axenrichtungen werden die sechs Glieder zweiter Dimension nicht getindert, die
Coefficienten der drei Glieder erster Dimension werden
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wobei zu bemerken ist, dass e, = a, ist. — Wenn p ¢ r so bestimmt werden, dass jene drei Coeffi-
cienten gleichzeitig Null werden, so ist der Punkt (pgr) der Mittelpunlt der Fliche, indem dann
jede durch diesen Punkt gezogene Sehne der Fliche von ihm halbiert wird.

Die Fliche hat einen bestimmten Mittelpunkt in endlicher Entfernung, wenn der
gemeinsame Nenner der durch diese drei Bedingungen bestimmten Werthe von p ¢ » von Null ver-
schieden ist. — Dieser gemeinsame Nenner ist

@y Gy @y |
it aaeac b

Qg gy gy |

Wenn demnach diese Zahl von Null verschieden ist, so ist die Fliche eine Mittelpunkts-
fliche; sie ist es nicht, wenn die Zahl gleich Null ist.
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§3. Welches ist der geometrische Ort der Mitte einer Sehne von gegebener
Richtung in einer Fliche zweiten Grades?
Die Gleichungen der Sehne seien
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die Gleichung der Fliche sei die (1) in § 1.

Man erhilt die Durchnittspunkte der Linie (3) mit der Fliche (1), indem man digjenigen
Werthe von @y 2, welche diesen beiden Oertern gemeinsam sind, d. L. indem man die den Gleichun-
Man erhiilt dadurch zwei Werthegroppen von @ y 2,

gen (1) und (3) gemeinsamen Wurzeln bestimmt.
Man erhiilt die Coordinaten der Mitte der Sehne,

;&
den Endpunkten dér Sehne entsprechend.
indem man die halbe Summe je zweier gleichnamigen Coordinaten der Endpunkte der Sehne nimmt,
Die Elimination gewinnt Symmetrie und dadurch Einfachheit, indem man eine vierte Variable % ein-
fillirt, welche so bestimmt ist, dass

@y S e A

i J'IJ '

Es ist dann ) der Entfernung des Punktes & y # vom Punkte @, 9, 2, proportional. = Dig
Elimination ergiebt dann zwei Werthe fiir %, deren halbe Summe dem Abstande der Mitte der Sehne
von &, ¥, , proportional ist. Die Gleichungen der Linia (3] sind

&= x; - al

g =y, + A

== ok

=z,
Durch Substitation in die Gleichung (1) erhilt man
(@), a® + agy B* + ay, ' -+ 2a,, ab 4+ 2a,y ac + 2a,, be) B
|
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= F ey, 2)=20.
Bezeichnet man die Coordinaten der Mitte der Sehne mit #' ' 2’ und entsprechend die

halbe Bumme der heiden Werthe von % mit X', so hat man die vier Gleichungen

"

& =& + ah'
y =y, + b
z, =+ el

Il

|16 g 2 : G : Y
(a,, &* + a,, & 4+ a,, ¢ + 2a,, ab + 2a,, ac + 2a,, be) X

Tl ot c";yl -+ ayy 02, 4 a, (ay, + ba)) + a,, (az, + ex,) + gy (bz, 4+ ‘“.UJ:'J hed
o | sk 1 A . | il
f &y B, 0= ag, €

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen @, ¥, =, (wodurch gleichzeitiz %" heransfillt)
d. b. macht man die Beziehung zwischen den Variabeln und den Constanten nunabhiingig von den-
jenigen Grossen, welche nur eiper individuellen Lagp der Sehne angehfren, so erhilt man die
Gleichung des geometrischen Ortés der Mitte der Sehne, deren Richtung (abe) ist. Nach Weg-

lassung der Accente wird die Gleichung:
g
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(@0, @, b=y e) @ (@, &+ a b= ay, ey y - (a;, @ 4 a5 &+ gy, 0) =
+ e, e+ ayb-+a,c)=0. (5)

Der geometrische Ort der Mitte einer Sehne von gegebener Richtung ist also eine Ebene.
— Wenn die Fliche cine Mittelpunktsfliche ist, so ist nothwendig der Mittelpunkt in der Ebene (5)
Bie enthilt aber anch in

enthalten. Die Ebene enthiilt also dann anendlich viele Durchmesser. -

jedem anderen Falle unendlich viele Durchmesser und heisst deshalb Durchmesserebene,

Bezeichnet man eine in der Ebene (5) enthaltene Richtung mit (a, &, ¢,), so ist diese
Beziehung dargestellt durch die Gleichung
(), @4y b~y ) a, (g, @6+ gy b+ ay; €) b4 (ay a4 a5, b4-a,) ¢, =0.
Diese Gleichung erweis’t sich als symmetrisch in Bezug auf a b ¢ einerseits und a, &, ¢,

andrerseits, und lisst sich demzufolge schreiben

(et @y s b, 4=ty 0,0 @~ (ay, @, @5y b, + agy 6) b--a,, a, +a,, 5,405, ¢)e=0

d. h. die Richtung (¢ & ¢) ist in dem geometrischen Orte der Mitte der Sehne von der Richtung

a, b, ¢, enthalten. — Deshalb nennt man die Richtung (2 4 ¢) und die Stellung der Ebene (5)

conjugirt und hat den Satz:

Jeder Richtnng ist in Bezug auf eine Fliche zweiten Grades eine Stellung
derart conjugirt, dass die allen Richtungen dieser Stellung conjugirten Stellun-
gen jene eine Richtung gemeinsam haben; und umgekehrt.

§4. Unter welchen Bedingungen steht eine Richtung (@b ¢) auf der con-
jugirten Stellung senkrecht?

Die Hi_ml.i:]guny._{ ist unter ‘\'m".‘ill.‘i:-'ct;-'.lmg rechtwinkliger Coordinaten
atasbtane  anatanbtaye  anatapbtene

I
[ ke !1# (5

Um diejenige Werthegruppe a & ¢ zu hestimmen, welche diesen heiden Bedingungen gleich-
zeitig geniigt, fiihrt man eine vierte Unbekannte & ein, welche so bestimmt ist, dass

7 S R e

qata,bh+a;e Gy @~ ay b+ ay ¢ Gy 8- agb+a5,¢ . (7]

[ S b &

Diese Gleichungen kann man in folgender Form schreiben:

fay, — %) a - thyy B e — t‘r~t
g @+ (s, — 1) &4 e — U& (8)
T g b - {un — X e=01,
Die Bedingung, dass diese drei Gleichungen gleichzeitig erfiillt sein kinnen, ist
e @iy |
Gy gy — A Gy | =0 (9)
| gy Byy'  Ogg=— A 1

Diese Gleichung ist in Bezug anf A vom dritten Grade, hat also jedenfalls eine reelle Wurzel,

Bs liisst sich zeigen, dass alle drei Wurzeln reell sind.
L
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Die Gleichung (9) lisst sich folcendermassen schreiben:

(A— &y l} ':}‘ g aﬂ) ':l_as:t,ll = ()‘ — 0y,] i"::12_ (A—ayy) “132'_ [:1 i a'as] ﬂ'l:i — T Byy Qg =10
Diieselbe lisst sich folgendermassen ordnen:

(A—ay,) ;!rx-"‘ — @g) (A — @y) — “esel — (A — ag) a,," — (A — ayy) a,," — 24, @y, 8, =0 (10)
Die Zahl (A—ay) b — ay) — a5,

liigst sich stets in zwei reelle Faktoren

=B A—)

zorlegen, wo die kleinere der beiden Zahlen  und v (es sei ) kleiner als a,, und als a,,, die
grossere ¥ = a,, und = a,, ist. Die linke Seite der Gleichung (10) nimmt dann fir

A = — oo den Werth — oo
Ae=a s Bty Rl |_r]"r.':gu — I:J S O = L a,._t]“ ol o
A= T n n e 'l','_— Byy « g 1= !"f‘.'___ r'-lsﬂ . rh-.-:'t ] o |
A= -+ n n —+ =0
an, mithin hat die Gleichung (9) eine reelle Wurzel zwischen — co und 8, eine zwischen £ und ¥ it
und eine zwischen * und - co. — Es ergibt sich demnach, dass, mit Ausnahme besonderer Fille, H
welche sogleich zu ertrtern sind, A drei verschiedene Werthe hat. Wenn aber ) drei verschiedene 1
Werthe hat, so ergeben sich drei verschiedene Werthegruppen fiir @ b ¢. — Es giebt demnach im
; Allgemeinen in einer Fliche zweiten Grades drei Richtungen, welche anf der conjugirten Ebene senk- I
recht stehen. — Jede solche Richtung heisst Hauptrichtung. — Es seien 3, %, %, die Wurzeln

der Gleichung (9) und (a, b, ¢,) (@, &, ¢,) (a; &; ¢,) die drei ihnen entsprechenden Richtungen, — '

Dann wird z. B. die erste der drei Gleichungen (8) sowoll durch a, &, ¢, A, als durch a, b, ¢, ), \

befriedigt, und es ist also {
(@, — X)) &, +a, b 4+ a,¢ =0
(@, — %) ay+a,, b, +a, ¢,=10

Durch Elimination von a,, erhilt man

(A= A} a a, +aj, (b a;— b, a)) + a,; (¢, a, — 2, 0;) =10 HIl
4 Ebenso erhilt man aus der zweiten der Gleichungen (8) |‘II:
E (Re —N) by by 4@y, (0, by — ay b)) + ay, (e, b — ¢, 8,) =0 ,‘I : I iy
I und aus der dritten

(A — X)) €y €+ a4 (@, €a— @y ¢)) + ayy (b, ¢, — b, ¢)) = 0.
Durch Addition dieser drei Gleichungen hekommt man
Gy — %) (@, a,+ b, b, + ¢ e)=0

Ebenso (— %) (@ ey & by o) — 0
(s —= A (3 a + b5 b, -6, 6,) = 0.




Folglich, wenn die drei Worzeln der Gleichung (9) verschieden sind

il s i e R
a, a,+b b +e¢e,=0 {11)
Gy @ b, b+ c, 6, =10

d. h. die drei Hauptrichtungen stehen auf einander, jede auf jeder senkrecht. (Dieses Resultat lisst
1 sich leicht anch geometrisch begriinden.)
1 Legt man durch den Anfangspunkt der Coordinaten eine Linie von der Richtung «, &, ¢,
| nnd bezeichnet die lanfenden Coordinaten eines Punktes dieser Linie mit @ y 2, so sind @ y z den
I a, 0, ¢, proportinal, fofglich stellen die Gleichungen

i il'| (a;, — W) @ -+ a, ¥y + a,z2= ﬂ#
E— g & (dgy — X)) y + ay;2=140 (12)
/ | g, @ = Qg Y {ﬁ'_u e :"|:' e n'-,

] drei Ebenen dar, welche sich in dieser Linie schneiden, d. h. die Gleichungen (12) sind die Gleichungen

..',ri der Linie.
F ! f Erdrterung der besonderen Fille, wo die Wurzeln der Gleichung (9) nicht
[ ) alle verschieden sind. i
'!: ! ] 1. Die Wurzeln der Gleichung
¥ | 4 =
3 (h— ay) Ah—ay) — ai=10
5
Il welehe mit % und + bezeichnet sind, sind resp.
i
;il e i Bye =1 & -.l'f-ﬂ —ﬂ' 2
L wa : 11 }_'_ﬂ_la und e - 33 e i (__p_.__ . _na) =i aunu
VY|

Die kleinste der drei Warzeln der Gleichung (9) ist also kleiner als die kleinere dieser beiden
Zahlen, die zweite liegt zwischen ihnen, die dritte ist grisser als die grossere. — Gleiche Rollen

spielen die Wurzeln der Gleichungen

__4-"’,. 1
e el

(= an] {}‘ e aaa} it R:i =10

E:" T t"511: ':)‘ T auu} e

d. h. die Zahlen

@, -+ a f'cc — g} = dy, — @ A, — @) g
o l { e a") + al, uvpd —1 3 l T e e 8

H i e R If(a!; £ "?.r?)i_|_ a?, und ..“.H__‘i‘.iw_ R 1,.;:(‘% o 53)24_ al,

Wenn also zwei der drei Wurzeln %, 3, %; einander gleich sind, somuss, wennh, =, < i, ist,

A :}"j:

i 3

\ 'l
(1 TP i % f[ gy — g ’ 3 (e / yy — gy .
EEER N ].’ A oy = 2 AT |r ——— ) ap =

=Tk f{ e 3
Lo T - J (% ”f'-') + a?
\ : e LT




dagegen, wenn A, = A, =k
o H 1 | il

g =t O

i e et g |

sein, d. h. die vier Gleichungen

(h—a ) (A — @) (A — a;,) -

]
haben eine gemeinsame Wurzel, sie sind fiir einen gemeinsamen Werth von A (nfimlich %, = 4.}, |
welcher jetzt %" heissen mége, gleichzeitig erfilllt, d, h. es ist 5

:J
N—a ) (N —ay) V—a )= —a)al =0 —a,)ei=0"—a,)a’ = — g Oy g, ;.
folglich ist :r

i

By @ il

AL -t = PRl T ot 1 \

fyy — A S Byggr— A @y A= = ’

@

13 &

Wenn man diese Ausdriicke in die Gleichungen (12) einsetzl, so sieht man, dass sie alle i

in eine einzige, nidmlich in die {

Qg Wy == Gyg Gy iy - Oyg By & = 0 (13}

tibergehen, dass es also der Wurzel b entsprechend nicht eine sondern unendlich viele Haunptrichtungen |
gibt, welche simmilich in der Ebene (13) liegen, Die der Warzel %, entsprechende Haupirichtung h
bleibt hestimmt und steht auf der Ebene (13) senkrecht. |

Wenn demnach die Gleichung (9) zwei gleiche Wurzeln hat, so ist

= g, — —28 Uy — Gis B

[f.‘.a t‘t;:l. LL S

;s B3

ay, —

Umgelkehrt 1dsst sich zeigen, dass, wenn diese beiden Bedingungen gleichzeitiz erfiilll sind,
die Gleichung (9) wenigstens zwei gleiche Wurzeln hat. Denn bezeichnet man jede dieser drei gleichen
Zahlen mit A, so ist
g @ap 51 _'rl!_: ”'_:5_

oo =k == — = thyy = A -

(7 g —— = ¢
ol e 5 %)y

Setzt man diese Ausdriicke fiir a,, a,, a,; in die Gleichung (9) ein, so geht sie iiher in

as -

Koy

D0 .:,J Sy Wt gy gy g Bag }

g Gyq

aus welcher unmittelbar ersichtlich ist, dass sie zwei Wurzeln = X' hat, In diesem Falle sind also

alle drei Wurzeln sehr einfach gegeben,
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2. Damit alle drei Wurzeln einander gleich seien, ist nothwendige Bedingung, dass

= g £y =l :I"' o {{I —= @, )"' Bt 3
== & J == oy — (i ( _J_I____? —--J:{-I =g = 0 | & - - -+ a,,= 0

und dies ist gleichbedeutend mit den fiinf Bedingungen

G = gy — Ty Gig.- =

gy = dg, = O,

Wenn diese filnf Bedingungen erfiillt sind, so reduciert sich die Gleichung (9) auf die

(h—a,)=0.

Die Bedingungen sind also auch genidgend. In diesem Falle sind die Hauptrichtungen
vollstindig unbestimmt, d. h. jede Richtung ist eine Hauptrichtung.

Es ist demnach bewiesen, dass es in _'.|\"l]k.'!'l.' Fliche zweiten Grades im Allgemeinen und
mindestens drei Hauptrichtungen gibt. Bei Mittelpunktsflichen heissen die Durchmesser, welche
Hauptrichtungen haben, Hauptaxen. Die Ebene zweier Hanptaxen heisst Hauptebene. Bei den
iibrigen Flichen kommen diese Begriffe anch vor, bediirfen aber dort noch niiherer Bestimmung,

5. 1. Unter welcher Bedingung gibt es eine Richtung, deren conjugirte
Durchmesserebene in anendlicher Entfernung liegt?

Damit die der Richtung (@ & ¢) conjugirte Durchmesserebene, deren Gleichung in § 8
(unter 5) gegeben ist, in unendlicher Entfernung liege, muss

Gy @8 @y b ay e =0)
Oigy LU - A [} = fyy 0= 0 l,r_l-l-:l
g &+ @y b + @y ¢ = 0

sein. Damit diese drei Gleichungen zusammenbestehen kiinnen, muss sein

3y G1a Qg
{Eﬂ] {f::,_, ”’:;l —— c) I:‘15}

[ By C ey gy

In einer Mittelpunktsfliche tritt also selbstverstindlich der fragliche Fall nicht ein; in
jeder andern gibt es mindestens eine Richtung, deren conjugirte Durchmesserehbene in unendlicher
Entfernung liegt; man findet sie durch Auflisung der Gleichungen (14). — Ist das Coordinaten-
system ein rechtwinkliges, so ist fir diesen Fall % = 0 eine Wurzel der Gleichung (9). Das
Gleichungssystem (14) ist also dasselbe wie das (8), d. h.: In jeder Fliche, die nicht Mittelpunkis-
fliche ist, liegt eine Hauptebene in unendlicher Entfernung, oder gibt es eine Hauptrichtung, deren
conjugirte Durchmesserebene in unendlicher Entfernung liegt.

2, Unter welchen Bedingungen gibt es zwei oder mehr Richtungen, deren
conjugirte Durchmesserebenen in unendlicher Entfernung liegen?

Damit das eintrete, muss dem Gleichungssystem (14) durch mehr als eine Werthegruppe von
{a b ¢) geniigt werden. Das tritt aber nur dann ein, wenn dasselbe unendlich viele Werthegruppen
fiir @ b ¢ liefert, wenn die Werthe fiiv & & ¢ unbestimmt werden, d.h. wenn

g Vg 2 g == g 0 Qg b fyg = gy 2 Qgy 1 (O

33

a2 i3t

Diese Bedingung ist aber dieselbe wie die, dass diesechs Glieder zweiter Dimension
in der Gleichung (1) ein vollstindiges Quadrat bilden.
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Dann gibt es nicht bloss zwei sonderu unendlich viele Richtungen, deren conjugirte Durch-
messerebenen in nmendlicher Entfernung liegen, aber sie alle sind einer sehr einfachen Bedingung
anterworfen. — Wenn niimlich fir drei Richtungen (x b <) (a; &; ¢,) (@ 0; ¢)) gleichzeitig die con-
jugirten Durchmesserebenen in unendlicher Entfernung liegen, so muss fir jede derselben das
Gleichungssystem (14) erfiillt sein, miissen also alle drei z. B. der ersten der drei Gleichungen (14)
geniigen, d. h. es miissen die Gleichungen

aya S4-ap b +aze =0
Gy 8 =+ @y by +ap e =10
ayy ag—+ Qg by~ a3 €3 =0

zusammen bestehen., d. h. es muss
s vhiiaee il
ay by g | =0
gl 0y

sein, d. h, die Richtungen (a & ¢} (ay by ¢) (@y By eo) miissen derselben Stellung angehiiren.
Demnach: Alle Richtungen, deren conjugirte Durchmesserebenen in unendlicher
Entfernung liegen, gehdren derselben Stellung an.

Hieraus folgt: Unter den Hauptrichtungen einer Fliche zweiten Grades ist
mindestens eine, deren conjugirte Durchmesserebene (Hauptebene) in endlicher

Entfernung liegt.
§ 6. Es sei eine Fliche zweiter Ordnung auf eine in endlicher Entfernung liegende Haupt-

ebene als X ¥-Ebene und anf eine auf ihr senkrechte Linie als Z-Axe bezogen. Thre Gleichung kann
dann die erste Potenz von 2 nicht enthalten, muss alse die Form haben
ayy @ 4 g y? + agy 2 4 24 2y + 2ay @ + Lag ¥+ ay = 0 (16)
Der Schuitt dieser Fliche mit der XY-Ebene ist eine Linie zweiten Grades. Abgesehen
yon dem besondern, spiiterer Erdrterung vorzubehaltenden Falle wo gleichzeitig ay = 0 a5 =
und a5 = 0 ist, wo also die Gleichung (16) die besondere Form
tyg 2* = Qe @+ Dagy y A+ ay =0 (17)

annimmt, hat der Schnitt mit der XV-Ebene ein Paar bestimmte rechtwinklige conjugirte Richtungen
und wenigstens einen Durchmesser, welcher alle auf ihm senkrechten Sehnen halbiert. Nehmen wir
diesen Durehmesser als X-Axe und eine der ihr conjugirten Schuen als Y-Axe, so erhilt die
Gleichung der Fliche die Form
@y @ - agp Y @y 2 20y, - ay = 0.
Durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten lisst sich diese Gleichung, wenn ay

von Null verschieden ist, auf die Form

ayy @+ Qg Y* - agg 22 4+ ay =0 (18)
und wenn a;; = 0 und a,; von Null verschieden ist, auf die Form
thos W° - gy 2 - 2o @ =0 (19)
bringen; wenn endlich a,y = 0 und auch a,, = 0O ist, so reducirt sie sich auf die Form
(20)

gy Y+ g3 2° 4 a4y =10

="

e,
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Die Gleichungen (17) bis (20) nmfassen demmach simmtliche Flichen zweiten Grades. Ans

§ 2 ergiobt sich, dass die Gleichung (18) in weleher @, @ @y von Null verschieden sind, die

Flichen mit bestimmter endlich entfernten Mittelpunkte, die Gleichung (19) die Flichen mit einem
unendlich entfernten Mittelpunkte, die Gleichung (20) die Flichen mit nnendlich vielen Mittelpunkten
1 endlicher Entfernone. die im Alleemeinen in einer sraden Linie, der Mittellinie liegen, die
Gleichung (17) die Flichen mit unendlich entfernter Mittellinie darstellen. (5. §5.2.)

§ 7. Uebersichtliche Entwicklung und Beschreibung simmt licher Formen
der Flichen zweiten Grades.

A. Die in der Gleichung (18) enthaltenen Flichen.

l. a;, sei von Null verschieden. Wir dividiven dareh — ay
i 2
T A 1 Aga Gy . i : . . :
1. Die Coéfficienten — : g — - geien simmtlich negativ, so ist die
et F1 @4 Ay
Fliche imaginir.
g S iy Han flaq 2 3 o Sl
2 Die Coéfficienten — M . — = — i seien simmilich positiv.
; : l
&gy g LT
e s i i [ _ .'.l'l.; s 1
Wir bezeichnen — —% mit ——, — —— mit —- — — mit
@y oLr (Fyy s Ty b o
so ist die Gleichung der Fliche
3 -3
R T (21)
e v

Die Fliic
Die Schnitte in den Coordinaten-Ebenen sind Ellipsen mit den Halbaxen o B v, Die

1 ist gegen jede der drei Coordinaten-Ebenen symmetrisch.

Schnitte parallel den Coordinaten-Ebenen sind jenen éhnlich und sind um so kleiner, je weiter sie

II,‘

vom Mittelpunkte entfernt sind. In den Entfernungen - o resp. == {, = 7 vom Mittelponkte

reducirt sich die Schoittfigur aof einen Punkt, die Ehene berithrt die Die Fliche ist
vollstindig begrenzt; sie liegt ganz in dem rechiwinkligen Parallelepipedon, dessen Ebenen die

gpunkte mit diesen Ebenen

sind die Scheitel der Fliche. Sie heisst Ellipsoid. — Alle ebenen Schuitte des Ellipsoids
sind Ellipsen.

Gleichungen # = =+ «, y = =+ {, 2 = - vy haben. Die Beriihrung

Es sei o die grisste, y die kleinste der drei Halbaxen; irgend ein Radius des Ellipsoids (21)
habe die Linge o und bilde mit den Axen Winkel, deren Cosinus a { ¢ seien, so ist @ = ap

g =—p, == cp
as L nd |
e e e
B’ 13 i

und da a? + B¥ - ! = 1, so ist

folalich ist o der grisste und v der kleinste Radius des Ellipsoids.

[R2
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In der Ellipse der ¥.Z-Ebene ist 2% die grosse Axe, in der Ellipse der X Y-Ebene die klsine
Axe, Legt man demnpach dorch die Y-Axe eine um dieselbe drehbare Ebene, lisst sie zuniiehst mit
der YZ-Ebene zusammenfallen und dreht sie, o ist die Schoittfigur stets eine Ellipse, deren eine
Axe fest ist, withrend die andre die XAEbene durchlinft: diese letztere Axe ist anfangs die kleinere
nnd wird spiiter die grissere; es tritt also der Fall ein, wo beide Axen einander gleich sind; dann
ist der Schnitt ein Kreis, Es giebt zwei solche Kreisschnitte; sie bilden mit der ¥Z Ebene gleiche
Winkel: ebenso mit der X Y-Ebene,

Wenn von den drei Halbaxen « 2 ¢ zwei einander gleich sind, 2. B. « und &, so sind alle
Schnitte parallel der X Y-Ebene Kreise; das Ellipsoid ist ein Revolutions-Ellipsoid. Die Um-
drehungsaxe ist die Z-Axe. — Ein Revolutions-Ellipsoid kann seine grisste und seine kleinste Axe
zur Umdrehungsaxe haben. In ihm fallen die beiden durch die mittlere Axe zu legenden Kreis-
schnitte in einen zusammen, —

Wenn o = 5 = v ist, so ist das Ellipsoid eine Kugel. In ihr sind die im § 4 No. 2 ent-
wickelten Bedingungen dafiir erfullt, dass die Fliche unendlich viele Hauptrichtungen hat. — Um-
gekehrt, jede Fliche, in welcher diese Bedingungen erfillt sind, ist eine Kugel. Denn diese Fliche
hat allgemein die Gleichung

. : e (i % s a
Pyt b2 g2 A4y B M
11 ayy @1y iy

welche sich sogleich anf die Form

(‘.‘: St _{J,H )ﬂ T (:{,‘ 4 {{.{4 )u --l—(.:‘ = iy '):l _( g )2 B ( oy ). i (_;_r“_ ]‘.' 4 gy e
ayy L7 | \ iy Lo Ay TR tyy

bringen und dadurch als die einer Kugel erkennen lisst.

Hiernach lisst sich leicht erkennen, dass jede Fliche zweiten Grades, welehe in dem
Spezialfalle § 4. No. 1 enthalien ist, eine Revolutionsfliiche ist.

Nimmt man einen beliebigen Durchmesser als Z-Axe, die conjugirte Ebene als X Y-Ehene,
darin irgend einen Durchmesser als X-Axe, den conjugirten als ¥-Axe, so hat die Fliche anch fir
dieses schiefwinklige Axensystem eine Gleichung von der Form

Daraus ersicht man, dass alle parallelen Schuittfiguren des Ellipsoids dlmliche Ellipsen
sind, deren Mittelpunkte siimmtlich in einer Graden, nimlich dem ihrer gemeinsamen Stellung con-
jugirten Durchmesser liegen. Legt man durch die Endpunkte eines solehen Durchmessers eine
Ebene, welche die conjugirte Stellung hat, so hat dieselbe mit der Fliche einen Punkt gemein und
enthilt alle diejenigen Tangenten, welche die durch den Durchmesser gelegten Schnitteurven in dem
Punkte beriihren; sie beriihrt die Fliche. Die Fliche ist ganz in einem schiefwinkligen Parallele-
pipedon enthalten, dessen Ebenen die Gleichungen @ =
halten und beriihrt diese Ebenen.

= e . a g 1y = = 2
3. Es seien von den drei Coefficienten — —1%, — —*., — 3 ywej positiv und einer
By LT 2y
- : g i s 1 tly 1 A
negativ; esgei — - = — —" B o — 5 50 ist die Gleichung
A4y = &4y P Gyy T

_—
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Auch diese Fliche ist, wie alle in der Gleichung (18) enthaltenen Flichen, gegen jede der
drei Coordinaten-Ebenen symmetrisch. Der Schnitt mit der X Y-Ebene ist eine Ellipse; alle Ebenen
parallel der X ¥-Ebene schneiden die Fliche in dihnlichen Ellipsen, und zwar in um so grisseren, je weiter
Ebenen vom Mittelpunkte entfernt sind. — Die Z-Axe hat keinen Punkt mit der Fliche gemein.

Der Schnitt mit der XZ-Ebene ist eine Hyperbel, welche ihre Hauptaxe in der X-Axe hat,
Jeder Schnitt parallel der XZEbene, dessen Entfernung vom Mittelpunkte nicht grisser ist als B,
ist eine Hyperbel, welche ihre Hauptaxe parallel der X-Axe hat; jeder Schnitt parallel der XZ-Ebene,
dessen Entfernung vom Mittelpunkte = @ ist, ist eine Hyperbel, deren Hauptaxe parallel der ZAxe
ist: die Grenze zwischen beiden, im Scheitel der ¥-Axe, ist ein System zweier graden Linien;
sie haben die allen eben bezeichneten Hyperbeln gemeinsamen Asymptotenrichtungen. — Die ana-
Die Fliche heisst einschaliges

die

logen Erscheinungen zeigen die Schnitte parallel der YZZ-Ebene.
Hyperboloid.

Legt man durch die ¥-Axe eine um dieselbe drehbare Ebene und lisst dieselbe zuerst
mit der X Y-Ebene zusammenfallen um sie nachher bis zur Y.Z-Ebene hinzudrehen, so ist der
Schnitt anfangs eine Ellipse, deren eine Axe constant ist, deren zweite Axe bei der Drehung con-
tinuirlich wichst; es zeigt sich, dass sie in eine Hyperbel iibergeht, deren Hauptaxe in der ¥-Axe
licgt und constant bleibt; die Grenze zwischen Ellipse und Hyperbel bildet ein System zweier
parallelen Graden; sie liegen in den beiden oben bezeichneten Ebenen, welche durch die in der
V-Axe gelegenen Scheitel parallel der XZ-Ebene gelegt werden und sind je eine von den beiden
Linien, in welchen jede von diesen die Fliche schneidet. — Dasselbe zeigt sich bei der Drelinng um
die X-Axe. — Wenn die Drehung um die lingere Axe der in der XY-Ebene gelegenen Ellipse
erfolgt, so kommt unter den Formen der elliptischen Schnitte auch der Kreis vor, und zwar in
zwei Ebenen, welche mit der X ¥-Ebene gleiche Winkel bilden, — Wenn « = £ ist, so ist die Fliche
eine Revolutionsfiiche, welche durch Umdrehung einer Hyperbel um ihre NMebenaxe entsteht, —
Dann fallen die beiden Ereisschnitte in einen zusammen,

Schreibt man die Gleichung (22) folgendermassen

.3 2
& i
19 :;"_'

-4 T vl
R Z |
YR
;l'_ ‘II{
und ebenso durch jeden gemeinsamen Punkt der beiden Ebenen
! - v
& = !
e T I LT i'_
o Y B
e = 1
% ( g B _|_ Lt - = 1 — .:[!{.
| ¥ B

wo » eine willkiirliche Grisse bezeichnet. Daraus ergibt sich, dass die Fliche zwei Systeme von

nnendlich vielen Graden enthilt.




12

Zwei Grade desselben Systems haben keinen Punkt gemeinsam, denn

die yvier Ebenen

1 o b
e el
i 7 =
‘
1 {1 2
. dop 1 =0
o 5 ¥
Z Y 2
sy o=
o I I W] % 1
¥ i
{ i ,'l'r
Pt =ty —1.=0
oL ] 5
|
: S S L T S e : L AT : | {[a—)f
haben keinen Punkt gemein, weil die Determinante, wovan dies abhiingie ist. den Werth .
' i

hat, also nicht

Null ist. — Ebenso fiir zwei Grade des zweiten Svstems,

Dagegen hat jede Grade des einen Systems mit jeder Graden des andern

Bystems einen Punkt gemein.

ies ist dadurch bedingt. dass die vier Ebenen

s i -
o Y — 2 =1l
ot i+l A
I ]
¥ H if
7 = : = % ] 18]
o W 4
| '
"’I
4y % 0
v 5 't =
) ]
" i Z .
E = o i e L ===56) ¥
o b i

einen Punkt gemein habent dies findet immer statt, weil die heziialiche Determinante identisch Null

# ' - 1 . ] . q > 1= Y * I
ist, — Die Ebene, welche die beiden Graden enthilt, hat die Gleichung
& !
e # 2 I — i :
o b : A= - [~ %) = 0. (23 1
= ..:' o = | i 1 L | -\.” ]
] i
Fitr jedes heliebige Werthepaar von % und », hat also diese Ebene mit der Fliche (22) !
zwei grade Linien gemein,
i AL e Qi ay;
4. s seienvon den drei Coefficienfen — —2L. — "2 @as oo positiv, zwel negativs
a4 yy gy = 4
1 1 lan 1 (lyy | s 5 i
£s sel == s = = — - 50 geht die Gleichung (18) iiber in die
iy & Chyy i a4y ; R
a iy zd )
RS T T e T e e O (24)
of = 50 F
I i

Dig Fliichie hat mit der X Y-Ebene und mit allen ithr ]|;|i';|||-_-||~|'| Ebenen deren J'-:|]1['|~|'|l|u'|g;_~'l'-n
vorn Mittelpunkte beiderseitie nicht orissser als Y sind, keinen Punlt semeain: die Ebenen 2 = ==+
- 1]

T

e einen Punkt ,'_'.!'IIH":.!l_. den Scheitel Jede Ebene 3 =— 4+ e. W0 & == & ist
E ! s

haben mil der Fliche

schneidet die Fliche in einer Ellipse, deren Axen der X- und der Y-Axe parallel sind; alle diese
Ellipsen sind fihulich, die Fliche bestelit ans zwei getrennfen Schalen,
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Die XZ-Ebene und jede ihr parallele Ebene schneidet die Fliche in einer Hyperbel; alle
diese Hyperbeln sind einander dhnlich und haben ihre Hauptaxen parallel der: Z-Axe. — Die
YZEbene und jede ihr parallele Ebene schneidet ebenfalls die Fliche (i einer Hyperbel, auch
diese Hyperheln sind siimmilich einander fhnlich und haben ihre Hauptaxen pavallel der Z-Axe. —

Die Fliche heisst zweischaliges Hyperboloid.

Wenn = = [ ist, so ist die Fliche eine Revolutionsfliche, welche dnveh Umdrehung einer
Hyperbel um ihre Hauptaxe entsteht.

II. Der Coefficient ay der Gleichung (18) sei Null.

1. Die drei Coefficienten @, @y @y, haben gleiche Yorzeichen. Die Fliche reducirt gich
auf den Anfangspunkt der Coordinaten.

2. Die drei Coefficienten e, @y ag, haben nicht siimmtlich gleiche Vorzeichen. Die Gleichung

[isst sich dann schreiben

a e " ¢
Lo ; — ) (25)
2 K 1

Die X Y-Ebene hat mit der Fliche einen Punkt gemein; jede ihr parallele Ebene schneidet die
Fliche in einer Ellipse; alle diese Ellipsen sind einander dhnlich und haben thre Axen parallel der
X- und der Y-Axe. Der Schnitt mit der X7 Ehene ist ein System zweier graden Linien, welche mil
der Z-Axe gleiche Winkel bilden; jeder parallele Schnitt eine Hyperbel, deren Asymptoten den
Durchschnittslinien mit der XZ-Ebene parallel sind. — Ebenso fitr die ¥ Z-Ebene.

Die Gleichung (25) ist homogen. Wenn also ein Punkt @ y @ der Fliche angehdrt, so

= B el

gehirt der Punkt fa, |‘IEJI“ t= fiir einen beliehigen Werth von ¢ auch der Fliche i, d. . sie wird von

giner unendlichen Schaar grader Linien erfiillt, welehe vom Mittelpunkte ausgehen. — Die Fliche
heisst Kegel.

Wenn 2 = [ ist, so ist der Kegel eine Umdrehungsfliiche, ein-sogenannter orader
Kreiskegel.

B. Die in der Gleichung (19) enthaltenen Flichen.

Es wird vorausgesetzt, dass alle Coefficienten von Null verschieden sind, indem der Fall,
wo @, = 0 ist, in der Gleichung (20) und der Fall, wo au oder ayy = 0O ist, in der Gleichung (17)
enthalten ist.

1. g9 und @y haben gleiche Vorzeichen. Die Gleichung ldsst sich dann schreiben

5 : 3
o T byt 0 26)
e 8 =0, (26)
- 7y s L
¥ !

Die ¥YZ-Ebene herithrt die Fliche im Anfangspunkte der Coordinaten, im Scheitel der
Fliche., — Diese liegt ganz auf einer Seite der ¥YZ-Fbene. Alle reellen Schuitte parallel der
YZ-Ebene sind Ellipsen von gl
je weiter ihre Ebenen vom Anfangspunkt entfernt sind.

Die XZ-Iibene sowohl wie die Y Z-Ebene und alle ihnen parallelen Ebenen schneiden die
Fliche in Parabeln, deren Axen simmtlich in der Richtung der X-Axe und simmtlich nach der-

ichem Axenverhiiltnis und parallelen Axen, sie sind um so grosser,

selben Seite hin lisgen. — Die Fliche heisst elliptisches Paraboloid. Wenn § = vy, so ist

sie eine Revolutionsfliche, welche dorch Umdrehung einer Parabel um ihre Axe entsteht.
9. dtay und agq haben entgegengesetzte Vorzeichen. Die Gleichung lisst sich dann schreiben.

y? & &
S o e e — 0, (27)
e 5
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Die ¥Z-Ebene hat mit der Fliche zwei grade Linien gemein, welche sich im Anfangspunkte,
dem Scheitel der Fliche, schneiden. Jede Ebene parallel der ¥Z-Ebene schneidet die Fliche in .
einer Hyperbel; alle diese Hyperbeln haben ihre Asymptoten den beiden in der ¥Z-Ehene enthaltenen
Linien der Fliche parallel; alle Hyperbeln anf der einen Seite der YZ-Ebene gehioren dem einen
Asymptotenwinkel, alle aof der andern Seite dem andern Asymptotenwinkel an. Alle Schnitfe
]J'.Li':'l”l"] der X :‘.']"_|INIL'f und ebenso alle parallel der XZ-Ebene sind Parabeln: alle ihre Axen sind J.
parallel der X-Axe, aber in den Parabeln der einen Grappe sind sie nach der einen Seite, in denen

der andern Grnppe nach der entgegen;
Paraboloid,

isetzten Seite gerichtet. Die Fliche heisst hyperbolisches

Jeder Punkt, welcher gleichzeitiz den heiden (ileichungen

.'Jl' ol
e — —
3 '
i i

2 1 A ) =9

(]

geniigt, liegt in der Fliiche (27). Ebenso jeder Puakt, welcher gleichzeitiz den Gleichungen

if i

e

I

¥

| -2 | 0

ot P Lo P2 —_—
i o] [ e

£ | :

gentigt. Darans ergibt sich, dass die Fliche zwei Systeme von unendlich vielen graden Linien ent-

hilt. Wie beim einschaligen Hyperboloid lisst sich auch hier zeigen, dass zwel Grade desselben

Systems nie einen Punkt gemein haben, dass aber jede Grade*des einen Systems: mit jeder Graden
des andern Systems einen Punkt gemein hat. Die Ebene, welche die Graden

¥ T, I
SeEi g =% e i —:
e | el |
iy £\ & 1y & &
e it iy = — 2 % b i e | = — 8
( ] 7 ¥ } 8 AT ’ 5
enthiilt, hat die Gleichung E
o 4 (I 2 iam i
2 (e e ny) 2 e — ) — wny = 0. (28)
o : el - AL 1

i i |
Fir jedes beliehige Werthepaar von # und #, hat also diese Ebene mit der Fliche !
zwel Grade gemein.

C. Diein der Gleichung (20) enthaltenen Flichen.

. ¥ . T - . ] i
I. ay sei von Null verschieden, Wir dividiren durch — gy !
oy oy’ . L : FEle i s
l. — —= und — —* geien beide negativ. Die Fliche ist imaginiir.
I‘I'.“. rr”
5 oy thyy . 4 1A e : 13 = ’ i
2. — —= und —-- eeien beide positiv. Die Gleichung lisst sich dann schreiben [
i 1, !
Tk E] 4
."F g a0 I
p = = — 1= (29) i
;J- lI_ I\
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Alle Schinitte parallel der ¥.Z-Ebene sind congruente Ellipsen mit parallelen Axen. Jede

Ebene, deven Gleiehung - = ¢ ist, schneidet die Fliche in zwei parallelen Graden, sofern & zwischen
|

-+ 1 und I lLiegt; fiix = = =+ 1 fallen die beiden Graden in eine zusammen. Ebenso fir jede

Ehene, deren Gleichung - = ¢ ist. — Die Fliche ist ein elliptischer Cylinder. Wenn man

einen der elliptischen Schnitte, welche der ¥.Z-Ebene parallel sind, um die grosse Axe dreht, so
gelangt man in zwei Stellungen, welche mit der ¥ 2-Ebene gleiche Winkel bilden, zn Kreisschnitten.

Wenn L 850 |':||l-|:}|, Ilil:."-l‘! E“'illt"]i :Il] {"II'I'JH FAT]

ammen, die Fliche ist ein Umdrehnngs-Cylinder.

[ €y - fl e B ¥ ¥
8 . gnd — —** haben entgegesetste Vorzeichen. Die Gleichung Lisst sich

iy 143 i

44 i

dann schreiben

== (30)

Alle Schnitte parallel der ¥Z-Ebene sind congruente Hyperbeln mit parallelen Axen. Jede
Ebene, parallel der X ¥-Ebene, schneidet die Fliche in zwei parallelen Graden; jede Ebene, deren

Gleichung ” = ¢ ist, schneidet die Fliche in zwei parallelen Graden, sofern 2® = 1; fire =+ 1
14

fallen die beiden Graden in eine zusammen. Die Fliche ist ein hyperbolischer Cylinder.
4. Von den beiden Coefficienten a,, und ayy sei einer Null. Die Gleichung lisst sich
dann schreiben

— 1=0. (31)

Sie stéllt ein’ System zweier Ebenen, welche der XZ-Ebene parallel sind und zu beiden
Seiten derselben in der Eatfernung & liegen, oder eine imagindve Fliche dar.
II. a,,se1 Nuall,

1. ags und ayy haben gleiche Vorzeichen. Die Gleichung lisst sich dann schraiben

{1’2 3'_
%+ =0 (32)

Die Fliche reducirt sich anf die X-Axe.

2. wzs und @,y haben entgegengesetate Vorzeichen. Die Gleichung geht dann iiber in

Die Fliche besteht aus zwei Ebenen, welche auf der ¥Z-Ehene senkrecht stehen und mit der
V-Axe gleiche Winkel bilden; ebenso mit der Z-Axe.

3. Von den Coefficienten wgy und ayy sei einer Null, so nimmt die Gleichung folgende
Gestalt an:

o= 0, (34)

Die Fliche reducirt sich auf die XZ-Ebene.
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D. Die in der Gleichuneg (17) enthaltenen Flichen, —

Jeder Schnitt parallel der X Y-Ebene ist eine Grade: alle diese Graden sind parallel.
Alle Sehnitte parallel der XZ-Ebene sind eongruente Parabeln von: oleieher Axenrichtung ; ebenso
alle Schnitte parallel der Y- Ebene. Die Fliche ist ein parabolischer Cylinder. Die Gestalt

der Fliche tritt noch leichter hervor, wenn man die Linie

a2 = 2o Y e =10 g=10
zur ¥-Axe, irgend eine in der X ¥-Ebene daranf senkrechten Linie zar X-Axe. und die im Durch-
schnittspunkte auf beiden senkrechte Linie znr Z-Axe macht. Dann erhilt die Gleichnng
die Géstalt

§ 8. Fundamentalsitze von Tangenten und Polaren,
I. Die Entfernung des Punktes & y £ vomn Pankte &, y, & wird durch den Punkt

i+ My AE -+ N e

A=y AN

in dem Verhiiltnisse A : %, getheilt. Soll der letztgenannte Punkt in der Fliche (1) liagen, so wird
diese Bedingung durch die Gleichung ansgedriickt, welche man erhiilt. wenn man die Coordinaten
dieses Punktes in die Gleichung (1) substituirt. Diese Gleichung wird dann, nach A und 3, georduet,

wenn man f (w y 2) mit U, f (2, 3, ) mit U, und

gy A% = Ggg Yy T gy = ayg (@ = & Y) + agg (@8 @y ) - agy lye 1y #)
o flyg ["': t ':"J] —+- flay "f - il = g ﬂ = .:l." == T4
mit " bezeichnet,
,-'J W42 i":‘.-f.: =t (a6)
Diese Gleichung ergibt zwei Werthe [iir das Verhiiltniss % : 2, weil im Allgemeinen die Fliche

mit der Linie zwei Punkie gemein hat. Sollen die beiden Werthe fiir A: 3, einander gleich sein,
d. h. sollen die beiden Punkte in einen zusammenfallen, so muss
F:i—UU, =10 (37)

h

sein. Diese Gleichung driickt also die Bedingung dafiir aus, dass der Punkt 9 & in einer vom
Pankte 2y y; 2, an die Fliche gelegten Tangenten liegt, d. h. sie ist die Gleichung e¢iner Fliche.
welche alle yom Punkte @, g, 2, an die Fliche (1) gelegten Tangenten enthilt. Das ist eine
Kegelfliche.

Man erhilt die Gleichung einer Fliche, welche alle den Flichen

gemeinsamen Punkte enthilt, indam man die erstere mit U, multiplicirt und dann zur zweiten

addirt. Man erhiillt dadurch die Gleichung
A=)

und schliesst daraus, dass die Beriihrungspunkte aller von einem Punkte an eine Fliche zweiten

Grades gelegten Tangenten in einer Ebene liegen, also einen Kegelschnitt erfiillen.

e T
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Wenn inghesondere der Pankt 2, 3, 2, ein Punkt der Fliche (1) ist, so ist U; = 05 die
Gleichung (37) reducirt sich also dann auf die F* = 0 oder V¥ = 0, d. h. siimmtliche Tangenten

in einem Punkfe einer Fliche zweiten Grades liegen in einer Ebene, der Tangentialebene. Ihre
Gleichung ist

(@ @y —+ @i Y1+ @iy 81+ y) &+ (a9 &y - Ggg Yy - Gog &+ dgg) Y+

(ay @y + agg 31 + a3 2y + ag) 2 (o & = ay 3y + agg 2+ ay) = 0. (38)

Fiir die besonderen Formen der Gleichungen (21) bis (35) nimmt die Gleichung der
Tangentialebene besonders einfache Formen an; ihre Entwicklung ist eine einfache gute Uebung;
sie sollen hier nicht anfgezihlt werden.

2. Die Bedingung, dass die beiden Werthe fiir % : }; in der Gleichung (36) gleiche absolute
Werthe aber entgegengesetzte Vorzeichen haben, d. h. dass die beiden Punkte = y £ und &, ¥, 2,
und die Durchschnittspunkte mit der Fliche harmonische Punkte sind, ist gegeben durch
die Gleichung

¥ =0

Demnach ist der geometrische Ort des vierten harmonischen Punktes zu den beiden
Sehnitten einer graden Linie, welche von einem festen Punkte ausgeht, mit einer Fliche zweiten
Grades und zu dem festen Punkte eine Ebene. Sie heisst die Polarebene des Punktes.

Wenn der Punkt in der Fliche liegt, so ist seine Polarebene die Tangentialebene, Wenn
der Pankt ausserhalb der Fliche liegt, so ist seine Polarehene diejenige Ebene, welche die De-
rithrungspunkte des beziiglichen Berithrungskegels enthiilt.

Aus der Symmetrie der Gleichung ¥ = 0 in Bezug auf den Punkt @y g, #; einerseits nnd
den Punkt @ y # andrerseits ergibt sich, dass die Polarebenen aller Punkte einer Ebene sich in
ginem Punkte, dem Pole der Ebene schneiden, und dass die Pole aller Ebenen, die einen Punkt
gemeinsam haben, in einer Ebene liegen, der Polarebene des Punktes, Ferner: Die Polarehenen
aller Punkte einer Graden haben eine Grade gemein, und die Pole aller Ebenen, welche eine Grade
gemein haben, liegen in einer Graden.

3. Die Bedingung, dass die Ebene

Az 4+ By + Ce+ D=0 (30

Tangentialebene der Fliche (1) sei, ist dieselbe wie die, dass es einen Punkt &y 1y, 2, gebe, welcher
erstens die Gleichung (38) der Gleichung (39) identisch mache, und welcher zweitens auf der Fliche
U = 0, oder was dasselbe ist, auf der Ebene (39) liege.

Die erste dieser beiden Bedingungen wird durch die Gleichungen

ay &y ag g+ ag &+ a2 A=0
oy &y~ Qoo Yy - Aoy 8, gy A B =0
agy &+ @3 Yy + Ay 4+ ag + A C =10
Ay &y Gy Y+ G H + ay + A D=0

dargestellt; die zweite durch die Gleichung

Az, + By, + Czy+ D =0.
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Die Bedingung, dass diese fiinf Gleichungen zusammen bestehen kémmen, ist

O O Qg s g A

oy L

| gy Gag: gy - Ugy Gl =0 (40)
@y ay Oy 0 D |
AR R G DEb g

e 1Y

i
Wenn man z B. diese Bedingungen auf die Gleichungen (23) und (28) anwendet, so
erkennt man, dass diese Ebenen Tangentialebenen der betreffenden Flichen sind; diese Tangential-
ebenen haben also mit der beriihrten Fliiche nicht einen Punkt, sondern zwei grade Linien gemein:
sie enthalten alle Tangenten der Fliche, welche durch den Durchschnittspunkt der beiden Graden
gehen, und beriihren die Flichen in diesem Punkte.
4. Die Bcdit]gung, dass eine Grade

A e+ B y -+ C et = “!
J'El £ -1 "”1 3y -} ('_'.'l o8- "Dl ]

oy

(41)

wgente an die Fliche (1) sei, lisst sich folgendermassen entwickeln. Die Gleichung irgend einer
Ebene, welche durch die Grade (41) geht ist.

(442 4)a+ (B+2rB)y+ (C+2C) e+ (D—~+2rD;) = 0.

Die Bedingung, dass diese Ebene die Fliche (1) beriibre ist

ay ayg @43 gy A4 4, l

aay oy s gy B+4+3B,

oy gy flyy gy G+ 30 | — it

thyy Py g Tyy D~ D, ‘
A+24; BB, C4+AC D+-21D, 0 |

Diese Gleichung ist in Bezug auf ) vom zweiten Grade, d. h. durch eine gegebene Grade
lassen sich im Allgemeinen zwei Beriihrungsebenen an eine Fliche zweiten Grades legen. Die Be-
dingung, dass die Linie (41) Tangente an die Fliche sei, ist im Allgemeinen, nimlich abgesehen von
Besonderheiten, welche bei den Regelflichen und speciell beim Kegel eintreten, keine andere als die,
dass die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung einander gleich seien. Dieser Bedingung kann
man folgende Form geben
ay Gy @y ay 4 4,

Gy gy g 4y B B
Uy ay ay ay C G

Gy Oy Gy ay D D P (42)
R D GRS 0

A DB D

Die Umformung fiihrt sich am einfachsten durch den in Brioschi’s Determinanten-
theorie § 6 Gleichung 56 enthaltenen Satz aus. Will man diesen Satz nicht voraussetzen,
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sondern sich nur anf die elementarsten Eigenschaften der Determinanten stiitzen, so wird die
Rechnung allerdings erhieblich linger, hat aber gar keine Schwierigkeit; sie wird deshalb hier nicht
ansgefithrt.

§ 9. Die graden Linien und die Tangentialebenen der Flichen zwei-
ten Grades.

1. Eine Fliche, welche grade Linien enthilt, heisst Regelfliche. Die einfachste Regel-
fliiche zweiten Grades ist der Kegel, als dessen Spezialfille die Cylinder anzusehen sind.

Die Gleichung des Kegels, welche wir unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten der
Betrachtung zu Grunde legen, ist

o ] ~d
O L T A 4
FH Y (43)

Demnach erfiillen alle Richtungen (« b ¢}, welche der Kegelfliiche angehiren, und nur sie,
die Bedingung
ﬁu s [E'E (,'f"

L=,

-

=
e
=

Wenn drei Zahlen p g » die Bedingung p* 4 ¢* — »* = 0 erfilllen, so gibt es immer

gine Zahl ¢ von solcher Beschaffenheit, dass p ¢ den Zahlen ¢ — 1, 2¢ und ¢* -1 proportional

- ¥ L} 5 - ® % . * *
sind und zwar ist t = — ?_j' Demupach sind allgemein die Gleichungen jeder Graden, welche in
r—

der Kegelfliche liegt
& e (a8 A S
BA T oy (E4+1)

o (W — 1)

(44)

va|

Fiir jede Grade, durch den Mittelpunkt, welche im Innern des Kegels liegt, d. h. durch
innere Punkte der Ellipsensehnitte geht, ist

9 o a
[ b c
i e — —a i )
al 32 ql,u
ilhre Gleichungen also allgemein
@ il £z

wenn &2 < 1. Dieselbe Gleichung stellt, wenn £? = 1 ist, eine Grade dar, welche im finsseren
Ranme liegt.

9. Jede Linie durch den Mittelpunkt des Kegels ist nach § 8. 4. Tangente des Kegels;
jede Ebene durch den Mittelpunkt des Kegels ist nach § 8. 3. Tangentialebene des Kegels. — In
hervarragendem Sinne fithren diesen letzteren Namen diejenigen Ebenen, welche mit der Kegelfiiche
zweiznsammenfallende Grade gemein haben. Jede Ebene durch den Mittelpunkt hat nimlich
entweder mit dem Kegel nur diesen Mittelpunkt gemein, jede ihr parallele Ebene schneidet den Kegel
in einer Ellipse; oder sie hat mit dem Kegel zwei Grade gemein, jede jhr parallele Ebene schueidet
dann den Kegel in ciner Hyperbel; oder, und das ist der Grenzfall zwischen beiden, sie hat mit ihr

Bll‘




(i R % G e | B L
|
)

20

eine Grade gemein, in' welcher zwei Kegelkanten zusammenfallend gedacht werden miissen; jede ihr
parallele Ebene schneidet den Kegel in einer Parabel. — Die Bedingung, dass die Ebene i

Ao+ By +Cz=10

mit dem Kegel

I zwei znsammenfallende Grade gemein habe, lisst sich dadurch entwickeln, dass man zwischen
beiden Gleichungen # eliminirt, also die Projection der Schnittfigur anf die ¥#-Ebene durch ilire
Gleichung darstellt; das ergibt eine homogene Gleichung zweiten Grades mit zwei Variabeln,
welche sich stets in zwei relle oder imagintire Factoren zerlegen lisst, je nachdem

el Ve

o]

AR BR -0 (45)

1 =

ist; der Grenzfall, dass die beiden Faktoren einander gleich sind, ist gegeben durch die Bedingung

=]

A? o? -+ B _"a:" — (3 '

—0. (46)

Demnach ist aus gleichen Griinden wie unter (1) die allgemeine Form der Gleichung einer It
| Ebene, welche mit der Kegelfiiche zwei zusammenfallende Grade gemein hat

¥ —1 2% 7L by o
———p o ey e g o S A 0. (47) ‘ﬁ

L]
I Die Vorzeichen der Glieder dieser Gleichung sind offenbar ganz willkiirlich; die hier vor-
' liegenden sind gewihlt, weil bei dieser Wahl die Ebene (47) die Linie (44) enthiilt.
: Jede durch den Anfangspunkt, den Mittelpunkt des Kegels, gelegte Ebene, lisst sich durch :
R LR die Gleichung

— gty TV o (48)

darstellen. Aus der Bedingung (45) ergiebt sich, dass wenn c? =1 ist, die Ebene (48) mit der
K Kegefliche nur den Mittelpunkt gemein hat, dass jede ihr parallele Ebene den Eegel in einer Ellipse \
schneidet; dass wenn &* < 1 ist, die Ebene (48) mit der Kegelfliche zwei grade Linien gemein hat,
dass jede ihr parallele Ebene den Kegel in einer Hyperbel schneidet, deren Asymptoten jenen beiden
Graden parallel sind.

¢ LE : s
L iH 3. Die Gleichung |
i
i P R
— g =20 (49)
!
stellt eine Bchaar von unendlich vielen einschaligen und zweischaligen Hyperboloiden dar, wenn o
alle Werthe von — oo bis - eo durchliinft, wiithrend =« 1 ungeiindert bleiben; alle diese Hyper-
boloide haben gleiche Axenverhiiltnisse; ein Spezialfall derselben, fiir @ = 0, ist der Eegel. Wir
erkennen die gegenseitigen Bezichungen dieser Schaar von Flichen, wenn wir nur die drei
1 A P £ \ R l
i1 Flichen (22) (24) (25) }
t B ;I
I 1
1
|
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o | 1
&2 7

ey — 1 =10 (22)
! 48

& ? o
o 7 e

oy g e e (24)
Py e ”

| .!,,E e
Sy — 3 ==l 25)
3 42

in Betracht ziehen.

Legen wir dem = einen beliebizen constanten Werth 2, bei, so werden alle drei Flichen
in fibolichen Ellipsen geschnitten; (die drei Flichen werden von jeder Ebene in dhnlichen, dhnlich
liegenden Figuren geschnitten). Die drei Ellipsen haben ihren gemeinsamen Mittelpunkt in der
Z-Axe; die grosste Ellipse gehirt dem einschaligen Hyperboloide (22), die mittlere dem Kegel (25},
die kleinste dem zweischaligen Hyperboloide (24) an. Die beiden elliptischen Ringe zwischen den drei
Ellipsen sind stets gleich gross, und, da wir rechtwinklige Coordinaten angenommen haben, = a3 .
[hre Grisse ist also von der Grosse der z; unabhiingig; sie werden also um so schmaler, je grisser
2, wird, und wenn z; unendlich wird, so werden die Ringe unendlich schmal, d.h. der Kegel ist gemein-
samer Asymptotenkegel fir die Hyperboloide (22) u. (24), oder auch fiir alle Hyperboloide (49).

Diese Beziehungen treten durch die folgenden Betrachtungen noch viel schiirfer hervor.
Jede Ebene lisst sich durch die Gleichung

1 2
=1 e

——r i

2

. et R (50)

o i Y
darstellen. Diese Ebene wird, wie sich aus der Bedingungsgleichung (40) in § 8 ergiebt, Tangential-
ehene der Fliche (22) sein, wenn
w = (3 1) (1 — &Y {51)

ist. Diese Gleichung ergibt nur dann reelle Werthe fir %, wenn ¢ < 1 ist. Wenn & =1
ist, so schneidet die Ebene (50) die Fliche stets in einer Ellipse, welche sich nie aunf einen Punlkd
reduciren und nie imaginir werden kann. Wenn ¢* < ist, so hat die Ebene (50) mit der Fliche (22)
eine Hyperbel gemein, welche in ein System zweier grader Linien ibergeht, wenn « den besonderen
durch die Gleichung (51) hestimmten Werth hat.

Jede Tangentialebene der Fliche (22) lisst sich also durch die Gleichung

-8
0=

1 2% e (M +4-1) e A
o R Y — = L;L-" —f H ll — =10 |\,'_::23
i) a \

1] ]
darstellen®). Durch Vergleichung der nnteren dieser heiden Gleichungen mit der Gleichung (38),
welche fiir die Fliche (22) die besondere Gestalt

il )

annimmt, erhiilt man fiir die Coordinaten der Berithrungspunkte
(M—1) « 2Ad B
=T : J_ == L s j = Bt j__.] = [53)
(A 4+1) F1 —¢ (A1) — V1 —e?
*} Diese Gleichung (52) Msst sich nnmittelbar anf die Gleichung (28) zucickfibhron und somit darthon, dass
auch die Gleichung {23) alle Tangentialebenen darstellt, mithin auch die ihy vorhergeheaden Gleichungen alle Graden des
Hyperboloids,
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Die Gleichungen der beiden Graden, welche dieselbe Ebene mit der Fliche (22)
gemein hat, sind

& ¥—1 i 0 ) Z £
o= P @i R e
R—1)e—20¥1—e  (E—DVI — &+ 2 W41 25 .!.
; (D) ]
& 3 ) Y 2 A z g Ji
& B+ 1) V1 — & & (241) V1 —¢ T Vi — ¢
und : s = — _ — e
M —1)e422¥1 — ¢ (ME—1)V1 — e — 2 W]

Die Ebene (50) wird Tangentialebene der Fliche (24), wenn

2= (M 4= 1)7 (& — 7). (55)

Diese Gleichung ergibt nur dann relle Werthe fiir », wenn c* = 1, Wemm ¢® = 1 ist, so0
schneidet die Ebene (50) die Fliche (24) in einer Hyperbel, welche sich nie auf zwei grade Linien
reducirt. Wenn &* = 1 ist, so schneidet die Ebene [50) die Fliche (27) in einer Ellipse, welche auch

imaginiir werden kann, und welche in dem Falle, wo = die Bedingung (55) erfiillt, sich auf einen
Punkt reducirt. Jede Berithrungsebene der Fliche (24) lisst sich also dureh die Gleichung

¥ —1 2% e (M1 ——
e P —i- ——:— gr— £ ";’F —] e+ (NP4 1)VeP—1=0 (56)

e R T S L M RS

darstellen. Die Coordinaten des Beriihrungspunktes der durch die obere dieser heiden Gleichungen
dargestellten Ebenen sind

(02— 1) 298

iy = S Irl,l'l ——s —_——

- Y T = 57
(22 4-1) Vet — 1 (B4 1) Vet — 1 Ve? — 1 23]

Wenn & = 1 ist, so fallen die Gleichungen (52) und (56) in eine einzige, und zwar in die i
Gleichung (47) zusammen; die Beriihrungspunkte fallen ins Unendliche; die Linien (54) werden X
einander und der Linie (44) parallel. D. h. Alle Graden des Kegels (25) beriihren die Flichen (22) i
und (24) in unendliche Entfernungen; alle Ebenen, welche den Kegel (25) lings einer Graden g
beriihren, beriihren “die Flichen (22) und (24) in unendlicher Entfernung und haben mit der f_ll
Fliche (22) zwei diametral gegeniiberstehende Grade gemein, welche einander und den Graden des 'r\
Kegels parallel sind. "

Hiernach iibersicht man alle gegenseitizen Lagenbeziehungen der in der Gleichung (49) A
enthaltenen Flichen vollstindig, ]

4. Auf ganz gleichem Wege findet man, dass jede Tangentialebene des Ellipsoids (21)

3 gl a2
-?-:- + ':.fl'l_ -_|_ — 1 = 0. (3]:'
v (vht -l‘-
sich durch die Gleichung
B —1 2% g (37 - 1) 2 T i
i Tt Vi g (M41) F1 +e =0 I
& P 2 |
[




darstellen lisst, und dass die Coordinaten der Beriihrungspunkte der durch die untere Gleichung
dargestellten Ebens sind:

=1 a 24P £Y
e R e e e
(2 4 1) V1 ¢ 02 4-1) V1 +¢° V1~ ¢
5. Jede Tangential-Ebene des elliptischen Paraboloids (26)
y* h , @ B
b d ey = (26)
I i
wird durch die Gleichung
X LT gL :J.'-’ s i
& —+= T -t 3 i i U (58)

dareestellt. Es ergibt sich daraus, dass bei dieser Fliche die Tangential-Ebenen nicht paarweise
parallel sind, was bei den vorigen der Fall war. Die Coordinaten des Berithrungspunktes sind

At 1B 2 .y
lo, =— - R HrErs s Y e

Jede der Ebene (58) parallele Ebene schneidet die Fliche in einer Ellipse, welche auf der
einen Seite der Tangential-Ebene reell, auf der andern imaginfir ist.
6. Jede Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloids (27)

2 o
y & B s
ng _.E b= ..J.-r;;— =i [.Er:l
wird dargestellt durch die Gleichung
A 73 W — 2
&~ " J =tz '.l.' Ty ',?" == (53)
f ;.

Auch bei dieser Fliche sind also die Tangentialebenen nicht pasrweise parallel. Die
Coordinaten des Bertihrungspunktes sind
22— Af vy

£y = — < = i =— —w— 2 =
1 2 .J'll ;) i b PJ

(=

Die Tangentialebene hat mit der Fliche ausser dem Berithrungspunkte zwet Grade gemein,
deren Gleichungen sich folgendermassen schreiben lassen:

z P ) o A 2 [T
A — i O P [ { Goe = A = 0
. (60)
& h— i X 2 1
Aeoul oyt e = sl = —
A+ p 2 B ] T i)
e L re ; : it ] F:
Fs igt sofort ersichtlich, dass die erste der beiden Linien der Ebene —g— 4+ — =0
¢ 7
parallel ist, die zweite der Ebene r; — . — 0, Die siimmtlichen Richtungen der beiden Systeme
L-‘ [’

von Graden des Paraboloids (27) sind also in diesen beiden Ebenen enthalten. (Vgl. § 7 B. 2).
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7. Aus § 8 3. ergiebt sich, dass jede Ebene, welche deén graden Linien eines Cylinders
parallel ist, als eine Berithrungsebene des Cylinders angesehen werden muss. Der Beriihrungs-
punkt liegt im Allgemeinen in unendlicher Entfernung. Die Ebene hat im Allgemeinen zwei parallele
Grade mit dem Cylinder gemein, welche reell und verschieden oder imaginir sein und im Grenzfalle
zusammenfallen kénnen. In diesem Grenzfalle nennt man die Ebene im engeren Sinne eine Tan-
gentialebene des Cylinders. In diesem Sinne ist die Gleichung jeder Tangentialebene des elliptisehen
Cylinders (29)
A . Tara—
—y+ — 2+ VP =0, (61)

|

-lJ

und die Linien, lings deren die Beriihrung stattfindet, haben die Gleichungen

wo die Zeichen einander entaprechen,
In demselben engeren Sinne ist die Gleichung jeder Tangentialebene des hyperbolischen
Cylinders (30)

b 1 e o
= Y— o E T i (62)
~ | )
und die Gleichungen der Beriihrangslinie

1 A g 1,

g od s e

o oA 0 = w0

=] Var — 02 | ]"’.h" — p?

Ebenso ist fiir den parabolischen Cylinder, dessen Gleichung wir des Anschlusses an die
letzten Entwicklungen wegen etwas anders wie unter (35) schreiben wollen, nimlich

iy it
S92 =0
22 5
die Gleichung der Tangentialebene
na
Y+ pe— e =10, (63)

- Ly
2 1o

und die Gleichungen der Beriihrungslinie sind

g2 2
iU = —x ;= e o
Y 1.0 2k b

§ 10. 1. Unter welcher Bedingung stellt die Gleichung (1) einen Kegel dar?
Die nothwendige und geniigende Bedingung dafiir, dass die Gleichung (1) einen Kegel
ist die, dass sie sich durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten in eine homo-
gene Gleichung zweiten Grades verwandeln lasse. (Vel. § 7 A. 11 2), — Die Bedingung dafiir ist
die, dass sich drei Zahlen p. g, # so bestimmen lassen, dass

darstelle

Pt gtag?—+ ay==0
gy Pt Quy f = Qgg 1 =t Ay =10

gy P~ Gag f = Gag 7" - gy = 0

und Fflp o) =0.

i
|
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Die letzte Gleichung geht unier Voraussetzung der drei ersten in die
AP tapgtagr+a,=>0

iiber, und die Bedingung, dass diese mit den drei ersten zusammen hestehen konne, ist die, dass

Gy Ogp gy gy
€ a £€r [
1 oy oy @y o
1 = 0. (64)
3y Ogn gy dgy |
Ty fyg gy Gy |

2. Unter welchen Bedingungen stellt die Gleichung (1) ein System zweier
Ebenen dar?

Diese Frage ist gleichbedeutend mit der: Unter welcher Bedingung ist die allgemeine
Function zweiten Grades mit drei Variabeln in zwei lineare Factoren zerleghar? Die Behandlung
dieser Aufgabe wird einfacher, wenn wir die homogene Function zweiten Grades mit vier Varia-
beln behandeln. Der Uebersicht wegen wollen wir die Bedingungen der Zerlegbarkeit fir homogene
Functionen zweiten Grades mit zwei und mit drei Variabeln voranstellen.

Die Function @y 2% Goy #)° + 2045 Ty @y (65)
ist stets in zwei lineare Factoren zerlegbar; dieselben sind reell, wenn a,0® — @y, g = 0 ist.
Die Funetion
Ay &p* = Qgy @' - g3 2%+ 24y 7y Ty + 2044 Ty Ty - Dagy By (66)

ist in zwei lineare Factoren zerlegt, wenn 6 Zahlen %, #y %3 %; Ay A4 gefunden sind, so dass die
Funetion (66) identisch gleich wird der Function

(g @y - %oy = g @) (Mg @y = X @y - Dg 7). (67)

Zwei lineare Functionen, wie die beiden Factoren von (67) lassen sich im Allgemeinen
durch die linearen Substitutionen

o=y Py @y &g = &g — Pa &y &y = 2y (68)

auf die Formen »; &' —+ %y 2" und X, @, —+ A, &, zuriickfihren, indem man p; und p, so be-
stimmt, dass
M PrF R Pyt =0}
Mpr-+2apg+ 3 =0
Dies ist immer auf endliche und bestimmte Weise moglich, sobald nicht %y : &y = %5 : Aa
Da die Funetion (67) in Bezug auf 2, @., 2, homogen ist, so folgt hieraus, dass mit Ausnahme des
Falles, wo %, : &y = 2y : &y = 2, : ), ist, wo also (67) das Quadrat einer linearen homogenen
Function der drei Variabeln ist, sich diese Function stets in ein Product zweier linearen Functionen
mit zwei Variabeln fransformiren 1isst
Wenn also die Function (66) nicht ein vollstindiges Quadrat ist, d. h. wenn nicht
gleichzeitig
Oys® — g Gy =10 Gy — gy dgy =10 Ggy? — Gog Gy = 0

ist, wo dann die Zerlegung von selbst ausgefiihrt ist, ist die Bedingung der Zerlegharkeit keine

andre wie die, dass sich die Function (66) durch Substitutionen von der Gattung wie die (68) anf
4




swoi Variable zuriickfihren lisst. — Es sei inshesondere ay® — @y agp - 0, Was sich bei der I
i |
Homogeneitit der Function ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen lasst.  Ks ergibt sich i

als Bedingung der Zerlegharkeit

11 Mg G913

ey (gg oy =i} (69)

S

| gy COga (Og3

und als Bedingung der Realitit der Zerlegung die, dass @yg" — ayy gy = 0 ist.
Durch ganz gleiche Schlisse gelangt man zu der Bedingung der Zerlegbarkeit der homo-

genen Funetion

r - Bt i P S % v ) oy £ Y g i =K
gy @y - Ggy @4 1 Gy @5~ Oy B Detyg ) @y + 2055 @y Ty - 26y Ty 2y

—+ 2agy gy = ety Ty By

Falls dieselbe nicht ein vollstindiges Quadrat, falls also nicht gleichzeitig

ayg® — Gy Ay = 0 Gt —ay Gy =0 ay" —ay @y =0 tgg* gy g3 =0
rl'.‘,_;': — Lot fIdh =— 0 {I!':”"' — gy 'dyy — 0

ist, in welchem Falle die Zerlegung von selbst ausgefiibrt ist, falls also inbesondere

@00 — @yy @y — ist, s0 wird die Function zerleghar sein, wenn sie sich durch die Substitutionen
- 1 ! r i ' & 1 r . — -
By=ay + P ¥ Tg=Ty P2y W= =Pl BT
anf eine homogene Function der drei Variabeln @', @y, @; zuriickiihren liisst und wenn diese
Function zerlesbar ist. — Die erste Bedingung erfordert, dass py, py, Py 50 Lestimmt werden, dass
] g =] ,ll | & f‘. |Il 3
Ay Py == e Pa = Gy Py Ay =0
ey ™y —+ fag Pa = ey P3 -+ = LI’ Py
o - L 3 Y {T1)
Ggg Py =+ Gga Pa -1 833 Py B — “&

. i Sl T |
fyq Py g Pa T Gyg Py gy =0

Damit das moglich se1 muss

Gir @1 Gy g |
gy (Gay duy iy
Oy Ggp fgg iy

gy g - Gy B4y
gein. Damit die dadureh erhaltene Function zerleghar sei, muss

| ®1 Chg Gy |
| =0 (73)

Uy (aa  CGoy

: Gqy Hga g |
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niliche Werthe fiir py, pg Py ergeben, miissen die nenn iihrigen

gein, Damit die Gleichungen (71) e
Die zehn letzten

Unterdeterminanten dritter Ordnung der Determinante (72) einzeln Null sein.
Bedingungen lassen sich im Allgemeinen auf zwel unter ihnen zoriickfithren.
Wenden wir die gewhnliche Bezeichnung an, wonach diejenige Unferdeterminante dritfer

Ordnung der Determinante (72}, welehe in ihr mit ey, multiplicirt ist, o« heisst, so sehreibt sich

die: Bedingung (73)
gy = 0.
Die Bedingung (72) und (73] und die Jedingung gy =— 0 haben die fibrigen acht zur

Folze. — Denn (s. Baltzer Determinanten 2. Aufl. § 6. 5), da vermige der Bedingung (72)

%y %y %11 %14 Lag Do Gog Ty Ggg Yy
5 ] =1 r X — 4 i — Al i : = 0 s 3 =
Uy Ky Ly Ly4 | Otag Clgg hay Sy oy Ty
so folgt aus den Bedingungen oy = 0 8y = 0
g — 1] g — U Lgy = 0 (1] el — (i
Ferner ist thyy %y —Hage 2y =10
@is Uy~ Ay tgg =0
R =
P @ya tgn
Folglich Ry = — —

mithin
,r.”. — i)
Demnach ist vermége der Gleichung oy, ttag — %ya" = 0 jedenfalls eine der beiden Zahlen
= &L 12 »
etyy und cigs Null; es sei agg =0, s0 ergiebt sich ayy o = 0 also mit Ausuahme des besonderen
Falles, wo @,, = O is, ist auch &;; = 0. Die Bedingung der Realitit der Zerlegung ist die, dass
g — Gyy Qe = 0 8k

Setzt man von den Variabeln der Function (70) eine gleich der Einleit, die drei andern

gleich @, y, 2, so gelangt man zn einer Funetion von der Form (1) und demnach stellt die

wllen Ebenen dar, wenn die Bedingung (72) (vel. 6i4) ecfill

Gleichung (1) ein System zweier 1
ist. wenn ihre Unterdeterminanten dritter Orduung einzeln Null sind, welche letzteren zelm Bedin-
0 oder

TR L]

gungen sich im Allgemeinen auf zwei zuriickfiihren lassen, und wenn a;s°
@4 gy — @y5° = 0 ist oder eine der vier iibrigen analog gebildeten Bedingungen erfillt ist.

Die weitere Ausfithrung der Grenzfille unterlassen wir hier, weil sie fiir unsere Zwecke
nicht erforderlich ist.

§11. Die Kreisschnitte der Flichen zweiten Grades.

In § 7 sind schon einige kreisfirmige Schnitte yon Flichen zweiter Ordnung erwihnt

worden. Es sollen hier allgemein die Bedingungen erdrtert werden, unter welchen ebene Schnitte

— Ts soll dabei zungichst der Fall der Umdrehungs:

von Flichen zweiter Ordnung Kreise sind.

fliichen ausgeschlossen sein, wm am Schlusse erledigt zn werden.
_al#'
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Wenn ecine Fliche zweiten Grades von einer Ebene in einem Kreise geschnitten wird, so
lasst sich durch diesen Kreis eine Kugel legen. Bezeichnet man die Gleichung der Fliche mit 7 — ¢
und die der Kugel mit U, = 0, so stellt A U + U, = 0 jede Fliche zweiten Grades dar, welche
alle die beiden gegebenen Flichen gemeinsamen Punkte enthilt. Es kann also % auch so bestimmt
werden, dass AU 4+ U, = 0 eine Fliche darstellt, von welcher die Kreisebene ein Theil ist, d. h.
dass sie ein System zweier Ebenen darstellt. Dureh diese Erwiigung soll die vorliegende Frage
gelist werden,

1. Es sei die Gleichung eines Ellipsoids

x? .?Lj a2

z o g e ']
o e

Die Gleichung der Kugel ist, da wir rechtwinklige Coordinaten voraussetzen,

(#—afP 4 (y — P+ (g —2) — 2 =0.

Folglich ist die Gleichung der Flache zweiten Grades, welche die beiden Flichen gemein-
samen Pupkte enthilt

s

(E“’_ S } s { Ir -+ 1 j ¥t { f = ) B — v — %Yy — 2 2+ 2y

+ 5t — (B4l =0 (74)
Die Function auf der linken Seite ist kein vollstindiges Quadrat. Wenden wir auf diese

Gleichung die bisherige Bezeichnung an, um die Bedingungen dafiir zu ermitteln, dass sie ein
System zweier Ebenen darstellt, so hat die Bedingung 2,, = 0 hier die Form

(& +1) [+1) (3+1)-0

Da @, B, ¢ von einander verschieden sind, so kann nur einer der drei Factoren Null sein;
es sei A = — P, — Die Bedingung ,, = 0 heisst hier

yi (o — B (o — B9 =0

und ergibt 4, = 0. Dadurch ist die Bediogung (72) erfiillt. Die Bedingung %99 = 0 ergibt dann

g q

\ by £ | o

Tt T 5 : [T BN b L AR l||' ll\.{"]J
gf __ f42 .ra 15 ._:.

Hiermit sind alle Bedingungen der Zerlegbarkeit erfiillt. Durch Substitution der gefundenen
Werthe in die Gleichung (74) nimmt dieselbe folgende Gestalt an
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Die Bedingung der Realitit der Zerlegung der Function links ist, dass
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ist, d. h. dass & der Grisse nach zwischen % und y liegt; wir bezeichnen demnach wieder wie
frither mit o die grosste, mit v die kleinste Halbaxe. Durch Zerlegung erhalten wir die Gleichung

(76)

Es gibt demnach zwei Systeme von unendlich vielen Ebenen, welche das Ellipsoid in
Kreisen schneiden; die Ebenen des einen Systems sind einander parallel, ebenso die Ebenen des
andern Systems; die Ebenen beider Systeme stehen auf der Ebene der grissten und kleinsten Axe

schiedenen

senkrecht; sie sind also alle der mittlern Axe parallel; je zwei Ebenen, welche wve
Systemen angehoren, bilden sowohl mit der lingsten wie mit der kiirzesten Axe gleiche Winkel.

Die Ebenen, welche in der Gleichung (76) enthalten sind, sind simmtlich reell, wie auch
iy, &1, . h. wo anch der Mittelpunkt der Kugel gewiihlt werden mige, aber sie schneiden nicht
immer das Ellipsoid in reellen Kreisen. Zuniichst ergibt die Gleichung (75), dass die Kugel nur
dann reell ist. wenn

s el 0
L ;:"‘
d. h. wenn der Punkt @, #; auf der konvexen Seite der Hyperbel
e e
3 TrA e — k=10 (77)
[ S "
liegt. Diese Hyperbel ist der Ellipse
2 o3
i &
af T T 1=0
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Fiir jeden Punkt der Hyperbel, insbesondere fiir die eben bezeichneten vier Punkte, welche
man Nabelpunkte des Ellipsoids nennt, ist der Radius der Kugel Null; in den vier Punkten
selbst ist jedesmal eine der Ebenen (76) Beriihrungsebene. Aber auch wenn der Punkt @y, 2, auf der
konvexen Seite der Hyperbel (77) gewdhlt wird, hat die Kugel deshalb noch nicht einen reellen Kreis
mit dem Ellipsoid gemein. — Damit die durch den ersten Factor der Gleichung (76) gegebene
Ebene das Ellipsoid treffe, muss, vermiige der Gleichung (61) der Punkte ., 2, innerhalb des durch
die Doppelgleichung
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in der XZ-Ebene gegebenen Parallelstreifens liegen; diese beiden Graden beriihren die Hyperbel in
zwei diametral entgegengesetzten Nabelpunkten und stehen auf der einen Gruppe der Ebenen (76)
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senkrech. Ebenso, damit die durch den zweiten Factor der Gleichung (76) zegebene Ehene das
Lillipsoid treffe, muss der Punkt @y, =y innerhalb des durch die Doppelgleichung

f e =T i e
S e o VEvEr {79)

gegebenen Parallelstreifens liegen. Diese beiden Graden berithren die Hyperbel (77) in den beiden
andern Nabelpunkten, und stehen anf der zweiten Gruppe der Ebenen (76) senkrecht. Die Linien
(78) und (79) umschliessen einen Rhombus, dessen Eckpunkte in der grissten und kleinsten Axe
liegen. — Wiihlt man den Punkt @, 2; im Iunern dieses Rhombus, so schneidet die Kugel das Ellip-

soid in zwei reellen Krei

ey withlt man ihn in einem der Eckpunkte, so beriihrt die Kugel das
Ellipsoid in zwei Nabelpunkten; wiihlt man ihn ansserhab des Rhombus aber auf der konvexen
Seite der Hyperbel (77), so wird einer der beiden Kreise oder werden beide imaginiir: eine der beiden
Ebenen (77) oder heide treten dann zu der Kugel und dem Ellypsoid in dieselbe Beziehnng, welche
schon in den Elementen in der Ebene gleicher Potenzen (Chordalebene) zweier Kugeln oder in der
Linie gleicher Potenzen (Chordallinie) zweier Kreise vorkommt. Wenn der Punlkt &y, 2y anf der
konkaven Seite der Hyperbel gewihlt wird, so erscheinen die Ebenen (70) als Triiger der gemein-
samen (imaginiren) Punkte eines Ellipsoids und einer imaginiiren Kugel,

Je zwei Kreisschnitte der beiden verschiedenen Systeme liegen aufl einer und der-
selben Kungel.

Wenn man von der Beziehung der Kreisschnitte zu der Kugel absehen will, so kann man
die Gleichungen der Ebenen (76) kiirzer schreiben

Diese Ebenen schneiden das Ellipsoid in reellen Kreisen, sofern p® resp. ¢ < o —
2. Fiir das einschalige Hyperboloid

o o o
at g2 =2
= iy { '-lfru -_II l = L]
e R -

ergibt sich anf gleichem Wege Folgendes. Unter der Voraussetzung, dass = < & se
Kugel, deren Mittelpunkt in der XZ-Ehene liegt und die Coordinaten
durch die Gleichung

meidet jede

&y, &y hat, und deren Radins

(80)
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Diese Gleichungen kann man abgekiirzt schreiben

wo p und ¢ alle Werthe annehmen kiinnen.

3. Fir das zweischalige Hyperboloid

L o
R Tt el i
o NELrTEI T._, + 1=

ergibt sich ebenso: Wenn # = 5 ist, so schneidet im Allgemeinen eine Kugel, deren Mittelpunkt
in der XZ-Ebene liegt und die Coordinaten @y, 2, bat, und deren Radius dureh die Gleichung

o

dche in zwei Kreisen, deren Ebenen die Gleichungen (80) haben. Wenn der

bestimmt ist. die F
Punkt 2y, 2, ansserhalb der Ellipse

e ) (82)

schneidet. so ist die Koeel veell. Wenn derselbe Punkt ausserhalb der beiden Parallelstreifen liegt,
die von den Linien gebildet werden, welche die Ellipse (52) in den Punkten (83) berfihven und auf
den Ebenen (80) senkrecht stehen, so schneidet die Kugel das Hyperboloid in zwei reellen Kreisen.
— Die Ebenen (81) schoeiden das zweischalige Hyperboloid in reellen Kreisen, wenn p* resp.
9t =« -2 ist.

4, Wenn in dem Kegel

ik e 5

S }r =]
% < [ ist, s0 schneidet jede Kugel, deren Mittelpunkt in der XZ-Ebene liegt und die Coordinaten
@y, £ hat, und deren Radius durch die Gleichung

s

= 4 1= ued \

bestimmt ist, die Fliche in zwei reellen Kreisen, deren Ebenen die Gleichungen (80) haben; schreibt
man diese Gleichungen in der Form {81), so sind p und g keinen Grenzbedingungen unterworten,

5. Wenn in dem elliptischen Paraboloid
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4 N ] . {
&% = ~ ist, so schneidet im Allgemeinen cine Kugel, deren Mittelpunkt in der XZ-Ebene liegt und i
i ? 5 §
die Coordinaten @, z, hat, und deren Radius durch die Gleichung |
( 2 2 o
T el PG S e IS i
PR = b) 82 § l
. i

bestimmt ist, die Fliche in zwei Kreisen deren Ebenen folgende Gleichungen haben:

(g 2 i \ L
/2 — oy I
prelein |+ =0
Y a3 Va2 — 2 ]
Hi Lt : (84)
(RHi L Ve — o B o vz A j
I § !- e = ! :_( & _IT-‘L)_ 55 = .,=
i it : ; i
ki bl Wenn der Punkt @, #, ausserhalb (auf der convexen Seite) der Parabel
PE= i 00 -
.|
tih o 7 2
- — 2 5 — =0 85
i :52 =D .[,2 3 32 {L }
il
i L liegt, welche der in der XZ-FEbene liegenden Parabel confocal ist und dieselbe in den Punkien
ko 1“}35 A a? Ryl
el e 11 | el N i 36
! = — o% S Vit — (86)
¢l schneidet, so ist die Kugel reell; dariiber, ob die Schnitte der reellen Kugel und des Paraboloids reell
LR A sind, entscheiden die beiden Linien. welche die Parabel in den Punkten (86) beriihren und anf den
i Ebenen (84) senkrecht stehen. Liert der Punkt &, z; in demjenigen Winke! dieser beiden Linien in
{ i/ = 13 =1 ¢ =
i ; 1N welchem die Parabel (85) liegt, so ist keiner der beiden Kreise reell, liegt er im Scheitelwinkel, so
i | 144111 §] sind beide Kreise reell; liegt er im Nebenwinkel, so ist einer der beiden Kreise reell, der

andre imaginiir.
Schreibt man die Gleichungen (84) abgekiirat

p‘gu"'_ ] % T 3
a4+ ————z-4+dp=20 r— — g4 dag=10
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so werden die Ebenen mit dem Paraboloid reelle Kreise gemein haben, wenn p resp. ¢ =

Das hyperbolische Paraboloid hat keine Kreisschnitte.
6. Wenn in dem elliptischen Cylinder

ot e m———————
T T L=

y? 2 '
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: iR f* = o? ist, so schneidet jede Kugel, deren Mittelpunkt in der XZ-Ebene liegt, deren Mittelpunkt |-.
“:.- il die Coordinaten @, z, hat, und deren Radius durch die Gleichung A
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bestimmt ist, die I'liiche in zwei reellen Kreisen, deren Ebenen die Gleichungen

(T
& i' == “_{f & — e :,"1 =)
b
V7 ——- -
@ I-I-‘ [ gt — —-#i=20
1 Vg — 2
i 3 i’
haben.
Schreibt man die Gleichungen abkiirzend
T (o
;r-—L'—” g4+p=0 ¥4+ ——— g+ qg=0

so sind p und ¢ keinen Grenzbedingungen unterworfen.

Der hyperbolische und der parabolische Cylinder haben keine Kreisschnitte.

7. In allen Revolutionsflichen mit Ausnahme der Kugel gibt es nur ein System von
Kreisschnitten, deren Ebenen siimmtlich parallel sind und die alle auf der Rotaxionsaxe senkrecht
stehen. Die Mittelpunkte der Kugeln, welehe die Fliche in Kreisfliichen schneiden, liegen alle in der
Rotaxionsaxe; ilir Radius ist nnbestimmt. — Die Kugel wird von jeder Ebene in einem Ereise
geschnitten,

Die vorstehende Abhandlung gibt im Wesentlichen den Gang, nach welchem ich seit
mehreren Jahren in der Ober-Prima nnsrer Anstalt die Fliichen zweiter Ordnung behandelt habe, —
In unserem Unterrichfe in der analytischen Geometrie handelt es sich darum, dass der Schiiler sich
innerhalb gewisser, immerhin enger Grenzen Verstindnis der amalytischen Methoden und eine
gewisse Fertigkeit in ihrer Anwendung aneigne, dass er zugleich lebendige und fruchtbare geome-
trische Anschauungen gewinne und die geometrischen Beziehungen mit Leichtighkeit in den Gleichun-
gen erkennen lerne. — Fiir diesen Zweck sind die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes
hesonders wichtig, die Anfangsgriinde der Lehre von den Fliichen zweiter Ordnung besonders fracht-
bar. — Der Masstab dafiir, wie weit darin zn gehen ist, wird dadurch gegeben, dass die Schiiler
unsrer obersten Klassen befihigt werden sollen, ihre Studien auf den polytechnischen Hochschulen mit
Erfolg fortzusetzen und zu vollenden, — Dazu ist, wenn diejenigen Ziele, welche der Versin deut-
scher Ingenieare in seiner trefflichen Denkschrift: ,Principien der Organisation polytech-
nischer Schulen® anfgestellt hat, wirklich erreicht werden sollen, unerlisslich, dass die Schiiler
eine griindliche und umfassende allgemeine Bildung und fir den ihren Fachstudien zuniichst
liegenden Wissenschaftskreis eine so tiefzehende specielle Vorbereitung erhalten, dass sie selbst-
stiindig wissenschaftlich arbeiten kénnen und im Stande sind, inshesondere die Mathematik als die
Sprache und das stets bereite Werkzeug der technischen und Naturwissenschaften handhaben zu
lernen. — Wie unsere Anstalt beiden Aufgaben der Vorbereitung fiir die hoheren technischen
Studien, welehe meines Erachtens in § 2 der oben genannten Denksehrift nicht hinreichend betont
sind, gerecht zu werden sucht, geht im Allgemeinen aus den Schulnachrichten hervor. Die
vorstehende Abhandlung hat diesem Bilde nach einer Seite schiirfer ausgepriigte Ziige geben wollen,
wie es in dem vorletzten Programm nach Seite der Chemie geschehen ist und demniichst hoffentlich
auch pach anderen Seiten geschehen wird.

Gallenkamp.
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