Zur Theorie der linearen Differenzialgleichungen mit
verinderlichen Coefficienten.
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hach dem gegenwirtigen Standpunkte der W issengchaft stellt man sich in der Theorie der

Differenzialgleichungen nicht sowohl die Aufgabe, eine spoebene Differenzialgleichung auf Qua-

drataren zuriickzufiihren, als vielmehr die, den Verlauf ihrer Integrale, fir alle Puukte der Ebene,
d. 1. fiir alle Werthe der unbeschrinkt Verinderlichen aus der Differenzialgleichung selbst abzu
leiten. Die Analysis lehrt eine Funktion determiniren, wenn man das Verhalten derselben in
der Umgebung derjenigen Punkte ermitteln kann, fiir welche sie unstetig oder mehrdentig wird.
s ist daher die wesentliche Aufeabe bei der Integration einer gegebenen Differenzialgleichung,

die Lage dieser Punkte und dag Verhalten der [ntegrale in deren Umgebung festzustellen.

In diesem Sinne haben Briot und Bouguet im Journal de I'école polytechnique cah. 36 die Diffe
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renzialgleichungen der Form F [ i, f"-r- } — g behandelt, wenn # ( ; f ] gine ganze Funk-
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tion von y und f"- bedentet. -— In den Abhandlungen der Societit der Wissenschaften zn GOt
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tingen yom Jahre 1857 hat Riemann die Differenzialgleichung hergeleitet, welcher die durch
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die Gauss'sche Reihe F (a, B, v, @) darstellbaren Funktionen geniigen ; und man kann umgekehrt
die dortige Abhandlung als eine solche ansehen, wodurch die Integration jener Differenzial-

gleichung geleistet ist. — Im Folgenden grlaube ich mir einige Ergebunisse einer iiber lineare

Differenzialgleichungen mit verinderlichen Coefficienten angestellten Untersuchung mitzutheilen,

zu welcher ich durch das Studinm der Riemann'schen Abhandlumg veranlasst wurde. Esergab
sich hierbei ein fiir alle linearen Differenzialgleichungen giiltiger Satz (No. 3}, der naturgemiss
ein Problem herbeifiihrt, welches in No. 4 und No. 5 behandelt ist, ein Prohlem, durch dessen
Losung eine gewisse Klasse linearer Differenzialgleichungen abgeschlossen wird. Zu dieser
Klasse gehort als specieller Fall die von Rienwann in der ehenerwithnten Abhandlung erhaltene
Differenzialgleichung, so dass die Eigenschaften der durch die (Gauss'sche Reihe darstellbaren
Funktionen. von denen Riemann ausgeht, auch von einem anderen Gesichtspunkte aus, als den-
selben characteristische erkannt werden (No. 6). — Es ist auch von Interesse, dass zu derselben

Klasse von Differenzialgleichungen auch diejenigen linearen Differenzialgleichungen gehdren,
denen nur algebraische Funktionen geniigen (No. 7). — Im Sommer 1863 hielt Weierstrass

eine Vorlesung iiber Alel'sche Funktionen, worin er als Einleitung die Fundamente der Theorie

der linearen Differenzialgleichungen entwickelte. Dieser Vorlesung werde ich mich in der Art
der begrifflichen Feststellung der Infegrale einer linearen Differenzialgleichung, wie sie in No. 1
angedentet ist, im Wesentlichen anschliessen. — lch bemerke schliesslich, dass ich mich im
Folgenden auf solche lineare Differenzialgleichungen beschrinke , welche kein von der abhiin-
gigen Variabeln und ihren Ableitungen freies Glied enthalten
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eine lineare Differenzialgleichung " Ordnnng, deren Coefficienten Pis Pas - P Funktionen
von & 8ind, die innerhalb eines einfich zusammenhangenden Flichentheils 7' der # Ebene nur
in einer endlichen Anzahl von Punkien unstetig werden, im Uebrigen aber innerhalb dieser
Fliche eindentig und continuirlich sind. Diejenigen Punkte innerhalb T, fiir welche eine oder
mehrere der Funktionen p unstetig sind, werden wir im Folgenden, nach dem Vorgange von
Weierstrass, singulire Punkte nennen. — Es sei ferner @, irgend ein Punkt in 7" und um
denselben ein Kreis beschrieben, welcher sich bis zom niichsten singuliren Punkte erstreckt, so
bezeichnen wir das durch diesen Kreis abgegrenzie Flichengebiet, ebenfalls nach Weierstrass,
als die Umgebung des Punktes x,

Ist nun &, ein Punkt, der nicht zu den singuliren gehiivt, so giebt es innerhalb T eine in
der Umgebung desselben iiberall endliche, eindeutige und continuirliche Funktion y, welche der
79 .l,r'“ !
Differenzialgleichung (1) genfigt und so beschaffen ist, dass y, ei” : ';‘t’:: .'J’r :_]
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beliebig gegebens Werthe annehmen. Dieses ldsst sich folgendermassen beweisen;

In der Umgebung von &, innerha

fir & = @,

b T seien die Maxima der Moduln der Funktionen p,,
Doy ooe P vesp. Mo, My, oo My, Ist @, der dem Punkte @; zuniichst liegende singulire Punkt,
und setzt man mod (&, — &,) = », und

so ist bekanntlich (s. Bidot et Bowguet Journal de V'école polytechnique cah. 36 pag. 137) fiir
jedes ganzahlige a
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mod ( ag, ) < [ rl‘l?,‘ ) mod ( -"E*""-’- ] = (_d e ) s .. mod [ 4 ) <= (lrl?"" )
dat L v dat \ (dat da® da [ d ot f
wo wir mit ( f(@)), den Werth einer Funktion f(a) fiir & = a, bezeichnen.
Die simmtlichen Ableitungen einer der Differenzialgleichung (1) geniigenden Funktion y
Iassen sich aunf die Form bringen:
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g = e U)oy,

worin die Grissen 9 sich aus den Grissen p und deren Ableitungen durch die Operationen der
Addition und Multiplication zusammensetzen.

Man bilde nunmehr die Differenzialgleichung

110 m—1 Ni—d
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s0 lassen sich die simmtlichen Ableitungen einer derselben genifigenden Funktion # in der dhn-
lichen Form
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darstellen. Die Grissen B werden aus den entsprechenden Grossen U abgeleitet, indem man
an die Stelle einer jeden Funktion p und ihrer Ableifungen die entsprechende Funktion o und
ilire entsprechenden Ableitungen setzf. Hierans folgt, dass d

B(xo) = mod Wlay), Blay)' = mod Mlap), ... Blag) = mod Nlw).
al a3 i

al ad it i ar

Wenn sich daher eine in der Umgebung von 2, eindentige, continnirliche und endliche Funktion

% bestimmen ldsst, derart, dass sie der Differenzialgleichung (3} geniigt und dass fiir @ = a,
m—1
A dw  d*u d u L it
(1= 1 s e . beliebig gegebene positive Werthe annehmen, so
da ida w  da™ Oy

existirt auch eine in der Umgebung von a, eindentige, continuirliche und endliche Funktion y
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von der Beschaffenheit, dass sie der Differenzialgleichung (1) geniigt, und dass y, — 75
8 e 5 cl [
wi—1
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R = fiir & = @, beliebig gegebene Werthe annehmen,
(o4 %
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Setzt man ———*- = z, so lisst sich die Differenzialgleichung (3) auf die Gestalt
bringen :
" m—1 =g
Y d 1 d w d w
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(8% (L z) dam M i T 4~ M,y dan=1 -1 4 Mo 7™ 2.
Vearsucht man dieser Differenzialgleichung durch eine Reihe & = :1 ' zn gemigen,

so findet man fiir jeden ganzzahligen Werth von & die Relation:

(m—k) (m=4k~—1) ... (£4=21) by =

(mA-k—1) (m—+-k—2) ... (A1) [e-+M o] biusr

—+ M, (m-k—2) (m4-E—3) ... (k4-1). bpsr_a
R o (P Lt
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Nimmt man /
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s Oyy wee Duig positiv an, so sind daher alle Grissen & positiv, und es ist
/P e =:¢._ Wwo ',. eine positive Grisse ist,

Man kann annehmen, dass M, ¢ = m. Denn wenn dieses nicht stattfindet, so bleiben
alle vorhergehenden Sehliisse a pofiori giiltig, wenn man M, so gross annimmt, dass dieser Be-
dingung Geniige geschieht,

Daher ist bz = by file jedes ganzzahlige &, d. h. die Grissen & wachsen mit

b,
ihrem Index, und deswegen ist 7 nicht unendlich, wenn r < g, fiir alle Werthe von 7 und s,
I&'




Dividirt man die Gleichung (5) durch

(m k) m4-&—1) ... &+ 1) . bnie—t,

g0 erhilt man

l‘l.r,__, -k k= 1“‘_. T .'I”n J""! {.-'..., kD ,-1_.'1I. jpard ;”J...,

r'»','” EEd = m -k e L_..m‘_*:,;:-l-]---{;;; —“4-£—1) g Ot iy i (k) (mk—1) ... (k1) b ..-.-.i—.;[

Hieraus folgt

T
lim ———— = 1 fiir k==,
btk

mithin ist

o2

d. h. die Reihe # = Y b, . 2" ist convergent, so lange der Modul®von = kleiner ist als 1 ; oder die
[}
Differenzialgleichung (3) hat innerhalb 7' ein in der Umgebung von 2, giiltiges Integral der Form

m—1
= ; du diu | d u
}_‘ by (z—a,)%, derart dass b, b, b,y ..o bu—q oder auch u,, (_“r";_ )1( o5 ’( =
L ool |1 e (i} sl i

o
beliebige positive Werthe erhalten konnen. —

Hiermit ist die Existenz einer Funktion y von der oben angegebenen Beschaffenheit er-
wiagen. —

Umgiebt man jeden der singuliren Punkte mit einem beliebig kleinen endlichen Kreise, so ist
der iibrig bleibende Theil der Fliche T, der T heissen mige, eine mehrfach zusammenhangende
Fliche. Ziehen wir von jedem Kreise aus eine sich selbst und die iibrigen nicht schneidende Linie,
2. B. eine gerade Linie, bis zur Begrenzung von T, so wird die Flache T'" durch diese Querschnitte in
eine einfach zusammenhangende T zerlegt. Innerhalb dieser Fliche lisst sich die eben definirte
Funktion y nur auf eine Weise fortsetzen, so dass man eine innerhalb der Fliche T eindeutige,
continuirliche wnd endliche Funktion y erhilt, welche der Differenzialgleichung (1) geniigt und

m—=1
: i I 1 S
so beschaffen ist, dass fiir einen Punkt @, dieser Fliche y, —:f-'r‘:-: I}, :}, L) (Je:{ — heliebig ge-
& & i {1

gebene Werthe annehmen.

GGeht man in 7" von &, aus und kehrt nach einer oder mehrmaliger Usherschreitung eines
oder mehrerer Querschnitte nach @, zuriick, so erhalten  und dessen Ableitungen im Allgemeinen
von den urspriinglichen verseliiedene Werthe, Mit diesen als Anfangsw erthen ist innerhalb T
eine im Allgemeinen von y verschiedene Funktion bestimmt. Auf diese Weise erlangt man im
Allgemeinen unendlich viele solcher Funktionen. Denkt man sich die Fliche 7" von unendlich
vielen Blittern bedeckt, alle mit denselben Querschnitten, und jedem dieser Bliitter eine solche
Funktion (einen Zweig) zuertheilt, so hangen diese Blitter lings der Querschnitte so zusammen,
dass wenn @ in der Fliche T einen Querschnitt iiberschreitet, sich ein Zweig continuirlich in
emen anderen der unendlich vielen Zweige fortsetzt, da die Werthe der Funktionen in T zu
beiden Seiten eines Querschnitts im Allgemeinen von ginandir verschieden sind.

Hiermit ist der Verlauf eines Integrals der Differenzialgleichung (1) innerhalb 1 voll-
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stindig bestimmt, wenn in einem Punkte dieser Fliche fiir y, ; ‘beliebig

gegebene Anfangswerthe festgesetzt sind.

2.
ni—1
: : v dy d*y d . y
Wenn man im Pankte o, fir y. prvh il = 1R S e, verschiedene Werthsysteme
da b i ™

festsetzt, so erhiilt man # particulire Integrale v, , v,, . . yw. Wir withlen, was offenbar immer
miglich ist, diese Werthsysteme so, dass die Determinante:

| m=1 m—E
D = | —rf-:{' = -tf- i1 won Yy
r,f! o™ -1 I'{*t,'m' 2
diffs
| o gm—1 hfisE
f ! [
—1 m—13 |
Jf’ .Ffl-* r.ﬁ ,7‘)'1-4 j}'
| o g1 d a—2 ’ :

fiir & = &, nicht verschwindet. Alsdann kann jedes Integral v, welehes dadurch bestimmt ist,
m—=l1
dn  dfn d n
da . dat gl
{m—1)
Mgy Mgy + -+ N, annehmen, als lineare homogene Funktion von ¥,, ¥, ... ¥y, mit constanten
Coefficienten dargestellt werden, also

dass 7, filr # = &, resp. die beliebig gegebenen Anfangswerthe =,

(1) N= €Y =+ Y + =7 CnYn,
WO ¢, €, ... o Uonstanten sind.

Denn unter der gemachten Voraussetzung liefert das System linearer Gleichungen:

Ny == ¢, () eyl F+ -+ Cm (Yn)s

gt T g SR AL Tl [ Gym )

o &, ( = b -+ 2y ( 53 ). o T I S ( g i ]”
: 3 R Ill.'-'l 2l : 4 d”"_'l Mol \

; [m=1) & 4. J"II S :.:._. ik r.lll Iffr;.

s = ¢ ( da™ l.)n u " | g )u i + da™ 3 )_1

fir ¢,, ¢35 ... ¢y endliche und bestimmfe Werthe; und wenn die Funktion » nebst ibven m— 1
ersten Ableitungen mit der Funktion ¢, %, -+ ¢, 4, + +++ - ¢ yn und deren entsprechen-
den Ableitungen fiir # = @, iibereinstimmt, so findet nach der vorigen Nummer diese Ueberein-
stimmung fiir alle Werthe von & statt.

Ein solches System von Funktionen w,, %y, ... ym, fiir welches die Determinante D
in einem innerhalb 7" liegenden Punkte nicht verschwindet, durch welehes sich also alle parti-
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culiven Integrale in der Form der Gleichung (1) ausdriicken lassen, werde ich im Folgenden ein
. 3 dessen Elemente nennen.

Jeder Zweig einer Funktion y kann als ein particulires Integral innerhalb T mit be-

Fundamentalsystem, und 2, i,

stimmten Anfangswerthen angeschen werden. nnd lisst sich daher als lineare homogene Funkfion
yon 4, » Ygs +++ Ym mit constanten Coefficienten darstellen.

Hieraus ergiebt sich der Satz:

Zwischen je m -+ 1 Zweigen derselben Funktion v findet eine lineare
homogene Gleichung mit constanten U toefficienten statt,

Denn e seien ¥, y's Y s oo0 Yy w41 solche Zweige, so hat man folgende m - 1
lineare Gleichungen:

i = ".l .‘)IL "l" Uy y.‘! -i- swa = Cri _'{r'..-.
o= ¢y &Y + A on'Yn
(m) (m) =k m) ()

g o= ey A ey oA On Yu

wo die Grossen ¢ simmtlich bestimmte Constanten sind. Eliminirt man aus denselben die Grissen
Yy Yy -+ Ymy S0 erhilt man als Rliminationsresultante eine lineare homogene Gleichung
zwischen 1, o'y ..yt mit constanten Coefficienten.

U'm einzusehen, ds

155 bei der Bestimmung einer Funktion, welche der Differenzialgleichung
(1) der vorigen Nummer geniigt, der Ausgangspunkt a, gleichgiiltig sei, muss noch gezeigt
werden, dass
die Determinante D eines Fundamentalsystems fiir die ganze I'liehe i
endliech und von Null verschieden ist.

Aus den e Gleichungen:

1 m—1 =2
dy, d iy, d v, Y
dan - P ggm—t gLy o P perves fin vk -+ Pn Y
m n—1 Thi—2
dy, _ . & Y d_y,

5] L - -t T} - SRS W TEE o Yo A
(2) ] Tl P, da-1 = Ps =] - - P Yy

] m—1
d d a,.',,,
da™ oo da™ T e Pm e
folgt: D =
=1 m—1 1i—1 mi
! 1 9, T 1 GYm d
wo D' aus D erhalten wird, wenn man ol 4 e ool S - ‘flj — resp. durch i -
da™1 o™ dae= da™

1y, 1y, :
L r; -!":“' ersetzt. Bekanntlich ist D! die Ableitung von £J, daher ist
o v

dam
d log D
g (= oder
Ji
(3) L=t

wo (eine Constante bedeutet, diednreh die Anfangswerthe von 4,5 %5 « + ¥ und ihven Ableitangen
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fiir & = @, bestimmt und der Voraussetzung gemiss von Null verschieden ist. Da [ p da nui
fiir einen singnliren Punkt unendlich werden kann, so folgt, dass /% und folglich auch £
innerhalb 7' iiberall endlich und von Null verschieden ist.

Hierans folgt auch, dass wenn die Fanktionen y,, .. Y ein Fundamentalsystem

bilden, sie noch ein solches System ausmachen, wenn man jede derselben auf demselben Wege

um singulire Punkte herum big zu dem Punkte z, zuriick fortgesetzt hat.

Die gegehene Definition eines Fondamentalsystems kaon auch duréh die folgende ersetzt

werden :
Ein System von Integralen w,, ",
Gleichung der Form

1 My == Gy My
fiir keine endlichen bestimmten Werthe der

Denn es gei 4, o5 gend

tion), so darf man setzen:

N = Jin¥ T
Ny = Ju ¥, -+
T = I!lrJ.IHL == 2
wo die Grissen f Constanten sind. — Die
Ji1
Jai
I Jm1

darf nicht verschwinden, da sonst zwischen v, =,,

mit constanten Coefficienten Statt finden mi
alle particuliren Inte
i

der Grissen n,, M., . Nl mit constanten
die Determinante

m—1

o T

dam-i

innerhalb " iiberall endlich und von Null verschieden ist,

der beiden Definitionen erwiesen.

isste. Daher lassen sich i, , 9., . .

ile der linearen Differenzia

fm bildet ein Fundamentalsystem, wenn eine

+ = G M= 10

Jonstanten ¢, ¢,, ... ¢y Statt haben kann.

ein Fundamentalsystem (im Sinne der ersten Defini-

Fia yy = Fun Ym
T Y5 == = Jam I
foun WIS __.f',_., i Man s
[Meterminante
e et [
,J’l'i'_' I.".:.-u.

(Y __J'.j'r:ln. |

N eine lineare homogene Gleichung

. m und folglich

gleichung als lineare homogene Funktfionen

Coefficienten darstellen, Dieses exfordert aber, dass

m—a

d ‘n %

d a2 !
S|

d Nim "

H[ g —3 s

Hierdurch ist die Uebereinstimmung

Belkanntlich kann man folgendermassen verfahren, um s particulire Integrale der Diffe-

renzialgleichung

4
4 da™
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yu erhalten. Es sei i, ein particulires Intezral derselben, welches nicht identisch verschwindet,

und man setze

g0 geniigt 2 einer linearen Differenzialgleichung me— 1'*" Ordnung

(5} d .z il Py
\ r ] 1 | L q o . !. S _F' i i 1 f:l
(i-f * = Jlr- rl‘l I"lll._a I‘
Fs sei 7, ein particulares Integral dieser Differenzialgleichung, welches nicht identisch

verschwindet, so ist
o=tz de

ein zweites particuliives Integral der Differenzialgleichung (4). Man setze
2 =z, fudaz,

s0 geniigt % einer linearen Differenzialgleichung m— 2% Ordnung

wi—a m—3 m—4
(6) d d u | d
0] i : b B

=3 1 8 g m—d
da™ aae o™

= nes = P 0.

Ist w; ein particulires Integral dieser Differenzialzleichung, welches nicht identisch ver-
schwindet, so0 15t
o — iz, 1%y da
ein zweites particuliives Integral der Differenzialgleichung (5) und
ifs =0 .JII da -z, [u de

ein drittes particulires Integral der Differenzialgleichung Fahrt man so fort, so gelangt man

schliesslich zu einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung:
4] d

L) " i

il da

und man erhilt auf diese Weise e particulire Integrale der Diffevenzialgleichung (4).

—— L

Wir behaupten nun,
dass die so erhaltenen particuliren Integrale ein Fo ndamental-
gystem bilden.

Ohne der Allgemeinheit zn schaden, nehmen wir m =23 an. In diesem Falle ist die
Differenzialgleichung (6] erster Ordnung. Bildeten nun 4,, Yy, ¥s kein Fundamentalsystem ., so
hitte man eine Gleichung:

(8) T [ 2, dae —+ ey, Jl' da . 2, I|"-.u'._ dy = 0,
Wo ¢,, ¢,, ¢; Constanten sind. Da y, nicht identisch verschwindet, so darf man diese Gleichung
durch y, dividiren; differenzirt man alsdann, so erhiillt man
Oyiey Ly ::J' w, do = 0.

Da z, nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch z, dividiren, und erhilt

alsdann durch Differenziation
¢y wy = U
Da nun w, nicht identiseh versechwindet, so hiitte man ¢; = 0. Es miisste alsdann

&, Yy = Gl JrI &y dp = 0
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sein. Hieraus wiirde auf Shnliche Weise folgen ¢, 2, = 0, und daher ¢, = 0, und folglich
auch ¢, = 0.
Es erciebt gieh also, dass die Gleichung (8) nicht bestehen kann, und dass daher die

auf die angegebene Weise ermittelien Integrale ein Fundamenfalsystem bilden.

).

Nach der No. 1 kommt die Aufgabe der Integration einer linearen Differenzialgleichung
auf die Untersuchung der Frage hinaus, was aus einer durch die Anfangswerthe in einem Punkte aq
bestimmten Funktion ' wird, wenn man sie innerhalb 7"’ um einen singuliren Punkt heram bis
zum Punkte zy zuriick fortsetzt. In dieser Boziehung stellen wir folgenden Satz auf;

Es sei
m ‘r:n—l
; v Y d y
M g T P g T + v Py

eine lineare Differenzialgleichung m* Ordnung, wo fber die Coefficienten p
dieselben Voraussetzungen gemacht werden, wie am Anfange der No. 1, und
a, irgend einer der singuliren Punkte, so giebt es stets ein Fundamental-
system, wovon wenigstens ein Element mit einer Potenz von @ — @, mul-
tiplicirt in der Umgebung von a, eindeutig wird:

Es seiiyy ¢y« 44 Yuiein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung (1), und es méigen
nach einem Umlaufe um den singuliven Punkt ¢, die Funktionen y,, ¥, . .. ¥m resp. iibergehen
in'%,", ¥s's .~ Y S0 hat man nach der vorigen Nummer ein System von Gleichungen:

TR A TR . T i S R
(2) Yy = Uy Y cer == O3m Ym
i = Emi Y1 -+ Zmo Yy T = S Y
wo die Grossen e, Constanten sind.

Es Spi #,, Uy, +-- ¥n ein anderes Fundamentalsystem, w elches mit dem Fundamental-
system 3, Yy, +++ yw durch folgende Gleichungen zusammenhingt:

W, = 0,4 —= s = O i

s == Ot =1 -+ Com Ym
(3) 1 a Y Cam Y

W = Cml Y, o == Oy .

co miissen die Constanten er, so beschaffen sein. dass die Determinante A der Substitution

nicht verschwindet, da auch die Funktionen y,, ¥, --+ 9w lineare homogene Funktionen der
Grissen 1, , &, +++ ity Wit constanten Coefficienten sind.
Durch einen Umlauf um den singuliren Punkt ¢, migen die Funktionen 2,, #;, ++* #m

o
F'i
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resp. iihergehen in 2,’, #,’, --+ w, , so missen die letzteren Griissen nach der vorigen Nummer
lingare homomene Funktionen mit constanten Coefficienten von den ersteren sein. Man findet

diese Coefficienten, wenn man die Substitation (&) mit der Substitution
%1y B Ut Eim
gy gy ' Oom

und die resultivende Substitution mit der Substitution (8)~*, worunter wir die inverse Substitution
von [S) verstehen, zusammensetzt. Es werde die nunmehr resultirende Substitution folgender-

massen bezeichnet:

Ay 4

28 4'1;':'. e Hay,

\ ’-111 -"ll.’r A‘Ijzc v Ay,
{

A 49 --s Aag

.l |1 J‘I

a0 wollen wir beweisen, dass man den Gleichungen

(4) Ap = 0, Ay [ IR B

durch solche Werthe der Grossen ¢. geniigen kann, fir welche die Determinante A und die
Grisse Ay von Nall verschieden sind.
Es sei die aus der Substitution (S) und der Snbstitution (A) zusammengesetzte Sub-

atitution:

i By, Bt Bl e 1Bt o)
-HL-‘] -H H:::: -I“ ’
;: By By Baz - Baw )
| : : : : [
TN \
B, = caittis = cin tes - =T, A
Fer st
1 pA 1 9 \‘ 1 pA )
I'.\I == _l oy .-.\ ""I','I A o Ol |
1 A 1 A 1 3.4
A 0 €¢iq A B¢ A Bems
7 S s g T
A o €1 A .|.'-.-_,: i A O Conm J

Hierans ergiebt sich




Ay =

¢ By : A=l Fy il —+ oo 4 B

Ay = # i~ = + By 7 = e = By e

A = — ¢ By ~+ B + oo 4 By, -

1 a8 84 oA )
A 8 Cm B oma | Be ,,,,,,{
1 AN Y A
A= 1‘ By—— + By —— + -:- + Byy- ;
A By, Bes m,,x,
oder auch |
1 [\e 0i; sais Bpm |
“! - f— i 11 LJ
L A | sl e
cg| "'IH g Cam o3
| |
Crl Crg Cmm
1 I C1m
_4’1 = | 12
4 ..‘!l Oas Oy
i B By,
; i’:“ Cy LA
G Cmd Crm
ete.
A | 1 L !."I.I- Cim
o ll iy [ C2m
i ti 3 |
C 11 a Cm—1

-(!I| = | |

Cml Cim2 iy Crmi

Die ”l"il"ll!l!l!.tl]'ff’ & +]L,l Substitution (A) ist yon Null verschieden, da nach der vorigen

Nummer die Griéssen g, #,, -+ . ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. — Man setze nun
By = LRy e - S Uy Ry A PRI M T TR
H“c = &%y = Cig Ygg =T om0 B = 0L Ciy
(5) By = Oyt 0 e S ) D Cis
"“'-'--‘ = Gy % e G Sam = ki Clm S =20 Gl

wo w durch die folgende Gleichung bestimmt ist:

Ty —w %3 L
%ig Eag Tt e Fm
(6) — 0
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‘

Die Gleichnng (6) liefert immer einen endlichen von Null verschiedenen Werth fir w,
weil der Coefficient der hochsten Potenz w™ die Binheit ist, und weil das von 4 unabhingige
Glied gleich & ist.

[st w gemiiss der Gleichung (6) bestimmt, 50 kann man bekanntlich den Gleichungen I:."}'|
durch Werthe von ¢,;, €,5, -+ ¢un geniigen, die nicht alle verschwinden. Durch solche Werthe
dieser Grossen verschwinden aber die Determinanten Ayz, A -+ A identisch, weil in ihnen
zwei Reihen sich nur durch ginen constanien Factor unterscheiden, withrend die Determinante
Ay dadurch in @ iiibergeht. Da aber die Grijssen ¢,,, €,3,--- Cin Dicht alle Null gind, und da
bei deren Bestimmung die Grissen ¢y, in denen » = 1 1st, willkiirlich geblieben sind, so folgt,
dass man jiber die letzteren so verfiigen kann, dass & nicht verschwindet. Weil ferner = von
Null verschieden ist, hat A einen bestimmten, von Null verschiedenen Werth.

Setzt man

et EﬂL:VCJ

go hat f einen endlichen bestimmten Werth, und von dem Fundamentalsystem %, #,, -+ %m
hat das erste Element die Eigenschaft, mit (x—a,)~* multiplicirt nach einem Umlaufe nm den
Punkt @, den urspriinglichen Werth wieder anzunehmen.

;‘}][

4.

Wir nehmen jetzt an, dass in der Differenzialgleichung
m m—1

(1) _n' 41 Y dy S d |

da™ S e A

A APy

die Coefficienten p,, Py, -+ Pw in der ganzen anendlichen Ebene eindentige Funktionen von &
seien, die nur fir eine endliche Anzahl von Punkten @, @,, --- @, unstetig werden. Ausser-
dem muss jetzt im Allgemeinen der Punl == als singulirer Punkt anfgefasst werden.

Die Querschnitte, wodurch die Fliche 7" in eine einfach zusammenhiangende 7" zerlegt
wird, sind jetzt Linien, welche von den um die Punkte a,, a,, -+ &, heschriebenen beliebig
kleinen aber endlichen Kreisen ansgehend, sich selbst und die iibrigen niemals schneidend ins
Unendliche verlaufen.

Nach dem in der vorigen Nummer gegebenen Satze lisst sich in Bezug auf jeden singu-
liren Punkt a; ein Fundamentalsystem bilden, wovon ein Element mit einer Potenz von &—ay
multiplicirt in der Umgebung von «; eindeutig wird. Im Allzemeinen haben dann die iibrigen
Hlemente des Fundamentalsystems diese Eigenschaft nicht. Wir stellen uns daher die Aufgabe,
die Bedingungen dafiir aufzusuchen, dass die simmtlichen Flemente eines Fundamentalsystems
in Bezug auf jeden singuliren Punkt diese Ligenschaft haben (den Punkt oo mit eingerechnet).
Wir fiigen aber ausserdem noch die Bedingung hinzu, dass diese Elemente in jedem singuliren
Punkte nur von einer endlichen Ordnung unendlich werden.

Ein Fundamentalsystem, welches in Bezug auf den ginguliven Punkt a; diese Eigenschaft
hat, nennen wir das zu diesem Punkte gehdrige Fundamentalsystem.

Wir stellen uns also folgende Aufgabe:

Man soll die Beschaffenheit der Coefficienten p,, Py, -+ Pm der Differen-
zialgleichung (1) ermitteln, in dem Falle, dass zu jedem singuliren Punkte &
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ein Fundamentalsystem gehirt, dessen simmtliche Elemente jedes mit einer
bestimmten Potenz von w—ea; multiplicirt in der Umgebung von a; eindeuntig
und endlich werden, dass ansserdem zum Punkte oo ein Fundamentalsystem
gehort, dessen simmtliche Elemente jedes mit einer Potenz von & multiplicirt
inder Umgebung deg Unendlichkeitspunktes, d. h. ansserhalb einer die singu-
liren Punkte [ SR P umschliessenden Curve eindeutig und endlich werden,

[. Wir setzen fiir & das Zeichen a,.q, und bezeichnen ein Fundamentalsystem, welches
zum singuliren Punkte a; gelitrt, mit ¢®,
1

Voo gl Dadie s Grossen @yl v gl fir
T 1 2 i
jeden Werth von ¢ aus der Zahlenreihe 1, 2, .. g~ 1, ein Fundamentalsystem constituiren, so

darf man setzen:

..‘_-J {6 (3) ()]
"y = ;’1.' W i7 P ™ W ."."'._-
(1} i) 0] (@ {1}
(2) Yo, = by ¥y" + e -+ -+ Yin
(1) (f) i) (i} ({3] (¥}
Ir!l..' = IJ.".-.-’. i —h |{'__.__-_| .H'—' 4 i - |= ”\
wo die Grassen & Constanten bedeuten.
Wir wollen die Substitotion
! (1) (i) (i}
by "1‘1'.' ZEE i
() (i) {1}
/ 'ff':] f—'-:'_'r ey f".‘m
i) ()
] !IJ el . ‘EJ-.'»."J )
mit (B); bezeiclinen, und fiir ¢ =1,32, ... o
() ) Tia 0]
Yo = (T—y) + ‘-:"-l '
fir 1 = p - 1 aber
D ( ] )"_., +la o (p+1)
M & a

setzen, wo ¢ in der Umgebung von a_eindentig, endlich und continuirlich ist.

- ; - Al i M (1)
Nach einem Umlaufe um den Punkt''a, gehen daher die Funktionen Y1 s Ya 5 **c Hm TESP.
g o Bpoml ] (1) ormy=—1.m Iy — (1)
A 2T 2y L) 2rimm ) —1 ) . . sl
iiber in ¢ -4 gt (- . Y4m . — Um zu finden, worin jene

Funktionen iibergehen, wenn man einen Umlauf um den Punkt ¢; macht, wo ¢ von 1 verschieden
ist, mus8 man auf dieselben zuerst die Substitution (5); anwenden, alzdann die Substitution

I ] =1 -
(B = [ &'t ¥emky 0 0
\ 0 0
0 R g
0 0 0 TP
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und endlich die inverse Substitution von (B}i, die wir wieder auf die iibliche Weise mit (B}, '
bezeichnen wollen.

Durchliuft @ in directer Richtung die Begrenzung einer Fliche, welche die simmtlichen
singuliren Punkte enthilt, darauf dieselbe Curve in entgegengesetzier Richtung, so erhiilt die
Funktion offenbar ihren urspringlichen Werth wieder. Der letztere Weg ist aber einem Umlanfe
um den Punkt == gleich zu achten, wihrend der erstere durch die successiven Umlinfe um die
ginzelnen singuliren Punkte ersetzt werden kann, Man kann sich demnach, wenn man den
Punkt oo mit zu den singuliren Punkten rechnet, auch so ansdriicken: die Funktion nimmt

suletzt ihren fritheren Werth an, wenn man successive alle singuliren Punkte umkreist.
Begeichnen wir eine Substitution (S), die durch Zusammensetzung mehrerer anderer

(k), (), =~ entstanden ist, symbolisch mit

so werden die Werthe, welche die Funktionen IIJ.';”a g e jff:*" nach successiver Umkreisung

simmtlicher singulirer Punkte erhalten, gefunden, wenn man auf dieselben die Substitution

FF3
-1 1 1
(j,l'.:'L k.l')",{ ljljl_ |.I”|_I [fJ‘il:L |L-'iI,|I1. |‘J”'|_J ol LI}I. 1 l}f'“ 1 -'ij}_r_l 1
anwendet. — Weil nun durch diese Substitution die Funktionen _af'—L”. Yy, wee ytl jede In sich
selbst verwandelt werden, so muss sie mit der folgenden ibereinstimmen :
1 00 --- U
0 160 e d
G 0L .. 0
0 00 s 4
Da aber die Determinante aus den Elementen einer Substitution (S), die aus den Substi-
tutionen (&), ({) -++ zusammengesetat ist, gleich ist dem Produkte der Determinanten aus den
Elementen von (£}, von ({) ete., so muss
1 e |
Det. (R), Det. (B): Det. (R): Det. (B . Det. (B)s Det. (R)s Det. (B)g  +weocveeres >
-1
4 Det. (B),, Det. (R), ., Det. (B), ., = 1
Seln.
Nun ist 1
Det. (B)i « Det. (B) = 1 ¥
l.I.IlLl
L
ax) —1 L‘”.in
Det. (B = ¢ - .
folglich ist
p+1 i
(3) bty :1 i, = einer ganzen Zahl.

1

Diese ganze Zahl wollen wir mit #: bezeichnen.

Nennt man #,, den Exponenten, zu dem rgri"'i zehort, so kann man dieses Resul-
tat so anssprechen:

Die Summe der Exponenten, zu welchen die Elemente der simmtlichen
p+1 Fundamentalsysteme gehdren, ist eine ganze Lahl,




II. ~ Wir stellen uns jetzt vor, was den gemachten Voraussetzungen gemiss erlaubt ist,
dass die Exponenten, zu denen die einzelnen Elemente irgend eines Fundamentalsystems ge-
hiren, so angenommen sind, dass die Grossen o' im Punkte @ auch nicht mehr Null werden.
Alsdann kann man annehmen, dass die zu ein und demselben Fundamentalgysteme
gehirigen Exponenten alle von einander versehieden sind,

Vertheilt man nidmlich die Elemente eines zum Pounkte ; (i =1, 2. -4 p) gehirigen

)

f"li'llﬁ::l[]lf."lﬂ=i|'-'.\'*-'-|1 ms .)'m Ia_gf"'_ ves af 4 welchen resp. die E xponenten s T Zu-

2 Y’ iy i3 in

ertheilt sind, in Gruppen, derart, dass in jeder Gruppe solche Elemente enthalten sind, deren Expo-
nenten sich nur um ganze Zahlen von einander unterscheiden oder gleich sind, die Exponenten der
Elemente der verschiedenen Gruppen aberweder gleich noch nm ganze Zahlen von cinander verchie-
den sind. — Es miigen 5_:;’-'. Iu_:l"'f e '?‘"-:; eine solehe Grappe von # Elementen bilden. Derin alge-

braischem Binne kleinste Exponent in dieser Gruppe (wenn sie complex sind, derjenige , dessen

reeller Theil in algebraischem Sinne der kleinste ist), sei 25, und man setze in der Difforenzials

e Py i - 4 . . . . i ]
gleichung (1) ¥ = (e—a:) ™ . w, so muss die Differenzialgleichung in « ein Integral der Form

I'.‘l_fl: == "."_'._J':_- o RO T Cufn

haben, worin ¢;, ez, -+ ¢, Constanten und fi, + S in der Umgebung von a; eindeutige,

contir Luu!n he und rnrlll[hv 1 unktionen sind, der: ;.1 dass

% ' . r ] g ] e
f.‘f:_ i) t .{’-] v Ja = |.""" — ;) - Wy, cer fy == | — a) U s
wo k1, ks, -+ &y von einander verschiedene positive ganze Zahlen sind, und Wy, Yay ondy fiir

a=ua; nicht mehr verschwinden., Dieses er _'L'!.IT sich darans. dass die Coefficienten h.'."i“"l' Reihen-

S
- X f @ .
entwickelung X f@—ai) . by, welche einer linearen Differenzialgleichung geniigen soll, sich
[Th
linear durch eine gewisse Anzahl von ihnen ansdriicken lassen. Die Constanten ¢, ¢o, -+ ey

miissen bei der Bestimmung der Coefficienten der Reihenentwickelung ul]ILmJH th geblieben sein,
damit man durch Partieularisiren derselben die # Funktionen -;’" Y9 ’r’ " bestimmen kiinne,

zwischen denen keine lineare homogene Relation mit constanten 1'm_'|'1|t:l|.-l1!|-tl besteht. Denn
gesetzt, die Anzahl der unabhiingigen Constanten ¢, folglich auch der Funktionen 7 reducirte sich
auf eine Anzahl {, die kleiner ist als %, und man hitte durch Particularisiren der Constanten

, el T 1) . | -
le—ai) v ISR e I T, e T
| (r: : ;

(7 —ai) Ya = enfi-h Cn =T Car i

I Gl.']_,-rll ‘|" Cno

so fithrte die Elimination der ! Grissen Ji, Ja, <=+ fi ous diesen # Gleichungen auf eine lineare
homogene Relation mit constanten Coefficienten .H.\.u-,ghul den Grissen ¢ ): J:; voe y
g n

iz sei daher

= e fi+cifs 4 oo e fu

i L

= !,':1]'1 4 cas [

(& —a;) '-',h'.: = ¢n f1 + e fo - Loo S o Fas
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g0 'darf die Determinante der Grossen ¢ in diesen Gleichungen nieht verschwinden, weil daraus

eine lineare homogene Relation zwis¢hen den Grissen _-;"I"‘\ i , mit constanten Coeffi-

cienten folgen wiirde.
Es ist daher

v fula—m) Ve DUOR (U LR My iy

: A
(&—a;) ©

ein Fuondamentalsystem, da eine lineare homogene Gleichong mit constanten Coefficienten zwischen
diesen letzteren Grissen eine fiholiche Relation zwischen .-_."]"-". i, ..oy herbeifithren wiirde.
- e

Hierdurch sind die Glieder der Groppe #'%, ¥ 4 dureh solche ersetzt, deren Exponenten
i n

rois f’.']. P -F.',‘,L ity 1 .'f.'_i von einander verschieden sind. Da dieselbe Umwandlung
fiir jede Gruppe’ vorgenommen werden kann, o folgt, dass es fiir jeden singuliren Punkt ein
Fundamentalsystem giebt, dessen Elemente zu verschiedenen Exponenten gehiiren.

Um die Richtigkeit unserer Behanptung auch fiiv' den Punkf = einzusehen, denke man

sich in der Differenzialgleichung (1) die Substitntion # = — gemacht, worauf der Beweis fiir den

Nullpunkt als singuliren Punkt auf dieselbe Art zu fithren ist, wie es eben fiir die singuliren
Punkte a,, a,, --- a, geschehen ist.

[1I. Esgist

=11 (f) m— ()

d Yo o i 10}
= = 1 = i £ prdt RV e
o Py o g—1 - Py =2 T = Dm W
Setzt man die Determinante
- m—1 (i) m—2 (i) .
il iy ?'-"
- . . i
o a1 o =3 =i
1
| m—1 (i) wi—2 (i)
) Y. d vy, i -
gl dam—* Bl - _\I_ -
| m—1. (1) m—2 (i -
, i Yo (7 a,f"l"
| d am—1 of g2 e

W . [43) .k . . (i s 1
und bezeichnet mit Ay diejenige Determinante, welche man auns A, erhilt, wenn man die

o'* Verticalreibhe der letzteren durch

|.:J] .l |'u.1 = — ,_‘],
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Aus den Gleichungen (2) folgt die Relation

(1 7 (i

(6) A " = Det: (B), A

fira=0,1.2 ... m, — Da sowohl

¥ als anch 9, 4, ... y@ ein Funda-
i 1 p! i

AT : : v : : (1 (N ;
menfalsystem constituiven, darf Det. (B), nicht yerschwinden. Daher sind A und A zn glei

cher Zeit eindentizg oder mehrdeuntiz, endlich oder unendlich, Null oder von Null verschieden.
|'|.-'-l "

Da ferner y, fiiy 2 g in der Umgebung von a, eindeutig, continnir-
= R = e T & d. - ¥
lich und endlich sein soll, so hat (#—a) dieselbe Eigenschaft,  Mithin ist
: mlm—1) ; mm—1
{1} _:-.F.ll____..... FH _-\._' r Y Tin
4y [ v s - i L7 Y a i & ®
Alz—a,) in der Umgebung von @, und A" (z— a, in

der 1.-]IL:_fL"E!EI:I_l_E yon ; E']THL"!IHQ. endlich nnd continuirlich, Nach U'i']!']]!Lng {6) hat daher auch
mn—1)

—\U e iR ; in der Umgebung von a, dieselbe Eigenschaft. Hieraus ergieht

sich, dass der Ausdruck:

[ m(m—1) 5 m (n—1) h
0 =21, Vg et : e =
- r a 1] - \ =00
K = A (w—a,) (—a.) SR | P ) R
fiir alle endlichen Werthe von @ eindentig, endlich und continuirlich ist.
=i (e+1) 7504, ! . 4 . = o
Weil ferner y_ & in der Umgebung von eo eindeutig, continuirlich und endlich
[ #
8 (g1 mlm—1
. dy el S ! ! -1 By g
isty sohat— T O atla dieselbe Eigenschaft, daher auch A, G :
({9 H
FEL O %
o 5 B =g Faa1a )
und schliesslich anch A, = $
Daraus folgt, dass K, fiir # = oo, unendlich ist hichstens von der Urdnung
o ST . mim—1) . : e (e—1)
— T —= I':?.—--l: e s == lg—1) - ——e
RS P = ;
s 1)
Es ist aber A, (z—a;) "9 “ , [i=1, 2, :- p) fiir & = @ gleich dem Pro-
e S (T
ducte 9 "*(a,) ."(a;)
S e 1) 1y m - 5 ey
oy Lr =) .. (g — M = &1 g 1
| "I.. Ill.l'..--_- ]I s l:la"l. — iR = :].I' g 1) V1 T == i\ll o 1

Ferner sind die Grossen o filr & = a, von Null verschieden, und die letztere Determi-

nante ist gleich der Determinante




I 1 m—2
| ! A 1
¥ 1 . y Tit s 1
1 T2
Yig o A "l..",’: s 1
S | n—a
TR r, 1

welche hekanntlich von Null verschieden ist, da nicht zwei der Griissen r,

17 Tigy *r Ty, ElD-
ander gleich sind.

: _: P e
Folglich ist anch A, (a—a) ~* @ g

filr @ = a, von Null verschieden.

; 1 et s T
und daher auch A, (@—a.) LS =

m{m—1)

; ) B A _
Ebenso ist A, g eELa 2 fiir @ = o= gleich dem Producte
3= 1) ¥ o1y .
f '.alj' o) 0@t aa) ... g |==) mal der Determinante
j R ';"',.-= 1) - '.:".--i 1,1 +m—2) 7, {"_., gimtLl) e g s 1|
minT TR RS ”.."'f' [y -m.-—f}, U LU = 1) (e i 1
P i.u-ll\-;._-« i) e (e me—2), e e 1) ..,q;-_._, P e P |

Es sind wieder die Grijssen ¢ fiir @ = oo von Null verschieden, und die letztere Deter-
minante gleich der Determinante

=1 =1 = 1 |
Y11 Toaad 112

W—1
3 e =

welche von Null verschieden ist, da nicht zwei der Grissen »

e T POt s einander
gleich sind.

y d we{m—1) : i (th—1)
. . i (1) -\-.U--J:I.-'. e o 1 :..r e 9 o
Folglich ist Ay * "& ™ * ond daher anch A, @ & at+la = fiir
& = o yon Null verschieden.
Aus der Gleichung (5) ergiebt sich (vergl. No. 2)
(i) o (5
..'1.: = .-,"fﬁ'
- mlm—1)
. ; R, s ] : fp.d ; i -
wo (' eine nicht verschwindende Constante ist, Damit e ™9 . lz=—i:)| i in der

Umgebung von «, endlich, eindeutig, eontinuirlich und von Null verschieden sei, muss
lim If_.a:—:{_.._‘,l -y fiir 2 =@

einen endlichen Werth haben, und es muss dds Residunm

(l: _f_,,:,_ - '_f"_l':'f'1 in - A ..rj-l_[i.'r.'—].-l

(l&— ai)) ks 2




& mim—1)
-JI i - r = E

sgin. — Damit ferner ¢ % . 270 p+14 ? inder Umgebung von == eindeutiz, endlich,
continuirlich und von Null verschieden sei, darf

lim (& - ‘HI:I fliir @ = ec

nicht unendlich sein. Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit &, so hat man

ot b I im fm—1)
o= - sy J..-I-'[”-l SR _‘J‘,'_ 1
so dass
544 PR e = K . mlm—1)
(7)) L)) —F=k— (—1) ==L,

wenn man mit ,;E {{p;)) den Integralrest von p, bezeichnet,

Da aber p, der Voraussetzung gemiiss in der ganzen Ebene eindeutig und nur in einer
endlichen Anzahl von Punkten unendlich ist, da wir ferner jetzt gefunden haben, dass es in
diesen Punkten von einer endlichen Ordnung unendlich und fiir 2 = oo nicht unendlich ist, so ist
7, bekanntlich gine rationale Funktion von .

Die Bedingung, dass lim (2 p,) fiir & = oo nicht unendlich sei, erfordert, dass der Grad
des Nenners von p, mindestens um eine Einheit haher ist als der des Zillers: in Folge dessen
ist aber bekanntlich
Ellph)—§=0,
s0 dass sich ans der Gleichung (7) ergiebt

an (m—1)

(8 (e e

Daher ist K eine Constante, und zwar ist diese Constante von Nall verschieden. weil
(i}

{1 . - i i £ . " - -
AYY micht verschwinden darf, wenn 4" . ... 47 sin Fundamentalsystem constituiren sollen.
(1} g1 7 «-'f.n -

IV. Auf dhnliche Weise findet man, dass der Ausdruck

- mim—1) ; mim—1)
- b —Sr ¥ - + T = T +h

(—it,] sl L le—1t,)

wo b jede der Zahlen 1, 2, -.- m bedeutet, fiir jedes endliche » eindentig, continuirlich und
m(m—1)

1.0 2

endlich ist. — Da ferner .l;."' in der [ mgebung von =o ecindentig,
endlich und continuirlich ist, so folgt, dass der Ausdruck K, eine ganze Funktion hichstens vom

i m—1)

Grade — & - (p—1)- fp—1) b= (g—1)b ist,

2 T i
Bezeichnet man daher mit £(z) eine ganze Funktion von & hichstens vom Grade s, so
folgt mit Halfe der Gleichung (5):

()

[ lg=1) b
{9}

Py = R

f ,1-' F .[‘ i [
(e—a,| {-.n"— @y -\ —ag)

firh = 1,2, -« m.
Die Differenzialgleichung (1) muss daher, um den in der Anfeabe ce-
stellten Forderungen zn geniigen, die folgende Form haben:




k=2 F (2)
Iin\,l 4 "|"_ = o gy e fi—1) (p—1 1
i o ':‘h 1
W
b = [m— a,) (v —ay) (#—a |

gesetzt ist.

V. Setzen wir

nt, 80 lidsst sich die Differenzialgleichung (10) folgendermassen schreiben:

,I.l 3 ) Lo » o o b o
(11) iy & a L Pala) : oy i Bt Pi () o
o o b=t} T {i— a3} dam—1 la—ap)™
Es sei
U (2 —a)
g0 verwandelt sich diese Differenzialgleichung in die folgende:
(12) i 1 Piu (&) d w P ) d I ; Pia ()
12) o ST =t T e o =
d o o—a) da™1 T—a)f da" (2 — a))"

wenn man zur Abkirzung setzt:

.|“,':.I l;.:"i —
c m— a--1) p -
e (i ) o s (i )
[t — 1) [m—2)

— T ;:l'” - I|

m—a-1)

g (r—-1) - (r—a+4-2) Py (2) +
1= e == 1) L > ' Tt Tt
(it— 2)tm—3) -+« (m—ua-=1) -
i PN ST — rlr—1) =g ) Pr (@) 4+
(m—3) (m—4) -« m—a—-1)

. : P —1) s [r—a-4) Pxlz)
Liri2eeoi(0is=3) \ ) .

4 e Pya)
firfa=="1, 2, ny,

Bedentet » eine der Zahlen #, , » r. ., so soll der Annahme nach der Differen-

zialgleichung (12) dureh eine in der Umgebung von a; convergente Reihe

¢,

T —— »
dal
1]

a
— 1.
geniigt werden, wo ¢, von Null verschieden ist, Setzt man diese Reihe fiir # in die Differenzial-

gleichung ein, so ergiebt der Coefficient von (#—a))  die Gleichung:

B ia: o=
Da aber ¢, von Null verschieden ist, so mnss Pi.(a) = 0 sein. . Hieraus ergiebt sich,
dass die Zahlen v, # der: Gleichung. P’ (a )= 0, oder

iy ttn T die Wurzeln




B(r—1] ss. |P=m4-1) — > (r—1) .. | —m--2) P,ll" Y., —

e} e (P—m—=3) Pyla)—-v—r Pla) — P (a)=0

sind. Hieraus ergiebt sich, dass nicht zwei Wurzeln dieser Gleichung einander gleich sein diivfen.

metzt man ¢ = ; 80 findet man ohne Mihe, dass die Differenzialgleichung (10) in
o L
i i T | f—2
(14) dy G ‘|"| (t) oy Aot ‘|',‘ (£ 1y et (¢ P8 Z_.".‘.: ¥
.',l'f' IF tllllf.'.! 1 ! I.l'—' |_fl Al | . _!I.u "

iibergeht, wo die Grissen ¢, (#), l|1__,{.ffl, oo P () yationale Funktionen von ¢ sind, die fiir £ = 0

endlich bleiben. Es ergiebt sich alsdann, dass die Zahlen # far Yonpgy 1 Popin die Wor-
zeln der Gleichung
i Pr—1) - (r—m-1) — » (r— 1) v (r—m—+2) 'I'I (0] —
|.l"'.-I _.-,:}- — 1) s e [ ..u,.,{—:-—:._l‘li___:H._. L e .u"l"_,._;_|-':|I|—‘|'|,.: O0l=10

sind, und dass daher nicht zwei Wurzeln dieser Gleichung

nder gleich sein diirfen.

Fasst man alles Yorhergehende zusammen, so ergiebt sich das Resultat:

Soll eine lineare Differenzialgleichung den am Anfange dieser Nummer
gestellten Anforderungen genfigen, so muss sie die Form der Differe nzialglei-
chung (10} annehmen. und die aus derselben abgeleiteten Gleichuneen (13)
und (15) diiefen nicht zweigleiche Wurzeln haben,

s ist jetzt unsere Aufgabe, umeekehrt nachzuweizen, dass der Differenzi

leichung (10),
unter der Bedingung, dass die Gleichungen (13) und (15) nur ungleiche Wurzeln haben, fir jeden
singuliiren Punkt a; ein Fundamentalsystem zukommt, dessen simmtliche Elemente, jedes mit

einer Potenz von a— a; multiplicirt, in der Umgebun;

dieses Punktes endlich, eindentig und
continuirlich werden, und dass fiir den Punkt == ein Fundamentalsyston existivt, desden simmt-
liche Elemente, jedes mit einer Potenz von o multiplicivt, in der Umgebung von == dieselbe
Eigenschaft haben. Dieses soll in der folgenden Nummer gesehehen,

-

).

Wir gehen von der Differenzialgleichupe
g g .

m m—1 m—3
{1) @ ginolaPola)odig . Palw) d y : P ()
dai @—a o da™ D ole—la)' dah? (z2—a;)™

aus, wo ¢ eine der Zahlen 1, 2, ... 5 bedeuntet. Dié Wuarzeln der Gleichung

(2) rr—1) o0 (r—mt-1) — 7 (r—1) -« r—m~+2) Py(a) —

¥ r (r—1) -+ (r—m—3) Puola) G — ' Pla) — Pila) = 0
i |

denken wir uns so geordnet, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraisehem Sinne nicht

grisser sei als der irgend einer vorhergehenden, und sie seien in dieser Reihenfolge Ty Py oo

Setzt man nun h
i i1
i = le—a) (123
so geht die Differenzialgleichung (1) iiber in

o




i m—1 m—2a

() d w Oqlz)y d Onlz) d 'u Wem ()

() g i S A0 i 2 W S - m i E S i, s L i - LRI P
d o™ r—a dz™! (& —a) da™= (w—a;m—r '

wo die Griissen Q;,(#) aus den Grossen P

() der Differenzialgleichung (12} der vorigen Num-
mer erhalten werden, wenn man in den Ausdriicken der letzteren ». statt o setzt, wodurch der
constante Theil von Paula) verschwindet.

Wir formen nunmehr die Differenzialgleichung (2) um in:

m |'J|'_'l
1 d u m—2 d u

4 i
(& — ) - —  Gale) lie—ai) - T
( ) o Jinlai) | i) pr e

- m—3 a4 u Lot
(Jiz[exi) (r— a;) e E — ) : d_ =
|4| i =1 LA

y " m—1 ¢ u g
IrL'Iqulﬂ'":I . ':_-f' —_— '-'fl'] : lE = _l_ ':’.!fi.' l_"'ll . rl""_' il

4+ o 4 Q2) (2—ai) -+ Gy (@) e,
L i m—1 [fl a

wo zur Abkiirzung

Q.--z (&) — Q."_Jf_fia':l

i Oy e N — O (),
Qir (), e dia
) — O ()
......... 1 m—1 i i m_—]_ o {J.' [.n"l$
@ — i mi=1

gesetzt ist.
Versucht man dieser Differenzialgleichung durch eine Reihe
C\.': g o
%= ¥ ¢ [#—ua;)
1 a-

0-

zu geniigen, so findet man fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von k:

[(R=41) & (k—1) - -+ (A—m—+2) — Qula) - (k1) & (k—1) -+ (k—m-+3)
(5) —  Onla) (1) & (k—1) o (k—m+4) — -0 — Q (&) (-+1)] ey
i i—1
= Ame, + Amce, ; -+ Auec, o=+ - A6,
worin die Grissen A sich ans den Coefficienten der Reihenentwickelungen der Funktionen
Q') O}k ... - (Jin (@) nach Potenzen von @ — @& und aus numerischen Grissen

durch die blossen Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen,
Die (Gleichung

(6) w (w—l) v ln—m==2) — (i1 (@) w (w—1) ++- ([W—m-+ 3)
D — Qele) wlw—1) o w—m4) — o — Q (@) = 0
i mi—1

hat, wie ohne Mihe gefunden wird, die Wurzeln

| e e T s e :

—_—1, e . —

i1 ? fm ' L.

- R z L
Keine dieser Grissen kann wegen der iiber die Reihenfolge der Wurzeln v, w0, -0 7,
gemachten Voraussetzung einer positiven ganzen Zahl oder der Null gleich sein. Demnach
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bleibt fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von % und fir £ = 0 der Coefficient von ¢, dex
Gleichung (5) von Null verschieden. Daher lassen sich mit Hilfe dieser Gleichung simmtliche
Coefficienten ¢ unter der Form darstellen:

(8) e, = U ¢

fir alle positiven ganzzahlizen Werthe von .
Es seien die Maxima der Moduln der Funktionen
!‘»’I;'l] {-i':|_. r\-J,] l"'":". s [’I'I-.:- ['d: ” (2}

in der Umgebung von a; resp. M,, M,, «-« My, M, so ist bekanntlich fir jeden ganzzahligen
positiven Werth von a:

[ it " A
a ( }l |..'¢"] ) "”1
: = = LA S8 s
mod ( I } a 2
maod ( dlul;{ Ll g Ll i L
i o B - P e P
l:.'!f' E . o at 1i o
od ( {|"'1 r\:J.-_” { ) ) f | S Hy ,-1-1'..,
il w#ly = 2 e A
i e Eiiiiv e . Pk 2

wo ¢ die Entfernung des Punktes «; vom niichsten singuliiren Punkte und (/(z)) 4, den Werth
von flz) filr 2 = a; bezeichnet.

Man bilde nunmehr die Differenzialgleichung:

m—1 R
s L \;I- 2 d v
[y |&— ;) p = —+
M 1 T R, ,-1 ||r-_;
= T [“._- — ai) 2 i i
{10) a— ' dam &B— i
(LU b AN ] T !
¥ r
M, d v
A e i Sl e —— 5
88— i
[
=
WO Y15 Yas '** Y beliebige positive Gréssen sind, jedoch der Beschrinkung unterworfen,

dass die Gleichung
(11) vy, w(w—1) ... (w0—m—+43) 4 'l’ﬂ-w_'{u_'-— 1) e us (w0 —mi—f=4) -+ - .. Ym—1=0

weder eine ganze positive Zahl noch die Null zar Wurzel habe. — Versueht man auch der
Differenzialgleichung (10) durch eine Reihe
v = % da - (2—a)"

—
on

zu geniigen, so ergiebt sich fiir jedes ganzzahlige k die Relation

[y, (A1) & --o (A—m—-3) 4 v, (A1) £ - - (B—mtd) 4 - + v, (A41)] diss

(12) S B -t B4 VB i 4 0 05 B




wo die Grassen B sich ebenso aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen der Funktionen
i, | M

a; r— &—t

Lis - P

.|" g

nach Potenzen von x—a: und aus numerischen

Grissen zusammensetzen, wie sich die Grissen A der Gleichung (5) ans den entsprechenden
Coefficienten der Reihenentwickelungen von Qi'(a), (s (@), +-+ Qinl@) und aus denselben
numerischen Grossen zusammensetzen, Da die Grissen £ simmilich positiv sind , so folgt aus

den Ungleichheiten (9), dass

(13) By = mod. Az,
i e e
Es giebt stets eine endliche Grenze fiir £, &k = ¢, derart, dass fiir £ = ¢
mod [k(k—1)--(k—m-+2) — Q(ai) k(k—1) . (k—m~+3) — Qa:) h{k—1)+- (&
(14) it i
= oy ke (k—1) oo (A—mi-3) + v, & (k—1) --- (b—mt-4) 4 --- il

Da nun nach Gleichung (12) sich jedes d unter der Form

l:_ | :'|_.: rf'l.,_ —— Z:'ﬁ-.._ d

3

darstellen ldsst, wo B, eine positive Zahl ist, so sind alle Grissen d positiv, wenn man d, positiv
annimmt. — Aus den Ungleichheiten (13) u. (14) in Verbindung mit den Gleichungen (5) u. (1 2)

wiirde fiir jed en ganzzahligen Werth von £ folgen

(16) dy = mod. ¢k,
wenn dieses fiir & < ¢ stattfinde.
Nun sei unter den Moduln der Grissen
Lyodlloy ey ol

A\ der griisste, und unter den Grissen

b die kleinste, und ¢, so gewihlt, dass
(17) A mod. ¢, < B d..

Da die Grissen o . B und A von Null verschieden sind, so ist diese Ungleichheit immer
erfilllbar und liefert fiir ¢, von Null verschicdene Werthe. Alsdann ist fiir & < ¢, folglich fir

jedes &
. = mod er.

Wenn daher die Reihe

o, T e
v |2 @l
1]

1

eonvergirt, so convergirt um so mehr die Keihe

G 5
T l.l [ e.fl:ll:
u

wenn man iiber ¢, gemiiss der Ungleichheit (17) disponirt,




o]
e |

B=—0

Multiplicirt man die Gleichung (10) mit 1 — nund substitnirt alsdann die Reihe fiire,
e
so ergiebt sich fiir jeden ganzzahlizen Werth von £
[(k=-1) & (k—1) --. (k—m—3) ¥ (k1) Elk—1) oo (b— m—--4) Yy
4 o (k1) 1] di =
(18) [E{k—1) -oo (k- m—:-—';*][ R 4+ M } k==Y (e~ 3 ( Lo -} M..J]
' ] g -
A Y g g
=
Daher ist
- LS | v \ i hr
I fiir &= o) =2 >
im , (il _ P
nnd
: div1 (02— Cn';'lr- 5 st - M
lim — — SRR P &il.

' k
i (e— ail ¥1

Die Reihe fir # ist daher convergent fiir alle Werthe von @, fir welche

mod. (z— ;) <

Da +y, nnd » von Null verschiedene positive &irissen sind, so findet die Convergenz inner-
halb eines endlichen, nm den Punkt @; beschriebenen Kreises stati.

Daraus folgt, dass die Reihe
e lll_‘ ('_.l L' == I-

0

innerhalb desselben Kreises convergirt. Es giebt daher eine innerhalb dieses Kreises und folglich
nach No. 1 inp der ganzen Umgebung von ¢; eindenfige, endliche und continuirliche und in
¢; von Null verschiedene Funktion », welche der Differenzialgleichung (3) geniigt.

Hiernach giebt es also ein particalires Tntegral der Differenzialgleichung (1), 4, welches
mit (z— a¢) ™ multiplicict in der Umgebung von @; eindeutig, endlich und continuirlich und in
¢; von Null verschieden ist.

Setzt man jetzt

(19) ¥ = Y .J" z da,

so erhilt man fiir 2 eine lineare Differenzialgleichung m— 1" Ordnung der Form:

mi—1 ; m—2 At _.': G (2

ORI E-

l.l"—-'-';|: o pin—3 la—a; )™

worin die Coefficienten (ri1(2), &) ++» Gla) Fanktionen sind, welehe innerhalb eines end

lichen den Punkt @; nmgebenden Kreises S eindeutig, endlich und continuirlich sind.

Die Wurzeln der Gleichung:
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¥

2 (r'—1) -1 (r—m4-2) — ' (r'—1) »o0 (' —m4-3) Gy (i) —
w (F—1) (e d) Ga(a) — o — (ai) — Gla;)) =10

i mi—3 i m—1

(2%)

sind, wie leicht zu zeigen,

o TR . L RN § Al 7
Vi r.'l [' ".'3 ’I'E l‘ i 'IJI i il

Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer iber die Reihenfolze von
iy Tyt Ty, gemachten Voraussetzung, in der Reihenfolge (20) die Eigenschaft, dass der
reelle Theil jeder folgenden in algebraischem Sinne nicht grisser ist, als der reelle Theil irgend
einer vorhergehenden.

Man weist pun auf dhnliche Weise, wie oben die Existenz der Fanktion ifi1, die zu dem
Exponenten s, gehirt, ergriindet wurde, die Existenz einer Funktion z, nach, welche mit

=A==, =1]
(6 — )=

multiplicirt innerhalb des Kreises S eindeutig, continuirlich und endlich
und in a; yon Null verschieden wird. Da r,—, der Voraussetzung nach von Null verschieden
ist, so ergiebt die Gleichung (19), wenn man z, fiir = setzt, ein Integral der Differenzialgleichung (1).
i N =1 e P T Sl oy & e -
welches mit (z— a;) * multiplicirt innerhalb des Kreises S eindentig, continuirlich und endlich
und in @; von Null verschieden ist. Darans folgt nach No. 1, dass es ein particuldres Integral
5 . i =1y . it A by - .
wiz giebt, welches mit (¢—a;) ™ multiplicirt in der ganzen Umgebung von a; ein-
dentig, endlich und continuirlich und in @; von Null verschieden ist.

Man getze nunmehr
(21) .T-::Lf.ﬁrf.::ﬁ

so erhilt man fiir ¢ eine lineare Differenzialgleichung 7 — 2'** Ordnung der Form:

2 —3

it 1 —4 1A 1
Aoy A ) e O O 8 el
ek da™2 = » ap dam—s |:,:_-;—({|;:|"" of =4 \o— i)™ 2 %

worin die Coefficienten Gy’ (#), Gis'(2), --- G'(x) Funktionen sind, welche innerhalb eines

¥ m—2
endlichen den Pankt a; umgebenden Kreises S” eindentig, endlich und eontinnirlich sind,
Die Wurzeln der Gleichung:

(2%) £ 1) e (' —m=8) — (1) L e — i) Gii' (@) —
N g :'.r‘”—- I::I I:.?'”—-—.r}i—i—:l] G.‘-_:f{w..':l S — l'.;"['ﬂ.'g] — fi”{ff.-}l =}
f m—3 i m—g

sind, wie leicht zn zeigen,

(22) Pig— Tg—1, r—7p—1; b g 1!

1d 4 2 i i3

Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer iiber die Reihenfolge von
" Semachten Voraussetzung, in der Reihenfolge (22) die Eigenschaft, dass der

reelle Theil jeder folgenden in algebraischem Sinne nieht grosser ist, als der reelle Theil irgend
einer vorhergehenden,

Man weist nun aof #hnliche Weise, wie oben die Existenz der Funktionen i und 2z, er-

# i 3 5 e ¢ 3 - — (P — P 1) Ty
griindet wiirde, die Existenz einer Funktion ¢, nach, welche mit (2—ai) i~ multiplicirt
innerhalb des Kreises S' eindeutig, continuirlich und endlich und in a; von Null verschieden
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wird. Da #,—1,, der Voraussetzung nach von Null verschieden ist, so ergiebt die Gleichung (21)
ein particuliires Infegral der Differenzialgleichung (1%)
= :l.f t, da,

= \v—{fig—rq—1) hHLE . 2 :
welches mit [@—e) V3 8 multiplicirt diegelbe Eigenschaft hat, — Da ferner #,,—,, von
Null verschieden ist, so ergiebt die Gleichung (19}, wenn man z, fiir = sefzt, ein Integral der

- . = o = = Tn . g i
Differenzialgleichung (1), welches mit (#— ;) ' multiplicirt dieselbe

renschaft hat. Daraus
folgt nach No. 1, dass es ein particulives Integral s giebt, welches mit (e — af) " multipli-
cirtin der ganzen Umgebung von a; eindentig, continuirlich und endlich. nnd in a; von Null
verschieden wird.

Fihrt man so fort, so findet man, dass es zn jeder Wurzel der Gleichung (2) »j; ein zu-

gehoriges particuliives Integral y;; giebt, welches mit (v—a)) fia multiplicirt in der Umgebung
von a; eindentig, continuirlich und endlich und in a; von Null verschieden wird.

Nach dem Satze am Schlusse der No. 2 bilden die Integrale i, ¥ +-+ ¥ ein Funda-
mentalsystem, und es ist hiermit der am Schinsse der vorigen Nummer geforderte Beweis geliefert.

6.

I. Die Differenzialgleichung, welcher die durch die Glauss’sche Reihe F (o, 8, v, @) dar-
stellbaren Funktionen geniigen, gehdrt zu der in den beiden vorhergehenden Nummern behan-
delten Klasse von Differenzialgleichungen. Sie wird niimlich in der allgemeinsten Form aus der
Differenzialgleichung (10) in No. 4 erhalfen. wenn man m =
Punkte g gleich 2 annimmt, so dass sie die Gestalt hat:

2 und die Anzahl der singuliiren

1) r.'r"‘.',‘ — ;'"Ii;.;'] l’.lrlJJ,' il j“ul;.l'jl .
B T B =a) . de o) e—a)

wo I,

)

Um die specielle Form derselben, wie sie Riemann in der obenerwihnten Abhandluong

und I, () resp. ganze Funktionen ersten und zweiten Grades von « sind.
(8. 19) gegeben hat, zn erhalten, sei

Setzt man

.i“.' IL..".:I :fﬂ |-—‘Jr'! i€y }H_-,l;.i-'} = {, - @ = :}:_1'35
so sind die Gleichungen, wodurch die Exponenten der zu den Punkten 0, 1, == geh#rigen Fun-

damentalsysteme bestimmt werden, resp.

(a) r(r—1)+ fir—g, =0
(b) rlr—1)—1{f,+f)r—(g.+ g, +g)=20
¢} r(r—1)+ (2 +F)r—g,=0.
Bestimmt man die Constanten f, fi.' ¢4, @, ¢ dadurch. dass man die Wurzeln der
Gleichung (a) gleich « und o', der Gleichung (b) gleich O und y', der Gleichung (c} gleich £ und £
annimmt, Wo

et BBy =1

so geht die Differenzialgleichung (1) fiber in:
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1% ! 2 { J e
)  (1—a) 5 — [’ 4 (B + B)a] e+ (xa —EE @)y =0,

Hrll'J;.:rl’.'l'r Fi 4 i”g i o

welches die Riemann'sche Form ist,

II. Die Differenzialgleichung (10) in No. 4 enthalt ausser den die Lage der singuliren
m(m—+-1)p  m{m—1)
TEg Fixog
«o» Fz). Zujedem
m (a—1)

Punkte bestimmenden Constanten @, @y -+ ay im Allgemeinen noch
). Fi
i 4

singuliren Punkte gehtren s Exponenten (die den Elementen des beziiglichen Fundamental-

Constanten, nimlich die Coefficienten der ganzen Funktionen F|(

systems zuertheilt sind), also zn allen singuliren Punkten (den Punkt e= mitzerechnet) m
(¢-+1) Exponenten. Von den letzteren sind nur m (o<~ 1)—1 willkiirlich, da die Summe
aller (nach No.4) einer bestimmten ganzen Zahl gleich ist. — Die Anzahl der willkiivlichen Ex-
ponenten igt der Anzahl der Constanten der Differenzialgleichung gleich, wenn

w1 (- l::lg i (in—1)

— — | o R [ s
9 ) — ih \p-1) 1,
oder
=
(3) p =1+ -
T
50 dass entweder
m = 1 und g =3,
nder
m = 2 und 5= 2,

Hieraus folgt:

Frstens. Sind die Exponenten der Elemente der zu den einzelnen sin-
guliren Punkten gehdérigen Fundamentalsysteme gegeben, so sind die Con-
stanten der Differenzialgleichung, welcher die durch die Gauss’sche Reihe
darstellbaren Funktionen geniigen, folglich auch abgesehen von constanten
Factoren die Elemente der Fundamentalsysteme'selbst, vollstindig besti mmt.

Dieser Satz stimmt im Wesentlichen mit dem von Réemann in der angefihrten Abhand-
lung No. IV Seite 11sqq. gegebenen iiberein, welcher dort auf andere Weise hergeleitet ist.

Es folgt aus der Gleichung (3)

Zweitens. Den Fall einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung
mit 3 singuldren Punkten abgervechnet, ist die Differenzialgleichung (1},
welcher die durch die Gauss’sche Reihe darstellbaren Funktionen geniigen, die
einzige aus der Klasse der durch die Gleichung (10) in No. 4 reprisentirten
Differenzialgleichungen, welcher diese Eigenschaft zukommt.

[II. Nimmt mgn in der Differenzialgleichung (10) in No. 4 o == 1 an, 8o rednciren sjch
simmtliche Funktionen F (), (), «. F(2) anf Constanten, und man erhiilt eine Differen-
=1 d{p—1} e |
zialgleichung der Gestalt
0 l 0 - _2
(4) i d y " il d Y o
; , a dam—1 d (@—a,) o =2
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WO fis s w0 fm Constanten sind. — Die Exponenten der Elemente des zu dem Punkte a, ge-
horigen Fundamentalsystems »,, »,, --+ 7 sind die m Wurzeln der Gleichung

r(r—1)..:: (P—m-t1) —F, v lr—1) --- (r—mA4=2)

— for (r—1) +.- (r—m4-3) — ... TR —= )

Setzt man y = (¢—a,)"® - %, so erhéilt man eine Differenzialgleichung fiir w, in welcher
der Coefficient von 2 verschwindet, welcher also durch « = Const. geniigt wird; darauns folgt,
dasg, die Funktionen

(e—a,)?, (@—a)d 0 inil{la—a)
selbst das Fundamentalsystem constituiven, so dass das allgemeine Integral der Differenzial-
gleichung (4), wie bekannt,
2

4 W
— . ' it
) e f’c. A ”1}
| §

wird, wo ¢,, ¢, +++ ¢n Constanten sind, (Vergl. Cauchy, Exercices vol. I pag. 262).

7%

Die linearven Diffevenzialgleichungen mit algebraischen Coefficienten, denen algebraische
Integrale geniigen, sind entweder der Art, dass ihnen auch nicht algebraische Integrale ge-
niigen, od er derart dass sie nur algebraische Integrale zulassen. Der zweite Fall tritt ein, wenn
es ein Fundamentalsystem giebt, dessen Elemente algebraisehe Funktionen sind,

Es ist von Interesse, dass die letztere Art zn der Klasse von Differenzialgleichungen ge-
hirt, welche durch die Gleichung (10) in No. 4 characterisirt sind.

b =1 i
Es sei n Wurzel einer Gleichuug
(L} M a0 el DAL g = D)

WO %, , %y, -+ oy rationale Funktionen von & sind, welche der Differenzialgleichung

i i—1 T 2
( {i i H’ il d :
- T 1 : = P = — i —me = |
(Z) da™ ' 4 gm—i L2 d =2 Py )

geniigt, deren Coefficienten p,, py, -+ - Pu ebenfalls rationale Funktionen von # sind; so gehiren
diejenigen Punkte, fir welche sine Verzweigung oder ein Unendlichwerden von v stattfindet,
offenbar zu den singuliren Punkten «,, a,, --- a, der Differenzialgleichung (2).

In der Umgebung von «; ist daher hekanntlich

a
00 A o] '
i) X 1 i v 1]
(3) n =¥ ¢ la—a;) ®y
- oy :

wenn 1. die Anzahl der Elemente desjenigen Cyelus der Wurzeln der Gleichung (1) bedentet, zu
dem ' gehort, und v eine positive ganze Zahl oder Null ist, je nachdem = im Punkte a; un-
endlich oder endlich ist. (Vergl. Puiséuw in Liouville's Journal de mathématigue
T. XYV und XVI).
Dieser Gleichung geben wir die Form:
i 2 n—1

¥ - ¥+
B

4) n=lv—a). 9,4+ (a—a) o = (e —ai) . Pyt o la—ay)




W0 @,, @, -+ 9, in der Umgebnug von a; eindeutige, endliche und continnirliche Funk-

tionen sind. Ich behaupte nun,

dass jedes Glied (z—a) %, fiir sich ein Integral der Differenzial-
o

gleichung (2) ist

* my an die Stelle vou y in die linke Seite
i
der Differenzialgleichung (2) hat die Gestalt (@— a;)® U,

eindeutige Funktion von @ bedeutet. Man hat daher

¥

Das Resultat der Substitation von (z—a;) .
e | = - T H
W0 Yy eine in der Umgebung von a;

1 2

() (#—aq)® - b + (2—a) " b+ (@

=1
) i A 1
L] if “J'.r * My —+ e o) b ".'Irg o 0.

Da diese Gleichung fiir jeden Werth von « identisch erfiillt sein muss, so leitet man daraus
durch p—1 malige Umkreisung des Punktes a; folgendes System von . Gleichungen ab:

1 2 n—1
| g i \ [ / L f i
(—a) by + (@ —a)) b+ (2 — @) - by oov - (2—a) - .';( ==l
1 2 1
i it i—1 H
(e by == o (@—ai) b, s (m—ay) -l e (w—as) i =0
|:'|','| 1 4 p=—1
18 abbouri 1]'! oiluig ubiy Bopy . 3{u—1) TR
(B—) Yo - & (a—dy) - B @i id—a;) - Oy - - (—a) - v,.,—0
1 TA o hy
- Foen 1 B '.'If:'L 1) B (p—1) {pe—=1) i
(e—m)’ by, o fo—ay) @, Fu(v—a) by 2 (z—m) - "E‘-c-—l = (),

wenn man mit e eine primitive Wurzel der Gleichung «* = 1 bezeichnet.
Da die Determinante

i sttt 1

b L =1

| L et o2 (n—1)
et intag; ,

| 1 a1 g2(e=1) ., g1 '

bekanntlich nicht verschwindet, so moss
i
I gl < | oy
(7) (e—a) - b = 0
[}
. 2 ' VR Ty =
gein, fir a =0, 1, 2, --- p.—1, d. h. es muss (2—a;} . " @ fira=0,1, 2, .-

« =1
1]
ein Integral der Differenzialgleichung (2) sein.

Es werde nunmehr vorausgesetzt, dass die Differenzialgleichung (2) nur algebraische Inte-
grale zulasse. Tst alsdann =,, ;. N irgend ein Fundamentalgystem, so hat man in der
Umgebung von a;

g 1
) A
\3) il sty g

firb=1, 2, - m, wenn man




setzt, wo w, und v, positive ganze Zahlen sind, wovon jedoch die letziere anch Null sein kann,

s, continuirliche und endliche Funktion bedente

und ’I.'x,_ 5 elne in der |.'||,I'_'l'-'|||:|5:'_[ YOI |'-i1|-§e-lgli:_

8. Gleichong (4)).

Die Anzahl der verschiedenen Grissen #, dureh welehe die Grissen v ansgedriickt werden,

darf nicht kleiner als m sein. Denn sonst wiirde die Elimination derselben aus den m Glei-

L'l'll!l]'.','t‘l] :

die sich aus der li,’-'iv]]unll_-,' ::.H': erreben, eine lineare ]ir-i||ll; me Gleichung mil constanten Coeffi-

cienten zwischen n

em Character des letzteren

. ¥ ) 1
dleses w IlIl'L"\-':.l:':II'ln' aper

8. - Da al

systems von Funktionen als eines Fundamenialsy die Griossen 2. nach dem

gleichnog (2} sind, und sich daher als homogene lineare Funk-

(bigen, Integrale der Differen

ienten darstellen |

tionen der Grissen v mit constanten Coel gsen, so driicken sich alle Grissen

als lineare homogene Funktionen mit nstanten Coefficienten von ihnmen aus. Die

letat

‘den kiinnen, dass zwischen denselben keine

ran o Grigsen « missen so ausgewihlt w

lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten slattfindet. Denn sonst witrde die Anzahl

tder verschiedenen ¢, wodurch si die Grissen n ausdriicken lassen. unter »: herabsinken. wWis

gchon als unméglich erkannt worden.

Hiermit ist bewiesen, dass wm der Grissen # ein Fundamentalsystem constituiren; die
Elemente desselben werden mit Potenzen von @—a; multiplicivt in der Umgebung von a; ein-
deuntig, continuirlich und endlich.

Da dieses fiir alle Punkte a, a,, --+ a, gilt, und dasselbe fiir den Punkt co statt-

findet, wie

ch ergiebt, wenn man — statt @ in die Differenzia (2} setzt, so erhilt man

den Satz:

Die linearven Differenzialgleichungen mit alecebraischen Coefficienten.

welchen nur durch algebraische Integrale geniigt werden kann, gehdren zu der

Klasse der durch die Glei¢hung (10) in No. 4. reprisentirten Differenzial-
gleichungen.
Da eine algebraische Funktion die Eigenschaft hat. nach einer endlichen Anzahl von

Umliufen um einen singuliren Punkt den urspriinglichen Werth wi

“anzunehmen, so folgt:

In diesem Falle sind aueh alle W
No. 4, oderdie Ex ponenten, zu denen die einzelnen Elemente der auf alle sin-
guliven Punkte und den Punkt == beziiglichen Fundamentalsysteme gehiiren,
rationale Zahlen,

reln der Gleichuneen (13) und (15) in

B

€




6,
e

Daraus folgt aber noch nicht umgekehrt, dass eine Differenzialgleichung der Form (10}
in No. 4, unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen (13) und (15) derselben Nummer ratio-

nale Zahlen sind, auch immer nur algebraische Integrale hat. — Denn wenn auch in jedem Ver-

zweigungspunkte eines Integrals nur eine endliche Anzahl von Zweigen zusammenhangen, so
kinnen dennoch durch die unendliche Anzahl von Combinationen der Umliunfe um die singuliren

]|L-]'\|.'|:_|.__-|_.u[';[|_~'||[ \.\[~['|||-]|__ — |1,-~ ]_|||-il:[ ‘Lil_‘]ljlt_']'.'l' noch die l-tl[t‘l‘—

Punkte unzihlig viele Zwe
suchung iibrig, unter welchen Bedingungen die Anzahl dieser Zweige fiir jedes [ntegral endlich
jedem I'unkte

ist, wodurch erst dem wesentlichen Erforderniss einer algebraischen Funktion, in
nur eine endliche Anzahl von Werthen zu haben, geniigt wiirde,

Sind aber fiir jeden singuliren Pankt die Wurzeln der Gleichunz (15) reale ganze Zahlen,
g0 sind die Elemente aller Fundamentalsysteme und folglich jedes Integral in der ganzen Ebene
gindeutiz, nur in einer endlichen Anzahl yon Punkten, in jedem ven endlicher Ordnung unendlich,
daher sind alle Integrale rationale Funktionen von @, — Dieser besondere Fall ergiebt daher den
folgenden Satz:

Die nothwendizgen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine
lingare Differenzialgleichung nur rationale Integrale habe, bestehen darin,
dass sie die Form der Differenzialgleichung (10)in No. 4 habe, und dass firjeden
singuliiren Punkt die Warzeln der Gleichung (15) derselben Nummer reale ganze
Zahlen sind.

Da die Voraussetzung, dass die p Gleichungen, welche sich aus der Gleichung (13} in

No. 4 fiir +=1, 2, --- 5 erzeben, reale gannzahlige Wurzeln haben, schon den Umstand zur
Folge hat, dass die Integrale der Differenzialgleichung (2) in der ganzen Ebene eindentig sind,

50 erriebt sich, dass in diesem Falle auch die Gleichung (15) derselben Nummer reale, ganz-

zahlice Wurzeln hat. wodurch ein interessanter Zusammenhang zwischen diesen algebraischen

Gleichungen festgestellt wird,

3.

Es sei mir erlaubt, diese Arbeit mit einer Bemerkung iiber die Form der Integrale einer
beliebigen linearen Differenzialgleichung m'" Ordnung, deren Coefficienten den in No. 1 angege-
benen Bedingungen geniigen, zu beschliessen.

Das Verhalten der Integrale einer linearen Differenzialgleichung ist durch das Verhalten

der Fundamentalsysteme bedingt. In Bezug aufl diese lisst gich nun ans dem in No. 3

Satze folzender Satz ableiten: .
Es sel a il'f.:"]]t:‘ elin ,ui||_'_-;|||,'i:'|-|' Punkt. so0 lisst sich ¢in |."!III.I|.'IIII':II|:I-]'
system ¥, iy -+ 4, bestimmen, welches folgende Form hat:
'{,l — Ly
Yo D == 0,
i T
g T =4 iti))




wo die Grassen o Funktionen von & von der Beschaffenheit sind, dass die
jenigen, welehe denselben ersten Index haben, mit derselben Potenz von a—i
multiplicivt in der Umgebung von «; eindeutig werden,

Wir wollen von einem solchen Systeme sagen, dass es zum singuliren Punkte a; gehdrt,

In No. 3 haben wir gezeigt, dass es ein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung

1w ri=1 B =P
.]\ .'JF. _Ir Tl gpli r.lI _.l_lf gf_ .'-" |. ! |
(1) gom =P gax T P1 gon e Y

giebt, wovon ein Element mit einer Potenz von a— d; multiplicirt in der Umgebung von a;
eindeutiy wird; dadovch ist die Form von i, gerechtfertigt. Setzt man in die Differenzial-

gleichung (1)

= ¥ ;'u. da,
so erhilt man fiir % eine lineare Differenzialgleichung si— 1% Ordnung

m—1 m—d
(3 d d u o 1
L = == = ves == 1%,
dam—1 {1 daiee 1

e L : L1 - 1 dya ]
deren Coefficienten zanze Funktionen der Grissen p und der Grossen P ;
3 i G Wiy @@
sind. Diese Differenzialgleichung hat daher in der meebung von ¢ ausser diesem letzferen
Punkte noch diejenigen, in denen ¥ verschwindet, als singulire Punkte. Derzelben geniigen
) - ad s \
: (1 iia tl i ; i i i
aber dis m—1 Infegrale %, = —— ( } y My = — ‘ ; ] coe Un—1 = — [f ' )
aa o\ Lf_lr_] ! 5 @ i 7 A L
WELL Yy Ym0 e Inteorale der Differenzialgleichung (1) sind , die mit 1,y EUSAMMEN ain
Fundamentalsystem constituiren. Zwischen den Grissen w,, 25, <+ #¥m—1 findet keine lineare

n aus dieser Relation wiirde durch

homogene Relation mit constanten Coefficienten stait. Der

Integration eine #hnliche fir ¥, 4 ¥4, y, folgen. Daher constitniren die Grossen w

gy ++- Up—1 €in Fundamentalsystem der Differenzialgleichung (3); und es ist unter den in

sjchung

der Umgebung von ¢; liegenden singuliren Punkten der Differenzialg (3) a; der einzige,
fiir den eine Verzweigung der Integrale derselben stattfinden kann. Umschliesst man den
1

le I der

verschwindet, endlich, Denn es sei

Punkt @; mit einer belichiz kleinen, aber endlichen Curve, so ist in dem iibrigen Thei

Umgebung von @; die Anzahl der Punkte, fiir welche

r.. der Exponent, fiir den (a—ai) . =~ Yy =

' in der Umgebung von @ eindeutig wird, so ist

71, inmerhalb /7 endlich, eindeutiz und eontinuirlich. Ist diese Funktion auf der Begrenzung von
I nirgends Null, so 1st T J'”f log 3,;, anf diese Beerenzung erstreckt, endlich. Ist aber in
L s >

en Punkten dieser Begrenzung y/, Null, so kann dieses, da y;, nicht identisch verschwinde,

einzel

nur in einer endlichen Anzahl von Punlkten "T"I"FI'IILE"ELI"II. Alsdann kann man aber duvch eine

beliebig kleine Verschiebung dieser Begrenzung eine Fliche "' herstellen, anf deren Begrenzung

if;, nicht yerschwindet, und innerhalb welcher die Anzahl der Punkte, fir die y,, verschwindet,

st nunmehr

von der Anzahl derer in I mur um eine endliche Zahl verschieden ist. E

) i . " ) " L ol - .
~—— [dlogy,,, auf die Begrenzung von F' bezogen, endlich. Da aber—— [ dlog y; auf die

&
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m I oder /7' bezogen resp. die Anzahl der Punkte innerhalb & oder F' angiebt,

Begrenzung ader
go folgt, das

prhalb dieser I'lichen endlich ist)

fiir die g, verschwindet (weil die Fanlction ir
- Anzahl von Pankten verschwindet. — Hs lisst sich daher

in eginer er dlie

i, innerhalb 47 nur
imnerhalb & ein den Punkt a; nmg
nicht verschwindet und daher die Coefficienten der Differenzi:
doveh welche der Satz in No. 3

ender Ring S von endlicher Breite bestimmen . innerhalb
rleichung (3) eindenti

dessen Wiy

continuirlich und endlich sind. Mit Hiilfe derselben Prineipien,

t, dass aus dem Fondamentalsysteme iy Uy 0o U1, WOVOD

bewiesen worde, wird jetzt g

abgeleitet werden kann, wovon ein Element

kein Element innerhalb S unendlich wird, ein anderes

@, mit einer Potenz von @ — a; multiplicirt innerhalb S eindeuntiz, continuirlich und endlich wird.
Bekanntlich gilt alsdann fir 2, innerhalb S eine Entwickelung der Form:

: vl t o i
M=) = (e—ai) 2.0 (a—a)
2Bl )

Enthilt dieser Ausdruck nicht die Potenz (x-—eaj), so folgt nach den Principien der

srenzialgleichung (1) der Form

hung (2) ein Infe

No. 1 aus der Gl

mit einer Potenz von @ — @; multiplicirt in der Umgebung yon «; eindeutig wird.
1

W0 ©,
sl
¢ fiir u, die Potenz (22— a;), so erhiilt man aus der Gleichung (2)

Enthilt aber der Ausdrucl

eindentig
.
Hierdurch ist die in dem o
Setzt man
(4) u—1u, [vda,
s0 erhiilt man fiir v eine lineare Differenzialgleichung m— 2% Ordnung
(5 fjr 1 .Jr '
i W oA e iy = "=z U
Lae, 1
PTGl SEat ey . ] it (1T
deren Coefficienten ranze Funktionen der Grissen i und der Grigsen = L L iy
1t o a7 e i o
| i

diesem letzteren

sind. Diese Differenzialgleichung hat daher in der Umgebunz von a; anss

. oder %, verschwindet, zu singuliren Punkten, Es

n Punkte. in de

Punkte noch
- ¥ f.5 5 : : . ; I 2 -
ist wieder leicht zn zeigen. dass von denselben a; der einzige ist, in dem eine Verzweicuino

die sich innerhalb F befi

stattfinden kann, und dass die Anzahl derjenigen von ihnen,

man ein Fundamentalsystem der Differenzial-

sich .'.'|.\-;;|I|I|. (La

endlich ist. Dar
gleichung (3) finden kann, wovon ein Element ¢, mit einer Potenz von @ — a multiplicirt inner-
halb eines den Punkt ¢; umgebenden, zanz in den Ring S hineinfillenden endlichen Ringes S

eindentig, endlich nad continuirvlich wird. Es ist alsdann innerhalb S

~
) |
Y

=iy n




ey
ed d

ein Interra

1qs 5 :
Wi o o I'.I'__'-‘I;--'r'l

a; multiplicirt innerhalb S eindentig, con

s

' daber & innerhalb 8 unter der Form

tinuivlich und endlich zu ¥

inthilt auch diese Reihe niel

Taat %
'--\'Ihrl'”I‘L..

t die Potenz (¢—a;), so ergiebt die Gleichung [2) ein

¥ Yol ="
VL] Uer £ Oril

Integral ., der Differenzialgleichung

W0 @y, mit einer Pof
o

wird.

nz von a— a; multipliciet in der' Umgebune von a; eindenti

Enthilt aber die Reihe fiir & Pot —ay), 8o ergiebt die Gleichung (2) ein Inte
der Form
|!I.| U, =0, ~— @, ‘a
wo @,, und o,, mit derselben ¢—a; multiplicirt in der Umgebung von a; eindentig
werden.
Enthilt die Reihe fiir ¢, die Potenz (#—ea;), so liefert die Gleichung (4) ein Integral der

Diffe

enzialgleichung (3) der Form

wo w und @, mit derselben Potenz von @

¢ multiplicivt innerhalb 8 eindeutiz, continuirlich

und endlich werden, Diese G en sich daher innerhalb S’ unter der Form

darstellen. Enthiilt die Rei ie Potenz (v—a;). 80

fiiy b, niclit « langt man wieder dureh die

Gleichung zu einem Integrale der Form (b). Enthilt aber jene Reihe die Potenz (@—ai). 50

erhillt man

@—a; mmlfiplicirt in der Umgebung von ¢; ein-

dentig werden.

Hierdureh ist die Form

im obigen Satze gezeben worden. bep

n so fort, so wird iibe

& man ein System von Inte

1 i 1 R
”.-".1'.='l'-' b

ermitteln kann, welche die im obieen Satze aufeestellte Form habe man aber anf dis

\‘.l," oy

P F Sy
den Punkt co e

_ Dass

o] | L 1 .
b erhiklt S1C0 aus dem &

ein Fundamentalsysten

1 schlusse der No. 2. — Fiir

t sich ein Fui

imentalsystem von dhnlicher Gestalt, wenn man in die Diffe-

eichung (1) statt @

Um den Ver
canzen Ehbi

anf der Integ

einer gpoehenen linearen Differen

lei T

;|_:I-.'i|'|JI,|',-i'; in der

bestimmen zn kinnen. sind mithin zwe

nithig:




4. Y
1) Fiir jeden singnliven Punlkt missen die Grissen @ bestimmié werden, wodurch das

Verhalten des zogehivigen Fundamentalsystems, folelich aller Integrale in der Umgebung dieses

Punkies gegeben ist.

9\ Es miissen die Coefficienten der linearen Substitationen ermittelt werden, wodurch

sich die zu den verschiedenen singuliiven Punkten gehivigen Fundamentalsysteme durch ein-
ander ausdriicken.

Die Grossen o lassen sich in der Umgebung von ¢; durch Reihen der Form

ic

Q" ¥ a {' 14
2y Oy \2—a J A e R )
O {1}

darstellen, wo # fiir alle @ mit demselben ersten Index denselben Werth hat. Man muss die Aus-
driicke fiir die Integrale 3. in die Differenzialgleichung substituiren, um die Grossen » und die
(oefficienten ¢ zn bestimmen.

Mit Hiilfe des in dieser Nummer enthaltenen Satzes kann man den Inhalt der vorigen
Nummer auf eine einfachere Weise ableiten. Ich habe es jedoch der Deutlichkeit wegen vor-
gezogen , mich bei jener Untersuchung auf die dasselbe giltigen speciellen Voranssetzungen

zn stiitzen.

Berlin, im Januar 1863.

L. Fuchs.
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