Untersuchung des Potentials eines homogenen
rechtwinkligen Cylinders nach der Divichlet-
schen Methode.

§ 1.

5 e ” I
\' ersteht man unter P einen von den drei Verinderlichen 2, 0, £ abléingicen Ansdruck, und he-
deuten %, n, £ die Coordinaten eines Punktes im Raume. denkt man sich ferner gogehion eine
nach allen Seiten hin begrenzte Masse, welche ein zusammenhinzendes Ganze bildet. oder aus

mehreren getrennten Theilen besteht, aber in allen ibven Punkten eine endliche Dichtickeit be-

sitzt, so hat Dirichlet im 32, Bande des Crelleschen Jowrnals gezeigt, dass PP das Potential
dieser Masse in Bezichung anf den Punkt (£, 4, L) bedentet, wenn den folgenden drei Bedingungen
geniigt wird:

1. wenn  und seine ersten Ableitungen nach E.n, C endliche und st tige Functionen inner-

halb des ganzen Ranmes sind;

- - * < wa P g P ey P - 2
2. wenn die Producte ¢ 12, n P, C 7 &? S e & T kernem Punkte des Raumes
Ok Um O€
endliche Grenzwerthe tibersehreiten:
: J , fi P brp . L
3. wenn die zweiten Ableitungen — 2, ——=-, ==~ in alfen Punkten des Raumes endiiche
et 7 i s H

Werthe haben, die mit Ausnahme der Pankte. in welchen die Dichtickeit sich szstatis
& o

dndert, auch eindeutig sind, und der Gleichung

(i)

geniigen, wo # die Dichtigkeit der Masse im Punkte (2,7, 7) bedeutet, und =0 gesefat

werden muss, wenn I_ 1, L) ein ansserhalb der Masse liecender Punkt ist.

Nach dieser Methode ist nun zuerst von Diviehlet a. a. 0. das Potential eines dreiaxizen
Ellipsoides untersucht worden, und ferner habe ich im 58. Bande des Journals fiir Mathematik
dasselbe mit dem Potential eines Parallelepipedums gethan. Sonstize Anwendungen dieser Me-
thode sind mir nicht bekannt geworden, so dass es von einigem Interesse zu sein scheint, das
von mir im Programme der Gewerbeschule vem Jabre 1861 und im 61. Bande des Journals fiir
Mathematik entwickelte Potential eines homogenen rechtwinkligen elliptischen Cylinders eben-
falls nach dieser Methode zu behandeln, was im Folzenden ;L‘,\I'|||_~l||~:[ an0ll,

IZs giebt aber noch einen Grund, welcher diese Untersuchung nach der Divichletschen
Methode fast nothwendig machi. Bei dem Potentiale des Cylinders néimlich tritt, wie bei dem

e Form fiir alle Lz

)

des Parallelepipedums, der Umstand ein, dass ef wnd dicse

rell von (£, 7,

1




oiiltie ist. wihrend doch nach der obizen Bedingung 3., wenn (2, 7%, £) ein dusserer Punkt ist,

also in (1.} =0 sesetzt werden muss, das Potential nach (1.) der Bedingung:
(1) - e =0

eeniigen 2o0ll; dagegen, wenn (2. n, C) ein énnerer Punkt ist, wo dann = in (1.] einen von Nall
verschiedenen Werth hat, der fiir den Fall eines homogenen Kirpers gleich der Einheif gesetzi
werden darf, das Potential der Bedingung:

adp i*

O e

(1b.)

seniigen muss.  Mit anderen Worten, die eine fiir das Potential des Cylinders entwickelte Form

s = “ A Foapa i :
muss, je nach der Lage von (2, 7, £), den Gleichungen (1%.) oder (1) geniigen, und so lange dies
nicht gezeigt worden, wird man mit Becht daran zweifeln diiefen, ob die etne Morm des Potentials
wirklich fie alle Lagen von (5, n, £) giiltig bleibt. Im Folgenden wird dieser Umstand seine Ir-

ledigung finden miissen.

§ 2.

Das nach der Diriehletschen Methode zn untersuchende Hesultat besteht in Folgendem.
Ein rechtwinklizer Cylinder von der Hohe 2 e, begrenzi von elliptischen Grundflichen mit den
Axen @ und b, sei erfiillt von einer homogenen Masse, deren Dichtigkeit gleich der Einheit ge-
sotzt ist. Durch den Mittelpunkt dieses Cylinders lege man ein rechtwinkliges Coordinatensystem,
dessen @ oder £ Axe parallel sei der Axe @ der elliptischen Grundfachen, dessen y oder n Axe
parallel sei der Axe & derselben Flichen, wihrend die Axe der 2 oder £ mit der Hohe 2¢ des
Cylinders zusammenfillt. Ferner bezeichne man die Coordinaten eines beliebigen Punktes im
Raume mit £, 0, L. Die die Grundfliichen des Cylinders begrenzenden Ellipsen haben hiernach

die Gleichung :

und liegen in den Hiohen 2= ¢ oder 2 — ¢, parallel der 2y oder ¢ Ebene.
Me Grissen a. |"r| e sind ilwer nl'lll‘lllllll',i' nach ll.--.'.."."-"rj' Grissen. und __ 14k .7 werden als

positive Grissen angesehen, weil dies die Allgemeinheit nicht beeintrachtigh, sondern nur die

des Punktes

bigher willkiirlichen Richtungen der positiven Coordinatenaxen durch die L:
(¢, . L) bestimmt.

-
Setzt man ferner der Kiirze wegen:

; v r ] B
(2.) acos s —Gc=—uo, bgine —n=40, ¢+ l=v,
wird ferner
(33} NP==lt :‘_ I sin o X (a5 i, ) dip

wesetzt, wo X (o, (b, y) cine Funetion der in (2.) definirten drei Gr

7 ‘i' bedentet . die

durch die folze

el R .l patr ] :l1'n'i;;

| o —f ®p




(5.)

)

in welcher:

(4*) ot =g - B -,
wo ferner o positev und der arctang immer zwischen i and - . zu nehmen ist, so dass also
immer die Bedingung erfiillt werden muss: .

(4. 2yt arcte = —+ < 5

2 %[ 2

werden endlich noch der Grisse =, die in vy vorkommt, die Werthe 1 und — 1 gegeben, und

bedeutet das Summenzeichen in (3.), dass die beiden fir die verschiedenen Werthe von £ erhal-
tenen Integrale addirt werden sollen, so habe ich an den in § 1. cifivten Orten bewiesen, dass
die durch (3.) definivte Funetion £ der Grissen £, o, £ das Potential des Cylinders in Beziehung
anf den Punkt (5. 0, £) ist.

Was die zweite Form von I betrifft, welche an den oben enannten Orten noch angegzeben
wurde. so ist sie, wie dort gezeigt worden, mibt der Form (3.) identisch, so dass eine weitere
Untersuchung derselben unnithig erscheint.

Man bemerke noch die nachstehenden Gleichungen, welche im Folgenden hiufig gebraucht
werden.,

Es ist mit Anwendung von (4*

o I , i "
—= P A o :
i LS = By D
i i I
b z] b2 ; 0]
0L - e — [T e 5
b 196 5—p T (-
O e | [ &) o B
=A== la B+ arctg —

oder da nach (4*)

Ferner ist nach (4.)

Bx : ’ ol = ]
——==—3 arctg == Y5 —2u
o b a + 1 LISl il
Ox o=t =8 a-l-v 3] n =i 4] LB
o — 0 = L o | ] Y L s . o 2 e e 2y aretr =

58 ]Jh e P ca;_)!?:, oy |_. 0B ]{‘,:. o—B !-II', ICLE .
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== loe = log Lo — D
e, 50— S p—v 1 By ar

oder da, wie die vorstehenden Gleichungen (5.) (5%) und (5") zeigen, die Summen der drei

letzten Glieder der vorstehenden Gleichungen identisch verschwinden, erhilf man:

ax ax g X o4
ey i e e L = — lor
(b.) Ha o arelg a0 ) DF . By log i




, weil

Setzt man ferner in X den Werth — # fiir o, so geht arctg ';i iiber in — areig
] - Bp

in Folge der Bedingung (4".) zu einem arctang mit negativem Argumente der negative Werth des

arctang mit entsprechendem positiven Argumente gehivt. Es bleibt also durch die Vertauschung

von — o mit & das Glied in X, welches den aretang enthiilt, ungeindert, und da 2 nach (4.) auch

ungedindert bleibt, so ist:

(G%) X—o, by =3 (2, B,

aufl dieselbe Weise zeigt man noch, dass auch:

(6%)  X(a,—By)=—X (0P ), X (28 —1)=—X @b

1]
s wechselt also X mit den beiden letzten Argumenten sein Zeichen, wihrend es durch

den Zeichenwechsel des ersten Argumentes ungedndert bleibt.

Man bemerke endlich noch, dass in Folge von (1.):

'y (BN 4 |I_, L} oy P
(0%) B L, 8n = i R TE

['\l"II' f“l! be

niiher zu betrachten. Dieselbe ist auf rationale Weise aus Logarithmen und Arctang zusammen-

ol

sichtigte Untersnchung ist nun zuniichst die Function X in (4.) § 2. noch

gesetzt. Da nun p nach (4%) § 2, immer grasser ist wie § und wie v, und hichstens gleich diesen
Werthen werden kann, wenn sie positiv sind, so sind die Argumente der Logarithmen in X
inmer I“'-“i‘-i'*'.- also die Logarithmen selbst immer efnd frh"r__fr' und -\'!;-H'_.f_.r{; Functionen ihrer Argu-

; : : T . [
mente. Aber die Logarithmen in X kinnen nnendlich werden, wnd zwar der erste, log & =
wenn p gleich dem absoluten Werthe von v wird, d. h. nach (4.) § 2. wenn zu gleicher Zeit:
(1.) =08 nnd =0

[n diesem Falle verschwindet entweder g+, also der Log:

ist, oder es versehwindet p— v, also der Logavithmus wird -~==, wenn Y positiy ist.

irithmus wird — =, wenn  aegativ

¥
i

Der zweite Logarithmus in X, log -~ kann ebenfalls unendlich werden, wenn ¢ gleich

solufen Werthe von £ wird, d. h. wenn zu eleicher Zeit:

{i2L) == d =iy

und zwar verschwindet in diesem Falle wieder entweder o[, wenn [ negativ ist, oder es ver-

schwindet p— {5, wenn [ pogitiv ist, und immer wird der Logarithmus unendlich, entweder — o
oder +-==. Betrachtet man nun X, wie es in Folge der Gleichungen (2.) § 2. fiir die Unter-
suchung des Potentials geschehen muss, als Funetion von £, m, £, so tritt also der Fall (1.) ein,

wenn &, 7 solche Worthe haben, dags zu gleicher Zeit

(1) & C08.0 — ¢ =10, b sin o—n=10
oder, wie hierans folgt, wenn
3 |,'-'
- = l.
a ]

withrend C beliebig bleibt. Darans erhellt nach (1.) § 2., dass der Fall (1.) immer eintritt, und

nur dann, wenn (2, 1, ) anf dem Mantel des Cylinders oder dessen Ve rlangerung liegt,




Der Fall (2.) tritt nach (2.) § 2. ein, wenn zu gleicher Zeit:
(22 aoose—LE=10, ¢4el=0,
also, da = = ==1 ist und Z positiv gesetzt wurde (§ 2.), wenn:

L=, "_‘ = &,

withrend n beliebig bleibt, und dieser Umstand wird demnach immer und nur dann eintreten,
A e i - . 5 : o - :

wenn (2, n, £) in den Grundidchen des Cylinders liegt, oder in denjenigen Verlingernngen

derselben, welche durch zwei in den Endpunkten der Ellipsenaxe 2 a parallel der Axe der « er-

richtete Lothe begrenzt werden.

Wenn aber auch in den beiden Fillen (1.) und (2.) die Logarithmen in X unendlich wer-
den, so behilt X selber doch endliche Werthe.

Denn das Glied in X (4.) § 2., welches den Logarithmus enthilf, der im Falle {1.) unend-
lich wird, hat die Form:

(3.) B log ~——1
By

und erhilt also, da =0 im Falle (1.), den unbestimmten Werth 0. =
Nach (1) ist ferner im Falle (1.):

t=acos 0, n=Dbsnog,
Um alzo den wahren Werth von (3.) fiir diese Werthe von “_ und 7 zu finden, setze man
in (3.): v

L =@ C0S Py, N= b sin By,

betrachte (3.) als Function von o, und untersuche den Werth, welchen (3.) fiir o, =g erhilt.
Da nun hiernach und nach (2.) § 2.:

(1) %t =— @080 — acos®, [=D>bsino—bsinog,

zu setzen ist, und:

log

Pilog ——r—

also (3.) jetzt filr o,

=@ in der Form : auftritt, so ist sein wahrer Werth unter Anwendung von

(5.) & 2,:
] B o 5~ oo ) B== Ll ¢S —2%a 5 — a2~
— log ~— —log *— 4 —— o — - s ¢ (1 SiN. M, ——— b cos o,
A ¢ = L B Ul il gp o Fp=y U%, . (e¥pTp i &8 T
i RS o 1 Fi] ] 1
e ] : 7o b cos o
ooy P It 'I.'I p

ader nach einfachen Umformungen:

(%) ] p) o, firp=g,
Da nun nach (1".) auch:
i e i !
c S R o et e g e g . A b i
(1%) a=—2asinI-TsinT, B=25sin"—"" cos-—

so geht mit Anwendung dieser Gleichungzen (

f . o—tm, %
. D— 4y @ sin- — =+ BIN O 5
B = Lo — . = e T




Unter dieser Annahme verschwindet aber der

und ziebt fiir o =0, den wahren Werth von '.'I

1

leich dem ab

* sin -, und da das Produet der anderen Factoren, weil ¢ im Falle (1.)

golnten Werthe von + wird, in == 4 & cos = iibergeht, je nachdem v positiv ader negafiv ist, ein
Ausdruek der fiir keinen Werth von » unendlich werden kann, so ist der wahre Werth von (3.)
He (1.) gleich Null.

Das Glied von X, welches den Logarithmus enthilt, der im Falle {2.) anendlich wired , hat

; e
nach (4.) & 2. die orm:

(4.) v log

Dieses Glied erhiilt aber, da =0 im Falle (2.), ebenfalls den unbestimmten Werth 0., Nach
(2.} ist #n setzen:
g=10. wv=20,

an gich fiir 2 und € nach (2%.) in der Form anssprechen:
r 1
& COs D, e —— O,

welehie Bedingu

Da hiernach £ und £ zanz anabhiingie von einander diejenizgen Werthe erhalten, welche o
: 1 F1 ' !

und ~ verschwinden lassen, was bei der Untersuchung von (5.) nicht der Fall war, da dort so-
wohl £ als n von @ abhingen nach (1%), so kann man fiir die Untersnchung des wahren Werthes

von (4.) erst &= 0 setzen: wodurch (4.) in

|||.'_"

.;'_L:ll'I T |"'—f :‘ P — el L L Ll

ithergeht, und den Werth dieses Aunsdruckes fir =10 untersuchen. Nach (4%.) erscheint aber

das zn untersuchende Glied in der Form = fiir v =0, und sein wahrer Werth ist daher mit An-
wendung von (5%) § 2, der Werth des folgenden Ausdruckes:

o o0
||||.- v
ol ¥ ' — N
-~ = — bk
3 |
) o
I

der fir =0 immer verschwindet, was aueh & bedenten mige. Demmach ist also auch der
wahre Werth von (4.) im Falle (2.) gleich Null.
s ist endlich noch der arctanc in X (4.) & 2. zu untersuchen. Derselbe ist nach der Be-

dinenne (49} & 2. immer endlich, und eindentig. weil zwischen den Grenzen — - und - zu
o g 1 a < 0l ]

jedem bestimmten Werthe des Argumentes nur ein einziger Werth eines aretang gehort. Aber

]

das Argument dieses arctang hat die Form , und dasselbe wird unendlich, wenn:

(5. o.=—0, wihrend £, +. ¢ von Null verschieden sind,

s erhiilt also der arctang dann den Werth —. Denkt man sich nun, dass — einen endlichen

von Null verschiedenen Werth hat, der der Beguemlichkeit wegen posifiv sein mag, (was die

ichtigt, da ja nach (4%) § 2. und der Bemerkung

Allgemeinheit nicht beeintr am Ende von § 2.
das Zeichen von —- immer vor den arctang gesetzt werden kann), und stellt man sich ferner
vor, dass o von einem endlichen Werthe her sich stefig dem Werthe Null niihert nnd ihn errveicht,

50 wird, je nachdem diese Annihernng von einem positiven Werthe an abnehmend oder von

einem negativen Werthe an wachsend gesehehen ist, der arctang fir =0, den Werth + i




ader ’ grhalten. Oder mif anderen Worten, wenn unter den obizen Annahmen iiber (5.7

die Girisse o von positiven oder negativen Werthen dureh Null zo negativen oder positiven iiber
geht, so wird der arctang an der Stelle «=0 von == =~ nach == = springen, d. h. immer und
nur wenn:

(%) =10 oder ¢ & co5 % nach (2.) & 2.

wird der arctang auflhdren eine stetige Function seines Arvgnmentes zu sein
Auf X selbst hat aber dieses Verhalten des arclang keinen Finfluss, Denn das Glied.

welches in (4.) § 2. den aretang enthilt, hat die Fovm:
— 2 arctz

und wird also, wegen des im Falle (5.) verschwindenden Factors &= 0, selbst den Werth Null

erhalten, gleichgiiltiz, ob der arctans - o oder — — ist; dies Glied ist also immer eine ein-

deutige und stetige Function seiner Argumente.

Nun wurde oben gezeigt, dass die Lozarithmen, welche X enthilt, eindeutic und stetic
sind, da ferner das Glied, welches von dem arctang abhingt, ebenfalls eindentiz und stetig ist,

obgleich der arctang selbst diese Eigenschaft nicht besitzt. so erhellt. dass X als Function von

/ » * 3 . ' . ; o 2 - 1
-~ oder ey pll hetrachtet, eine eriddentige und stefige Funetion sein i Ay mente 1st, welche
| ” ! !

auch, wie die vorstehenden Untersuchungen lehren, fiir endliche Werthe derselben nicmals wn-
endlich wird.

Es folgt noch, dass X als Function von 2, 5, “ betrachiet, immer verschwindet, wenn zwei

seiner Argumente den Werth Null haben. Fiir die Fille 2 =0 und f=0, =0 und v==10 isf
diese Eigenschaft oben bewiesen, fiir den Fall =0 und =0 erhellt sie sofort aus einer

blossen Ansicht der Gleichung (4.) § 2.

Endlich ist noch zn bemerken, dass der Fall
g o,
welcher nach (43,) § 2,
(6.) 050

zur Folge hat, bei den vorheroehenden Betra ist. Da aber in diesem

Falle sowohl die Argumente der Logzarithmen in (4.) § 2., als auch das des arctang unbestimmte

Werthe erhalten, so ist zu zeigen, dass aunch in diesem Falle die oben iiber gemachte Behaup
tunge erfillt ist.
Unter den Annahmen (6.} finden nun die Fille (1.) und (2.) zu gleicher Zeit statt, und es

18t nach {1%) und (2%

zu setzen, oder es st

d. h. der Fall (6.). g=0, findet immer und nur dann statt, wenn der Punkt |‘ e _I auf ainer

!J'lu"f' r.'i.'-:: Irir.l'.u'.'»'H".'|"J3'ru".w it ."lJ. (TN H,'J,'.r.'l.'lf i f,'au'_','.n.f. i Ii

Da = unabhingic von = und 2 verschwis g0 kann der wahre Werth von X s0

sucht werden, dass man zunichst =0 setzt, und dann = un rleichzeitiz verschwinden

oder dass man zuerst = und ¥ zugleich verschwin

Das erste Glied in X (4.) § 2. verschwindet, wenn man v=0 sefzt, weil das Areument

und dann = () setat,

LS s o

des Logarithmus den Werth 1, er selbst also den Werth Null erl und der Factor B im vor-




8

liegenden Falle selhist Null ist. Tm zweiten Gliede von X lasse man zuerst « und [ gleichzeitig
verschwinden, Dadureh wird p gleich dem absoluten Werthe von Y. das Argument des Logarith-
mus also 1, eér selbst gleich Null: Es verschwindet daher aneh dieses Glied, da auch noch der
Factor 4 den Werth Null hat.  Endlich verschwindet sofort das dritte Glied in X, welches den
arctang enthilt. Denn was auch immer der wahre Werth des Argumentes des arctang sein mag,
eich !\-Il”._

der arctang selbst ist nach der Bedingung (4") § 2. immer endlich, also das Glied g
wegen des Faclors w=0.

Hicrnach verschwindet also X, als Funetion von %, {, v betrachtet, anch dann, wenn alle
seine Argnmente zu gleicher Zeit den Werth Null erhalten, oder die oben iiber X ansgesprochene
sehanptung ist anch in diegem letzten Falle als richtiz erwicsen,

Untersuchen wir endlich noch das Verhalten von X, wenn der Punkt (£, 4, ::l ing Unend-
liche riickt. Hierzu setze man:

(7.) E—p ==

e

wo % eine von der Verdinderlichkeit der Grissen 2. .,

e = . o i
C unabhingige Griisse bedeutet, p, ¢, v
5

mit <, m, C variabele Grissen sing

» von denen noch voransgesetzt werde, dass sie niemals un-
endliche Werthe erhalten.
Fithrt wan nun fiir 2, «, £ die dureh (7.) gegebenen Formen in die Gleichungen (2.) § 2.

ein, so folgt:

”~ — ' Bl s a1 ) L#] - & =} S 9 . — + =)
L— @ cos o— PA, p - b sin i gl, T=¢ - e9A,
oder, wen
: & 008 O B i sin 2 { o
(o) oy 5 P 14, = % —=iT e
gesetzt wird, evhilt man:
(9.) ==t = e
i il il

Hierdurch geht g (4%) § 2. iiber in:
I'L'!,:lrl [Pl — :".':
) . f

wenn:

gesefzt wird,, und indem man fiir «, (3, ¥, ¢ ihre durch (9.) nnd (9%) gegebenen Werthe in den
Ausdruck von X (4.) § 2. einfiihet, sieht man, dass in den Argnmenten der Logarithmen und des
arctang die Grisse A sich hebt, und nur noch in den Werthen von «,, {#,, v, (8.) vorkommt, und
dass sie zugleich, wegen (9.), Factor der rechten Seite wird, withrend der andere Faetor die

Form von X (#,, B,, v,) erhilt. Man findet also:

(10.) X (2, By y) =2 X (2, By 1)

4

Der Punkt (2, 4, £) wird nun nach (7.) auf die allzemeinste Weise ing Unendliche riicken,

wenn man die Grosse 2 @iber alle Grenzen wachsen lisst, wihrend 7, gy 7 endliche Werthe be-

halten. Von den lefateren werden sogar zwei proportional 5= verschwinden konnen, so dass zwei

der Grossen £, n, C endliche Werthe behalten, wenn nur die dritte einen unendlichen Werth hat.

Aus (8.) folgt dann als Grenzwerth der Grossen o, B, v, fir h=ecs:
(5"%) o= Py Bi=——qy Yi=¢&n

und dies in (10.) eingefithrt, liefert:

(1om) Xz, By =2X(—p, —q, er).




Da nun p, g, = endliche Grissen sind und also X (—p, — ¢, €¢) nach den obigen Unter
suchungen ebenfalls immer einen endlichen Werth hat, so wird naeh (10%) die Funetion X

wegen des Factors X anf der vechten Seite im Allgemeinen wneadlich, wenn (£, 4., L) im Unend-

lichen liegt, und zwar propoertional einer der unendlichen Griissen £, =,

§_I

Wegen der in § 3. bewiesenen Eigenschaft des X, wonach X stetiz ist und fiir endliche

" bl . - -
Werthe von &, %, £ niemals unendlich wird, kann nun das

Br 11'5\-:.r.‘;'|||.'_-' 305
ol - . i i, g £
nach &, 7, £ unter dem Integralzeichen differentiivt werden, and man erhilt so ans (3 ) § 2.
Hiilfe von (6.) und (G

-

) & 2. die zanfichst nur fir alle endlichen Werthe von £, 0. ©

Formen der ersten Ableitungen von £:

i i ] i
2= 2u :‘ i sin @ arctg - d7p
i "
I L
} ."I 5 I‘ | 7
(1) 2 =" a3 | sinzlo du
o F N : - .
g 5= it \a[ sin o log == do,
o B4 ST L = o 4
(1] L] L

wo =, 5, 7y, p diein (2.) und (4%) § 2. definivten Grossen bedeuten.

Duarch die Untersuchungen des § 3. ist nicht bewiesen, dass e Formen (1.) auch gelten,

i et . : T : L :
wenn 2, 1, § im Unendlichen liegt, Denn in § 3, (10%) ist gezeigt worden, dass Xim Allzemeinen

nnendlich wird, wenn (2, =, f ing Unendliche riickt, und wenn dadurch der Sinn des Intes

s in

der Gleichung (3.) § 2. iberhanupt fraglich wird, weil alle Elemente desselben scheinbar unendlich

werden, so wird es gewiss die Differentiation nach den Grisgsen

n, L unter dem Integ

zeichen. Dennoch gelten die Formeln (1.) anch fiiv diesen Fall, wie jetzt bewiesen werden soll.
Fiihrt man nimlich den Ausdrack (10.) § 3. fie X (2, £, v) in den allgemeinen Ausdruck

fir das Potential (8.) § 2. ein, so erhili man:

(2.) IP=ak} ['sino X(x,B;1) do.

In dieser Form sind die Grissen o« , [3,, v, nach (8.) § 3. immer endlich, anch dann, wenn

. % zelien 1o diesem Falle nach

¢, n, & ing Unendliche riickt, d. h: wenn A= wird. Denn « , { Y1

(8%) beziiglich in —p, — g, =+ Giber, und es wurde von den Gr

ssen P,y ¢, 10 § 5. angenommen,

dass sie immer endlich sein sollen, Die Function X in (2.) bleibt daher anch in dem vorliegen-
den Falle nach den Resultaten des § 3. immer end{ich und stetiz, d. h. (2.) darf mit Einsehluss

des Falles, wo (z, 7, £) im Unendlichen liegt, nach By i, unter dem lotegralzeichen ditferentiirt

werden.

Durch Ausfiihrung dieser Differentiation erhédll man aus (2.) mit Hiilfe von (6.) § 2. und

£y

(8)§ 3
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I
or - 3 -
2 5= 2al X f sin @ arctg da,
L '||
i
a.r 5 B S o1
o 9 o \ A D f
(3.) 2%, —  %ra f sin @ log i o,
] - s
ar 2" ¥ R : p1+B :
1 2 = ak 2e| sing log S ;{f_,.’

wo g, die in (9. § 8. definirte Grisse bedeutet. Bemerkt man aber, dass nach (7.) § 3.:

c\'-lra = :3:‘: il Or 1

AE by ar a

so folet mit Hiilfe dieser Ausdriicke aug den Gleichungen (3.), indem man sie mit % dividirt:

(.

ap. dp . ap T By
2 e =9 o= 2a yot I sin @ arctg 1‘ = do,
dp ok ae o, 1k
{1}
I P B _DF waE o=
] 4 B B e sin @ log - —' da,
’ oy i (i ! - B op—7 .
| i v 1 il
{1
i1 F ar ar 5 :
D=2 — a i :] sin 9 log do.
oy ol (i I g '
u

Indem man nun das Argument des arctang der ersten Gleichung mit 3, die Argumente der Lo-
carithmen der beiden anderen Gleichungen mit % erweitert, und dann die Gleichungen (9.) und

(9%) § 3. anwendet, erhilt man:

ap v ".”. B w
SRy 5 L Ll | ’
257 — 24 4 ' sin @ arctg —— da,
o ;
ar o s
2g-=—a ¥ ] sin © log
L i &
: 0
o F 4 g a--p
2 2= @ ¥ | sin plog —¢ do
g a o—f

und diese Ausdriicke der ersten Ableitungen des Potentials gelten also jetet ihrer Herleitung
nach mit Einsehiuss des Falles, wo (2, n, C) auf irgend eine Weise ins Unendliche rickt. Ver-
oleicht man sie aber mit den Ausdriicken (1.), so findet man, dass sie mit diesen identisch sind,

die Gleichungen (1.) gelten jetzi also auch in dem Falle, wo (E, m, L) im Unendlichen liegt,

-

),

'fﬁ

Giehen wir nun dazu iiber, die Formen der zweiten Ableitungen von P durch nochmalige
Differentiation der Gleichungen (1.) § 4. beziiglich nach ¢, n, { herzuleiten, und betrachten zu-
]

nichst - in (1.) § 4.




. - 3 it o I L O e
Der arctang unter dem Integralzeichen in dem Ausdrucke fir = ist zwar immer endlich,

‘¥ s - b 3 . N 3 "
auch wenn (2, %, () im Unendlichen liegt, aber, da er seiner Definition nach immer zwischen

—— und - — zn nehmen ist ((4%) § 2.), so ist er unstetic, wenn innerhalb der Grenzen der

5
@ y

Integration e=a cos g —£ ((2.) § 2.) verschwinden kann. Niheres dariiber ist oben in § 3.
(5.) angefithrt worden. Dieser Fall tritt immer und nur dann ein, wenn & == @, wo dann:

(1.) £ = a cos U

: : 5 T AL P i
regetzt werden kann (5%) 8§ 3. In diesem Falle darf - nicht ohne Weiteres nach 2 differentiirt
B - ]

il
werden, es ist vielmehr zunichst zu betrachten, wie sich das Integral an den Stellen o = p. und
o= 27 — (. verhilt, wo 2 =a cos ¢ — £ =a (cos @ — cos 1), nach (1.}, verschwindet, also
die Unstetigkeit eintritt.
{ ' . 3 SR ey :
Hierzu zerlege man das Integral in dem Ausdrucke fiir —— in die Summe der beiden fol
=] o }
BE

A

genden:

™ i
- ; BY oro [k By .
I:'.J._r sin 9 arctg s t."’r; -i- 8in o arcig = do.
. i - <4 .

(] s

Betrachten wir zuniichst das erste Integral, welches mit (/) bezeichnet werden miige, und
zerlegen es in folgender Weise:

JL L b3
| R [‘ By
{ =20 P e R - L] = ot M oarefo L £
(2~ = f‘"“l p aretg - do - | sin g arctg 7 do,
0 L 4= &

wo ¢ eine positive Griisse bedeuntet. ([) ist dann gleich dem Grenzwerthe, welchen die Summe
der Integrale in (2%) fiir e==0 erhiilt. Da jetzt aus den Integralen in (2%) die Unstetigheitsstelle
ansgeschieden ist, so diirfen dieselben nach ¢ differentiirt werden, und man erhilt daher, da .
nach (1.) von £ abhingig ist:

il I'/"r."l 2 . \ i I". ' o |
3 do - sin (. —é) I:m te | BE
g=jr—e
() il
f A i e ; By 7 - e By oy
—4—“. L { arctg e )< u — sin (1 e) |arctg 7 HE’
L =4 & ] " »

filr ¢ = L1

Setzen wir zunichst fest, dass =20 sin 9—n (2.) § 2. an der Stelle p=p. nicht ver-
schwinde. Sei ferner * ===1 das Vorzeichen voo § an der Stelle g=p., und ¥ ===1 das Vor-
zeichen von . Es darf dann im Grenzfalle e==0 fiir die ausserhalb der Integrationszeichen in
{3.) stehenden arctang nach den iiber dieselben in § 2. vor (6) und § 3. nach (5.) gemachten

T

Bemerkungen, sowie zufolge ihrer Definition (4%) § 2., A% arctang geschriecben werden, und

£ und v bezeichnen nun in diesen arctang absolute Werthe, Das Zeichen der arctang hingt dann
nar noch von « ab, da g als positiv angenommen ist (§ 2.).

- . s i ¥ o, “pu
Nun ist fir g=p — e, o =a co8 (i — ¢} — @ cos 1, und da z, n; { immer als positive

Grossen angesehen werden sollen (§ 2.), und also p. zwischen 0 und - liegt nach (1.}, so ist anch

¢ peositiv, und wenn man nun ¢ sich der Null nihern lisst, so ndhert sich demnach 2 von der

G E




‘wen Seite her filr 2 = 0 dem Werthe Null. Hierans folgt, dass der Grenzwerth des oberen

O

eichen in (4.), abgesehen von dem Factor —=.

Gliedes ausserhalb der Integratior

, fiir e=0, = »\ sin -

wird, denn das Argument des aretang in (3%) wird nach den obigen Bemerkungen —oo, er

selbst also -

Fiiv @ = .+ ¢ ist = a cos (i + ¢) — @ cos ., also nach den obigen Festsetzungen

Daher nihert sich bei abnehmendem ¢ in diesem Falle o von der negativen Seite her

|',l|||’||'|’|'.|ln'll"_
dem Werthe Null, und es wird also der Grenzwerth des unteren Gliedes ansserhalb der Integra-
(N}

{

Bz

tionszeichen in (3.), abgesehen von dem Factor

ghy - 2. g8in 1 .":fl I:ll'L‘r,',:

denn das Argument des aretang in |
Nun ist nach (1.):

183 =il

L P b : 3 1 o . .
multiplicirt man also (3*) und (3%) mit dem vorstehenden Werthe von yE 80 erhiilt jedes der
. . . o e : i et S o
Glieder ausserhalb der Imtegrationszeichen in (3.) den Grenzwerth —, ihre Summe also
- -
den Werth — b
Gehf man jetzt auch in (3. zu dem Grenzwerth e =0 iiber, so folgt aus den vorstehenden

Betrachtungzen :

i [ 3y
Ot :LL'I'1;.:' 2o | e.l‘l‘:_:,

em die beiden Integrale in (3.) fiir é=0 in das eine der vorsiehenden Gleichung zusammen-

gehen.

ale in (2.), welches mit (1) bezeichnet werden mage, tritt die Unstetig-

Im zweilen Inte

keit des avctang an der Stelle © = 27 — w ein. Wir zevlegen es daher in:

- :] sin @ arctg u"l; --;——‘!_‘J.«'ll-| ‘_3-I.-||-+'1_-_: I u’?‘

und es ist wieder (/1) gleich der Grenze dieser Summe fiir e= 0. Nun ist die Unstetigkeitsstelle

ausgeschieden, man darf daher nach ¢ unter den Integralzeichen differentiiren, und erhilt so:

f
o a3 oAl Oy
i (== ] |arctg
13 i ap BE
| Or=p
e
(5.) { 3
: ¥ B i B8
) dm — sin (1 — @) Jarcte == ?
‘) J i =g o5
| :.- {7} ey gm-t+e
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i

b sin o — 0 kann an der Stelle o =25 — 1., wo 68 in — b sin g. — 0 ibergeht, ne ver-

schwinden, da « positiv sein soll, und 0 = p. = -, also auch sin p positiv ist. Das Zeichen von
% an dieser Stelle ist also immer ein aegafives. Im Uebrigen behandle man (5.) ebenso, wie

oben die Gleichung (3

Es wird dann fir p=2m -— p— ¢, =

— {1 08 I:J_ -0l — @ cos ., d. h. = nihert sich
bei abnehmendem ¢ von der negativen Seite her dem Werthe Null, und indem man dann wieder
das negative Zeichen von B und das Zeichen 2 von v als Factoren vor die ausserhalh der Inte-

erationszeichen stehenden arctang in (5.) setzt, erhilt man durch dieselben Betrachtungen wie

vorher:

gin (1. 1 &) ‘:u'ré:.; y e =10, ="%"sin p.

Ebenso wird filr o =2=w e, 4= @ cos (r— &) a co8 i, d. h. « nidhert sich

mit abnehmendem ¢ von der positiven Seite her dem Werthe Null, go dass:

— gin (. — &) l;LI“'i:-’ = | s flip e==10, =X sin'i-
e =t

if, mit Hilfe von (1% und sonst

wird. Also folgt aus (5.), indem man zur Grenze ¢=—0 iibes

ehenso wie (4.) aus (3.) erhalten wurde:

Fan 0 (1) el o - ol :
(6.) —_——= e = f S0 D -~ ‘ arcte -
{ oL i i o= X

- . il . M S
Nun wurde oben in (2.) das Integral in dem Ausdruck fir — in () 4 (1) zerlegt.

Ferner sind in (4.) und (6.) die Ableitungen yon (L) und (/1) pach ¢ gefunden, Lisst man also
in der ersten Gleichung (1.) § 4. zunichst den Factor 2 weg und differentiivt dann nach 2, so

folgt:

i o s BT arrrl
—— —— (], » { = = — ]:
(613 i ae e
oder mit Anwendung von (4.) und (6.):
= O T 1 ‘] S ; .. d
(1) = 2 [‘ — X (A1) 7w+ a ] Sin 0 = { arctg
1 =i y

wo noch die beiden Integrale in (4.) und (6.) in das eine der vorstehenden Gleichung zusammen-
gezogen sind.
Zunichst ist jetzt dag Zeichen % eingehender zn untersuchen. An der Stelle o= ist

ach (2% 5 9
nach (2.) § 2.

|\.‘<_'| =11,
[st mun:
(9.) == osin
also, da nach (1.) = (5. COR & ist,
1 Ot 0
(10,) e T I
so ist nach (8.) und (9.) das Zeichen von [ fiir '_',-_—_‘_.'_}l“l.nll-"n'.n"_ also A= -F1. Aus (7.) folgt dann,

dass wenn (1.) und (9.) oder die eine Bedingung (10.) erfillt ist:




i (. = i Bt er,,'il
=2 AT & Bl @ ¢ | arctg _‘}: P {
i} LE )
wird, Ist dagegen:
(9%) n = b sin p
also da: £=—ua cos [ ist,
, . £3 o
10", s e L [
( / a* = &4 ;
s0 ist nach (8.) und (9%) A = — 1, und es folgt dann aus (7.}, dass unter den Bedingungen (1.)

und (9%) oder der einen (10%.):
El

ot p 3 f ; £
= = B0 @ =+ ( arctg L,
& 2 lil_.l“:( retg mJe’I

(11.)

a

2p

Dieselbe Gleichung stellt —— natiirlich auch dann dar, wenn (1.) nich¢ erfiillt ist, sondern
p )

wenn £ = a. Dann findet erstens (10%.) gewiss statt, und (11.) ist deswegen richtig, weil, wenn

E=a, a=—a cos D - E immer negativ ist und nte verschwindet, der arctang in der ersten
Gleichung (1.) § 4. also nie unstetiz wird, und das Integral auf der vechten Seite der Gleichung
(1.) § 4. daher ohne Einschriinkung unter dem Integrationszeichen nach £ differentiirt werden
darf. Dies liefert aber gerade die Gleichung (11.) nach Weglassung des Factors 2 auf beiden
Seiten. Es gilt daher die Gleichung (11.) allgemein, wenn (10%) erfilllt ist, d. h. ihr Bestehen
ist unabhdangiy von der Gleichung (1.).

In (72} ist ferner das Zeichen

- F

&, welches das Vorzeichen von y war, niher zu unter-
suchen.

Nun bezieht sich nach § 2. das Summenzeichen in (7)) darauf, dass in den unter dem-
selben stehenden Ausdriicken der Grisse € die Werthe 41 und — 1 beigelegt, und die go er-
haltenen Ausdriicke addirt werden sollen. Da ferner nach (2.) § 2. ¢ 4-el = i, 50 hingt ¥ von
¢ ab, und es darf daher fiir (7*) geschrieben werden:

oip L3 S 3 i = 0 .:57
5 — & — 2h w4 a J sin ¢ &% ( arctg —— )el‘.?.
b f
[st nun:
(12.) (=g,
so ist sowohl e~ als auch ¢— ¥ positiv, d. h. beide Werthe von ¥ haben das posifive Vor-
zeichen. Fiir beide Ausdriicke in : — 9% ist also X' = -1, im Falle (12.), oder es wird
2—2\n= —dnm.
Daher erhilt man im Falle (12.) ans (7%):
b2 p At o Bar i
3 Nio LD, 3 i B B :
(13.) Tl s J’ sin 9 ¢ ( arctg ';T ){i"y.
(1] 1 :

Ist dagegen:

(12%) t=¢,
80 ist o=+ positiv, ¢ — U aber negativ. Fiir e~ L also ist X' =1, fiir e— aber ' =—1,
s vernichten sich daher in digsem Falle die beiden Ausdriicke in Y, — 237, wegen der Gleich-
heit ihrer absoluten Werthe bei entgegengesetztem Vorzeichen, und man erhilt also im Falla

(12%) aus (7%.);
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o atp . : i By
(") s —a ) | sing SE (.-n-::l_tc ]u”p.

o E* | 3
0

-

[m Falle der Formel (13.) gilt also erstens die Bedingung (12.). Hs gilt ferner (10.), da (13.)

(st demnach durch (13.) dargestellt, wenn:

aus (7*.) hergeleitet wurde.

(10.) 1, CIZ =<t
d. b wenn der Punkt (£, n, {) innerhald des von dem Mantel des Cylinders umschlossenen

Raumes liegt (nach 10.) und innerhaldb des von den Grundfiichen begrenzten Raumes (nach 12.),

also wenn (£, n, £) ein dnnerver Ponkt ist.

In allen anderen Fillen gilt (11.), wie die Gleichungen (7") und (11.) zeigen, welche iden-
tisch sind. Fiir (7%.) gilt die Bedingung (12%), und da (7
auch die Bedingung (10.), d. h. es ist:

£3 7

(10.) -5+
ar

.) aus (7%) hergeleitet wurde, so gilt

i = 1, {LJ'J S

In diesem Falle liegt also (£, n, §) awar énnerhalb des von dem Mantel umschlossenen Ranmes
nach (10.), aber nach (12%) doch awsserhalh des von den Grundfiichen begrenzten Ranmes,
d. h. (E,n, £)ist ein dusserer Punkt. Dasselbe findet statt im Falle der Formel (11.), wo die

Bedingung:
e 5’
(10%) =5 = 1

erfiillt ist, wo also (E, n, {) ausserhald des von dem Mantel umschlossenen Ranmes liegt, also
ebenfalls ein dusaerer Punkt ist,
[ndem man nun die Formeln (11.) und (13.) mit der ersten Formel unter (1.) § 4. ver-
gleicht, gelangt man zu dem nachstehenden Resultate:
; il S . . i e
Der Werth von —= (1.) § 4. darf in allen Fillen unter dem Integralzeichen differentiirt
o.g z

werden. Nur wenn der Punkt (&, n, {) ein tanerer ist, muss dem so erhaltenen Aus-

i " .
drucke fiir = noch der Werth — 4 = hinzugefiigt werden.
HE :

=

Bei den obigen Betrachtungen ist der Fall ausgeschlossen worden, dass « und & an der

Stelle © = u zueleich verschwinden. Derselbe ist daher noch zn untérsuchen.
[} i =

Erhalten &= a cos ¢ — 2 und pi= f sin O — fir © = u zugleich den Werth Null, so

-

ist also £ = a cos ., n=~>0 sin p. und daher:

(14.)

d. h. der Punkt (£, 7, ) liegt dann anf dem Mantel des Cylinders oder der Verlangerung des-
selben, je nachdem . = ¢ oder { = ¢ ist.

Man denke sich nun einen anderen Punkt (%,, n,, §,) innerhalb des von dem Mantel des
Cylinders oder dessen Verlingerungen begrenzten Raumes, fiir welehen also die Bedingung (10.):

erfiillt ist, wihrend :1 beliebig bleilit, anf einer beliebigen durch dt . L) zehenden, aber iberall

innerhalb des Maniels oder der Verlingerungen desselben bleibenden, Raumeurve in Bewegung
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rosetzt, und dem Punkte (%, n, £) genihert, bis er mit ihm zosammenfillt. Dann ist fir alle
: : k: B L
::" (10.) erfiillt, und es gilt daher wiihrend der ganzen Bewegung fir —— die

Lazan von (4, Tis
£ AL
E

e o L 0Ep s 2 .
Gleichung (7%), also gilt diese Gleichung aueh fiir oEd selbst, wenn (5, =, ) als Grenzlage des

heweglichen Punktes (g,, m,, §,) anfgefasst wird.

Denkt man sgich ferner einen zweiten beweglichen Punkt |

. - o . . . . B & " 3 = ¢
erfiillt ist, withrend £, beliebig bleibt, auf iner beliebizen dureh (¢, #, C) gehenden, und stets
auwsserhalb des von dem Mantel oder dessen Verlingerungen begrenzten Ranmes bleibenden,

Raumenrve dem Punkte (£, v, £) gendihert, bis er mit thm zusammenfillt, Daon ist fiie alle

- , b ek B ; oo

Lagen von (£,, n,, £,) (10%) erfillt, und es gilt daher wihrend der ganzen Bewegung fiir
E i o " o - ST i al P » . - :
die Gleichung (11.), also gilt diese Gleichang auch fiir ——= selbst, wenn (2, n, ) als Grenzlage

dieser nenen Bewegung anfeefasst wird.

[st nun £ = e, also (12%) erfiillt, d. h. I:L; w, C) ein dusserer, wegen der Gleichung (14.) in
den Verlingerungen des Mantels liegender, Punkt, so fallen beide Gleichungen I:._T".;I und (11.),
wie oben bei (T") zu ersehen ist, in die erme (11.) zusammen. Wie man also aueh auf einer
beliebizen, von einem Ponkte des von den Verlingerungen des Mantels umschlossenen inneren

E ¥ £ : #
Raumes nach anssen, oder umgekehrt, durch (2, 7, ) gehenden Raumenrye einen Pankt (2

dem Punkte 7, L) nidhern mag., immer erbilt man als Grenzwerth von also filr ——+

solbist, denselben duveh (11.) gegebenen Werth, welcher anch durch Differentiation unter dem

[ntegralzeichen der ersten Formel in (1.) § 4. erhalten wird. Das oben ausgesprochene Resultat

ist also auch fiir diese besondere Lage eines dusseren Panktes richtig.
b pix - o i .
Ist aber ¢ < C, also (12.) erfillt, und liegt also nach (14.) der Punkt (¢, #, £) auf dem
‘ ST T - = o 2
Mantel des Oylinders, so erhilt man, wenn man sich den Punkt (2, n, C) durch die erste Bewe-

¥ . R L 2 S A y .
gung in seine Lage gekommen denkt, fiir Az den Grenzwerth (13.), da (7%), wie oben gezeigt

worden, bei der Bedingung (12.) in (13.) ibergebt, Denkt man sich aber (%, 4, L) durch die
2P

gweite Bewegung in seine Lage gekommen, so erhilt man fir den Grenzwerth (11,), nach

der vorstehenden Betrachtung. Beide Werthe (11.) und (13.) unterscheiden gich aber nm das

. (Ebr ot = 5 " . . x
Glied — 47, d. h. == ist fiir die Punkte auf dem Mantel des Cylinders 2iweidentiy, und wird

. z W . e ML .
erst dadurch eindeutiz, dass man den Weg angiebt., auf welchem der Pankt (2, %, O) in diese
Lage gekommen sein soll. Da nun aber gerade in den Punkten der Oberfliche des Cylinders die
Dichtigkeit sich unstetig findert, niimlich von dem Werthe 1 zu dem Werthe 0 springt, so ist

: Ee 4 : Gt X e s R
diese Zweidentigkeit von ——= in den Punkien des Mantels im Einklange mit der in § 1. aus-
o

gesprochenen Bedingung 3.

Somit ist fiir alle Lazen von

ool o bl 2 i
i, §) die Form yvon o bestimmt.
& =




§ 6.

- . II.’I . % - > .
Betrachten wir jetz —, zweite Gleichung (1.) § 4. Der Logarithmus nnter dem Integral-

zeichen ist stetig, die Differentiation nach v unter dem Integralzeichen kann daher nur dann
fraglich werden, wenn der Logarithmus fiir einen innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden

Werth von o unendlich werden kann, Dies tritt ein im Falle (1.) § 3., d. h. wenn = and 2 inner

halb der Integrationsgrenzen zugleich verschwinden kinnen, wo dann:

E acas P, n= b zin 12
sein muss, und (5,7, &) auf dem Mantel ader dessen Verlingernngen liegt, Genaueres findet man
bei (1.) § 3. u. ff.

In diesem Falle wird der Logarithmus in dem Ausdrucke fir IF zwischen den Grenzen 0

und 2% a'{m.lr.'n"? and zwar fie I unendlich.

Te - . I - VP
Wir schreiben daher fiir das Integral in :
(13 siniw log ~— do - ‘I sinio log - o,
i ) ] . y [ 1

: . = 1 \ ; P S

wo ¢ wieder eilne posifive tarisse hedentet. Der wahre Werth des Intecrales in — &t dann
e

gleich dem Grenzwerthe der vorstehenden Summe fiir e==0,

In (1.) ist nun die Stelle. an welcher der Logarithmus unendlich wird, ausgeschieden, die

Differentiation nach n also erlaubt, and indem man sie ausfithrt, e man fiir die Ableitung

von (1.) nach =:

f.-"‘i” 0 I.III [ log : j o - sin (1

" sin @ Ir ‘ lor - }u’l'f i1 (- e iln-_: l .-;!'

)
R R —

TR

Die Augdriicke ausserhalb der Tot fionszeichen in (2.) haben aber, da der Logarithmns

eindentig ist, fiir e=10. abzeschen von ithren Vorzeichen. denselben. wenngleich unendlichen

wegzen der enfgegen

. ¥ = Y e 4 H
Grenzwerth sin o |||.;:_ _ | =, veratelifen sich also

gesetzten Vorzeichen. Es folet daher in diesem Falle, indem man in (2.) zur Grenze ¢=0 iiber-

: ; Sap
geht, dass die Ableitung des Integrales in 7 nach 7

wird, indem wieder die beiden Integrale in (2.) fiie e=0 in das vorstehende eine zusammen
gehen, Demmnach ist also die Differentiation nach » unter dem Integralzeichen in der zweiten
Gleichnng (1.) § 4. anch in diesem Falle erlaubt, und man erhiilt fir jede Lage von (£, 0, C):
(BN 4 ll 0l 3 ==Y
[;:'.__:l 2 : — (0 : sl "lg P (]II'_.'\ :lf.'i-'l,_

‘I.I '
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- : or . . . -
Ebenso darf ohne Einschrinkung =% in (1.) § 4. nach 4 abgeleitet werden., Denn der Lo-

garithmus in - wird nur dann unendlich, wenn, wie im Falle (2.) § 3.,
g=acosp —5%, Y—c-t el
innerhalb der Grenzen der Integration gleichzeitiz verschwinden kiinnen, also wenn
¢=1_ und &=acos 1
ist, wo dann der Punkt (%, =, i) ((2%) § 3.) auf den Grundfifichen des Cylinders oder ihren Ver-
lingernngen liegt.
Abgesehen zunichst von diesem Falle folgt also aus (1.) § 4.:
[y d

8, TR

fies i) p
(4.) = e ] sin ¢ =% l lug-._‘

o

Aber auch in dem erwithnten Ausnahmefalle gilt diese Formel. Denn in demselben ist

s n S arp 0P : i
e="0, Soll aber der Werth von ar fiir e=10 aus ¥ 14 gefunden werden, so kann dies nicht
k]

£
anders geschehen, als dass man sich zunichst £ von ¢ verschieden und verdinderlich denkt, dann
nach £ differentiivt und dann erst £ = ¢ werden lisst. Ist aber £ von ¢ verschieden, so verliert

; Al i b e . : s
der Logarithmus in - die Eigenschaft an den Stellen, wo « verschwindet, nnendlich zn werden.

- or ; S o oA - :
Es darf dann also == nach { unter dem Integralzeichen differentiirt werden, man erhilt die
L

=l £ e = - e
Gleichung (4.), und aus dieser den fiir {=¢ geltenden Werth, indem man in ibr {= ¢ setzt.
(4.) gilt also jetzt ebenfalls allgemein.

i

T

Um nun die in den Gleichungen (11.), (13.) § 5. und (3.), (4.) § 6. angedenteten Differen-
tiationen auszufiihren, ist zunichst nach (5%) und (6°.) § 2.:

, ] ; B a . Bral @e. By
(1.) e'-f('””t{ e lu;("‘“FG o J BE (- )p 1
nach (5.) und (6°) § 2.:
@+

da e?=1 ist (§ 2.).
Fiihrt man (1.) einin (11.) § 5., (2.)in (3.) § 6., (3.) in (4.) § 6., 80 erhilt man, indem
man noch den dadurch in den beiden letzten Gleichungen auftretenden Factor 2 anf beiden Seiten

weglisst ;




LN a3 By sin g dads
o & (@ +17)p
olr
(4 | Ak =
arp
L are W

als Formen der zweiten Ableitungen fir einen dusseren Punkt (2, n, £). Ist derselbe aber ein

innerer Punkt, so muss nach dem Resunltate des § 5. zu dem obigen Werthe von noch der

g P
Del
Werth — 4= hinzugefigt werden,

Liegt ferner |\E” 1, C) anf der Oberfliche des Cylinders, so gelten die Formeln (4.) eben-
falls. Jedoeh muoss, falls der Punkt auf dem Mantel liegt, gegeben sein, anf welchem Wege er
dahin gelangt sein soll (§ 5.), um zu entscheiden, ob der auns (4.) folgende Werth von :’;: um
— 47 vermehrt werden muss oder nicht. :

Befindet sich (£, m, £) endlich im Unendlichen, so geben die Gleichungen (4.) ebenfalls die
richtigen Formen der zweiten Ableitnngen. Denn die Formeln (1.) § 4. diirfen auch in diesem
Falle ohne Einschriinkung nach (2, 0, L) differentiirt werden, da die Argumente der Logarithmen
und Aretang in (1.) § 4. in diesem Falle, wie die Gleichungen (3".) § 4. zeigen, nicht mehr wn-
endlich, sondern im Allgemeinen endlich werden, also die Elemente der Integrale selbst endlich
und eindentig sind.

Addirt man nun die drei Gleichungen (4.), so verseluedndet die Summe der Ansdricke anf
den rechten Seiten tdentisch.

Es igt daher, wenn I:_:__: Ty :I ein ausserer Punkt:

HENS a4 p ar

(5.) e =0,

e 1.'J'|"IH

Ist aber (%, , ) ein dunerer Punkt, so dass zu dem Aunsdrucke auf der rechten Seite der

ersten Gleichung (4.) noch — 47 hinzuzufiigen ist, so giebt die Summe der Gleichungen (L) in
diesem Falle eine Gleichung, auf deren rechter Seite sich das Glied — 4 = befindet, wihrend sich

die iibrigen Glieder wie vorher vernichten., Man erhilt also:

s oL p e O p
(5%) TR Sl

Ok a7d e

= — 47,

wenn (2, 7, £) einen inneren Punkt bedeutet.

Sonach geniigt also das Potential des Cylinders in der verlangten Weise der in der Bedin-
gung 3. § 1. anfgestellten particllen Differentialgleichung, denn fiir dnssere Punkte ist (1%) § 1,
nach (5.) erfiillt, und fiir innere Punkte (1%.) § 1. nach (5%).

88,

Damit der Bedingung 3. § 1. vollstindig geniigt sei, ist ferner zu zeigen, dass die zweiten
Ableitungen des Potentials fiir alle L.
. | oy v H: > ; e

gesehen von den Fillen, in welchen (2, n, §) sich auy der Oberfldehe befindet, auch emndentry sind,

e
ul

on des Punktes (2, 7, ) endliche Werthe haben, die, ab-
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Nun zeiot aber eine Ansicht der Formeln (4.) § 7., dass die zweiten Ableitungen auf ra-

tionale “\'\'|-i,-‘- aus den bewden |'ll|__'|'1,'_|||.-'.: ,]||L|'L;I':1|I_'ll LOSANINENE setat werden:

In diesen wird zwischen zen inteerivt., und die Funetionen unter den Integral-

zeichen sind eindentiq, da o immer positiv genommen wird (§ 1.). So lange a
f :

so die zu integriren-

den Funetionen zwischen den Grenzen der Intesration endlieh bleiben. miissen auch die Inte-

srale (1) und (2.) endliche und eimdentige Werthe erhalten,

Aber die Elemente der Intezrale (1.) ond |

lkinnen in gewissen Fillen innerhalb der
Grenzen der Interation wnendlieh werden, und fitr diese Fille muss also besonders bewiesen
werden, dass (1.) und (2.) endlich und eindeutig bleiben.

Fir (1.) tritt dieser besondere Fall ein, im Falle (1.} § 3., also wenn innerhalb der Grenzen

der Integration « = a cos o — & und fi= b sin o — o fiir einen Werth von @ zugleich ver-

schwinden kinnen. Dazn muss sein:

[ ) L= CO8 Ly, N dsimw, 0=

27
and es wird dann an der Stelle s =mn., «*~4 =0, also das Element des Integrales (1.) an
dieser Stelle wunendlich.

Nach (8.) ist nun:

H Jols—n R |
l; W= (08 W — L= @ C0S O 2 COR 1L = 2a 51n— -— BIN — —y
] X i i ix [il
W,
A - L s 5 < T ST
f S=10 sin o — 7, b sin o — & sin . = 2.0 sin - cos s

I“ 7 =T .
SOCO8 — BN 3 7
. ! 5 (¢ K
F ) Sy 1 . : B i 5 1
@ s’ - e F 1 = & s
da sin ~——— sich einmal weghebt.
(A55) non unter dem Integralzeichen den an dey Stelle o= anendlich werdenden
| T v
[Pactor sin i o owihrend der andere Fac . wenn v von Null versclieden tst, so dass o
(4n) & 2. fiir ¢ v nicht aueh verschwinden kann, immer endfiche Werthe hat. Diesen letzteren

Factor nenue man nun der Kirze wegen A (¢), so dass also:

T

¢l cos = o &1
/ :
(4.) Aie)i=— ¥ -
7 N R ST :
L 1] r i Cos o
Wo 8 ne (4%) 9 2. und unter Anwendung von (3%.) durch:
g i 2 g e T B P T L
(4%) o tids o= i g — ="~ 4 g gin BN = {— 5 =in® cogt s :
3 i ) G a 5 :

1 .
gegeben 18
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Demnach schreibe man also fiie (

b gk dy
(1% " A (o = .
0 Sl :
Hicrin sctze man o - w fiic @. Dann gehen die Grenzen iiber in die von P bis 2w
- e Vg L 5 .
A (w) in A (o), und sin —— wird:sim - Das so erhaltene Integral zerlege man in die
beiden foleenden;
‘ a2 : g 4z
[E1seE) " A (o) e A (4 2] —=3
AN sin ‘I 21n =

und setze im ersten 27 <=

a

— .. Dasselbe geht dann iiber in:
T

Jssy ! 1 - Ao T
sin

wo nun wieder ¢ fiiv g, 2 aber aus der Form von o () ((4:) mit (4%)

dagss: (4%.) A== 2 Br= A (@),

algo ist anch A{— 27 4 p+ 0] = — £ .~ m). Es wird daher (14, welches Integ

erste in (1) darstellt,

,‘ _] kL :— i)
b — sin 5
und giebt zu dem zweiten in (1% addirt,
(1%) f b4 | I |---l_.| '__ =
sin -

welches Integral alzo gleich (12.) ist, und jetzt statt desselben weiter behandelt werden soll. In
1

(1°.) ist das Unendlichwerden des Factors . ¢ auf die heiden fdnssersten Werthe der Grenzen
verlegt, denn fiir jede der Grenzen verschwindet sin

‘|I:1|| ;.;|'|'||-_'_"|- 1111 '_]','I 1 _rf,‘.\l-i‘ YOI |||".!|"I das erste von 0 bis =, 11:I.-’ sweite von & bis 2=

senommen wird , und setze im letzferen 2= — o fir oy dasselbe transformict sich dadurch, wie
man leicht sieht i 5

] L i o

I a1
oder, da nach (4%) 4 (27 4w Y| A (1 o) 18, 1n:

0 sin

Addirt man dies zu dem evsten Theile von (1%), so evhillt man also fie (1%) das folgende

Integral:




'.: \ i\ as
(:1%: j |,1 (i + o) — A (1 - ";J_Il
‘o sin-
- i s . . 1
welches gleich (1%) und demnach auch gleich (1%) ist. In demselben wird nun zwar — an
sin--
2

der Stelle © = 0 noch unendlich, aber es verselwindet auch an eben dieser Stelle der Factor
A -a) — A (n— o), d. h. das Element von (17.) an der Stelle o =0 wird nicht mehr
unendlich . sondern wnbestinumt. Der wahre Werth des Elementes ist daher:

A (=) =+ A4 (L —2)

B , fiir 9 =0,

o €08
also der Werth:
4 4" [IJ]I
Um die Form dieses Ansdrucks einigermassen iibersehen zu kinnen, sei der Kiirze wegen:
\ [ Z
A (p) = —
\?) Np

Zund N sind aus (4.) leicht ersichtliche Functionen von w. Es wird daher, indem man die vor-
stehende Gleichung nach o ableitet, die Differentiation dapach aber der Kiirze wegen nur mit d
bezeichnet,

od & —yZpdN — yEZNdp

i 5 — Nigh

oder indem man mit g erweitert:
) T NpldZ — v Zp dN — yZNpdp
(5.) Afi(m) = —— i e [l ol v

N g?

Ferner.ist nach (4*.) unter Beriicksichtizung der Form von N aus (4.):

5 : s m G — 2
(5%) i — -i" o= i gint S Y

Cl

und daher

o i =L v o — i o — L
-I..I 3 1o N 5 i __I'_..-__ -4 3 0 A Fes
(a% pdp=2sin" dN+ 9N sin~—— cos ~—
Setzt man nun 9 == p., so ist ans (5%) und (5".) ersichtlich, dass p* =7", und pdp =10
wird. Daler folgt aus (5.) mit diesen Werthen:
i i NdZ— ZdN
(0.) A () =
indem 5* = +* sich ans Zihler nnd Nenner heraus hebt, und es ist fir den vorliegenden Zweck

nicht nothig, die rechte Seite von (6.) weiter auszurechnen. Denn die Form von A" (1) in (6.)
zeigt, dass der Ziahler eine ganze rationale Funetion von cos und sin wird, und in Folge dessen
nie wnendlich werden kann; dass der Nenuer das Quadrat von [V ist, und also wieder nach der
besonderen Form von N in (4.) nie versehwinden kann. A’ () ist daher immer endlich.

(1'.) ist also ein Integral, genommen zwischen endlichen Grenzen, in welchem die zu
integrirende Function zwischen den Integrationsgrenzen immer eindeutig und endlich ist. Es
muss daher auch selbst immer eindeutiz und endlich sein, also auch das ihm gleiche (1%), von
dem die Eigenschaft zu beweisen war.

Allerdings gilt dieser Beweis zundichst nur unter der oben nach (1%) gemachten Voraus-
setzung, dass v von Null verschieden sei. Nachiriiglich ist leicht zu zeigen, dass diese Einschrin-

=l
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kung unnithig ist. Denn ist v =0, und verschwinden ansserdem x und 2 fiir @ == 1., so dass

also nicht nur «® + &% sondern auch o fiir © = u. verselwindet, so gilt doch immer die ganze

Transformation von (1%) in (1f.), weil diese von der Bedingnng o von Null verschieden, unab-

st. In (1%.) verschwinden aber, wenn v = 0, simmtliche Elemente wegen des Factors

hiingig i
it in 2 l.,J] (4.), und nur das eine fir o=10 bleibt bestehen, weil, wie oben rezeigé worden,
dasselbe den Werth A" (1) (6.) hat. Aber A" (p) ist von y und p vollig unabhdangig wie (6.
zeigt, bleibt also anch in diesem Falle endlich, so dass anch dieses eine Element wegen des
Factors dp za dem Werthe des Integrals (17.) nichts beitragen kann. Viel mehr verschwvindet
(17.) nach diesen Auseinandersetzungen, wenn % == 0, demnach also auch das ihm gleiche (12).
Der zweite und letzte Fall, in welchem fiir das Integral (1%.) oder (1.) die Endlichkeit und
Eindeutigkeit noch fraglich werden konnte, der Fall p = 0 fiir o = p., ist damit auch erledigt,
und somit gezeigt, dass (1.) in der That fiir alle Lagen von (£, m, £) nar endliche und eindeutige
Werthe erhalten kann.

§ 9.

Dasselbe ist nun von dem Integrale (2.) § 8. zn zeigen, welches in dem besonderen Ialle

(2.) § 3., wo also y=0, und = =@ c0s ¢ — % innerhalb der Integrationsgrenzen verschwinden
kann , unendlich werdende Elemente erhiilt. Hierzu muss also dann sein L =uacos i, und das
Verschwinden des Faktors «* 4 v im Nenner von (2.) § 8. tritt dann, bei y=0, an zwei
Stellen o = . und ¢ =27 — . ein, fiir welche & = a cos ¢ — a cos (. den Werth Null erhilt.

Man zerlege nun das Integral in (2.) § 8. in zwei, deren eines von 0 bis =, deren zweites
von = bis 27 genommen ist, und setze im zweiten 27 — o fiir . Dann bleibt cos ¢ also auch
« ungedndert; sin ¢ geht diber in — sin p, also f==bsin g — in J= - (bsin @ ), 80
dags (2.) § 8. die Summe der folgenden beiden Integrale wird:

[]‘| ns - ':;_

f+

wo (b, =20 sin p+n, p, =o'+ B} + " gesetzt ist. Da p immer mit positiven Vorzeichen

zu nehmen ist, so hingen die Vorzeichen von - und “Lnur von den Grossen [ und [ ab.
¥ il
f, = bsin o -+ n ist nun immer positiv zwischen den Grenzen 0 und =; =  sin @ — 1 immer
negativ zwischen denselben Grenzen, wenn 1 = b, ist aber n < b, also
(2.) = Db gin v,
wo v irgend einen Werth zwischen 0 und - bedeutet, so ist, da dann i = bsin & — bsin v,

B negativ fiie das Intervall 0=ao<v
e T A SR V=T —
f > I o it g b S
bnegaltv w .  pn p FT—V<LOSM

Desswegen schreibe man fiir die Summe in (1.) die folgende:

‘L innerhalb

und in den einzeluen der vorstehenden Integrale haben jetzt die Grossen © und -
] 2

der Integrationsgrenzen dieselben Vorzeichen, Folglich liegen die Werthe der einzelnen Integ
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ationserenzen statthindenden

der vorstehenden Summe immer zwischen den innerhalb der Infeg

Maximis und Minimis der Ausdriicke resy. . multiplicivt mit dem Werthe des Integrales:

sind dem absoluten Werthe nach fiir jeden Werth von ¢ kleiner als 1, und erreichen densellben

nur in dem der Betrachtung vorliegenden Falle. Die Maxima und Minima der Ausdriicke (4.)
lisgen daher ebenfalls ihrem absoluten Werthe nach zwischien 0 und 1, und sind daher immer
endliche Grissen. Hat also das Integral (3.), genommen zwischen befiebigen Grenzen, einen
endlichen Werth, so liegen die einzelnen Glieder dev Summe (1%) zwischen endlichen Grenzen,

gind alzo selber endlich. folglich anch ihre Summe.

55 ist daher alles darauf zuriickgefiiict, zn zeigen, dass (3.), genommen zwischen belie-
bizen Grenzen, einen endlichen Werth Lehilt. Hierzu ist oftenbar, da, wegen % = a cos . in
dem der Betrachiung vorliegenden Falle, 2 — @ (cos 0 cor 2} gesetzt werden kann:

5 y o [e0s |
L
st ] |
] + e 3 L] =t i [} L] (1] gl ! I
(30 T
4

ol ong g — gog L)
— — AT

I
[n dem vorliegenden Falle ist 1=0zn sefzen. Dadurch wird das Argument des arctang

im Allgemeinen unendlich, der arctang selbst also —- < oder =, je nach dem Zeichen des

Argumentes fiir die Grenzen des Integrales und der Art, wie + verschwindet, Ist ferner zufillig

ping der Grenzen des Integrales v, so wird das Avgument des aretang nicht unendlich, sondern

unhestimmt, aber der arvctang selbst behitlt cinen endlichen Werth. Ohne auf die leicht genauer

zu bestimmende Mehredenticleeit des Integrales (3%) weiter einzugehen, erhellt doeh ans den vor-

stehenden Betrachfungen, dass (3%) und also auch (3.) einen endlichen Werth hat, was auch

immer die Grenzen von (3.) sein migen, und somit hat aneh nach den obizen Bemerkungen die

Summe also (1.) oder das Integral (2.} § 8. in dem betrachteten Ansnahmefalle onrmer

einen endlichon Werth.

Der Beweis ist wesentlich unter der Voraussetzung (2.) eefiithet, dass 7= =86, Firan =0
gilt er jedoch anf dieselbe Weise, er wird nue dadoreh einfacher, dass man nicht niithig hat, das
erste Integral in (1.) in drei Theile zu theilen, weil, wie schon oben bemerkt, '.; #wizchen 0 und
7w dasselbe Zeichen bewahrt. wenn » = . l

Endlich gilt der Beweis, dass (2.) § 3. einen endlichen Werth hat, noeh ebenso, wenn

¢ anch

ALSSEr

Y=0, und =« an der Stelle @=. verschwindet, an eben derselben Stel

b sin o — w versehwindet, wo dann also v=0, c=wa cosw, 1= 0 sinw, d. h. der Fall (6.)
i ¢ {

&3, stattfindet. Fs verschwindet dann ansser o« =} | in (2.) § 8. auch noch o fir o =, und der

vorstehende Beweis wird nor dann auch fie diegen Fall gelten, wenn gezeigt worden, dass




in (4. fiir & = auch jetzt einen endiichen Werth erhilt, Dies zeigt man aber, indem man in
: J 4

(4.) zuerst y==0 setzt, wodurch :

(4%) A -

wird, und dann;

; e S ) S

o = ¢ (GOS8 & — 08 :.l.fl = 2 a8 =— Bl

2 —% (sin o smi] = 2 b gin < - 2 cos -

. o a . o 'L
ginfiihrt, wodurch sich 2 sin ———— hebt, und
b cos :
£l g i i i 8 1 B
’ ¢ gin® =—— - &% cos
wird . ein Aunsdruck, der fir o= in:
|lI 505

iibergeht, und seiner Form nach filr keinen Werth von 1. unendlich werden kann, also wie be-
hauptet worde, immer endlich bleibt.

Der vorstehende Beweis lisst sich nun wortlich wiederholen, und es ist somit auch fiir
den letzten noch denkbaren Fall. in welehem ein Flement in ':_].l g8, nnendlich wird, fiir den
Fall o =0, gezeigt, dass das Integral einen endlichen Werth hat.

t worden, dass

Aber wenn anch dureh die vorstehenden |:-.'|I'_'||'|||IIII_1'I'1'. £t PR

smmer einen endlichen Werth behilt, so ist doch nicht ausgeschlossen, dass derselbe mehrdentig

ist. Denn die obize Beweisfiihrung schliesst den Werth des Integrales nur zwischen endliche

Grenzen ein, die, wie (3%) 2

\

gelber schon unbestimmnt oder zweideuntig sind.

In dem der Betrachtung allein vorliegenden Falle, =0 und F—ua cos ., liegt (2, 7. C

auf den Grondfiachen des Cylinders selbst, oder den Verlingerungen desselben (2%.) § 3. Ist

nun 7 = & sin Wy 80 liegt (£, 1, L) offenbar awf den (Frundfldclien des Cylinders selhst, ist

aber = sin P, 80 liegt der Punkt awuss: shalh auf ihren Verlingerunzen. Im ersten [Palle

* . i b ) - . . . . g .
0 < b sin p st also (2, n, C} ein Punkt der Oberfliiche, in welcher sich die Dichtigkeit unstetig

andert; die zweiten Ableifungen. und folglich (2.) § 8., von dem dieselben abhingen, dirfen daher

in diesem Falle nach 3. § 1. mehrdewtig sein. Ist aber 0= b sin 1, also (5, 7, ) ein dusserer

Punkt, so darf dies nieht stat

inden, sondern (2 ) § 8, muss einen eindeutigen Werth haben.

[st alsa v=0 und £ =a cos 1., n aber grdsser als b sin u, d. h.
i ( ; :

anfweder N = bsinvy, v=|.,

oder fiberhawpt 0= b,

50 muss jetzt gezeigt werden, dass (2.) § 5. wenigstens in diegen Fillen eindeutig ist.

7n diesem Zwecke lasse man in (2,) § 8. zunichst den Faetar i unberiicksichtizt, nnd

[}as #u {|_-:1|-|';-L|.-||.-I|||1' Inteoral I.f.l

setze dann in dem noch Bleibenden Integ

§ 8. erhilt dann, wegen o = a €08 @ — (.COS [& die FPorm:
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e L

al hat zwei unendlich werdende Elemente, Es verschwindet nim-

=ty und 5 =27 — p. Zerlegen wir desshalb das Integral in zwei.

Uersn ersees von U bis

ren zweites von 7 bis 2 7 geht, setzen im zweiten 2 7 — @ fiir ©. so

- e it 2 1 vl 5
dass die Summe beider Integrale, abgesehen von dem Factor =1 flibergeht in:

Wo

D —— N gesetzi 18t

jetzt ¢in an der Stelle o = . unendlich werdendes Element,
igt die Summe dergelben zu betrachien fiie die beiden oben genaner an-

Von diese "_l'|li' zuniichst der erste:

BN Yy V=

e nun jedes der beiden Inteera * ) in zwei, deren eines von (0 bis v genommen

miasst, deren anderes von v bis = reht, also kein unendliches

Element mehr enthilt. Die beide

n letzten Theile haben also sicher endiiche und etndentie

Werthe nach der Bemerkung in § 8., und sind daher nicht weiter zu untersuchen. Die beiden

antleren Theile h

zen, indem fiir v sein Werth (6.) eingefithet wird., die Form :

LD ’ I‘,“|'_.':| = i il S

geselzt ist, und =10 (sinm—giny), [, = b (sin @ - sin v) bedeuntet.

1 . - v . 0l CRC) L, LTy

(@] nnd ( o) sind innerhalb der Grenzen der Integration zwel immer positive arissen, *
Denn die Wurzel wird immer als positiv angesehen § 2., und die Zihler sind ebenfalls zwischen

bis v posutir, da 1 positiv § 2., also 0 <y ist. Beide Integrale (5"

.) znsammen, geben

-".lL-' L

In diesem Integrale wird nun zwar an der Stelle 9 = 1., cos © — cos v. immer noch Null,

(o)

aber es verselarinde h € (p) — C() fiir ¢ = w. Denn da die Wurzeln in € (¢) und (08

en Zeichen senommen werden, so wird die Wurzel in (e

mit dem positiv

o) an der Stelle o = .

cleich dem abseluten Werthe von d, h. gleich & (sin ¥ sin ), weil v o, Daher erhilt

' {o) fir o= L den Werth - 1. Densal

Werth erhilt aber auch €, (g) fir 2 = ., also wird
¢, (o o) =10 fir o= .

nentes in {5°.) fiir © = w. wird daber our noch unbestimmt, und seip




s 1st .||r1'|'J, woenn man fiir einen Aurenhlick fiir den Zi

O, () wieder 3, schrei

ter von € (o) wisder 5, fir den von

11118

wo die o wi r Differentia I|:I|||i-\'I|I='II nach o bezeichnen, Fihrt man diese An

& (G058 O cos L), 80 sieht man, dass der Factor cos o COs 1L

Werth von (7.):

ein. nond bedenkt, dass

a1ch ans (7.] 10e rl,')l.u-."lJ.", und s bleibt dahes

Da filr o =1, e =0 und der=—"w'sin .. 20 wird alzo de
i ¢

walire Werth des Elementes

hat d=

an der Stelle o= ., wie man aus
i i

ersieht, gleich Null. E

[ntegral (50) kein Element mehr, welehes nn | da es zwischen endliche

hat anch (5:) «

senommen ist, so ist es endlich und eindeutiz. Demnach iese Bigenschalt, und
fi

Factor v zu (5.) hinzuzufi

Iglich (2.) § 8. den Werth Nwufl, weil um (2.) § 8. aus (5.) zu erhalten noch der verschwindende

icklicl

n ist., welcher oben aus

(2:) § 5. hat da K

 diesem Falle

1 il

Der Beweis gilt zunichst nur unter der Bedingung + - . Ist aberm = &, do

wird die vorstehende Beweisfiihruong nur dadureh einfacher, dass man statt der Intecrale zwischen

g (o™ m-|||~i I|--|||||;'I| muss ., weil in diesen fdann

:
n Tnteg

den Grenzen O bis v (5% die beide

B (=) selbst immer negatic 186, wihrend 57, (@) positiv bleibt. Alles andere bleibt ungefindert.
i |

Man hat also ddas Integr: ) & 8. das Resaltat, dass es immer den endlichen und

eindeutizen Werth Null hat,

ein ausserer Punkt ist,

s inter der YVoranssetzung & CO8 Lund v LA

| | 4 T
'-:"|'?'-|'i||'-'|l Y OrausscltZung eil U

s von Null ve

Oberfliiche., =0 1st (2.)

im Einklange mit 3. § 1.

Die Behandlung des Integrales (2.) § 8. wurde dadwm etwas verwickelt. dass man ge
nithigt war, die Eigenschaften der Endlichkeit und der Eindeuts in den Fillen. wo dieselb

nnt von einander zo beweisen, Es seheint.

nothwendig 18t, besonders und g

nicht umgehen kann, denn di

its iiber die BEindeutighk

ehen ni

welche al

k

inen lehrt, [

in digsem I ctor n (5 die Grenzen von O b o
nommen) fir o= nicht versechwindet, sondern den Werth == 2 erhilf, | doch heruhii
wesentlich auf dem Versehwinden dieses er Methode.

Die &§ 5. und 9. haben also g g (1.) und (2.) § 5. immer endliche

Werthe haben, die auch, mit Ausnahme der I% den Grundfifichen liegt, ein

| & B. einder

deufig sind. Fiir die ansgenommenen Fille 1st 23

es nicht bewiesen worden.

|
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aicht der Form der Integrale (1.) und (2.) § 8. Denn die Elemente derselben sind im Zihler

zweiter, im Nenner aber dritter Ovdnung in Bezug anf die Grisse

auf

N %, My %, 80 dass, wenn (2, =7,

5

nd eine Weise ins Unendliche riickt, diese Elemente im Allzemeinen simmtlich ver-
) § 5, den Werth Null erhalten. Nuor

in dem besonderven Falle, wo 2 und % endlich bleiben, wihrend £ allein unendlich wird, erhill

sefweenden, wnd dem gemiss auch die Integrale (1.) und (2,

zwar (2.] § 8. immer noch den Werth Nuall, aber . hat zum Grenzwerth 1, und also zeht (1.) & &.

ither in:

welches Integral, so lange = und 5 innerhalb der Grenzen der Integration nicht zugleich ver-

schwinden kionnen, einen endlichen and eindentizen Werth hat. Geschieht dies aber.

50 KADN

dies Integral aof die Form (12.) oder (1Y) & 8. gebracht, und dann wie dort gezeigt werden., dass

es endlich und eindeutig ist, Usberdies lisst es sich unhestimmt integriren, und dadureh kann
man die Behanptung ebenfalls beweisen. Endlich noch in dem besonderen Falle, wo ¢ und £

endlich Lleiben, und =« allein unendlich wivd, erhilt zwar (1.) § 8. wieder den Werth Null, aber

hat zom Grenzwerth 1 und es gelit daher (2.) § 5. itberin:

welches Integral mit Anwendung von (3%) § 9, sofort den endlichen nnd eindeutigen Werth Null

Somit gilt das oben {iber die Integrale (1.) und (2.) § 8. ausgesprochene Resultat, auch

wenn (. n, .7' auf irgend eine Weise ins Unendliche rickt. nnd es ist daher durch die %5 5.—9.
lie Untersuchung der zweiten Ableifungen vollendet. Sie geniigen der partiellen Differential-

rleichung in der richtizen Weise (§ 7.), sind im ganzen Raume endlich (§ 8. und § 9.), und mit

Aunsnahme der Fiille, in welechen (2, m, £) auf der Oberfliiche (& 0.}, anch sicher eindentig.
% = | ) =

Die B I-"n'.rf_-'_.".':'-'-'-_-' . \',‘ . tst dalier eryillt.

10.

X ]

Die ersten Ableitungen des Potentials sind nach diesen Resultaten nun immer stetige
IPunetionen von %, n, £ innerhalb des ganzen Raumes, weil ihre Ableitungen, d. h. die zweiten
Ableitungen des Potentials im ganzen Raume endficd sind.

Aber die ersten Ableitungen sind avch immer endfich. Die Gleichungen (1.) § 4. zeigen
dies zunfichst ohne Ausnahme fir

Denn die Elemente des Infegrales in dem Ausdruck fir

bleiben nach der Bedentang des arctang immer endlich, also auch das Integral selbst, da
zwischen endlichen Grenzen integrivt wird.

T i o i
Dasselbe gilt im Allgemeinen von ——- Da aber der Logarithmus unter dem Integral-

i

zeichen unendlich wird, wenn = und 3 zu gleicher Zeit verschwinden kénnen, also wenn

3 7 : : i . . S = [ R “

b €08 by = disin 1, so ist die Endlichkeit des Werthes von -— in diesem Falle noch
L] " )7

besonders nachzuweisen,




‘b i 7
FEndlich gilt dasselbe auch im Allgemeinen fiir = Jedoch wird anch hier der Loga-
pithmus nnendlich, wenn =10 und = mnerhall der Grenzen der Integration verschwinden kann,

d. b. wenn y=0 und 2=« cos . isf. Es ist also auch die Endlichkeit von - fiir diesen Fall
; ot

besonders nachzuweizen.
o

Um non zunidchst zo zeigen, dass 3 fiir t=ua cos 1 und n="> sin 1. endlich bleibt,
o \ )

mache man in dem Integrale, welches in . (1.) § 4. anftritt, also in
(14) ' sin o log ~—" duw,

dent an A als llrr-l']-\.;lf.'l." voransact

und schreibe also fir (1.):

B
2.} f sin @ log (a--+)" do — l gin o lop (o' 4L dm
ke . Y e i T Sl 105 % o B

Das erste der vorstehenden Integrvale wiirde nun fily o= ein unendlich werdendes Fle-

ment enthalten, wenn ansser c=—a cos ., 1=~ sin 73 noch zugleich v=0 wiire. Dann hat

aber, wie man sofort sicht, (1.) den Werth Null, weil fir y=0 das Argument des Logarithimus

ich Null,

in — =1 fbergeht. Ist also auch v=1(, 8o ist (1.) sicher endlich. Ist aber v nicht gl
s0 ist der erste Theil in (2.) immer endlich, denn an der Stelle o =u wird p+ =2+, wegen

der Voraussetzung, dass y positiv sein soll, und an allen anderen Stellen ist g

" endlich isf, Ks blethi

enthilt, also s

duss der erste Theil von (2.) nur endliche Eleme

daher nur der zweite Theil in (2.) weiter zu antersuchen,
" - ¥ -
Man setze nun wieder, wegen c=a cos 1, n=~0sin L:
t ¢ {
e i
o == (& (cos CO8 1) = 2 8in = — 8l
) 3
i - - . & LL L1,
9= b (8in'o — 8in 1) = 2 b sin ———— cos -

wodureh der zweite Theil von (2.) in:

(i Wogl @ f gl L g i g SR
( ;f gin'm Joglsin"—— | dal sin® — =+ 48" cos? T J-l do
. A l .Il
;:;: I B it
. PRI ot T e o] L S 1 g =k : i N 3 T
| f gin o log | ba® gin® -2 - 457 cos® | o - f sin o log sin® =~ do
..I -|I

ithergeht. Das Argument des Logarithmus nnter dem Integralzeichen des ersten Theiles auf der
rechten Seife von (3.) kann zwischen den Integrationsgrenzen weder O noch ~ werden, dieser
Theil hat daher Lein unendliches Element mehr, und es bleibt nur noch das zweite [ntegral anf

der rechten Seite von (3.) zu betrachtep, welches fiir o =u. ein unendlich werdendes Element
enth:ilt,

Man behandle nun diesen zweiten Thei

| sin;@ log sin® ~—= do
‘ll =




a0

shenso, wie (1%.) § 8. Man setze also zundichst - fiic ¢, so dass (3%) sich in;

(3%.) sin (9 ) log sin® g do
verwandelt. Zerlegt man dies wieder in zwei, von denen das eine von  bis 0, das andere
von ) bis 27 — . geht, und setzt dann im ersten Theile 27— 9=, , s0 dass seine Grenzen

k

2 — 1 his 27 werden ., wihrend der Aunsdrock unter dem Integralzeichen,

Veren

sin (o — 27 -+ pp) = sin (p 4+ ) und sin® ( z ta = &in"

wie leicht zu ersehen, dieselbe Form behilt, so geht nach allen diesen Transformationen (3".)
iiber in: or

i‘ sin (o~ p) log sin® =~ do.

Zerleet man dies in zwei Theile, deren erster von O bis =, deren zweiter von = bis 27 genommen

ist, setzt ferner im zweiten 27 — o fir o, so folgt fir (3°.):
3 | .
f sin (o) log sin® L do — l sin (g — ) log sin® = dw,
o 4 0 2
oder, wegen sin (o -1) — sin(p—uw) = 2 cos @ sin |,
i Lt i ;

& 2 sin u. l cos o log sin® ‘ dy
*3
als Werth von (3 IFiihrt man jetzt sin : — i ein, also sinp==2a )1 —#*, s0 gehen die

Grenzen iiber in die von 0 bis 1 und es folgt:

[ cos o log sin® £ dp = [ log sin® < d sin p =4 [ log wd (@ yT—27)
0 *0 4 *0

1 1

— |.." log @ - 11 -] —4 ‘ Y1i—z da
[i] D
dureh theilweise Integration. Der Ausdruck ansserhalb des Integrationszeichens verschwindet
fiir #=1. ebenfalls fiilt =0, da & log & als Grenzwerth fiir =0 den Werth Nwull hat. Das
Integral, welches sich noch auf der rechten Seite befindet, hat mit seinem Zeichen den Werth
. -L . wie bekannt, so dass unter Anwendung dieser Resultate (3) oder also (3%.) den end-

lichen Werth 27 sin . erhilt. Demnach hat (1.) auch in diesem Ausnahmefalle einen end-
fiehen Werth.

Allerdings wurde bei diesem Beweise v positiv angenommen. Ist nun 4 negativ, so mache
man in (1.) nicht den Nenner, sondern den Ziahler des Argumentes des Logarithmus rational,

dann wird wie vorher:

i

J sin o log (o -+ [5°) If'? - ‘ sin @ log (I: - ';f."' do

gleich dem Werthe von (1.). Hierin hat jetzt das zweite Intezral kein nnendliches Element mehr,

well g ~, wenn ¥y ne
1 i

cativ, nie verschwinden kann, denn o 1st positiv § 2.; und von dem

ersten Integrale ist so eben bewiesen, dass es einen endlichen Werth hat.
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. -

$ 11,

. vl i i o P : b W
Um die Endlichkeit von = auch in dem in § 10, ang

ehenen Falle zn beweisen, setze
o F

man zuniichst in dem Integrale in —— (1.) § 4. v = 0, dasselbe erhiilt dann die Form:
ar E i

(1) / sin o log I
: V

e
Nl
2 T

[is ist nun zu zeigen, dass dies Integral unter der Annahme 2 = a cos . einen endlichen
Werth hat.
Man zerlege hierzu (1.) in zwei Integrale, deren eines von 0 bis =, deren zweites von = bis
27 genommen ist, setze im zweiten 2w — o fiir 9, so dass (1.) dbergeht in:
& : Yok == 37 == Vol + 81 + B,
(1) " sin ¢ log _1-.. do - f sin o log do,

1
0

all B3 _ 8
f 3 Kad §
1] LB -

ieder b, = b sin © - 7 gesetzt worden ist.
Jedes der vorstehenden Integrale enthilt nun ein an der Stelle o — i nnendlich werdendes
Element, wegen

. B — R - s = |
@ cos h=—— 24 sin - 8ln

o= COS@ — L =a CO8 D
i 1

Beweisen wir zunich

st, dass das ersfe Infegral in (1%.) einen endlichen Werth hat.
Iis kann nun zunfichst auch = b sin @ —n fiir o — 12 verschwinden. und dies tritt ein
wenn auch m = b sin p., also

s : . : & — I el
(2") p=bsino—n=2>= sin o — b sin w=205sin ~—= cos

ist. Dann darf aber nach den Gleichungen (2.) und (22) fiir das Argument des L
dem ersten Integrale (1) geschrieben werden:

arithmus in

4= b 08
fl.l CoOs "--'

indem der Factor 2 sin ———, welcher Zihler und Nenner fiir @ = 1. verschwinden lisst. sich
2 i v

heranshebt. Diese Form l];‘s' Elementes zeigt aber dass es zwischen den Grenzen 0 und = nichs
mehr unendlich werden kann (weil 0 = u = : ), also hat dann das erste Integral in (17.) sicher
. einen endlichen Werth,
f Ist aber = & sin p — n an der Stelle = 1. von Null verschieden, und ist es positiv

an dieser Stelle, so ma

he man den Nenner des Argumentes des Logarvithmus in dem ersten

Integrale (1%} rational und sehreibe also fiir das Integral:

(1) | sin o log (Ve *do — J sin p log «* do.
0 “o
Das erste Integral in (1"} ist, wie das entsprechende Integral in (2.) § 10. immer endlich,
weil keins seiner Elemente mehr unendlich wird, Das zweite Integral, mit seinem Zeichen oo
# nommen, geht ither in:




()

= 3 | .
J log o i e0s o = i log o= de. da «w=— a cos O — ¢ CO8 .,
and enthilt ein fir @ = w unendlich werdendes Element,  Es ist aber
(3.) ] log o de = | log «* di - {Hog o’ de,
0 B i

voranseesetzt, dass man unter dem Ausdruck anf der rechten Seite den Grenzwerth der Summe

fiir ¢ — 0 verstebt, und die Integration nach wie vor aul @ hezieht. Da nun ¢
J 10'.;_; o r-:r'.". — 4% ]""o' ot — Dk,
an wird :
[ log el do= |:f. log o — z"f.]
i = ]
[ log & da = | o log 2:!.'

Der Ausdrock in den vorstehenden eckigen Klammern, wenn man zur Grenze ¢ =4
ithermelit, verselidndet, weil o filr o= verschwindet. und o log «” fiir =0 den Grenzwerth
Null hat: man erhilt so aus (2.) mit Anwendung der Werthe der vorstehenden Tntesrale :

f log 2 doe = |« oo * — 20| = —2a (1 4 cos ) log a (1 - cos ) =2 a (1 - cos )
-l' i
—2a (1 cos ) lora (1 —cos ) +=2al(li—icos i)

und zugleich ist dies der Werth des mit seinem Zeichen genommenen zweiten Integrals in (1%),
Dieser Ausdruck hat aber fiir jeden beliebigen Werth von (& ginen endlichen Werth, nnd damit
auch das erste Integral in (1%.) einen solchen,

Zundichst gilt der Beweis nur, wenn =25 sin o — 7 an der Stelle o=y posifiv ist. Ist

ps negativ, g0 mache man nicht den Nenner des Argumentes des Logarithmus in dem ersten In-

teerale (1%) rational, sondern den Ziahler. Dies Intezral geht dann fiber in:

l sin © log i n"‘l.; - f sin ] log (Yed + 2 = ;"._)"I i .

1) (1}
Von dem ersten ist oben bewiesen, dass es einen endlichen Werth hat, und das zweite hat einen
solehen . weil eg kein unendliches Element mehr enthéilt.

Zugleich ist hiermit auch die Endlichkeit des zweiten Inteorales in (1%) bewiesen. Denn
dasselbe unterscheidet gich von dem ersten nur durch die andere Form von [3,, und da diese bel
dem vorstehenden Beweise gar nicht zor Sprache kommt, so gilt derselbe wartlich auch far
dieses zweite Intecral. Natiirlich hat man fir dasselbe den Fall, wo « und {3, zugleich fir = 1.
¢ nicht zu betrachten, da [ ==5 sin o =, weil 7 positiv, zwischen den

verschwinden, g2

Grenzen 0 und = nie verschwinden kann,

t, dass anch 1” iiberall endlich bleibt.

Somit ist also gezel

Es kinnte nun noch gefragt werden, ob die ersten Ableitungen auch dann endlich bleiben,

wenn (%, n, £) im Unendlichen liegt, Dies folgt nun zwar mit Leichtigkeit aus den Gleichungen
J § 4., jedoch will ich deswegen jetzt nicht genaver daraof eingehen, weil diese Frage bei

Lt "¢
der auf die Bedingung 2. § L. beziiglichen Untersuchung von selbst erledigt wird.
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Mit Ausnahme des so ehen angesebener

Falles ist also jetzt bewiesen, dass die ersten

Ableitungen durch den ganzen Raum stetige und endliche Functionen von Eq . osind

(5510, 11.).

Das Potential selbst ist daher ebenfalls immer stefig, denn seine Ableitungen sind dberall
endlich. Bs ist auch immer endlich. denn die in § A,

ihrte Untersuchune der Function X

zeigh, dass das ||:|TI'|‘._L'I'.‘l’. durch welches das Potential darzestelli ist, Kein an irgend einer
Stelle zwischen den Integrationsgrenzen unendlich werdendes Element hat. so langi

Endlichen liegt,

Ay i
} (S T S 1

Hiermit ist also _'.'J,'!f.l.‘i_il{i._ dass Potential wnd erste ,-'\]lJi'iHIll'_fl'u dureh den ganzen Ranm
eidliche und stettge Functionen von 2,7, £ sind,  BEs ist also der Bedingung 1. § 1. eeniigt, mit
Ausnahme des Falles, wo (£, 7. ) im Unendlichen liegt, fir welehen die folgende 1 ntersnchung
das Erfiilltsein der Bedingung lehren wird.

12,

Nach 2. § 1. sollen das Potential und seine ersten Ableitu el

]

1 50 beschaffen sein, dass

5 . = . pg OF o OF w OF e en 2 :
die Anadriicke, & P P, LP; B2 = 1 =2, 12 e ime ganzen Raume endliche Werthe nichi

e 4 i ? 4
= . . i oo - s L
iberschreiten. So lange nun (%, 7. ) im Endlichen liegt, also
endlichen Werth hat, ist diese Bedingun;

jede der Grissen g, 7. L enen

durch die vorstehenden 1 r|!|-=_':-‘||-,-h||:|:_-|-z| l'1'|1'i:|i§.'1. [Jenn
nach denselben haben P und seine Ableitungen iiberall endliche Werthe, also anch die oben
aufgestellten Producte. Es ist daher nur noch das Erfiilltsein dieser Bedingune zu zeigen , wenn
{2, n, C) im Unendlichen liegt, und damit erledigen sich dann auch die oben offen geblicbenen
Fragen,

Nach (3.) & 2. ist:

2
(1.) ff’:ul:f.‘-;iu?}fi.x,:ﬂ_.-;'] do,
i

wo o, 9 v die in (2.) § 2. definivten Grossen sind.

Liegt nun (£, =, £) im Unendlichen, so ist nach den Untersuchungen des § 3. X («, B, 7)
unendlich (10%) § 3.5 die Form (1.) wird dadurch fir die fernere Betrachtung ungeeignet, und
ist de

halb in eine andere zu transformiren., welehe diese Schwieriglkeit nicht mehr darbietet,

Zu diesem Zwecke zerlege man das Integral in (1.) in 2wei, deren eines von 0 bis =, deren

zweites von = bis 2= genommen ist, Im zweiten setze man 2% — o fiir %, so bleibt cos &, also
%, (2.) § 2. ungeiindert, sin g geht iiber in — sin o, also =& sin @ — 1 in — (b sin g —t-1),
Man setze der Kiirze wegen:

(2. B, =0 sin g 4+ =

Die Integration in dem so transformirten zweiten Infegrale geht von = bis 0: ferner weht dg in
— dotiber, und da X (2, &, v} in X («, —§,, ) nach den obigen Bezeichnungen iibergeht, X
aber nach § 2, (G

(6" ) mit dem zweiten Argumente sein Zeichen dindert, also:

Xia,—P,7) = — X (=, Bis 1)

wird, so erhiilt nach allen diesen Thatsachen der zweite Theil des Integrales in (1.) die Form:

)' sin @ X («, iy, v)do

om
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und giebt o dem ersten addirt:

(1) 9P=a} [sing l,‘flx; By -+ Xz, By 1) | de
d
Nach (2.) § 2. ist = b sing— 1,
nach _],. :‘;__ - b sin [ .

und beide Formen sind enthalten in der einen

b= bsing 4 e'n,
wenn der Grosse = wieder die Werthe -+ 1 und — 1 beigelegt werden.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer in (1), welcher, indem man fiir die o, 5, {§,, 7

ilire Werthe sehreibt. die Form erhilt:
X(acosog—5, bsing—mn, e+c0)+ X(acos g E, bsing+mw, ¢ 4+¢el),

kann daher in der Form geschrieben werden:

Y ¥ : : 5 i e o by
] .‘\ [{-'-' co8 o0 —¢C, b 10 f." -—=E N, =1 :...1.}.

wonn man wieder dem Summenzeichen die Bedentung beilegt, dass in dem unter demselben
stehienden Ausdeneke der Grisse £ die Werthe - 1 und — 1 beigelegt; und die so erhaltenen
Leiden Ausdriicke addirt werden sollen, Fithrt man dies fir die eckige Klammer in (12.) ein, so
wird also;

(3.) 1P=uX ’le{m o X (acos o — ¢, bsin o s, e a-el) dy,
i
wenn hier das Summenzeichen die Bedeutung hat, dass den Grissen = und g' die Werthe 41
and — 1 beigelegt, und die so erhaltenen vier Integrale addirt werden sollen.

Betrachten wir jétzt die Summe nach ' in (3.), welche sich nur auf das X in (3.) erstreckt,
anel bezeichnen der Kiirze wegen das X nur mit Hinzusetzung des zweiten von & abhingigen
\reumentes. also mit X (fsin oz}, Da X mit dem zweiten Argumente sein Zeichen wechselt
(% 2.), und da, wegen g—==t1, bsino gn=—c'(n--c b sin %), so ist

X (b sin o - zn=¢2 X (n+ ¢ b sin )

also auch

)= X ' X (n+¢ b sin g).

i

Y X (bsing+2"

£

Fiigt man jetzt noter dem Summenzeichen des Auwsdruckes aunf der rechten Seite das Glied

— &' X (a cos 9 —E, 0, ¢ 4+ ¢¥) hinzu, das wieder der Kiirze wegen nur mit — & X(n) be-
zeichnet werden mige, so hat man wegen der Bedeutung von €' dem Werthe der Summe Nichts
hinznzefizt, oder es ist:

¥ X (4 sin o4 = [.\' (n+ce'bsing)— X (UJ

Nun gilt aber fiir jede stetige Function, und X ist nach § 3. eine solche in Bezug auf alle drei
Argumente, die Gleichung:
(D.) Jle==h=fla)=hf («==0k),

el

w0 <=t =1

Deswegen ist also auch:
(6.) X(n4cbsing) — Xn)=z'bsing X' (n-8cbsing)

0=H=1.

b




and in der vorstehenden Gleichung bedeutet der " an X auf der rechten Seite die Ableitung des
X nach dem zweiten Argumente, oder es wird unter Anwendung der zweiten Formel (6.) § 2.:

= e i
62 X' (n -~ ¥ b sin ) log = =
(o) (n+ V'¥'b sin g) = log LEle
wWo:
(6".) .‘_‘? = (zcos g — &) - ln-t+ve b sin ',-'*:J T

Setzt man (6%) in (6.} ein, und dann (G.) in (4.}, so folgt, wegen e —=1:

(4% :: X (b sin o : b sin o log : t

wo p, durch (6") gegeben ist, und indem man dies fiir die Summe nach & in den Ausdruck (3.)
des Potentials einfiihrt, folgt:

pr (e 4-2t)

(3%) 9P=ab} l sin’.p log

u"'?.

e
£}

und hierin bezieht sich das Summenzeichen wieder auf beide Grissen & und ¢,

Transformiren wir jetzt anf ihnliche Weise die Summe nach £ in (3%); welche sich nur anf
den Logarithmus unter dem Integralzeichen erstreckt.

Es ist nach der Bedentung dieser Summe:

i i o o
7. 2 log - -
( ) ‘-E N — e =2%)

wo g, und p,
der Grosse ¢ die Werthe -+ 1 und — 1 beilegt.

Iiir die rechte Seite von (7.) kann aber nach der Eigenschaft der Logarithmen geschrieben

" beziiglich die Werthe von g, in (6%) bedeuten, welche g, erhilt, wenn man darin

werden :

o prl il ) fob e lF el
E e —(t+0) ey =5 —¢)
nder, was dasselbe ist:
LY
e log
3

wo £ und die Summe wieder die bekannte Bedeutung haben. Setzt man dies in (7.) fir die rechte

Seite ein, so erhilt man also:

- [ gy =T 4 2¢e)
(7.) ¥ Jog L 1 Gmal { Al
2 = Fa pr— -+ ec)

wo wir uns jetzt g, in der Form:

fre ) ;| o ;| i T ¢ | “ b SR o 12
(6°.) 6] = (@ cos 0 — e (n--1elb sin o) +(£-1-ec)
denken wollen, was mit (6".) wegen £ = -~ 1 offenbar identisch ist.

f

Versteht man jetzt unter ¢} den Ausdruck, in welchen p, (6°.) iibergeht, wenn man darin

¢==0 setzt. 50 15t wieder wie obhen:

ey B N i) s, - Y RN o (6 1) [Figal
(7" - ¢ log R log e T log T

weil der in der eckigen Klammer hinzugefiigte Logarithmus ¢ nicht mehr enthiilt, also die beiden

zu der Summe selbst dadurch hinzugefiigten Glieder sich wegen des Faciors ¢ gegenseitig ver-

. . v iet 5 . i 4. . :
nichten. Da ferner der Logarithmus in (7"}, als Function von { 4+ s¢ betrachtet, eine stetige

Function dieses Argumentes ist, so kann wieder (5.) angewendet werden, und man erhiilt also;




w0y
- y
i ==L o) 1 = L
8.) loe k - - lo 3 = g lopr =2 = 1
- (€ ~=2e) : gt 1L
Oi= =1
i ; i pea ) L
(9. oy = (& CO8 0 — G == (N —-1¢E b sin 0)* 4 (£ - zibe),

und wo wieder
)

- =1 zile bedeutet.

er ' am log, auf der rechten Seite von (5.), die Ableitung des Logarithmus nach
Diese Ableitune ist aber '_:ll.'__'_'{!he'll durch die letzte ll'](_-ii'h][]l;-_' {5.] \l‘\ 2 . nach
welcher also:

P t= (5 + ztts) 2
o —— —

Y - I: e 2k ) Gy
wird, Setzt man dies in (8.) ein, und dann den so gefundenen Werth des Ausdruckes auf der
linken Seite von (8.) fiir die eckige Klammer in (7°.)

so folgt also ans (7V.):

1

¥ e 10 ¢) —— S i b :
.—-_“ et

weegen &' = -1, Und indem man dies wieder fiir die rechte Seite von (7%.) setzt. erhilt man:

-1
.
i

Dies fithre man nun wieder fiir die Summe nach = in den Ausdruck (3%) fiir das Potential ein,

und erhilt so nach Weglassung des Factors 2 anf beiden Seiten:
(10.) P = ahe \l/ o0 5
' ) U T vy e Ty

=i % zin o) 4 ¥ e :”."j"'.

ndem zugleich fir g, sein aus (9.) folgender Werth gesetzt worden ist, Die Summe bezieht sich
wieder auf beide Zeichen = und «..

Die Form (10.) des Potentials ist nun hiichst geeignet, zn zeigen, dass die Bedingung 2.

ns 80 weit sie das Potential selbst angeht, erfiillt ist.

Denn bildet man mit Anwendung von (10.) die Ausdriicke £ P, n P, TP, und setat,

wie dies schon in (7.) § 3. geschehen,

; - - - i L 'f e Ll
= Pk =N e =
g0 wird:

(11.) if’:jn’.. 'f,f':rj.'f“ CP=rl,

¥ i \-'_. 0 7. A
{1Z- Li=abe 5 [ 8107000 | —

: Vlmcos 5 — pa)* == (gh =+ ¥e'd sin 0)* 4 (rA--Hze)?

Dividirt man nun in dem Bruche unter dem Integralzeichen Zihler und Nenner mit %, so geht er
iiber in:
ga ) 1

T e bain

A L e P

A

odurch nach § 3. (2, n, C) ins Unend-

liche riickt, wersclovinden die Aunsdricke

da die Grissen i pod 1F




'

]
L |

kleiner sind wie 1, die iibrizen Grissen in den Zihlern dieser Briiche aber sicher immer endlich

sind, und es wird demnach der Grenzwerth des Bruches (12%) der von g unabhdangige Ausdruck:

120, e — == -
[: :] pd 21 A g {
welcher, da Py Gy 7 nicht zu gleicher Zeit verschwinden konnen, ohne das (5, 0, 5 ) gegen die
Voraussetzung im Endlichen liegt, immer einen endlichen Werth hat.
. . o A - a .
Hiernach wird also. wenn (2, n, ) im Unendlichen liegt, nach (12.):

F, 4 e e e
(12¢.) I *H l sin’ odo,

worin der Factor 4 daher kommt, dass, da die Grissen & und & durch das Unendlichwerden von
2 verschwunden sind, die Summe nach = und ¢ in (12.) eine Summe von vier gleichen Summan-
den wird.

Nun ist aber

: ; s 1 : o
(1243 ’ sinodo = = j (1— cos2e) dop = —-»

also nach (12°.)

S2abew
L=
Dies fiir L in (11.) eingefiihrt, giebt, wenn (2, «, §) im Unendlichen liegt, die gesuchten Grenz-
werthe:

(183.) £ P = }; S it R ) ed— : Daber, [P= : ‘S abem

welche, wie (12%) zeigt, immer endlieh sind.

Liegt nun 12 7, £) im Endlichen, so sind die Producte 2P, 7. :.:-I“ nach dem Anfange
dieses Paragraphen immer endlich. Rickt aber (%, J ing Unendliche. so lehiren die Gleichnngen
(13.), dass diese Producte die endlichen Werthe (13.) nic/# iiberschreiten. Demnach ist die Be-

dingung 2. § 1., so weit sie das Potential selbst betrifit, erfillt,

Es bleibt noch das Erfilltsein des Theiles der Bedingung 2. § 1. zu heweisen, dor sich
auf die ersten Ableifungen bezieht.

Die Form (10.) § 12. des Potentials, welche durch unter allen Umstinden erlaubte Trans-
leitet wurde, darf also,

formationen aus der urspriinglichen Form des Potentials (1.) § 12. herg
. i e u - o e £ 1
ebenso wie diese letztere, ohne Einschriinmkung nach ¢, w, C differentiirt werden., Man erhiilt so

i

Formen der Ableitungen, welche allgemein gelten, also auch wenn (2,7, £} im Unendlichen Tiegt.
Alle diese Punkte sind in § 4. genaner eriivtert, Differentiict man also (10.) § 12, nach ¢, so er-

hilt man

(1.) ‘f zfﬂl’w: I

| (o cosis — E}® 1-

‘ul
Diese Form kann im Uebrigen auch aus dem eigentlichen Ausdrucke fiir - § 4. (1.) auf
o E

dieselbe Weise JH-L';__"uIL-'m-i werden. wie die Form ['Ml.;: § 12. des Potentials ans der eigentlichen




a8

gefunden warde. Der grissseren Einfachheit wegen habe ich die vorstehende Herleitung gawiihlt,
und wollte nur daranf aufmerksam machen, dass (1.) in der That mit der ersten Formel in (1.)
& 4. identisch ist. )

Fiir die Ableitungen nach v und £ kann man nicht auf diese einfache Weise Ausdriicke aus
(10.) § 12, herleiten. Denn die Grisse i’ muss als abhingig von » und &', und i als abhingig
von £ und ¢ betrachtet werden. Bei den Ableitungen von (10.) § 12. nach = und £ wiirden also

1 il g i
die darchaus unbekannten Grissen : nnd = auftreten, und demnach ans den so erhaltenen

[} L8

o ar or . ARD - - : T
Grossen o und - keine Schlisse gezogen werden konnen. Hs bleibt unter solchen Um-
i F

stinden nichts anderes fibrig, als zn den urspriinglichen Formen (1.) § 4. zuriickzugehen und
sie in zweckdienlicher Weise zu transformiren.
Nach der zweiten Formel (1.) § 4. ist:

B o

: SR vy . p(e42el) o
(2.) 2 g8 _-’ sin p log — =l dao,
0 4
o (2%) 6" = (a cos © — E)° 4~ (b sin @ — n)" + (e L)

Nun ist nach (7°.) § 12.:

(3.) :
wo (3~) i::; = (a cos ¢ — By (b 8in o — ) - {:—|— e ),

0 = it ==],

Denn die Formel (7¢) § 12. bleibt offenbar noch richtig, was auch die Formen der ersten beiden
Glieder in g, (6") § 12, und g, (9.) § 12. sein mbgen, da diese bei der Herleitung von (7°) gar
nicht gebraucht werden, so dass man also in (7°) § 12. bsin g — = fiir - 'b sin o setzen
kann, wodurch (3.) entsteht.

[n (2.) bezieht sich die Summe bekanntlich anf e. Fiithrt man nun (3.) in (2.) ein, so ent-
steht nach Weglassung des Factors 2 anf beiden Seiten:

i
a7

a
ah 3 BB A sin zdo
(%) — — —ac —ti
‘U vl

Zerlegt man nun das Integral in dieser Gleichung in zwei, von denen das erste von 0 bis 7,
das zweite von = his 27 genommen ist, und setzt im zweiten 27 — o fiir ©, 30 wird wieder mit
k T )
Hiilfe der dadunrch in dem zweiten Integrale entstehenden Yerinderungen (§ 12.):

(2¢) B L1 2L [“ _ [ smgde ],
o e By P2
"o “0

WO .GJ e -:_(a: C08 ’I'a — E'Ij = {'.l", - C’J sin 'I.f\l.j e lt e -'..“CJE.
)

= (@ cos 9 — 2)" + (1 — b sin g)* 4= (L +-ebe)’,

Setzt man noch fir (3

o
¥

s0 kann also fiir (2°.) geschrieben werden:

sin g g
ot Lk o
1




a9

ader
g i =25 1] -
(29.) B acl 7
WO ] ’
(34) ¢y = (a cos p—&}! 4 (a2 b sin ) + (C+=te),

und die Summe sich jetzt sowohl anf ¢, als anch auf g’ bezieht, und diese letzte Snmme wieder
die gewdhnliche Bedeutung hat.
Retrachten wir jetzt wieder in (2%.) die SBumme nach g, d. h.

\\
l:.'L"] L
e P31
und bezeichnen deswegen o, mit Hinzusetzung des Argumentes, welches = enthillt, also mit
s 2 !

g; (n -+ ¢'b sin ), indem wir g; als Function desselben betrachten. Dann wird (4.):

{4‘} - £ ity o 1 1

! % P2 a0 ey £ b sin ) gy ()

indem wieder dureh die Hinzusetzung des Gliedes unter der eckigen Klammer wegen des Factors
g’ zu dem Werthe der Summe Nichts hinzugefiigt wird.
— ist aber, wie aus (3") ersichtlich ist, wieder eine stetige Function seines Argumentes,

P
es kann daher wieder (5.) § 12, angewendet werden, und man erhilt so:

f 1 1 ' . 1 \/
= =s|'5r.-'.||1'3( S ;
pg (1 &' & sin @) Eakn) T palm s bosin g)

|'L4L| P i k By

. o i ehsing (=1t dsing)

I_ice cos @ — £)* 4= (4= 'e"B sin ) - (L 4 Hee)? :
Fiithrt man (4%) in (4*.) fiir die eckige Klammer ein, so folgt endlich wegen P
[;I‘-' ] » e |ll A gin = (N 2 b osin '..II
4%, ) e ——— R ] = & - T 2 > = e T
e Pa 1% ||_« g0s p — B! + (5 8t sin g)! + (L Bec)]s

Setzt man dies fiir die Summe nach € in (2%.), so erhiilt man den Ausdrock:
Lﬁ‘| _\lf’ G -—-rd!fjc’.':: / w.-i||-'._'-i'r| 4+ e bsin o) @2
o 7 Il_rn'n:-c g — N - 2B sin g )t 4 (F o :iJe_n-'J.
o
welchen man anch auns der Form des Potentials (10.) § 12, daveh Differentiation nach » erhalten

haben wiirde, wenn es erlanbt w

, i als unabhiingig
sich wieder anf beide Zeichen £ und 2.

von v zu betrachten. Die Sumime bezieht

=120 -] o .
Es ist endlich noch o7 ¢u transformiren.

Nach der dritten Formel (1.) § 4, ist:

f e ar =) i - o= (bsing —1w) ,
(6G.) P =g _,-t o log — : o,
(6. a7 A . in o log SR e o,
i ;
WO :
(7.) ' = (a eos 9 —E)" + (b sing — n)° + (e

Wir theilen das Integral in (6.) wieder in zwei, deren eines vou 0 bis =, deven zweites von
7 bis 2= genommen ist, setzen im zweiten 2w w fiir g, und erhalten so:

“ T




40

= L
e < i g — (% — & gin ) ! ) By X
8 The : S T A0 - ! .
TR [! sin @ log Sy S (e, ”I'J i sin ¢ log v v
u g ; (1]
wo p, aus g (7.) hervorgeht, indem man -~ fiir — % schreibt. Oder es wird:
7 - oy == =+ & sin o) ity o {1 — bsin g)
e :l  sin & log £ — T gy — I sin @ log = daol,
ot = T, R T [ ST ) R Lo (n—dsing) 1
1] {1

was wieder in der Form geschrieben werden kann:

i a-r y i i (% - &" & gin &)
(62,) 9 —a Y ee I:-'IIJ o logr 22 e A
: : il o i : 2 pg — (W& bsin @) L
u
Wenn o o
{7) po=\lacos o — ) 4= (n—4-c bsin o) 4 (4=
P
gesetzt wird, und die Summe in (6%.) sich wieder auf beide Zeichen s und ' bezieht.
Nun fi wieder, auf dieselbe Weise wie (7%) & 12, hergeleitet wurde, oder aus der un-
mittelbar vor (77.) § 12. stehenden Gleichung durch blosse Yertauschung, dass:
LW 4 B 9 3
¥ — Z 0 5In <
moy! log g {7 =4 8 4 ain o) b e,
Wik
(7L ? — (' cos m——F)R TR IS BRSSP, R T
| 83 \¢ cos o Sl 1= e sm )t == (G-
00 <=1
gesetzt ist, oder, indem man dies in (6%) cinfithrt und den Factor 2 anf beiden Seiten weglisst:
ar sin?w do
|:t.| .’| A ”‘f.) LA ¢ / .Il il
o SN fa
*ll
worin sich die Summe wieder anf die beiden Grissen e und ' bezieht.
In (6") ist nun noch die Summe nach = zn transformiren, d. h. der Ausdruck:
ety v

]
worin das durch (7%) gegebene p, nur als Function des von = ablidngizgen Gliedes £ - c¢ be-
trachtet wird.
Es folgt aber auf dieselbe Weise, wie (4%.) aus (4.) hergeleitet wirde, oder anch durch blosse

Vertauschung aus (4°.):

v £ :_{:\.. : ) S T

%t fa ot |[=J eos e — E) - (n 8¢ sin o) (L4 H= jl'-" 3

0=8=1,

und indem man dies in (6%) einsetzt, erhilt man:

I_H.J “ = —aqalbe : [ T L
S i ILI“"'-‘ 2 —E)F (-4

e b sin w)? i |;‘:':._._ ||| :

wo sich die Summe wieder auf die beiden Grossen = und ¢ bezieht. Auch diesen Ausdruck
wiirde man aus (10.) § 12. durch Differentiation nach ¥ erhalten haben, wenn es erlaubt wire,
i als unabhiingig von £ zu betrachten, }




7

Die Ausdriicke (1.), (5.) und (&) pun leicht. dass die ersten Ableitungen im Un-

endlichen der Bedingung 2. § 1. entsprechen.
ot

Denn bildet, man ans (1.) den Ausdruck ¢ —— und setzt dann wieder, um (£, 0, C) aunf die

e Weise ins Unendliche riicken zu lassen:

allgemeins

so wird nach (1.):

e O 1 Co3 ¢ — )
o e ——H) f o - .
s ¥ 5 P4) - (i il ) | 2

g g T
QIVIAIrL:

" l'lu i l;-"

rpn Glieder bis
5 die

man also als Grenzwerth

Lisst man nun % unendlich werden, so verselmwinden alle :
94y § 12, an; und

edenkt,

auf den Factor des Zihlers sin® ©. Wendet man dann

Summe nach = und & sieh in den Factor 4 nmsetzt (3 12.}), Bo

g U = oo z 8 5 1 3 v

von £2 ==, wenn (%, 0, C) ins Unendliche riickt, den Ausdruck:
(¢ B= ¥ i

; W II:I

9.5 £2 —

Form sind wie (1.}, so erhilt man also auf «

Da die Ausdriicke (5.) und (10.) dersel

solbe Weise, wie (9.) aus (1.) folgte, aus diesen Ausdriicken:

Aus (5.) als Grenzwerth von

1 ol F 3 Y --l
(10.) 1 :
Lk ¥, o |
und aus (8.) als Grenzwerth von
i wag ) i T
{11.) L5 = —
i [p* ;
m Endlichen sind, wie die vorstehenden Untersuchungen lehrten. &%= 0" 5o 57 7
immer endlich; dass sie es auch im Unendlichen sind, zeiren die Gleichung a9y, (10.) nnd
(11.), da p*+g° ! nee verschwinden kann, ohne dass (2, n, C on die Voranssetzune im

Endlichen Liegt,
Der Bedingung 2. § 1. ist also ebenfalls geniigt, so weit sie sich anf die ersten Ablei-

tungen bezieht.
Zugleich wird hierdurch klar, dass PP und seine ersten Able
he, die ersten Ableitur

.
chen ver=

tungen im Uner

260 propors

sehwinden. und zwar P proportional dem umgekehrten W
tional dem Quadrate des nmgekehrten Werthes der unendlich werdenden Grossen &, », £, P und

seine ersten Ableitungen haben also im Unendlichen die endlichen und eindeutigen Werthe Null,
{=] =

and damit erledigen sich die in dem § 11. noch iibrig gebliebenen Fragen,

g eines homo-

2, gegebene Form des Potenti

Somit ist gezeigt worden, dass die in (3

anfzestellten Bedingungen

genen rechtwinkligen elliptischen Cylinders den drei von Dirichlet
iefert.

geniigt, und damit ein neuer und vollstandiger Beweis fir die Riehtigkeit dieser Form g

b Oscar Rothig,
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