
Heiz si'

llil8 ?ot6ntilrI und clie eines liOinciAenen

O^Iiucleis.

^aeliclem ied clsn grösstsn Ideil cier folgenden Resultats gekunäen datte, erdiel^ied Kenntnis«

von einer ^rdeit skrude, cle ez'Iinclri st eoni attraetione Diss. inaug. Köttingae 1859), ^vsleds

äen intersssantesten Latx üder äis ^n^iedung sinss domogsnen 0)-Iinäörs sedon sntdislt, namlied

^'ö cke?» ^lK,'ao^oKseo»z/>o?iS?^s?! a?t/ e^tise^s /mtö^'a^s. Lis äadin war

meines V/issens naed niedts üder dieses ?rodlem veröffentliedt worden, und ied will clader xu-

naedst tilg Netdode der eitirten ^.rdeit lcurü darstellen, um eine Vsrgleiedung idrsr kssultats mit

den folgenden möglied xu maeden.

Der xu dstraedtends k^lindsr sei ein gerader mit einer lZllipse als Krunclilaede. Mn küdrt

Herr Krude in clie allgemeinen ^usclrüeke der ^ttraetionseomponenten?olareoordinaten sin,

und redueirt naed einigen auk clie Kreiden äer Integrale dexüglieden ZZetraedtungen und clured

zweckmässige ^usküdrung Zweier Intsgrationsn clie komponentsn auk s/^)^c/t6 kür

den ?all, dass der angebogene ?unkt eiu ist. Lr dat ferner vorder sedon den ?all Äer

^nbiedung eines Punktes mit Hülke Äer von Ivor)' dei der vVnbisdung eines lZllipsoicles

angewandten Netdode auk den äer ^nbiedung eines Dnnktes xurüekgeküdrt, ^edoed

gelingt diese ^urüekküdrung nur kür äis äen ^xsn dsr Ellipse parallslsn Komponenten, und aued

nur dann, venu cier angebogene Punkt ausssrdald des Lz-linders xwiseden den verlängerten

Krundlläeden liegt. Herr Krude giedt ader später ein sedr einkaelies Nittel an, clie äen ^.xen

cier Lllipss parallelen Lomponenten mit Hülle äer disder erdaltenen liesultate üder dieselben

allgemein xu kndsn, so dass dis auf clie dsr ^.xs cles K^lindsrs parallele Loinponente äie ^urüek-

küdrung auk slliptisede Integrals im allgemeinen palls geleistet werden kann. Ilm nun aued clie

dritte Komponente allgemein bur erdalten, wird sie mit Hülle clor derüdmten Diriedlstsedsn

Astdods äes Diseontinuitatskaetors dedanclelt, und man erdält cladured eine kür alle I^agsn cles

angebogenenPunktes gültige Darstellung desselden clured slliptisede Integrale. Das Potential
seldst dedandelt Herr Krude niedt.

Die kolgencle Uetdocle ist von der so eden auseinandergesetzten vollständig versedieden.

Ied betraedte bunäedst clas Potential, unä küdre es durcd clireete Integration auk Quadraturen kür

a/?s Äss kd 6iese (juaäratur auk elliptiseds Integrale gedraedt

^veräen kann ocler nicdt, dade ied dis ^jötiit noed niedt kntsedkiäen können. Oured Differentiation

ergeden sied äann dieraus clie Komponenten äer ^nüiedung naed äen «Irei Kooräinatenaxen, uncl

eins einkaede tdsil^vsiss Integration tüdrt sie odne weiteres aut /«?' a^s

cies In Lsxug aut einige andere Latxs üder äas Potential unä clie

Oompouenten äsr ^ni-iedung muss ied auk clas ?olgencls verweisen.



4

§
kscluotion äes koteutials k^uk (Zuacli^turen.

Oer ^.nkangspun^t cler (ZoorÄinaten liege im Uittelpunkts äs« Lz'linclsrs; clis lkllipss, vslckv
clis Orunclilaelis äesssldsn diläst, dads clis ^.xen a unä d, unä äemnaelr äie Lleiednng

(1-)

vis ^.xe äsr s lisgs in äsr ^xs äes L^linäsrs, clesssn Hölis 2e sei. Oer O^linäer ist ein
gera-äer, äas (Zooräinatens^stem also rselitwinl^lig. l^snnt man noed die lüooräinaten äes ange-

SlowenenPunktes vi, entsprsedknä äen s?, ?/, s äes O^linclsrs, unä skt«t äie eonstante Oieli- ^
tiglceit cler Uasse gleieli äer IZindeit, so bat naelr allsn äisssnI^sstsetiiungsn äas?otential
äie?orm:

(2-)

wo

gesetzt ist, oäer auek äie kolgenäe, Wöleke wit äsr vorlisrgödsnäsn okköndsr iäentiseli ist^

s"
(2'-) t ^

unä deiäe ?orwen, sowie idre ^dleitungen naek ^ stellen bekanntlied äas Potential unä äie
Oornponenten äsr ^.n^iekung kür alle I^agen äes angesiogenen ?nnktes «Zar.

In äer ?orm ^2.) ist clis Integration naeliz/ unabhängig von äsr naeli ebenso ist in ^2".) clis
Integration naeli .-v unabliängig von äer naeb F. Die ^.uskübrung beiäer von einanäer unabban-
Aigen Integrationen in ^2,)-unä ^2^.) bangt aber ad von äsr Lrmittslung clss Vertbss äss kolgsn-
gsnäsn doppelten Integrales:

<3.) ^ ^
-V

vo ^jetiit

gssst?t ist. Xsnnt man närnlieb Äsn Vsrtb von ^3.), so batinan, UNI äis Intsgrationsn Nack

unä s in ^2.) aus?ukübrsn, in äisseni Vsrtbs nur x—^ kür >, ^/i-— kür ^ unä c kür v ^u

sobreiben^ Vas ksrner äie ^uskübrung äsr Intsgrationsn naeb >« unä s in s2^.) betrifft, so ks.t
wsn, ivsnn ^3.) dskannt ist, in ssinem V/ertlis ^unaedst ^ tnr '/i sebrsibsn, unä äann A—'/? kür

>, a/l—^ kiir unä o kür v.

^un Iiat ?unäekst ^3.) eins gan? dsstiwmts wselianiselis Leüsutung, äsnn, wie aus seiner
?orw sokort srdellt, ist es c^as 6«»ss ^?ec)/^6o^s init clen Leiten 2^., 2v in Lsxisllung
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auk einen ?upkt ^, wenn man den Anfangspunkt der Koordinaten in den ülittelxunkt lies
keelitecks legt, wenn ferner die ^xe 6er > senkreedt ist, ?u 6er?Iaede des Reekteelcs, und die
^xen 6er und e oder v, und ^ parallel respektive siu den Leite» 2^. und 2v sind, ^ber auek
der ^ertlr dieses doppelten IntsArales ist delcannt, denn er ist als speeielles Resultat in meiner
Arbeit über dasPotential eines reelitwinlcligen homogenen ?arallölepipedums enthalten ^öor-
ehardt, Journal kür Mathematik Land 58 ?ag. 249).

l^Iaeh diesein ^uksatxe ist nämlieh das Potential eines rechtwinkligen homogenen parallel'

epixedums mit den Zeiten 2a, 2b, 2e in Lööiehung auk einen ?unkt '/>, swenn der ^n-
fangspunkt der Koordinaten im Nittelpunkte des ?arallelöpipedums liegt, und die ^xen seldst
den Seiten desparallelepipedums parallel sind) d, h. wenn man

setxt, äas äreiiaelie Integral:

--'S-
— 6

Hierin ist, weun

— ö —e

a-j-—-x , b-l-e'^ — ^ , o -j- — -s,

'>' ^ , st , 7) ^ l^7 >°L ^

^ 7« ^ ^ ^ ^

^ «st — 7' aietg ^

5-2 ^ -I- ^

den Orössen T, T^> e" in ^4.) sind die Vertue -l- 1 und — 1 beizulegen, und die Numme bezieht
sied auk die Addition der so enthaltenen aeht <p. Lndlieh ist noch xu bemerken, das« die aretg

immer ^^visehen — ^7? und ^ ^ ^u nehmen sind.
Oer Ausdruck ^1' hat unter anderen die lZigenseliakten, dass:

3«
wo

(5.) X <« , st , 7) ^ st log ^ 7 log ^ -2-. arotg

Der Lewsis aller dieser Behauptungen ist a, a. 0. gegebsn, übrigens kann man auch ^4.)
duroh Differentiation nach a , ü , o veriüeiren.

Zur ^ukkudung des Gerthes von (3.) differentüre man nun ^4.) nach a, und setsik dann a
gleieh k^ull, so erhalt man:

(6.) ^ ^ ^ , o-i-s'^),—S —e

wo ^et?t:

^ -i-
gssetsit ist.
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Nan siebt aus ^5.) dass X ungeändert bleibt, 'ivenn —« für « gesebrieben vird. vessbalb

lässt sieb die Lummatiori naeb s ausfübren, und man erbalt als ^ertli des Integrals in (6.) den

folgenden Ausdruck:

^ ^ X ^ , ö-i-T'-ii, o-i- e'(),

in velebem s kür e" gesebrieben ist, und die Lumme sieb nur noeb auf die ^eicben e' und T be¬

liebt, Das Integral ^ö.) ist aber dasselbe >vie Integral (3.), «enn nur in ^6.) > kür für ö,

v für o gesebrieben >vird. I?s bat lieber (3.) äeu Vertb

^ X -l- , v -i- s'(),

und ^ugleieb ist dies der Ausdruck kür das Potential eines Reebteoks.

Ks werden später versebiedene Wgensebaften des Ausdrucks ^ ,ft,^), der dureb ^5.)

gegeben ist, angewendet werden. leb will dieselben bier gleieb kurn auüübren. Aunäebst

weebselt X mit unä ^ sein ^sieben. Dann ist:

^ — —. ? Li. ^ zgo- ^ ^ ,g^ k>^ .

^lle diese IZigensebaften folgen Aus ^5.), sind aber a. a. O. noeb genauer entwiekelt, und

man k»nn init I^ülfe derselben beweisen, dass der oben gegebene >Vertb des Potentials eines

keebteeks sämmtliebe von Lauss in den allgemeinen b,ebrsäti!en in Leiiikbung auk etv. kswis-

sene kigensebaften derpläebsnpotentiÄls besitzt,

Ks lasst sieb nun das Potential des Lxlinders sebr einkaeb anf Quadraturen bringen. Venn

be?siebnsn wir xu»kcbst der liiir^e wegen dieses Potential fortan init und tübren dann, um

die Integrationen naeb A und s in ^2.) ausxukübren, in den gefundenen Vertb von ^3.) die oben

angegebenen ^Vertbe für X , , v ein, so erbalt man für das Potential des OMnders den folgen-

den ^.usdruek:

(7.) 2/^2!/' — tt

und auf dieselbe V/eise erbalt man aus ^2''.)

-i- ö

^7".) 2/^^^ ^ X sz/ —7,, a I/l —^-l-6->-s()^.
-S

vis Kummen in diesen (Zleiobungen baben dieselbe Ledeutung nie oben, d, b. man soll

den (Grössen T und s' die ^ertbe -j- l und — 1 beilegen, und die so erbaltsnsn vier Integrale
addiren.

Oer Herleitung der (tlsieliungen ^7.) und i7".) Icann man noeb eins ^isinlieb sinfaebs gkoine-

trisebs Bedeutung beilegen. Denn denkt man sieb den (^linder parallel der^/s-Lbens dureb

Lbenen gesebnitten, deren Abstand von einander ^ betragen inögs, so ^vird der (^linder in

prismatisebe Lleinente verlegt, von denen eines, in der Lntksrnung »' vom Nittelpunkts, die

Leiten Z/, 2 o und bat. Das Potential dieses Nementes in Lesiebung auf den ?unkt

ist das Potential des keebteelcs init den Leiten 2o und in öe^iebung auk den Punkt —^>'^,()

multiplieirt mit c/«?, also naeb dem oben für (3.) entviekelten Vertbe eines soleben Potentials

dargestellt dureb den Ausdruck:

^ ^ ^ e '/>, e ^



7

Inte^rirt mim nun dies nacb « von —ti Ins -4"», «o b-rt m?>.n über sÄmmtlieiie Elemente
des O^Iinders summirt, und erdii.lt so (Iis LüeiebunA ^7.), naeiidem noeb für ?/ sein Vertb /-
Asset^t ist. ^erleZt man daAg^en den (Minder pktrallel der.«s-Ebene, so erb-Ut man k^uk die-
selbe >Ve>se die (üleiobunA ^7".).

^ — a eos c

i/ — ösinP,

§ 2.
't'ranstorm^tion dured trigonoiuetrisoüs Lubstitutiouen.

Vir setzen nun in ^7.):

und in ^7".):

Hierdureb Aöbt ^7.) über in:7?
^8,) Z/'— ^ sin^X^acosP—^ , ösin»)-1-T"v> ,<?-!--'() c/P,U

und ^7".) in:

^Z'—cos^X^ösin^—7>, «eosP-l"T^ ,

Uni auf den reckten Leiten dieser lZIeiebunAsn die Lummen nacb e' ansxufübren, be^eiebne
ieb zunkebst der Mrüs vkAen die X nur mit Hinxuset^unA des^eniAen ^rKumentes, ^vslebes s'
entbält, also das X in ^8.) mit X ^ösin^-j-s'-/,) und das in ^8",) mit X ^c, oos^-i-s'^). Es ist
dann klar, dass Kr äie reobte Leite von ^8.) Kssebrieben werden darf

7! 71
sin P X sin P-i- '<i) -4^ ^ sin ^ X sin co — '^) c/P,» o

vorin sieb aber die Kummen nur noeb auf s böiiieben. Lökt man istiit in dem ersten dieser beiden
?deile Zir — P kür P, so Zebt, da oos <zzun^sändert bleibt, sin<s> in —sin^ überlebt, und X mit
dem Tveitsn ^VrAumente sein ^sieben Ändert, dieser erste ?beil über in:

^ sin ^ X sin cjz— -/>) ci(s>,7?
und Ziebt, ^u dem üveiteu addirt, den sollenden Ausdruck für

^9.) ^ sin c->X oos <p— ^ , ö sin B — '/>, c-l- s'() c/P.o
Ebenso dark naeb den obigen Eestset?unAen kür die reebte Leite von (8".) Kescbrieben

verde»

eosc^ X^«oosP-I^^) c/V -> oos-s- X^«eos<x—-^) c/W,
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und sewt man bier in dem ersten Ilieile 7r — P für <j), so gebt dsrsslbö übsr in

os^X^seos^— ciip

und gisbt, xn dem Zweiten addirt den folgenden 'VVertb:

zs^X^ucos^— ^) ^?-

I^atürliob beliebt sied aueb bisrin dis Lumms nur noeb auf T. ^wisebsn den Krsnxsn — ^ x

bis ^?r duroblaufsn aber eosc^ und sin<z> dieselben Verths, ms /.wiseben 0 und 2?r, und man
darf daber für die (Zren^en dss^ obigen Integrals die (Zrenxen v und ^77 setzen. IZs folgt daber
kür aucb der naebstebende VVertb:

vis Lummsn nasb s sind bierdureb ausgefübrt, und die in ^9.) und ^9".) noeb bleibenden
Lummsn bedeutsn, dass man dsr Grösse e dis VVertbe und —1 beilegen, und dis so
erbaltenen beiden Integrale addiren soll.

vis dureb die Lleicbungen ^9.) und (9".) gegebenen pormen für das Potential eines L>lin-
ders werden iin polgenden «u (Grunde gslsgt werden.

^nnäebst lasst sieb nun dis Identität der beiden auf den rsebtsn Leiten von ^9.) und ^9".)
betindliebsn Ausdrücke für das Potential eines (Zylinders leiert direct naebweisen. Letxt man

niunlieb in dem oben gegebenen Ausdrucke für 'l> , 's) aeos<s> —^ kür -x , ^sinP — >> für ft,
o-^T^ für v, so dass ^1' ^ in ^1' ^aeos^ — ^ , ö sin iibsrgsbt, welches ^stiit
Kur? mit H bsiisielinst werden mögs, so ist naeb den odsn gegebenen Ngensebaften von

ülultiplieirt man diese (ileiebung mit 5/(0 und integrirt naeb <?»von v bis 2", so versel>w!ndet
offenbar die linke Leite, auf >veleber sieb die Integration sofort ausliiliren lasst. Die rsebte Leite
gebt über in dis Ditfersn? dsr beiden auf den reebten Leiten von ^9.) und ^9^.) stsbsndsn Aus¬
drücke, wenn man dis dort stsbsndsn Lummsnxeieben weglasst. Dis Identität dieser Ausdrücke
ist damit bewiesen. Oaber sind aueb die Lummen naeb T identiseli, und also aueb die beiden
für das Potential eins» (Zylinders gsgsbsnen Ausdrücke.

Oer ^Vsrtli dss Potentials muss offenbar unabbängig sein von der willkürlieb gewäblten
kiebtung der positiven Koordinaten, d. b. er muss ungeändert bleiben, wenn man ^ mit—
oder 7i mit —'/>, oder ( mit —^ vertausebt; mit anderen Korten das Potential muss den Oba-
rakter einer punetion besitzen, die nur von ^ abbängt. Oass das Potential in Leiiug auk
^ dieser Anforderung genügt, Zeigen die Klsiebungen s9.) und ^9".) sofort, da dureb eine Vsr-
tausebung von ( mit —( die Lsdsutung von niebt geändert wird, ^.ucb in Le?ug auf dis Vsr-
tausebung von ^ mit —^ odsr '/> mit —-/> ist dasselbe erfüllt, ^edoeb lasst sieb dies an den
Kleiebungsn (9.) und (9".) nur mit Hülfe sinsr dsr bsidsn Lubstltutionsn 2?r—<5- für ^>, oder??—P
für P nasbweissn.

0
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^.ber man kann ans den KlsiebunAen (7.) und (7".) Normen des Potentials berleiten, aus
denen die in liede stebende M^ensebaft in IZei?uA auf c und v> ebenso unmittelbar öinleuebtet,
>vie dies in LeiiiiA Äuf ^ in (9.) uud (9".) Aeselüebt. Zu diesem 2>veLkö iierle^e man das Integral
in (7.) in i^voi, deren sine« die Lrennen —« bis v, deren weites die Lrennen v bis akut. Letxt
man nun in dem ersten dieser 1'beilintöß'rals —s,' kür .v, so erbält dasselbe, da X mit dem ersten
^rzumente sein ^sieben niebt ändert, Aanx dieselbe I^orm >vie das zweite, nur dass im ersten
Intexrale au der Ltelle des — ^ im /.weiten Integrals stebt. Hieraus erbellt, dass mau
«einreiben darf:

a

^ ^ X l—^ c/»',
v

>vo man der Krösse nieder die Vertbe ->-1 uud ^—1 beilegen soll, uud die Kumme sieb auf
die drei (Zrösseu z, T^, s" bexiebt, Let^t man bierin nieder

so erbalt man:

2^ — ce^ ^ siuW X^aeos^-l^T"^ , ^sinD-l-T^/i,
»

u»d diese ?orin üsizt auf diesellie >Veise vis (9.) und (9") iu Le/.ux auf die VertausebuuA von
— mit '(, dass der Vertli des Potentials dnrcl» irgend eine der VertauscbunAen —^ mit
— v> init^ mit niebt A'eandert >vird,

ln alniliclier ^Veise erbält man aus ^7".) die folAende ?orm des Potentials:

^ eossX^sin^-i-T"'/!, tteos^-l-T^ , c/cj>,
»

die dasselbe leistet.

§ Z.

Die Oomponsntsn der ^.nxisliunx.

Vermittelst der oben A'öAebenöll Ableitungen des ^usdruelcs X nacb den drei Argumenten
desselben erbält man nun für die Komponenten der ^nxiebnng naeb den drei Ooordinatenaxen
die folgenden OarstellunASn:

Aunäebst aus der ?orm (9.):

(10-) ^ W ^ «in? . arotg ch,o sacosP — p

2^

l"-) ^ ^ ^ ? . I0A c^,

(12.) «v-/sin?.loA^^I^^^
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und aus der I'orm (9".)

(w".) L ^ ^ s 008 ? . log ck?,0

^-seos?.arotg-^^^ ch,S7>

° -»- !

x>— ^acoss —

0

^71

^> , X' / , °->^tacoss — ,

(12".) — 00SS.loss^ 5- ^^ ^V.

In allen diesen Wormeln ist jet^t:

^ ^ («eos<x— ^ (ösinv— ^)^ -I- (e-j-s()^,
gr> g^> g/>

und bedeutet die (üom^onsnte naob der .-x-^xe, die naeb der ^/-^xe, die naeb ders-^xo.

Die Identität der beiden kür ^ede der ^.ttraetionseomxonenten gegebenen Normen

lässt sieb in äbnlieber Weise Zeigen, vis dies oben kür die beiden Normen des Potentials

selbst gesebeben ist. Ilm die Identität von (10.) und (10".) i?u neigen, gebe man aus von

X(aeos<p— ^,ösin<x>— ^,o-l-T'(), ebenso gebe man von X(^sin-?>— -/i,«eos<?— ^,e-i--'()

aus, nin die Identität von ^11.) und (11".) ?.u beweisen, und vsrkabre im klebrigen ivie vorbei-,

vis Identität von (12.) und (12".) muss in anderer >Veise bewiesen verden. Ls bleibt nämliob die

Lomponente naeb der s-^xe offenbar ungeänclert, ^venn « mit ö und ^ mit ^ vertausobt werden,

^but man dies in (12.) und set?t dann noeb -z-"—^ kür <zz, so gebt (12.) in (12".) über, da -z un-

geändert bleibt, und kür die Integration von —-Z-?r bis ^ 77 die von V bis 2?r gesetiit werden dark.

Will man obne küeksiebt auf das Potential nur die Oomponenten der ^.nxiebung ent^viekeln,

so kann man die oben gegebenen ^usdrüelce kür dieselben mit ^usnabme der <Zleiebungen (It>.)

und (11".) in sebr einkaeber 'Weise erbalten.

Wir geben ?u diesem ^veeke xu den ursprünglieben ?ormen des Potentials (2.) und (2".)

iiurüelc, und kübren in denselben die Integrationen naeb»^ aus. Nan erbält so in bekannter

Weise die folgenden beiden Ausdrücke kür das ?c>tönt!al:

(13.) ^

aus (2.) und

-S

d-

aus (2".). In diesen Normen ist

^ (.^-^ -i- (^/—,)- -I- (e-^()-

gesetzt worden, und die Lumme bviiiebt sieb bier >vie oben auk das ^sieben T.
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lim nun ^ oder erbalten, MUSS MAN den I,ogaritlimus unter dem Intkgralxeielign
naeli ^ oder '/i ableiten. Diese Ableitungen sind aber identiseb mit den negativen Ableitungen
naeb .P oder ?/, -da ^ und ^ nur in clor Verbindung — 5 und — '/> vorkommen, man dark daber
vermittelst (13".) sobreiben:

— z

und Nack (13.)

S/'
S?/ log

-s/i-

und in diesen Wormeln kann je eins Integration nacli .r oder !/ sofort ausgekübrt nerden. Ibut
man dies, so kolgt:

-t-S
S/-

- 2>-s log
^ (e^ 6^)

/- — (e e^)

vo ^stiit:

gsset«t ist. Und ferner folgt:

3^
Sl log

no

S/'
Die Lummen in diesen beiden (Zleiebungsa kür ^ und ^ belieben sielr jetzt auk die 2ei-

eben und T. Letzt man nun in cler ersten dieser (Zleiebungsn ösin<s> für z/, uncl in der zweiten

a eos P kür und kübrt dann die Lummationsn nacli auf dieselbe ^Veise aus, vis dies oben
gesebebsn, so erbalt man die Kleiebungen (1V".) unä (11.).

IZbenso kann man aueb die Oomponente nacb der 2-^.xe, und z^var diese aueb auk doppelte
"Aeise, nie die lZleiebungen (12.) und (12".) zeigen, verleiten. Nan gebe zu diesem ^>veeke
nieder zu den ursprünglioben Normen des ?otentials (2.) und (2".) zurück.

lim ^ bilden, bat man in diesen Normen ^ naeb ^ abzuleiten. Da aber diese Lrösse

nieder nur in der Verbindung s —'( vorkommt, so ist die Ableitung naeb '( identiseb mit dem
negativen ^ertbe der Ableitung naeb s, und man dark daber sebreiben:

- 2'
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nscli ^2,)

k)/-

n»ck ^2".)

k)^

j c/-/

^.-,-a/l —^ -I-o

-«l/l-ß -o

unä cl^s »- in diesen Marmeln Iiat cüs Lsclsnwnx:

»'' — (?/ — '/>)' ^ —'()'.

vis InteAi^tion ^ iksst sieli sofort ausfüdi-en, unci mau sriiiilt äklciurLii:

l ^

' K'
unä

->-i -I-a'V>-x

s?' i ^

— s
N'0 jet?t

In ciigssn Iigiäen <?IsiciiunAvnfnlii'L mktn nun visclsr jk sine Inte^i'-ition nnoli oäsr ,v ^us,
uncl (Za«Zurek fol^t cienn:

Ivss / , — V^'

M0

Aesstxt ist, uncl:

vo

^ T'Y- ^ -i- (e —
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g/z
1>is Lummsn in diesen beiden löteten Ausdrücken für bs/.ishen sieb wie immer auf die

deichen und T, Ourcli dis bekannten trigo-nometrisehen Lubstitutionen kann man nnn wieder
die Lummationen nach ausführen , und so dis 6lsiehungsn (12.) und.(12°.) erhalten.

Vis soeben aussinandsrgesetxte Lehandlung 6er ^ttractionseomponenlen nacl> der und
i/-^xe ist jedoch unstatthaft, wenn innerhalb der (Zrenüön der Integration « —^ und ,?/—'/> wer¬
den kann. Dies findet nicht nur statt, wenn (^,7>,'() sin innerer ?nnkt ist, sondern auch dann,
wenn er ausserhalb des Sünders, in dein Raums liegt, welcher von dem verlängertsn Nantel
eingeschlossen wird. In diesem Lalle wird nämlieh der Logarithmus in (13.) und (13°.) kür.n—^
^»d —unendlich, und es ist daher sowohl die Vertausehung der vitterentiation nach ^ mit
der nach .2?, als auch die Differentiation nach ^ überhaupt, nicht obne weiteres erlaubt, ^elm-
liebes gilt, absr nur wenn (^ , 71, ^) ein innerer ?unkt ist, auch für die Umleitung der Oompo-
nente nach der 5-^.xe.

1'rot/>dkm gelteu dis tZleieliungen (lv.) bis (12^.)/«?'«//<?c/s« an</S50F<?m6n
Denn aus den für alls Lagen des Lunktes (^, 71, gültigen Lormsn (2.) und (2".) sind dureb
immer stattbafts Operationen die Normen (9.) und (9°.) hsrgslsitst, und folglieb gelten aueb
diese /ü»' a//e c/ös (5,, 7,, ^). ^!nn ist der Ausdruck X eine Function
seiner Argumente, wslehs für a//e Verths desselben bleibt. Uan erkennt diese Ligen-
scbakten des X aus der (Zleiebung (5.). Zunächst iieigt dieselbe, dass X eins stetige Lunction
seiner Arguments ist. l^lur an der Ltelle « — 0 könnte nämlieb diese Listigkeit unterbrochen
werden, weil der aretg, der seiner Definition naeh immer Zwischen —^ nehmen
ist, beim Durchgangs des clureb 0, von —^-7? iiu springt, ^bsr disss Lnstetigkeit wird
aufgehoben wegen des an eben dieser Ltells verschwindenden Factors ?. vor dem aretg. Lerner
ist X auch überall endlich. Lür -c—v ist dies aus dem Vorhergehenden klar, und für ft —v und

—verschwindet X. Die Entscheidung darüber, ob X endlich bleibt, wenn unendlich
werden, ist für die vorliegenden Zwecks überflüssig.

Ist nun (^, 7>, '() ein innerer Lunkt, oder lisgt er in dsm Raums, wslchsr von dem verlän-
gerten Nantel des (Finders eingssehlossen wird, so verschwinden swar in den (Zlsiehungsn (9.)
und (9^.) innerhalb der Lrenxen der Integration die Ausdrücke acosP — ^ und ^>sin<x — 7>, aber
es ist auch aus den vorhergehenden Betrachtungen klar, dass dennoch weder die Listigkeit des
Ausdrucks X unterbrochen wird, noch der Ausdruck selbst einen unendlichen Verth erhält;
woraus denn folgt, dass die Differentiation naeh ^ , 71, ^ in den 6Isiehungen (9.) und (9".) immer
erlaubt ist, also die tZIsichungen (iv.) bis (12".) die Komponenten der ^nniebung für alle Lagen
von (^, 7>, !^) wirklich ausdrücken.

§ 4.

8ät?e über das Potential eines (Zxliudsrs.

Vermittelst der (Zleichungen (9.) und (9°.) ist das Lotsntial eines OMndsrs dargsstsllt durch
eins Lamms Zweier Llisder, die in Mlsr der beiden Oleiebungen dieselbe Lorm haben, und
set^t man

Ä?r

(14.) ' — a ^ sin ^ X (a cos P ^, ö sin <zz— ^ , ^) eis,



so ist (lies die all^omsine ?orin der Glieder iu (9.), und set/.t man

(14^.) ' I' — ö ^ cos WX ^ sin <z>—^ , a cos D — ^, ^) t/»z,
(i

so ist dies die allgemeine I'orni clor Llieder in (9".). Die Heiden sind Zunächst identisch, wie
man aus dem Leweise für die Identität der beiden Normen des Dotentials (9.) und (9".) ohne
>Veiteres einsieht. Werner erlialt man nach (9.) und (9".) aus ^l den Verth dos Potentials eines
(Sünders, indem man üunäehst in 'I' für ^ schreibt, dann c—^ für und die so erhal¬
tenen beiden '!' addirt. üs kommt daher nur noclt darauf an, die Function 'I weiter xu uuter-
suchen.

Zunächst hat '!' sine hestimmte mechanische Lsdeutung. Denkt man sich nämlich ^ posi-
t!v, und setxt nun in (9.) unä (9".) '^—i) und o—'s, so verde» die Heiden (Zlieder auk den
rechten Leiten von (9.) und (9",) identisch, Die Division mit 2 in (9.) und (9".) lässt sich daher
ausführen, und es gehen die rechten Leiten von (9.) und (9''.) bezüglich über in die rechten
Leiten von (14.) und (14''.). Daher sind aucli ihre linken Leiten identisch, und es folgt, dass,

wenn ^ positiv gedacht wird, </t<? c/a« s»iss von der Lrund-
tläche (1.) und der Hohe bedeutet, in Le^iehung auf einen Dunkt (^,'^), welcher in einer

<^/tKc/öi'6 c/s>! Ae/tSttc/e?» ^i!ie»s
Ist dagegen negativ, so wechselt bekanntlich mit dem dritten Arguments sein deichen, also
auch 'I ', und daraus folgt, dass in diesem ?alle ^1 gleich »LFa5i'vsw Is^s/^/tS so/c/is«

ist.

Hiernach Zeigen die (Gleichungen (9.) und (9".), dass, </ie
oc?ei' ^enaclidem also der angebogeneDunkt innerhalb des von den erweiterten

6rundüächen des L^linders begrasten uuendlichen üaumes liegt oder ausserhalb desselben,
das Potential des LMnders oc/e^ Zweier soleker?otentiale 'l' bestellt.

lZedeutet ferner/^) eiue Function von P, die für alle Zwischen v und betlndlielren
^Vertbe des ^ in üeibeli entwickelt werden kann, welelie naed den sin. oder eos. der Vielfachen
von (v kortsebreiten, d. Ii. bestellen tür alle Vertlie von <s»^wiselien v und 2?r die (ZleieliunZen:

—co

X—o X—o

so Ist bekanntlicli:
Ä?r ^

^ ^ /<?) sin x. <pck? , F, eos x. ? c/>x,

und ^ die Hallte des aus der (FleieliunA für /?,, x. —g folgenden VertllöS.

Lelireibt man nun In dem Ausdrucke für ^Iz, »X («eos<s> — ösln^ —v?,^) für/^), und
in dem Ausdrucke kür <!>X^siu<v—^,c«eos<^—^ für/^), setüt dann in beiden Aus¬
drücken /.— I, und verAleicbt die so entstehenden Lleickun^en mit den (ZleichunZen (14.) und
(14".), so AklanAt man sofort ?.u folgendem Latiig:

Denkt man sich die Functionen aX (^cos^—ösinA—^,^) und 5X(ösin el>—-/>,«cos^—c,^)
in Reihen entwickelt, welche be?ÜA'Iich nach den sin. oder cos. der Vielfachen von fortschrei-

ten, so Ai'eöt c/s?' voi^ i/t c/s»' AnöWieik/AMF von («cos^> — ^ — '/>, ^)
t/ew SM. c?s/' vo/i c/s7' iio» eo«<^ c/s/'vo?i

, «oos<z> — ^ , 's) c/sn oos. c/es vo?» D^scks»' ??. '>'.
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Die Function 'I ist demnacl, als Loefticient Zewisser tri^onometriscllen Reiben dargestellt,
und daber das Potential eines Oz'Iinders dureb eins Lumme oder Ditfere»/ Zweier soleben
Ooeftieienten.

Derselbe Latx, weleber soeben für entwielcelt wurde, xilt aueb kür die Ableitungen von
^1' naob ^,'/> und Nur ist in diesen wallen die xu entwiekelnde Function einfaelier, nämlieb
Anstatt des X ist liier ein oder ein a?'oi!A. naell den Vielfaeben von sin<z> oder eos ^ xu ent-
wiekeln. vis ^.ttraetionseomponenten eines 0)-lindors werden daber ebenfalls dnrcb eine Luinme
ocler Differenz Zweier soleben Loeküeisnten dargestellt.

Die Kleiebungen (14.) und (14".) /.eigen ferner noob, (lass 'I eins /»omo</6N6
^,'ac/ss von « , 5 , -s, ^ ist. Denn X ist, nie aus (5.) erbellt, bomogen ersten (Zrades,

und folglicl, ^1', wegen der in (14.) und (14".) vor den Integral/.öiebsn stellenden l?aotorsn «
oder ^ bomogen Zweiten <Zrades. Ls ist daber anell </as 6M6S e»!6 /«omo-

^6?t6 x«iei'ten ^'ackss cie?' see/ts 5 , c , 5 , vi, AiM,'6>zc/ c/to
a«/' ck'össiüstt 6»'«c/es sinc/. Dies letztere

erbellt aus den Vleiebungen (10.) bis (12".), wobei man noeb bemerken möge, dass die Integrale
in diesen (Zleicbungen immer Komoren v'°" (Zrades sind.

Wegen dieser ZZigensebakt genügt nun 'I' der partiellen Differentialgleieliung:

SV , , SV ^ SV . x SV SV

^Väbrend sieb nun, wie in dem folgenden ?aragraxben gezeigt werden wird, die Lrössen

^ ^ ^ ^eiebtigkeit auf elliptisebe Integrale bringen lassen, ist dies von den

tZrüssen und oder von der t! rosse a ^ ^ Letraebt kommt,

niebt xu sagen.

Oer Ausdruck a-^ ^ wird bedeutend einfacber, wenn man 2ur iZntwieklnng dessel-

ben niobt eine der Kleiobungen (14.) allein, sondern beide üugleicb anwendet, wie dies im 1'ol-
genden gesebeben soll.

Ls folgt nämlieb aus den bekannten Mgensebaften der Lrösse X, wenn noeli

^ — (c- oos 7 — ^ ^ (^ »in czz— '/>)' -t- ^

gesetzt wird, aus (14".)

und aus (14.)

Ä7!
SV
Sa

^5/>.

^ eos^log^-^c^,

^ a < sin ? IoZ ch.

Nultiplieirt man die obere dieser (Zleiebunxen mit a, die untere mit ö und addirt, so
erllält man!

ÄK

^15.) -i- ö^ los ^ ch.
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Das Integral in dieser (ilviebnng lässt sieb nun xwar, wie ieb gleieli Zeigen werde, auf In-

tegrale von elliptiseben Integralen bringen, od diese »der nieder auf einfaebe elliptisebe inte¬

grale gebracbt werden können oder nielit, babe ieb bisber noeb niebt entsobeiden können.
Ls ist namlieb bekanntlieb

/ ?
'^7

wo ^jetiit unter dem Integralzeichen:

^ — ^av08lx —7>)2 ^

geset/.t ist. 1<ubrt man dies in (las Integral in ^15.) ein, so gebt dasselbe über in:

/ / cis a

./ ./ ?

ÄS
?

o -7

und denkt man sieb liier (lie Integration naeb s ausgefübrt, so liefert dieselbe olliiztisebe Inte-

grale, die noeb ^wiseben den Krönten —^ unä integrirt werden sollen. Hiermit ist clie

obige öebauptung gsreebtkertigt.

^ 5.
^urüokfübrung der ^.ttraetiousvomponents» anf elliptiselie Integrale.

Lei der Auriiekkübrung der ^ttraotionseomponenten naeb der s: oder i/-^xe ank elliptisebe

Integrale werde ieb nur die Normen ^11.) und ^10".) derselben betraebten. Obgleieb namlieb die

anderen Normen ^Iv.) und 1".) ebenfalls durcb eine tbeilweise Integration die I'orm elli^tiseber

Integrale erkalten, so sind doeli die so erhaltenen Integrale bedeutend eomplieirter, und erkor-

dern wegen der aretg. Ilntersueliungen, die mieb liier xu weit küliren würden.

Werner werde ieli aueb der I5int'aebbeit wegen nur die Ableitungen von naeb ^und ^

bebandeln, weil inan aus diesen die entspreebenden ^ttraetionseoniponenten dadureb orliält,

das« inan Zuerst für ^ sebreibt, dann o —Kr und die so erhaltenen beiden Ausdrücke

addirt. Venn um dies noeb deutlieher i^u maeben, so ist offenbar aus (3.) und (9".) ersiebtlieb,

wenn man noeb die ^1 mit versebiedenen Argumenten nur mit Hinzusetzung derjenigen Argu¬

mente beseiebnet, in denen sie sieb wirklieb untersebeiden, das«:

und daraus kolgt sofort:

5> V ^ (o-«--? > ? ^ V ^ V S'I'
^ S? ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

Nan erbält nun aus ^14".)

und aus ^14.)

<16.) eos? ck?,
0

97?
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*

ferner aus deiclen Kleiel^un^en die doppelte Darstellung für

/1LX 3V Z' . . sin-v — ?>)
lls-1 977 ^ »m?Iox .. ci«,

P ^SSINP — 7>) ^

2?r

/10» , /' 1 o^sacos?— ,

(18-..) s? ^ ^ cos? ci?.

In diesen vier (ileieliungen ist nieder

^ — (a eos ^>— ^)^ -l- (^ sin P — -l- ^

gesetzt vorden.

Lins einfaeks tdeilvveise Integration fülirt nun die dureli diese Lleiedungsn gegedenen

Lrässen sofort, auf /7?^»'a/6.

Es folgt nkinlieli aus (16.) dureli tkeil^veise Integration:

sin^^^IoA-^^ckP,
3^

auf dieselde ^iVeise aus (17.)

3'?

3^

uncl öndliolz aus (18.) und (18".):

V s S /00s
SV

67
>0K

jz— sin̂ 4 ) c/P,INP-^) ^

3't

37

271

^ 7/ . 9 /, v-I-sacosV— 7

«INP^^log

IZs ist aber

^(>°.^) - - ^
,»p- ^t^siuv — X ^

3^> ^ jZ sÄsiNB ?>) ^ ^

L_ k>^(ac°s-->-^ X ^

N--> ^ ^ p —sacosP— ^) ^

SS

ÄP

s>cosP 2 ^ sin <s— Äx-

- sin -^>— 7j)^ siu P — </s>

- a xzsin s ÄsacosP—

—(aoosP — — ^a cos ^ c/v

uncl da ferner >

c/x> —(ncosP— a sin P^ sin rs>—?>) KcosP
Äs

so folgt nacli Linfülirung aller dieser ^Vertlie in die vorstökenäen (Zlöieliungen unä unter Lerüelc-

sioktigung des ^Vertkes von jZ:

(19.)
3^'

3^

2-r

(a cos ^ a sin 2-? — sin? ?i) ö sin cos P Ä-j>

(llcos P —^sins—p
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öcos'P — (acosP— asinP cosP k/P^ ^ > ?^.v /" (SsiiiP--^ Scos^ — tacosP —a
> 9?z " / (aovZV — T)2-j-^siu^ — 7j)'^u

.) /' /'/ ^ (acos P —7^ /
Z?r I?r

z-cos^PÄP ^ l, /" (acosP— s/>sii>s— ?>) a sin? cos P— ^sinrsi—Scos^P Ä^>
^ ^ ' (a°°sP-^-->-7- ' ^o o

/ 07 / (vSMP— l) -l^V" /
Ä7I

xzsin^PÄ^» sacosv— (^sins— ?>) ^sino cos-x— ^acosP— asin^s l/o
(ösinw— ?>)^ -1^ ^ö o

Den beiden letzten tZIeiellungen kann man nooli sink etwas öintaebers <Zk8taIt geben. Die
Zweiten Integrale auf den reckten Leiten besteben nämlieb aus siwei Ibeilen, und niebt man nun
diese Zweiten Ibeile der Zweiten Integrale init den ersten Integralen zusammen, naebdem diese
letzteren unter dem Integralzsioben oben und unten mit 5z multixlioirt worden, so bebt sieb der
Kenner, und man erbält:

^?r Zu
(a cos w — s>n? — ?>) sin P cos <d Äs(22.) ^^^.^«2/- («cos? -^)^ ^ 9-s / ' / (aeosP —-!-7^ ^» 0

s22" > — — sin-P^ > ^^2 (acosP-^) (isw?—1) sinv cosP ck? ^^ 3^ / P / ^sin?>— ^ ?l, '»
Erinnert man sieb ferner, das»

^ — («eosD —^ -l- (ösinix — ^)^ -4-
gesetzt worden, so erteilt, dass die rsebten Leiten der Kleiebungen (13.) bis (22^.) die I?orm
elliptiseber Integrale baben, und damit ist die ^urüekkübrung der ^ttraetionseomponenten auf
elliptisebe Integrale geleistet.

§ 6.
^ttiaetionseomponsntsn sius» kreisförmigen O^linders.

Oureb die vorbergebenden Kleiebungen sind die ^ttraetionseomponenten eines elliptischen
L^linders allerdings dureb elliptisebe Integrale ausgedrückt, aber diese treten niebt in der
eanoniseben ?orm auf. vis Aurüekfübrung auf die eanonisebe ?orm würde ^edoeli viel /n weit¬
läufige keebnungen erfordern, als dass ick sie liier versuchen könnte. Ist dagegen der (^linder
ein kreisförmiger, so gelingt es selir leielrt, wenigstens die Lrösse unter dem ^Vurüsl^eieliön auf
die eanoniseke ?orm ^u bringen, und dies sei der (Gegenstand der folgenden Ilntersudiungen.

Let^t man ö — «, so wird der L^linder sin kreisförmiger, und « ist der Radius des Krund-
Kreises. Denkt man sielr nun die ^xe der « dureli den ?usspunkt des Dotlies ^ gedend, so sind
die Loordinaten des angebogenen Punktes ^,0,!^, und da lüerdureb nielits ^Vösentliebes ge¬
ändert wird, so sielit man, dass im I?alle eines kreisförmigen O^linders in allen vorangelienden
Wormeln — 0 gesetzt werden darf.
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Okne mieb mit äem Potential xu bescbaftigen, äas ieb aueb in äissem ?alle niebt vsitsr

dabs reäuoiren können, gebe ieb gleieb äen Oomponsnten äsr ^n^iebung über, unä nsnns

äis Lomponsnts naeb äsr a?-^xs X, äis naeb äer ^/-^.xe äie naeli äer s-^xs Dann

geben äis (Flsiobungen (1V".), (11.), (12.) unä (12".) äis folgenäen Darstellungen äsr ^.ttraotions-

eomponenten sinss kreisförmigen (Zz'linäsrs:

^7?

(23.) ^ — a 2! ^ cos 7 I°gl)

^7?

(24.) 2 ^ - a ^ sw? los ci?'0

(25.) ^ ^ a 2! - ^ sw P log c/?,u

(25".) eos?log^«°^^^
t)

vis (Zrösss sZ, ^velelis kür äis Wormeln (10.) bis (12".) gegeben ist äureb äis (ilsiebung:

^ — (aeosc^— ^ (ösinP—^)^ (e-j-s'()°,

gebt kür äen l?all einss kreisförmigen L^linäsrs über in:

^ -i-^-l- —2«^eosP,

vsrsinfaebt sieb also in sslir bsäsutenäer Vsiss. l^atürlieb ist äis Lomponents 6er ^n?islmng

naeb äsr A-^xs, velebs äurcb (24.) gegeben virä, iäentiseb gleieb l^ull. Dies folgt sebon

a priori, aber man svbliesst es auvb aus (24.). Venn verlegt man äas Integral in (24.) in ?vei,

äeren eines von v bis ?r, deren weites von 7? bis Z?r gebt, nncl Löt7.t äann in äsm -ü^eiten

^?r — C> für B, so vsrniebtsn sieb äis bsiäsn Integrale.

Lsbanäslt man auf äisselbe ^eise äis Integrale in (23.), (25.) unä (25".), so geben sie

Uder in clie «Zoppölten ^Vertbs derselben Integrals üvvisvben clen (Zren^en v unä genommen,

nncl man erbält äabsr naeb ^.uskübrung äsr Division mit 2:

75

(26.) X ^ ^ eos? log ch,

(27.) «2!-^ sin? logll

(27".) «2-^s eos?log ciP.o

Alan sst^e nun äis Integration naeb P in eins naeb ^ um. 3'
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2unäekst lolZt aus (26.) äurek tlieilvsiss IntkAration

X ^ sinck?.

o

Mll war:

^ — a' -i- ^ ->- (e -l- s^)' — cos?.

Lstrs-elitot inM iciso ^> »1s clis^sni^s Vari^dis, naeli äer üiö Integration aus^nKdrsn ist, so

ist naoli ^>von dis « i?n intsgrirsn, vsnn:

ASSöt?t ^voräsn ist. U^n böwsrkö, äass ^7NM6»' «.> jZ.

Werner lolZt:

sin-v — /(«^—^) (sz'—>Z') ,

nnä füdrt man nun (iisse (Zrüssen in 6ig vorstsdenäs (ZisielinnZ kür X sin, so erlrklt rnan:

^28.) (e^-() / l/(«2-i--) ^

^.nk 6issslbö Weiss folgt nsoii sinigsn sinkAcdsn Kkdinungsn ans clor I^orm (27.), >v«zlokö

nur likäuetion g'ssignötsr ist, »Is (27''.):

(29.) 2>^'

ch
j-2) (i--—lZ^

^ur wsitsrsn ksäuetion äisssr Klsicdungizn sst^s man snälioir:

^ — «'eos^P ^ ft^sin'?,

eins Lubstitution, äiö glkielldkclsutönü ist mit äsn böiüsn anäersn:

^ ^ _ («- ft-) sin ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^-) eos >.

Lisrällroli gslit (28.) über in:

z?r

V V c-i-c? / sin^P oos^P c^co
<2°'!

sw^ ^ ^ sin'?

(29.) in:

(31.) ^-^2! - -
(sill^-s> —eos^-x) ——ß)cos^ c/P

«^cos^P-I-^ siu^P — cos^-x /'

s l- ^ sin'?

uncl es ist iZalzsi- ciiö Vur^slgrösss nntsr äsn Intsgraliisiolisn ant 6iö oanonisLliö k'arin gsdraclit.

^ugisied üöiAön äiö tZllsicdungen (30.) uncl (31.), class äis ^.ttraotionseomponsntsn kiuss

kröiskörmiAön (ü^iinäsrs änreli clis 8unims ^veisr ^.usüriieke gögsksn sind, völods »uk äiesölds

Wöise Ms vollstänäigön slliptisoliön Intsgralsn iiuSÄinrnizngöSstüt vsrdsn. Oisss ^.usärueko
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untersckeiäen sick Kr die Ooinponente nack 6er «-^xe nur «Zarin, class äer Noäul cler elliptiscken

Integrale cles einen ^usürucks

(o-I-?)' -^- (a-I-^ '

vakrencl 6er Noclul äer ellixtiscken Integrale äes anderen ^uscirncks

ist. ?ür äie Oomizonente nÄck äsr s-^xe önäet ciaAe^en ausser äiesern Ilntersckiecle nock ein

alrnlicker Kr äiö Laraineter clsr sUiptiscken Integrale dritter (Zattun^ statt.

Oer Noäul ist aut äiese "Weise Zurck eine eintacke rationale Function äes Raäins äes

linäers unä üer Liooräinaten äes an^ei-OASnen ?unlctes destiwmt, vväl>renä Herr (Zrude Kr

äenselben einen siienilick eowMeirten alAsbraiscken ^usclrnck ZeKnäen Iiat.

IZncUick ist es nur nock xeKnAsn, «Zie äurck clie (ZleickunAen ^9.) nnä ^9".) Ak^edensn Nor¬

men cles Potentials eines Lz'iinäörs nack 6er von Viricklet iin 32. Lande des Lrellöscken

Journals ASAedenen Netdoäe volistänciiA nn veriüeiren. Diese Veriücation konnte ^eäock dier

nickt inckr 1iini?n^ekÜAt ^veräen. Werner dade ick ertadren, äass üas ?otential eines ?arailelspi-

izeüums sckon von öessel im 27. Lancls von ^aeds rnonatlicder <üorrssiionclönii pa^. 32 odns

Levveis initZetkeilt ^voräen ist.

OsLkr R-otdi^'.
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