Ueher
das Potential und die Anzichung eines homogenen
Cylinders.

K:wlnh-m ich den grissten Theil der folgenden Resultate gefunden hatte, erhielt ich Kenntniss
von einer Arbeit (Grube, de eylindri et coni attractione Diss, inaug. Gottingas 1859), welche
den interessantesten Saty iiber die Anziehung eines homogenen Cylinders schon enthielt, nimlich
die /"f.'rr‘ﬁf.'a':"!}'iiu'?rM‘r.} der Attractionscomponenten awf elliptische f-r:fc'_-,.w'-f."r’. Bis dahin war
meines Wissens nach nichts iiber dieses Problem veriffentlicht worden, und ich will daher zu-
néichst die Methode der eitirten Arbeit kurz darstellen, um eine Vergleichung ibrer Resultate mit
den folgenden miglich zn machen.

Der zu betrachtende Cylinder sei ein gerader mit einer Ellipse als Grundfliiche. Nun fiilirt

Herr Grube in die alleemeinen Aunsdriicke der Attractionscomponenten Folarcoordinaten ein,

and reducirt nach einigen auf die Grenzen der Integrale beziiglichen Betrachtungen und durch
aweckmissize Ausfilbrung zweier Integrationen die Componenten auf elliptische fntegrale fir
den Fall. dass der angezozene Punkt ein fmmerer ist. Er hat ferner vorher schon den Fall der
Anziehung eines dusseren Punktes mit Hiilfe der von Lvory bei der Anziehung eines Ellipsoides
angewandten Methode auf den der Anziehung eines énneren Punktes zuriickgefiihrt, jedoch
gelingt diese Zuriickfihrung nur fiir die den Axen der Ellipse parallelen Componenten, nnd anch

nur dann, wenn der angezogene Punkt ausserhalb des Cylinders zwischen den verlingerien
Grundfiiichen liegt. Herr Grube giebt aber spiter ein sehr einfaches Mittel an, die den Axen
der Ellipse parallelen Componenten mit Hilfe der bisher erhaltenen Resultate iiber dieselben

allgemein zu finden, so dass bis auf die der Axe des Cylinders parallele Componente die Zuriick-

fithrung auf elliptische Integrale im allgemeinen Falle geleistet werden kann, Um nun anch die
dritte Componente allgemein zur erhalten, wird sie mit Hiilfe der beriihmiten Dirichletschen

Methode des Diseontinuititsfactors behandelt, und man erhilt dadurch eine fiir alle Lagen des

angezogenen Punktes giiltige Darstellung desselben durch elliptische Infegrale. Das Potential
selbst behandelt Herr Grube nicht.

Die folgende Methode ist von der so eben auseinandergesetzten vollstiindig verschieden.
[ch betrachte zuniichst das Potential, und fithre es durch divecte Integration anf Quadraturen fiir
alle f_ul._'.'r'n. dos ({',i'f:,l-r’,'(}:}fr,?.'n,r.' _f'f{,.«,-.'r.'F. 4. Ob diese iLH[;L:i_rﬁllll' anf |'||E}_r[.l!-l'|n' |Ill=':'_"['.'li\.! rohrachi
werden kann oder nicht, habe ich bis jefzt noeh nicht entscheiden kinnen, Durch Differentiation

aree

ben gich dann hieraus die Componenten der Anziehung nach den drei Coordinatenaxen, und
eine einfache fheilweise Integ

ation fiibrt sie ohme Weiteres anf elliptische Integrale fir all
Lagen des angezogenen Punkites. In Bezug auf einige andere Sitze iiber das Potential und die
Componenten der Anziehung muss ich auf das Folgende verweisen.
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Reduction des Potentials auf Quadraturen.

Der ,-'\];!.:1|]:'::-'J:\||[|k1 der Goordinaten liege im ”i.llt'i[!tl[ll{fl‘! des (.‘:-ljl'ldl‘l‘.‘-': die F:”i!h‘-’-l', welche
die Grundfiiche desselben bildet, habe die Axen a und b, und demnach die Gleichung

- 3
(1.) ag:+-.';;i-.___ 1.

Die Axe der z liege in der Axe des ff_'. linders, dessen Hithe 2 ¢ sei. Der Cylinder ist ein
gerader, das Coordinatensystem also rechtwinkliz. Nennt man noch die Coordinaten des ange-
zogenen Punktes £, n, [, entsprechend den &, ¥, z des Cylinders, und sefzt die constante Dich-
tigkeit der Masse gleich der Einheit, so hat nach allen diesen Festsetzungen das Potential
die Form:
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gesetzt ist, oder auch die folgende, welche mit der vorhergehenden offenbar identisch ist:
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und beide Formen, sowie thre Ableitungen nach 2, n, £ stellen bakanntlich das Potential und die
Componenten der Anziehung fiir alle Lagen des angezogenen Punktes dar.

In der Form (2.) ist die Integration nach y unabhiingig von der nach 2, ebenso ist in (2°.) die

Integration nach @ nnabliingiz von der nach . Die Aunsfiithrang beider von einander unabhin-

gigen Integrationen in (2.)-und (2*.) hi

gt aber ab von der Ermittelung des Werthes des folgen-
genden doppelten Integrales :

oy o f s,

: & oy
st el LR e R T

wo jetat

gesetzt 1st, Kennt man nfimlich den Werth von (3.), so hat man. um die Integrationen nach

g und z in {2.) auszufiihren, in diesem Werthe nur x—% fiir %, O 1— % fiir pound ¢ fir v zo

i |

schreiben. Was ferner die Ausfiihrung der Integrationen naeh @ und z in (22.) betrifft, so hat

man, wenn (3.) bekannt ist, in seinem Werthe zunichst : fiir  zu schreiben, und daun y—n fiir

- .-_n-‘ oy
Ay alf =% fiir p. und ¢ fiir v.

Nun hat zunichst

eine ganz bestimmte mechanische Bedentung. denn, wie aus seiner
Form sofort erhellt, ist es das Potential cines Rechtecks mit den Seiten 21, 2v in Bezichung
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auf einen Papkt (A, n, £), wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt des
Rechtecks legt, wenn ferner die Axe der X senkrecht ist, zu der Iliche des Rechtecks, und die
Axen der y und z oder 1 und £ parallel respective zu den Seiten 2p. und 2v sind. Aber auch
der Werth dieses doppelten Integrales ist bekannt, denn er ist als specielles Resultat in meiner
Arbeit iiber das Potential eines rechtwinkligen homogenen Parallelepipedums enthalten (Bor-
chardt, Journal fiir Mathematik Band 558 Pag. 249).

Nach diesem Aufsatze ist nimlich das Potential eines rechtwinkligen homogenen Parallel-
"

epipedums mit den Seiten 2a, 20, 2¢ in Beziehung auf einen Punkt (%, w, £), (wenn der An-
fangspunkt der Coordinaten im Mittelpunkte des Parallelepipedums liegt, und die Axen selbst
den Seiten des Parallelepipedums parallel sind) d. h. wenn man
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den Griissen z, &', £ in (4.) sind die Werthe - 1 und 1 heizulegen, und die Summe bezieht
gich auf die Addition der so enthaltenen acht ‘P, Endlich ist noch zu hemerken, dass die arctg
immer zwischen +m und + ;7 zu nehmen sind.

Der Ausdruck 9 hat unter anderen die Eigenschaften, dass:
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Der Beweis aller dieser Behanptungen ist a. a. 0. gegeben, tibrigens kann man auch (4.)
durch Differentiation nach @ , 0 , ¢ verificiren.

Zur Auffindung des Werthes von (3.) differentiire man nun (4.) nach @, und setze dann a
gleich Null, so erhilt man:

S
(6.3 ‘ f ‘—'-y_lf-“— =L ¥ X (£, b4z, c+¢'T),
v R :
wo jefzt:
rt = (y— ) - (L)

gesetzt ist.
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Man sieht aus (5.) dass X ungefindert bleibt, wenn —o filr o geschrieben wird. Desshalb
lisst sich die Summation nach € ausfiihren, und man erhilt als Werth des Integrals in (6.) den
folgenden Aunsdruck:
4} 4T 1 b
L ¥ X(E,b42"n, e+ ),

in welchem = fiir &' geschrieben ist, nnd die Summe sich nur noch auf die Zeichen ¢’ und & be-

sicht. Das Inteeral (6.) ist aber dasselbe wie Integral (3.}, wenuo nur in (G.) 2 fiir &, p fiir b,

y fiir ¢ geschricben wird. Es hat daher (3.} den Werth

3 l Xlh, - g, v - e

und zugleich ist dies der Ausdruck fiir das Potenfial eines Rechtecks.

s werden spiter verschiedene Eigenschaften des Ausdrucks X (a, {3, v), der durch (5.)

gegeben ist, angewendet werden. Ieh will dieselben . hier gleich kurz auffihren. Zuniichst
weehselt X mit 3 und vy sein Zeichen. Dann ist:

aX By oX e oX o
= —Ziarehe—— == log = 3 = log =
ol 4 o an D o L =3

Alle diese Eirenschaften folgen aus (5.), sind aber a. a. O, noch genauer entwickelt, und
man kann mit Hilfe derselben beweisen, dass der oben gegebene Werth des Potentials eines
Rechtecks simmtliche von Gauss in den allzemeinen Lehrsitzen in Beziehung auf ete. bewie-
sene Eigenschaften der Flichenpotenfiale besitzt.

Fs lisst sieh nun das Potential des Cylinders sehr einfach anf Quadraturen bringen. Denn
bozeichnen wir zunichet der Kiirze wezen dieses Potential fortan mit P, und fithren dann, nm
die Integrationen nach y und z in (2.) auszafiihren, in den refundenen Werth von (3.) die oben

ANy

wwephenen Werthe fiie &, g, v ein, so erhilt man fiie das Potential des Cylinders den folgen-
den Ausdruck:
- it

o= B | Xl — B, BT el e tel) d,
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v

und auf dieselbe Weise erhilt man ans (2%)

() 2P=3 | X(y—n,aVl—%+c% 04 <l)dy.

Die Summen in diesen Gleichungen haben dieselbe Bedeutung wie oben, d. h. man soll
den Grissen £ und = die Werthe =1 und — 1 beilegen, und die so erhaltenen vier Integrale
addiren.

Der Herleitung der Gleichungen (7.) und (7*.) kann man noch eine ziemlich einfache geome-
trische Bedeutung beilegen. Denn denkt man sich den Cylinder parallel der yz-Ebene durch
Ebenen geschnitten, deren Abstand von einander da betragen mige, so wird der Cylinder in
prismatische Elemente zerlegt, von denen eines, in der Entfernung @ vom Mittelpunkte, die
Seiten y , 2 ¢ und da hat. Das Potential dieses Elementes in Beziehung anf den Punkt (615 0)
ist das Potential des Rechtecks mit den Seiten 2¢ und y in Bezichung anf den Punkt (@ — E;m,0)
m|sE1ip|iL'ir1 mit dz, also nach dem oben fiir (3.) entwickelten Werthe eines solchen Potentials
dargestellt durch den Ausdruck:

X X(a—8,y+en, 0+ :l) de.




[ntegrivt man nun dies nach a von a bis = a. 8o hat man iber simmtliche Elemente
des Cylinders summirt, und erhiilt so die Gleichung (7.), nachdem noch fiir i sein Werth 41

gesetzt ist. . Zerlegt man d en den Cylinder parallel der az-Ebene, so erhiilt man auf die-

selbe Weise die Gleichung (7).

Transformation durch trigonometrische Substitutionen.

Wir setzen nun in (7.):
= 008 'IJ
und in (7%):
Iy = fisin "IJ.

Hierdurch geht (7.) iiber in:

(8.) 2P = ;.f: f sing X [acoso—E . bsino—-¢e'n. e~el) do,
‘F
and (7] in:
4w
(B8} e -’Ill; coso X (bsing —n. acoso-:'F 5 et el)do.

Um anf den rechten Seiten dieser Gleichungen die Summen nach & auszufithren, bezeichne

ich zunichst der Kiirze wegen die X nur mit Hinzusetzung desjenigen Avgnmentes, welches &

enthélt, also das X in (8.) mit X (&sing—+2") und das i (3%) mit X (ecosp—+-c2). Es ist

dann klar. dass fiir die rechte Seite von (8.) geschrieben werden darf

aY | sing X (bsing—+-n) dp + aX | sing X (bsing —mn)dyp,

i (L}

worin sich aber die Summen nur noch auf € beziehen. Setzt man jetzt in dem ersten dieser beiden

Theile 2% —¢ fiir ¢, so geht, da cos o ungeindert bleibt, sing in —sing ibergeht, und X mif

dem zweiten Argumente sein Zeichen dndert, dieser erste Theil fiber in:
b Y

rf:! sin ] X '.f'l'hill?-- n) "'l'."

und giebt, zu dem zweiten addirt, den folgenden Ausdruck fir 2/

[

SIS , ¥ e AR .
(9:) IR = nl] sing X (aeos g—g , bsing—mn; e~-el) dy.

[
[

Ebenso darf nach den obigen tsetzungen fiiv die vechie Beite von (3%) geschrieben

werden

f.-}_: f o8 @ X (aeos o ) do - !Ir}_ ]’ coso X (a costo—z) dy,
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unil setzt man hier in dem ersten Theile w— ¢ fiir ¢, so geht derselbe iiber in

]

by | cosg X{acosy — %) dey

und giebt, zu dem zweiten addirt den folgenden Werth:

L: ‘ cOsD ;‘\' (e tOs Y _' .

Natiirlich bezieht sich aneh hierin die Summe nur noch auf e, Zwisehen den Grenzeén — 1w
bis 7 durchlaufen aber cosg und ging dieselben Werthe. wie zwischen 0 und 2%, und man
darf daher fir die Grenzen des obigen Integrals die Grenzen 0 und 27 setzen. Es folgt daher
fiir 2P aunch der nachstehende Werth:

257

e

[H%) R i'fJ: ‘ coso X(bsing -—7 , acos @ : e=-z0

Die Summen nach ¢ sind hierdureh ausgefithrt, und die in (9.) und (9%) noch bleibenden
Summen bedeuten, dass man der Grisse ¢ die Werthe 41 und —1 beilegen, und die so
srhaltenen beiden Integrale addiren soll.

:benen Formen fiir das Potential eines Cylin-

Die doreh die Gleichungen 19.) und (9%} ge
ders werden im Folgenden zn Grande gelegt werden,

Zuntichst ldsst sich nun die Ldentitit der beiden auf den rechten Seiten von (9.) und (9"}
befindlichen Ausdriicke fir das Potential eines Cylinders leicht direet nachweisen. Setzt man

pimlich in dem oben gegebenen Ausdrucke fir D (o, y) acosp—¢ firea, lsino—n fir [,

¥ 0 | { : = : : ra i .
e fiir v, so dass P (2, B, 5) in P (acosy —&, fsin g — 1, ¢ &l libergeht, welches jetat
kurz mit P bezeichvet werden mige, so ist nach den oben gegebenen Eigenschaften von

g
Bz, b, )

}
dl

du

¢ —}—:—;:}.

: - . Y : i ;
— —asing X{acoso— ¢, bsing —, ¢ 0) - beoso X(bsing —n , acosp—¢,

Multiplicirt man diese Gleichung mit rffI:, und integrirt nach @ von 0 bis 2= g0 versehwindet 9 ¢
affenbar die linke Seite, auf welcher sich die Integration sofort ausfiihren lisst. Die rechie Seite
geht iiber in die Differenz der beiden auf den rechten Seiten von (9.) und (9%) stehenden Aus-
driicke, wenn man die dort stehenden Summenzeichen weolisst. Die Idenfitit dieser Ausdriicke
ist damit bewiesen. Daher gind auch die Summen nach = identisch, und also anch die beiden
fiir das Potential eines Cylinders gegebenen Ausdriicke.

Der Werth des Potentials muss offenbar unabhiingig sein von der willkiirlich gewdhlten
Richtung der positiven Coordinaten, d. h. er muss ungedndert bleiben, wenn man & mit —%,
oder n mit —n, oder £ mit — £ vertauscht; mit anderen Worten das Potential muss den Cha-
rakter einer Function besitzen, die nur von E2 o 77 abhingt. Dass das Potential in Bezug anf
¢ dieser Anforderung geniigt, zeigen die Gleichungen (9.) und (9%.) sofort, da durch eine Ver-
tauschung von £ mit —Z die Bedeutung von ¢ nicht gedindert wird. Auch in Bezug auf die Ver-
tauschung von £ mit —% oder n mit — = ist dasselbe erfiillt, jedoch lisst sich dies an den
Gleichungen (9.) und (9%) nur mit Hilfe einer der beiden Substitutionen 2= — o fiir @, oder 7—g

fiir o nachweisen.
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Aber man kann aus den Gleichungen (7.) und (7%) Formen des Potentials herleiten, aus
denen die in Hede stehende Eigensehaft in Bezug anf £ und 7 ebenso unmittelbar einlenchtet,
wie dies in Bezug auf £ in (9.) und (9%) geschieht. Zu diesem Zwecke zerlege man das Integral
in (7.) in zwei. deren eines die Grenzen a bis (0, deren zweites die Grenzen O bis « hat. Setzt
man nun in dem ersten dieser Theilintegrale — & fiir @, =20 erhilt dasselbe, da X mit dem ersten
Argumente sein Zeichen nicht dindert, ganz dieselbe Form wie das zweite. nur dass im ersten
Integrale ——£ an der Stelle des £ im zweiten [ntegrale steht. Hieraus erhellt, dass man
schreiben darf:

(A
D, I X (-2, GY1—=2 2 el du,
o
-II
wo man der Grisse & wieder die Werthe - 1 und — 1 heilegen soll, und die Summe sich auf

o

die drei Grissen =, 2%, 2 bezieht. Setzt man hierin wieder

£ = A& C08 D,
so erhilt man:
L
2P = u:_ f sino X (ceos o~f-e% . bsino-ein . e—el) do,
|‘.
und diese Form zeigt auf dieselbe Weise wie (9.) und (9%) in Bezug aufl die Vertauschung von
— L mit £, dass der Werth des Potentials durch irgeud eine der Verlauschungen it g
. b . * - op -
nomit o, — 2 omit 2 nicht geindert wird,
Iu dholicher Weise erhiilt man aus (7%) die folzende Form des Potentials:
I:
2P = .ﬂ: I COS X (hsin w--2'n, acoso -:"f’,. s ;:I do,
.il

die dasselbe leistet.

W (3
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Die Compouenten der Anziehung.
Vermittelst der oben gegebenen Ableitungen des Aunsdrucks X nach den drei Argumenten
desselben erhiilt man nun fiir die Componenten der Anziehung nach den drei Coordinatenaxen

die folgenden Darstellungen:
Zuniichst aus der Form (9.):

s
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(10.)~ 2 5 Za ..'._f sing . arctg g,
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A
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Py |.|II 1 :'.-_ -T‘I
{2 2 B — r:l‘! sing . log o T; dw,

(84




und aus der Form (9%)

. apF 1 . o=t
(10%) 25 =—b 2| cosg.log"
0 7 o
i
=T
apr T i — ) (e--:5)
n 9] it 5% e e e T 5 5 s
(1% 52 ey _I’J_fna.kll,‘lhil_, A = do
1 o L sin g i [
il
Pz
. i \ o [eoso—5)
(122) 22 = & Ye ' cosm. log -+ L dio,
\ e =l ! = o — (@eosy—1) &
(1] l L
In allen diesen Formeln ist jetat:
" ) oy 4 v B
o' = (acosp—&)* + (bsing—mn)* - (e—cl)?,

e e . g B
und == bedeutet die Componente nach der a-Axe, — die nach der y-Axe, —dienach derz-Axe.
4 b L L »

=

Die Identitit der beiden fir jede der Atfractionscomponenten gegebenen Formen
lisst sich in dhnlicher Weise zeigen, wie dies oben fiir die beiden Formen des Potentials

selbst meschehen ist. Um die Identitit von (10.) und (10%) zu zeigen, gehe man

-

aus von

£

X{acosg- E.l.rl:%iil’:: — v, ¢—+cl), ebenso gehe man von X(bsing—mn,acos9
aus. um die Identitit von (11.) und (11%) zu beweisen, und verfahre im Uebrizen wie vorher.
Die Identitit von (12.) und (12%,) muss in anderer Weise bewiesen werden. Es bleibt ndmlich die
Componente nach der z-Axe offenbar angedindert, wenn & mit & und £ mit 7 vertauseht werden.
Thut man dies in (12.) und setzt dann noch rw —a fiir @, 80 gehit (12.) in (12%) @iber, da g un-
37 bis 17 die von 0 bis 27 gesetzt werden darf,

epindert bleibt, und fir die Integration von -
Will man ohne Riicksicht auf das Potential nur die Componenten der Anziehung entwickeln,
<o kann man die oben wegebenen Ausdriicke fiir dieselben mit Ausnahme der Gleichungen (10.)
und (11%) in sehr einfacher Weise erhalten.
Wir eehen zu diesem Zwecke zn den urspriinglichen Formen des Potentials (2.) und (

suriicl, und fihren in denselben die Integrationen nachez aus. Man erhilt so in bekannter

Weise die folzenden beiden Ausdriicke fiir das Potential:

W -
-a ==
. ([
: r -+ (e-:5)
(13.) ap = :' o log ; e diy.
i -."J' ] —— -|I;-'
aug (2.) und
b o .rr]"ll i
- " »
- # = (e455)
(13%) p=N [ dy log —— ey &
5 —a}1-%
aus (2+). In diesen Formen ist
= (u _-il-‘- i IIJ;—‘!.I"‘ = i_r.'+3:l":
s

gesetzt worden, und die Summe bezieht sich hier wie oben auf das Zeichen &,
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Um nun - oder - zu erhalten, muss man den Logarithmus unier dem Integralzeichen

nach £ oder n ableiten. Diese Ableitungen sind aber identisch mit den negativen Ableitungen

nach @ oder ¥,«a ¢ und » nur in der Verbindung @ —=2 und y—n vorkommen, man darf daher

vermittelst (13%) schreiben:

+- 1 | .'J'I I| o
- L] I
ap B o) r - o-=C)
rlle 5 e (1og 7250 4,
2 3= > iy A |“r—, = pEm byt
0 —a] 1 '
und nach (13.)
=l (T -:-.’;l =
~ .
» 1} : e g | o IR
3 F 104 b r.rf {I“Ln L T
=0 = — iy Lo
- it — b 1=
und in diesen Formeln kann je eine Integration nach & oder y sofort ausgefiihrt werden, Thut
man dies, so folzt:
-|- b
o ; r 1=
._J { == \:'l |||" I
o r T
—Jrl
wo jetzt:
' = (akl - (y —n)? 4 (e 4¢P

gesetzt ist. Und ferner folgt:

wo

= (a

2

- s " . . 1 e ", of P " I s x =
Die Summen in diegen beiden Gleichungen fiir —= und '“ beziehen sich jetzt auf die Zei-
o

chen ¢ und & Setzt man nun in der ersten dieser Gleichungen bsing fiir y, und in der zweiten
acosy fiir &, und fihrt dann die Summationen nach ! auf dieselbe Weise ans, wie dies oben
reschehen, so erhilt man die Gleichungen (10%) und (11.).

Ebenso kann man auch die Componente nach der z-Axe, und zwar diese auch auf doppelte
Weise. wie die Gleichungen (12.) und (12%) zeigen, herleiten. Man gehe zu diesem Zwecke
wieder zu den urspriinglichen Formen des Potentials (2.) und (2% zurick.

- l’].lIJ . . . . - - . 9
Um =z bilden, hat man in diezen Formen : nach C abzuleiten. Da aber diese Grosse

. . w . . " ® . W " s
wieder nur in der Verbindung 2—1 vorkommt, so ist die Ableitang nach G identisch mit dem
negativen Werthe der Ableitung nach z, und man darf daher schreiben:

L2
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nach (2.)
o ot =
aF el
. LA r.’-_.' ( ! | ilz -
il R il
. . F " .
il - l"r] | [
nach (2%}
) Hall—= i
il ]
f s dip l i l II_I |

i |J.l fi} ] | — ':l._
und das » in diesen Formeln hat die Bedentung:

=l —0) 1 (¥ ) 4 (2 =CJ%

- a &Y 1—
" L L
) )
orP . iy
e :‘_» da y
.".l |
und
a
= i) | IJ
» o
=
ar il
) e
5r it iy )
L " I T
b L
wo jetzt
3 AT 3 et
= (g— e\ = [ =1 = (e=}-el)

In diesen beiden Gleichungen fithre man nun wieder je eine Integration nach y oder @ aus,
und daduarch folgt denn:

+ & { ;
' -l 1—=2% 'y

)
2 'If =:'_-. f lng : = i,
. . r—A\d] 1.-._,.1.:?)

1

r=le—o)" - \-I'/""l 1 1 B Eh.fl_ S

gesetzt ist, und:

b * 2 ! ]nj_' f -\‘ r.lr-'l,r_
) r—\glf il —egs 't}
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? .(.,J | o u_\ s i) it (G 4y
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Die Summen in diesen beiden letzten Ausdriicken fiir - beziehen sich wie immer auf die
(i ]

Zeichen ¢/ und 2. Durch die bekannten trigonometrischen Substitutionen kann man nun wieder
die Summationen nach &' ausfithren , und so die Gleichungen (12.) und (12%) erhalten.

Die soeben auseinandergesetzte Behandlung der Attractionscomponenten nach der @ und

g-Axe ist jedoeh unstatthaft, wenn innerhalb der Grenzen der Infegration a="F uid y=1n wer-
den kann. Dies findet nicht nur statt, wenn (2.7, ) ein innerer Punkt ist, sondern auch dann,
wenn er ausserhalb des Cylinders, in dem Raume liegt, welcher von dem verlingerten Mantel
eingeschlossen wird. In diesem Falle wird ndmlich der Logarithmus in (13.) und (13%) fiir o=t

und y=mn unendlich, und es ist daher sowohl die Vertanschung der Differentiation nach £ mit
der nach @, als anch die Differentiation nach £ iiberhaupt, nicht ohne Weiteres erlaubt. Aehn-
liches gilt, aber nur wenn (2.m.L) ein innerer Punkt ist, aueh fiir die Herleitung der Compo-
nente nach der z-Axe,

Trotzdem gelten die Gleichungen (10.) bis (12%.) fiir alle Lagen des angezogenen Punttes.
Denn aus den fiir alle Lagen des Punktes (2,4, 0) giiltigen Formen (2.) und (2%) gind durch
immer statthafte Operationen die Formen (9.) und (9%} hergeleitet, und folglich gelten auch
diese fitr alle Lagen des Punkies (£,0,0). Nun ist der Ausdruek X eine stetige Function
seiner Argumente, welche fir alle Werthe desselben endlich bleibt. Man erkennt diese Eigen-
gchaften des X auns der Gleichung (5.). Zuniichst zeigt dieselbe, dass X eine stetige Funetion
seiner Argnmente ist. Nuor an der Stelle =0 kinnte nimlich diese Stetigkeit unterbrochen
werden, weil der arcte, der seiner Definition nach immer zwischen _'_"' und - _' 7 Zu nehmen
ist, beim Durchgange des « durch 0, von — 3 = zu —I—:‘;: springt. Aber diese Unstetighkeit wird
aufgehoben wegen des an eben dieser Stelle verschwindenden Factors « vor dem aretg. Ferner
ist X aunch iiberall endlich. Fiir «=0 ist dies aus dem Vorhergehenden klar, und fiir =0 und
v==0 verschwindet X. Die Entscheidung dariiber, ob X endlich bleibt, wenn o,
werden, ist fir die vorliegenden Zwecke iiberflissig.

- unendlich

Ist nun LE_ . 1. &) ein innerer Punkt, oder liegt er in dem Raume, welcher von dem verlin-
gerten Mantel des Cylinders eingeschlossen wird, so verschwinden zwar in den Gleichungen (9.)
und (9%) innerhalb der Grenzen der Integration die Ausdriicke acoso —7 und fsino—mn, aber
es ist auch aus den vorhergehenden Betrachtungen klar, dass dennoch weder die Stetighkeit des
Aunsdrucks X unterbrochen wird, noch der Ausdruck selbst einen unendlichen Werth erhilt;
woraus denn folgt, dass die Differentiation nach £, 1, C in den Gleichungen (9.) und (9*,) immer
erlaubt ist, also die Gleichungen (10.) bis (12%) die Componenten der Anziehung fiir alle Lagen
von (%, 0, £) wirklich ausdriicken.

.
§ 4.
Siitze iiber das Potential eines Cylinders.

Vermittelst der Gleichungen (9.) und (9%.) ist das Potential eines Cylinders dargestellt durch
eine Summe zweier Glieder, die in jeder der beiden Gleichungen dieselbe Form haben, und
setzt man

2
(14.) V'=aq I sino X(acoso—c, bsing—mn, y)do,
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o ist dies die alleemeine Form der Glieder in (9.), und setzt man

o

#

(14%) W=7 J cosoX (bsino—n, acoso—=e, ) dn,

(1}
g0 ist dies die allgemeine Form der Glieder in (9%). Die beiden 1" sind zuniichst identisch, wie
man aus dem Beweise fiir die Identitit der beiden Formen des Potentials (9.) and (9%) ohne
Woiteres einsioht. Ferner erhilt man nach (9.) und (9%) aus I den Werth des Potentials eines
Cylinders, indem man zunichst in 1" g—-L fiir = schreibt, dann e—  fiir vy und die so erhal-
tenen beiden M addirt, Es kommt daher nur noch daraof an, die Function 1" weiter zu unter-
suchen.

Zuniichst hat 'I* eine hestimmte mechanische Bedeutung, Denkt man sich niwlich y posi-
tiv, und setzt nun in (9.) und (9%) =0 und e¢=y, so werden die beiden Glieder auf den
rechten Seiten von (9.) und (9%} identiseh. Die Division mit 2 in (9.) und (9%) lisst sich daher
ausfiiren, und es gehen die rechten Seiten von (9.) und (9%.) beziiglich fiber in die rechten
Seiten von (14.) und (14%). Daher sind auch ihre linken Seiten identisch, und es folgt, dass,
sositiv gedacht wird, die Function 1" das Patential cines ('.:_ijfa'ar-fr'n"-f von der Grund-

wenn
fliche (1.) und der Hohe 2% bedeutet, in Beziehung anf einen Punkt (2, n), welcher in einer
dureh den _”."!‘!'n.'f].'-r.r.rh{'f des f:.;r;"f';.lrfrﬁ.r'._s ‘.l.'ru'rn"flr'l" it s f:'.r'i'#.rfr.!,f.-"r:r'('."fr'.': grl“rt’a’ft-"«f'rr Fhene f!]'lr]r.’.,
Ist dagegen v negativ, so wechselt bekanntlich X mit dem driften Argumente sein Zeichen, also
auch M. und daraus folgt, dass in diesem Falle "I gleich dem negativen Werthe eines solehen
Potentials ist.

Hiernach zeizen die Gleichungen (9.) und (9%), dass, jenachdem die Bedingung f<g
erfirlle ist, ader nicht, jenachdem also der angezogene Punkt innerhalb des von den erweiterten
Grundflichen des Cylinders begriinzten unendlichen Raumes liegt oder ausserbalb desselben,
das Potential des Cylinders aws efner Summe oder Differens zweier solcher Potentiale Y besteht.

Bedeutet ferner f{z) eineg Function von @, die fiir alle zwischen 0 und 27 befindlichen
Werthe des o in Reilien entwickelt werden kann, welche nach den sin. oder cos. der Yielfachen

von o fortschreiten, d. h. bestehen fiir alle Werthe von @ zwischen 0 und 2= die Gleichungen:

=0
: o) =2 B,coszg,
=1
so ist bekanntlich:
2 Zn
1 L 1 .
A, = - , flo)sinngds , B, == [ o) cosnao do,
(1} i

und B, die Halfte des aus der Gleichung fir B, fir #==0 folgenden Werthes.
Schreibt man nun in dem Ansdrocke fiir 4, aX (ceos o 7, bsin m—n, “I";n ﬁ'n'_flll’lji. und

-

in dem Ausdrucke fir B, 6X (bsing—mn, acoso—=<, v) fiic flo), setet dann in beiden Aus-

driicken »=1, und vergleicht die so entstehenden Gleichungen mit den Gleichungen (14.) und
(14~), so gelangt man sofort zo folgendem Satze:
Denkt man sich die Funetionen e X («cos ‘,'J—"Tr.»: bging—n,y)und 4.X (b sin g—, 11 CO8 o=

in Reihen entwickelt, welche beziiglich nach den sin. oder cos. der Vielfachen von o fortschrei-

ten, so giebt der Cocfficient von sing tn der Entwicklung von aX (acosp—=¢ , bsing—1n, )
nach den sin, der Vielfachen von o, und der Coefficient von cosg in der ntwicklung von

bX (bsinos—n, acosn En Y) nach den cos. des Vielfachen von o jeder den Werth = M,




Die Function Y ist demnach als Coefficient gewisser trizonometrischen Reihen dargestellt,
und daher das Potential eines Cylinders durch eine Summe oder Differenz zweier solehen
Coefficienten.

Derselbe Satz. welcher sochen fiir 1 entwickelt wurde, gilt auch fiir die Ableitungen von
‘I nach 2% und v. Nur ist in diegen Fillen die zu entwickelnde Funetion einfacher, niimlich
anstatt des X ist hier ein log. oder ein aretg. nach den Vielfachen yon sing oder coso zo ent-
wickeln. Die Atfractionscomponenten eines Cylinders werden daher ebenfalls durch eine Summe
oder Differenz zweier solchen Coefficienten dargestellt.

Die Gleichungen (14.) und (14%) zeigen ferner noch, dass 'V eine homogene Function
zweiten Grades von a , b,y , %, 7 ist. Denn X ist, wie aus (5.) erhellt, homogen ersten Grades,
und folglich Y, wegen der in (14.) und (14%) vor den Integralzeichen stehenden Factoren «
oder & homogen zweiten Grades. Es ist daher auch dus Potential eines Cylinders eine homo-
gene Iunction aweiten Grades der sechs Grossen @, b ¢, 5 ,n,C, wdihrend die Attractions-
componenten i ”f’i-"{f' auf dicselben Grossen ifn"'r.n'.ln'ulrl,n'r'.!.f- ersten Grades sind. Dies letztere
erhellt aus den Gleichungen (10.) bis (12%], wobei man noch bemerken mige, dass die Integrale
in diesen Gleichungen immer homogen 0'*% Grades sind.

Wegen dieser Eigenschaft geniigt nun 'I” der particllen Differentialgleichung

v ow , _av o oY

e 96 ' L By il ik

an

Wihrend sich nun, wie in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden wird, die Grissen

oy HE o A : : . . o 5 : :

ey mit Leichtizkeit aufl elliptische Integrale bringen lassen, ist dies von den

Oy s / !

15 oy B EF LG T I ATy e :

Girissen unil . oder von der Grisse ¢ — - &=+, die hier allein in Betracht kommt,
Chet of (47} i

nicht zu sagen.

o ik L G 1 A -
Der Ausdruck a e b vl wird bedentend einfacher, wenn man zor Entwicklung dessel-
{ (]

ben nicht eine der Gleichungen (14.) allein, sondern beide zngleich anwendet, wie dies im Fol-
genden geschehen soll.
Es folgt nimlich aus den bekannten Eigenschaften der Grisse X, wenn noch

p = acosp- &) -+ (bsing—n)*
gesetzt wird, aus (14%)
2
o i &
= l":’ cos” @ log L odo
it ' : 'I' b
L||
und ans (14.)
an
o i ooin l L s
R ft/ s g log , ' o,

(1]
Multiplicirt man die obere dieser Gleichungen mit @, die untere mit & und addirt, so
erhilt man:
21
S ol o [ £
(1) € b = :a-".-/ log =

da " ab

u
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Dias Integral in dieser Gleichung lisst sich nun zwar, wis ich gleich zeigen werde, auf Tn-
tegrale von elliptischen Integralen bringen, ob diese aber wieder auf einfache elliptische Inte-
grale gebracht werden kionnen oder nicht, habe ich bisher noch nicht entscheiden kinnen.

Es ist nimlich bekanntlich

wo jetzt unter dem Integralzeichen:

g’ = (acosg—E) + (hsing —=)? + 2*
gesetzt ist. Iithrt man dies in das Integral in (15.) ein, so geht dasselbe iber in; :
i e
] f dy dz
A 3
] =y ;
und denkt man sich hier die Integration nach ¢ ausgefiihrt, so liefert dieselbe élliptische Inte-
rale, die noch zwischen den Grenzen - -+ und -7 integrirt werden sollen, Hiermit ist die
obige Behauptung gerechtfertigt.
o
':\ ).
v
Zuriickfihrung der Attractionscomponenten anf elliptische Integrale.
dei der Zuriickfithrung der Attractionscomponenten nach der @ oder y-Axe anf elliptische
[ntegrale werde ich nur die Formen (11.) und (10™) derselben betrachten. Obgleich néimlich die
anderen Formen (10.) und (11%) ebenfalls durch eine theilweise Integration die Form elliptischer
[ntegrale erhalten, so sind doeh die so erhaltenen Integrale bedeutend complicirter, und erfor-
dern wegen der arctg. Untersuchungen, die mich hier zu weit fithren wiirden,
Ferner werde ich auch der Einfachheit wegen nur die Ableitungen von Y nach £ .+ und
behandeln, weil man ans diesen die entsprechenden Attractionscomponenten dadurch erhiilt,
Y pm - ¥ a . 3y
dass man zuerst e-=C fiir y schreibt, dann e—Z fiir v, und die so erhaltenen heiden Ausdriicke
addirt. Denn um dies noch deutlicher zu machen, so ist offenbar aus (9.) und (9%) ersichtlich, 7
wenn man noch die 't mit verschiedenen Argumenten nur mit Hinzusetzung derjenigen Avgu-
mente bezeichnet, in denen sie sich wirklich unterscheiden ., dass:
2P = ¥ W (e—+2),
und darans folet sofort:
9 .:i.'l” Ty oW (e - 0 aP iy r||1'|:.;.|._-_:.'|. 9 o o
= 8e s 0F B By s o LEsSe o
Man erhiilt nun ans (14%)
Hi
i ol oy
(16.) — = — {,/ coso log —L dm,
ot 1 SRR
" -||
und aus (14.)
2z
= ou i
(17.) v l sing log *——- dp, p.
0
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ferner aus beiden Gleichungen die doppelte Darstellung fiir :

: oy '_._ (dsing —n)
(15.) =y i sine log — < dm,
dy 2 ' s —(bsing —n)
1] ¢ 3
=
ik A = 5
(182} =)/ ’ cosgo log
Jl'lf 5 i e
1)
In diesen vier Gleichungen ist wieder
o = (acoso—E) - (bsino—n)? - A

TEBELEL \.‘.'i'l['l]l_‘tl_

Eine einfache theilweise Integration filhrt nun die durch diese Gloic
Grossen sofort anf elliptisehe .Irp'fff‘-’,f,r'n'f.lllr',

Fs folgt nimlich ans (16.) durch theilweise Integration:

o v . 9 r By
TE — 0 ‘I s1n "_- Aa ( |“.'-'-' _J rt”_‘;..
_ o - =
auf dieselbe Weise ans (17.)
2x
LG : St 5
== r:..[ CO8 0 B ( log ! : ) r.'r’lJ
1]
und endlich ans (18.) und (182):

Zx
o [ o o (fsing —xn)
By f':' OB e (I”'I"‘- _'l. - p';_.i.,-_-, | ) ”h'J‘
g i) 3 v .
L S

I,_Ijt._i,. = —!':-"I sinm Itlh (_lll,u' z."l"l”"""'f'_' .5) dy.

e G
i} 4

Es ist aber

und da ferner:

do —(@cosp —£) asing 4 (Asing—7) beosy

7= .

so folgt nach Einfilhrung aller dieser Werthe in die vorstehenden Gleichungen und unter

sichtigung des Werthes von g:

>
TR T

L& 14

— 1) bsing cogw
- £ 4 (bsing—x)?

hungen. geg

£) dp
E) [ ds

7z

<]

o
b

s
=]

pghenen

- Beriick-
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L8

=
(20.) !J'[' g b ll"f“itl.:-,'— . ._.I'.]..M:"' 2 = {.'.r_r_u%'..'. - —;].ff,—éill'f gosg dz
it b | 2 — &) }-Hlp:m'_-—:rll‘ p
L1
27 =Tt
o Yl ¥ o cos 2y 9 [ (acosy—E) (bsinz—n) asing cosy — (bsing—n)* beos s
1"| oy =i l irh‘ilhil., - 'I'"" _|_ L ;r [l’n’s'ul:-»'..' E:I"I = "I".:
|.i 1‘1
2z 2%
- ' & ain ol o (" (@eoss—E) (Fsing—n) bsino cosy — (aoozp— ;] L sin <o
(91 '_J__I_ S { P ain L£5 |)ef ! 7 - I : E T ¥
(21%) ay =49 (fsing —n ) -+ * Skt (bsing— 2
0 0

Den beiden letzten Gleichungen kann man noch eine etwas einfachere Gestalt geben, Die
gweiten Integrale auf den rechten Seiten bestehen nimlich ans zwei Theilen, und zieht man nun
diese zweiten Theile der zweiten Integrale mit den ersten Integralen zusammen, nachdem diese
letzteren unter dem Integralzeichen oben und unten mit ¢ multiplicirt worden, so hebt sich der
Nenner, und man erhiilt:

L
et {@eosn — By (b sin & — 7)) Sin P cos @ -'Ir’.l-
- 24’ I :

(22.) i;l_gl-. =Dl j

d

[cos - - EY -} \r" (]

1 972 [‘I_ [eos g h”ﬂ-ill.---?l'|-.\-'|ll'..|u-<'l. : ||’1|..

I,I‘IJ.\'i!E'IJ -fIII: } T.I

Erinnert man sich ferner, dass

»

p' = (zcosp—ig)* -+ (bsing —n)* 4+ +°
rpaptzt worden. so erhellt, dass die rechten Seiten der Gleichungen (19.) bis (22%) die Form
elliptischer Integrale haben, und damit ist die Zuriickfiihrung der Aftractionscomponenten auf
elliptische Integrale geleistet.

Attractionscomponenten eines kreisfirmigen Cylinders.

Durch die vorhergehenden Gleichungen sind die Attractionscomponenten eines elliptischen

Cylinders allerdings durch elliptische Integrale ans; iickt, aber diese tretenm nicht in der

canonischen Form auf. Die Zuriickfiihrung auf die canonisehe Form wiirde jedoch viel zu weit-
liufige Rechnungen erfordern, als dass ich gie hier versuchen kdnnte. Ist dagegen der Cylinder
ein kreisfirmiger, so gelingt es sehr leicht, wenigstens die Grisse unter dem Wurzelzeichen anf
die canonische Form zu bringen , und dies sei der Gegenstand der folgenden Untersuchungen.

Setzt man & = a, so wird der Cylinder ein kreisformiger, und @ ist der Radius des Grund-
kreises. Denkt man sich nun die Axe der & durch den Fusspunkt des Lothes £ gehend, so sind
die Coordinaten des angezogenen Punktes £,0,7, und da hierdurch nichts Wesentliches ge-
indert wird, so sieht man, dass im Falle eines kreisférmigen Cylinders in allen vorangehenden
Formeln n = 0 gesetzt werden darf.
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Ohne mich mit dem Potential zn beschiiftizen, das ich auch in diesem Falle nicht weiter
habe reduciren kinnen, gehe ich gleich zu den Componenten der Anziehung iber, und nenne
die Componente nach der @-Axe X, die nach der y-Axe Y, die nach der z-Axe Z. Dann
geben die Gleichungen (10%), (11.), (12.) und (12%) die folgenden Darstellungen der Attractions-
componenten eines kreisformigen Cylinders:

i
; v p =+ (¢+xX)
(23.) 2X— —a) { cosg log ° (o) d,
2 5 — (e—-2t |F
It
B
I : \ . o
(24.) Y = —a { sing log 7
W
4%
- . 1 i G G=t= 5N T
(25.) 2— :rlsl sino log - b o
L = pe—gEing
i
2%
g : e p=={ae
(25%) 2Z= ale| cosylog TEi i
0

Die Grisse p, welche fiiv die Formeln (10.) bis (12%) gegeben ist durch die Gleichung:

p* = (ecosp—e)® -+ (bsing—n)" -+ (e

sehit fiir den Fall eines kreisfirmigen Cylinders iiber in:

p" = a! 4 &'+ (e+-cl)

}* — 2atcosn,
) i ]

vereinfacht sich also in sehr bedentender Weise. Natiirlich ist die Componente der Anziehung
nach der Irl(—;\xi'_ welche durch (24.) gl‘;_’t;]_lz_"ll wird, identisch I'__f]l"ll'fl Null. Dies f::];;'r schon
a priori, aber man schliesst es auch aus (24.). Denn zerlegt man das Integral in (24.) in zwe,
deren eines von 0 bis 7, deren zweites von 7 bis 2% geht, und setzt dann in dem zweiten
o

o fiir o, so vernichten sich die beiden Integrale.

Behandelt man auf dieselbe Weise die Integrale in (25.), (25.) und (25%), so gehen sie
itber in die doppelten Werthe derselben Integrale zwischen den Grenzen O und = genommen,
und man erhilt daher nach Ausfilirung der Division mit 2:

ot : i pt fe4-et)
(26.) X=— tfl-[ cos® log —— (a5 g,
]
(27.) Z= ale sino log
.I|
(<37 ) e iy B Sy o
(272} =g { cos @ log
|.IJ

Man setze nun die Integration nach @ in eine nach g um.




Zuniichst folgt aus (26.)

-’\:

Nun war:

2

=
2L COSD,

Jetrachtet man also p als diejenige Variable, nach der die Integration anszufithren ist, so

ist nach ¢ von [ bis # zu integriren, wenn:

B = (e4-=0F 4 (a—2)* . af= (el + (a--E)°

gesetzt worden ist.  Man bemerke, dass immer =0,

Ferner folgt:

Zat sing = ) (" —p’

28)  X=— 3 (c+<t) (V2—p) -5

Auf dieselbe Weise f

zur Reduetion geeigneter ist, als (27%):

nach sinigen einfachen Rechnungen aus der Form (27.), welche

[P s

Zur weiteren Reduction dieser Gleichungen setze man endlich:

3 . ] o BRSO
;.._‘,' = GOS8 T —1—= O 8N o,

eine Substitution, die gleichbedentend ist mit den beiden anderen:

1 N T TR o ne 2. an 2
prr= — | —nBinte o ot = -+ ([« 371 ens @,

Hierdorch geht (28.) iiber in:

(30.) X = SR
7y e ok .o
= o Bl D
. & =
()
(29.) in:
T
5 e o : - ST e . » oy
Gk (et b e (#in2e —vos"p) f-“_—l“': [) sin?o) (B (a— F)eos *s) ek rfl'l_'.!
- 2 cos®o - sin e — 42 zin®g cos Yo / Aat: ...
I l — —= sin"®
/ P T

und es ist daher die Wurzelgrisse unter den Integralzeichen anf die eanonische Form gebracht.
Zugleich zeigen die Gleichungen (50.) und (31.), dass die Attractionscomponenten eines
kreisfirmigen Cylinders durch die Summe zweier Ausdriicke gegeben gind, welche auf dieselbe

Weise ans vollstindigen elliptischen Integralen zusammengesetzt werden. Diese Ausdriicke




unterseheiden sich fir die Componente nach der @-Axe nur darin, dass der Modul der elliptischen
[ntegrale des einen Ausdrucls
dak

Le=t5)" "= (@—1%)°

]

withrend der Modul der elliptischen Integrale des anderen Ausdrucks

dat
(=L} = [a=E)7
ist.  Fiir die {..lEi-Il'IiJC?!ll'!ll(‘. ndch der z-Axe findet dagegen ausser diesem [Unterschiede noch ein

iihnlicher fir die Parameter der elliptischen Integrale dritter Gattung statt.

Der Modul ist auf diese Weise durch eine einfache rationale Function des Radius des Cy-
linders und der Coordinaten des angezogenen Punktes bestimmt, withrend Herr Grube fiir
denselben einen ziemlich complicirten algebraischen Ausdruck gefunden hat.

Endlich ist es mir noch gelungen, die durch die Gleichungen (9.) und (9*.) gegebenen For-

2. Bande des Crelleschen

men deg Potentials eines Cylinders nach der yon Dirvichlet im 3
Journals gezebenen Methode vollstindig zu verificiren. Diese Verification konnte jedoch hier
nicht mehr hinzngefiigt werden. Ferner habe ich erfahren, dass das Potential eines Parallelepi-
pedums schon von Bessel im 27. Bande von Zachs monatlicher Correspondenz pag. 82 ohne

Beweis mitgetheilt worden ist.

Oscar Rothig.
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