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Uber die Umformung unendlicher Reihen und Produkte mit Beziehung auf die
Theorie der elliptischen Funktionen.

- — @ —meE

§ 1. Einleitung.

_[11 den beiden Abhandlungen von Schriter ,De aequationibus modularibus, Regio-
monti 1854% und ,Uber die Entwickelung der Potenzen der elliptischen Transcendenten 9
und die Teilung dieser Funktionen, Breslan 18556% ist eine Methode der Umformung
unendlicher Reihen gezeigt, welche dann spiter Herstowski (,Zur Theorie der Jakobischen
Thetafunktionen, Clebsch Ann. XI, 1—29. 1877%) aunf unendliche Produlkte, speciell auf
die Produktentwickelungen der Thetafunktionen, iibertragen hat.

Dem von Schréter benutzten Verfahren zur Zerlegung einer Thetafunktion in
pine Summe von Thetafunktionen und eines Produkts zweier Thetafunktionen in eine
Summe dhnlicher Produkte haftet eine gewisse Willkiirlichkeit an, Hs dringt sich die
Aufgabe anf, das seiner Methode zu Grunde liegende Princip mn konsequenter Allgemein-
heit darzulegen und eventuell anzuwenden,
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Ich bezeichne eine einfach unendliche Reihe durch 2] f(h), mehrfach unendliche
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Von solchen Reihen soll in der Folge durchweg vorausgesetzt werden, dass
sie unbedingt konvergent seien; derart, dass ihr Wert unabhingig sel von der An-
ordnung ihrer Glieder, dass es erlanbt sei, die Glieder der Reihe in Gruppen zu fassen
und jede Gruppe fiir sich zu summieren, ferner auch eine endliche oder unendliche
Anzahl solcher Glieder oder Gliedergruppen einzuschieben, welche insgesamt sich aufheben.
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Die von Schroter bei einer Thetareihe und dem Produkte zweier Thetareihen

benutzte Umformungsmethode (oder, wenn man will, Zerlegungsmethode) liuft nun daranf

hinaus, dass er statt h resp. h,, h; andere Summierungszahlen einfithrt mittels ganz be-
stimmter linefirer Substitutionen.

Der Gedanke, auch andere als lineiire Substitutionen anzuwenden, scheint aus-
sichtslos ; jedenfalls soll er hier unerdrtert bleiben,

Es priicisiert sich demnach die Aufgabe dahin, eine unbedingt konvergente
einfach oder mehrfach unendliche Reihe durch Einfithrung neuner Summie-
rungszahlen statt der urspriinglichen mittels einer lineiiren Substitution in
allgemeinster Weise nmzuformen.

Die Ubertragung anf unendliche Produkte schliesst sich leicht an,

§ 1I. Umformung einer einfachen Reihe und eines einfachen Produkis.
Die allgemeinste zur Einfithrung einer neuen Summierungszahl ! statt der urspriing-
.I_U:
; . . S 'Sh ‘ e 5 EHL e i
lichen h bei der unendlichen Reihe ~_ f(h) anzuwendende lineiire Substitution ist
-
mh = nl-4-». Die Koefficienten m, n, » miissen rational sein und kénnen, da die Nenner
durch Multiplikation der Gleichung fortzuschaffen sind, unbeschadet der Allgemeinheit als
ganze Zahlen gedacht werden. Die Substitution lisst sich znsammensetzen aus den

beiden Substitutionen mh = I wnd ' = ni-}», welche gesondert zu behandeln sind.
: { 4 :
I. Setzt man mh = [, also h = — und lisst [ alle ganzen Zahlen durchlaufen,
m =

so durchliduft h alle Briiche mit dem Nenner m; es sind also unendlich viele Glieder ein-

geschoben. Nimmt man nun aber eine Summe solcher Reihen und giebt jedem Gliede

einen solchen Multiplikator, dass in der Summe alle eingefiigten Glieder sich aufheben

und die urspriinglichen mit dem Faktor 1 behaftet iibrig bleiben, so wird man zufolge
-1 oo

der Voraussetzung der unbedingten Konvergenz wieder 5? f(h) haben. Es bezeichne M;f]

— 00

m -1

: ; N A D :
emne Funktion von p und / welche die Eigenschaft hat, dass 2 M., den Wert 0 oder 1
0

hat, je nachdem ! durch m nicht teilbar oder teilbar ist. Nun ist

m—1 - 7 -+ oo ; m—1 7
N NI = Ny Yy @4
Du D I'vl,f’-f(m') DURE a) D Mud
0 — %0 — o 0
weil u in 1 (m) nicht enthalten ist. Zufolge der festgesetzten Figenschaft der Funktion

(I 4 - = = . 2 y { . { . .
M, ‘erhalten in der Klammer alle Reihenglieder f ——). in welchen — ein Bruch ist, den
; m/’ m

Faktor 0; es bleiben nur diejenigen, in welchen o “ine ganze Zahl ist, mit dem Falktor 1
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behaftet. Also
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Die Aufgabe, derartige Multiplikatoren M’ zu finden, scheint eine sehr unbestimmte.
Eine solche Form derselben aber, wie sie gerade fiir die Anwendung auf Thetareihen ge-
eignet ist, bieten die Potenzen der m'®® Wurzeln der Einheit dar. HKs ist
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Der Zihler ist null fiir alle ganzzahligen /, der Nenner nur fiir die durch m teil-
baren Werte von ! Fiir alle nicht durch m teilbaren Werte von [ ist demmnach die
Summe null; fiir einen durch m teilbaren Wert von [ wird aber jedes Glied gleich I,
demnach die Summe gleich m. Hienach kann man

ol
-“-”. 1 I -'_‘..rr'l'r'[ﬁ
i T
setzen, und Formel 1) geht iiber in die speciellere
] m—1 -
| Bein— \
1) Z @) = 1;’ Z “(ri)

wo m eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, Statt g kann man hier auch & p
setzen, wo & eine beliebige relative Primzahl zn m bezeichnet.

TI. Setet man h — ni-+» so wird, wihrend { alle ganzen Zahlen durchliuft,
h alle in Bezug auf n den Rest » lassenden durchlaufen. Soll nun die unendliche Sum-
miernng in Bezug auf ! simtliche Glieder der nach h fortschreitenden Reihe wiedergeben,
so muss man » ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul n durchlaufen
lassen und nochmals in Bezug anf ¢ summieren. Also

n—1 4w

2) '>“ f(h) - >_ Z f(ni 4 ),

wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Da » nur irgend ein vollstindiges
Restsystem in Bezug auf n zn durchlaufen hat, kann man statt » aunch e » setzen, wenn
¢ eine beliebige positive oder mnegative ganze Zahl ohne gemeinsamen Teiler mit n be-
zeichnet,
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I1I. Die beiden in Nr. I und II gegebenen Umformungen einer unendlichen Reihe
unterscheide ich als Umformung erster Art und Umformung zweiter Avt. Schréter hat
nur die letztere. e 9ibs
Fir das Beispiel f(h) = q .e = ergeben sich die beiden Formeln 9

4+ m—1 - 2 i i
N h? 9ihx 7 N AT ) W |
2]_' q .e i = ! Z 2_3 qmé . g m e i

—m m g —
-} e n—1 -}
w; h¥ 2ihx N, Ny (old=#)E 2i(nl4-)x
gt B N g S
— 0 =
n—1 4 oo
N, P Bz 7 nf? il (nx — mailog, q)
_>_" q e EJ q .e R,
0 —_

d. i mit Anwendung der Jakobischen Bezeichnung:

=t xtpm o
. — == LT +
s (X, q) : ’l..( —— "-')
95 (%, q) m‘_>_' L = 5
4] [
n—1 . 7 "
. 9 9. 1 e
9 (x, q) = E q’ EJ G (11): = log.q ,q )
0
= : : : ko
Von diesen beiden Formeln, deren erste, wenn man mx fiir x und q fiir q setat,
m | m—1
. n- ) H = ; PR M TR vy ' "
in .'-'ﬁ(mx,u ) == S: d!:,(x Fu m’q) tibergeht, lisst sich fiir 1 = m jede auls die
v]
inverse der anderen ansehen. Denn setzt man in der ersten, die zuletzt angegebene Form
benutzend, der Reihe mach x, x — i dog.q, x —2i.logg, ....x—(m— 1)i.logq fiir x,

so erhiilt man ein System von m linetiren Gleichungen mit den Unbekannten

7 } 21; 3 1 —1) 7T )
'lJ:L ["‘F.' ‘*J_}.- 3 ("- _.L ],: :{1).' tr";j (X 'F' ..F 1 r1)' LTGRO ""'_': (:'i '1!' @_u lj_r‘ q)
I

m m
Berechnet man daraus die erste Unbekannte, so ergiebt sich die zweite Formel fiir n — m.,
(Man vergleiche Formel 6 der ersten und Formel 4 und 13 der zweiten der im
Eingange erwiihnten Abhandlungen von Schréter, sowie § 4 der letatern, wo bemerkt ist,
wie mittels dieser Formeln die Teilong der Thetafunktionen in Bezug auf die eine der

beiden Perioden zuriickzufithren ist auf die fir die andere ) 1
Noch bemerke ich, dass es leicht 1st, die Formeln 1 und 2 so zu modifizieren,

dass sie fiir negative wie fiir positive m und n gelten. Sie lauten dann %
+ oo Im?—1 J-ee -+ o Vi1 oo
Sh L% sk ) >
o ofh) = : -6 T.f\m/, & f(h) = 2L £ f(al+
— IH12 0 —n — 0 L \




wo Jm® und Pn* die positiven Quadratwurzeln d. i. die absoluten Werte der Zahlen m
und n anzeigen. Ferner kann man die Formeln noch durch Verschiebung der Grenzen
der endlichen Summation verallgemeinern, so dass in Bezug auf u von pg bis u, - Jn*—1

{

— 2upin
o m

summiert wird (wobei innerhalb beider Summenzeichen der Exponentialfaktor e
hinzutritt), in Bezug auf » von i, bis », + Il_r"—l Doch 1st dies alles im Grunde nur
pine Zusammensetzung der L‘ormcln 1 und 2 mit den Identititen

+ @ | w }- o - |- oo
| NG 2ihna
>1_ f(h) = /’ f(—h), S f(h) = >“ 1{11 +n), S" C f(h) = >_“p S,
— X (= - e ]
T h* Zihx
welche fiir f(h) = q .e die drei Grundformeln
u?  2inx

J(x,0) = H(—x,9), HK(x,q9) = q .o Jy(x—mni.logq,q), F,(x,q) = H(x 4+ nw,q) liefern,

IV. Den beiden hergeleiteten Umformungen einer unendlichen Reihe eutsprechen
solche eines unendlichen Produkts, welche sich in folgender Weise leicht ergeben:
In Formel 1’ setze ich ¢ statt des Funktionszeichens I und folgers:

o™ m—1 - o
Db o) D D M0 ,;(i)
— 0 — m
a —y e
- o m— [ I||.[ ( )
e 3ol
hi e S it
_a:‘ --U--
m—1 - T / m—1 - “:‘I
11u?’l.r,r( ) ('F(, ))
— 1 [T |JI9 m _,. I;l e I
0 = 70} — o
(h)
Wenn nun Uﬂr\ }-- t(h), so
+ m—1 o ],. 3.[:’,
}‘ h fr— i I o] et
 [iJew = [ [ ()]
— 0 —
Die Specialfunktion M ! ]L- cm“ - oiebt
2 )
2l , —
e m—1 - o E




Ebenso ergiebt sich aus Formel 2 oder wird auch leicht direkt abgeleitet:

oo n—1 +os
4) Hi—'[hj — | | IT-[i'(m‘—j—rj

§ 1L Umformung einer Doppelreihe.

Die allgemeinste znr Umformung der Doppelreihe

-I--_cn =t= 00
Db Db 1)
—m —m

anzuwendende lineare Substitution wird erhalten, indem man zwei lineare Fonktionen von
hy und h, mit ganzzahligen Koefficienten gleich zwei andern ebenso beschaffenen
Funktionen der neu einzufiihrenden Summierungszahlen /, und [, setzt. Diese allge-
meinste Substitution lisst sich, ebenso wie in § II, in zwel aufeinanderfolgende zerlegen,
welche getrennt behandelt werden médgen.

I. Setzt man

A) o'h; H4-a''hy = I
: g'h +f"hy =L,
so folgt
h — (.!}_fl '_{' n'L”l "ra_
e
2
B} .
by et Orbaibel
e ‘f
woa =B B = —a', oy = —f, f = ¢ und 4 = &'B'—a"f' = o, 8, —a,p, ist.

Wihrend nun h, und h, als Summierungszahlen einer unendlichen Doppelreihe siimtliche
ganzzahlige Werte in beliebiger Paarung durchlaufen, werden /, und /, wegen der Ganz-
zahligkeit der Substitutionskoefficienten, wie aus den Gleichungen A) ersichtlich, ebenfalls
nur ganzzahlige Werte annehmen. Doch zeigen die Gleichungen B), dass I, und [, nicht
alle ganzzahligen Werte in beliebiger Paarung annehmen, sondern nur diejenigen, die die
folgenden beiden Kongruenzen erfiillen:

el F B =0
ooy A0 =10
Diese beiden Kongruenzen sind, da oy f;—e 8y = 4, also auch = 0 (o) ist, nicht von

emander unabhiingig. Ks liisst sich zeigen, dass jede von beiden eine Folge der anderen

ist, falls man betreffs der Substitutionskoefficienten eine gewisse, ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit zuldssige Voraussetzung eintreten lisst. Dieselbe besteht darin, dass je

zwel derselben Horizontalreihe und je zwei derselben Vertikalreihe an- .
gehorende Koefficienten relativ prim seien. Hitten z. B. «' und #' einen gemein- !
samen Teiler f, so brauchte man, um ihn fortzuschaffen, nur in der urspriinglichen Sub-

C) mod. A

hy

i

stitution fiir h zu setzen, was auf eine . Umformung erster Art* in Bezue auf h allein
: b 1




hinanskommt; hiitten o' und «" einen gemeinsamen Teiler g, so hiitte man, um ihn weg-
zgnschaffen, nur 4, = gl zn setzen und die Substitutionsgleichung durch g zu dividieren.
Die angegebene Voraussetzung kommt somit daranf hinaus, dass man von der
Umformung der Doppelsumme alle nur auf eine einzelne Summation sich
beziehenden Transformationen abtrennt. Aus unserer Voraussetzung folgt nun
weiter, dass jeder der vier Koefficienten o, §, @, f, relativ prim gegen 4 ist. Denn
hiitte. z B. «; mit A e, f, —ay f, irgend einen Primfaktor gemein, so miisste es ihn
entweder mit «, oder mit 8, gemeinsam haben, was gegen die Voraussetzung.
Ist nun z. B. die erste Kongruenz erfiillt, so ist auch
aeo  F oL = 0 ()

Identisch ist (ayfs —ayfy). by = 0 ()
Addiert oy oty o fols = 0 ().
Hieraus folgt, da «, relativ prim gegen .,

bl + 8,5 = 0 (),
d. h. durch Erfilllang der ersten Kongruenz wird zugleich die zweite befriedigt. Ebenso
ergiebt sich, dass mit Erfiilllang der zweiten zugleich die erste befriedigt wird.

Hienach folgt, dass, wihrend die Kombination h,h, simtliche Paare ganzer Zahlen
durchliuft, die Kombination /, /, alle diejenigen Zahlenpaare durchliuft, welche einer der
beiden Kongruenzen C) gentigen; oder, anders ausgedriickt, die unbeschrinkte Sum-
mierung in Bezug auf h h, ist zu ersetzen durch eine beschrinkte Summiernng in
Bezug auf [ b.

Da aber schliesslich als Summierungszahlen nur solche verwendbar sind, welche
siimtlich ganzzahlige Werte in unbeschriinkter Verbindung annehmen, so eriibrigt die
Aufpaba,

entweder mittels des im ersten Teil des § IT eingefiihrten Multiplikatorprincips
die bei unbeschriinkter Verbindung der nenen Summiernngszahlen zn viel ge-
nommenen Glieder anszuscheiden (Umformung erster Art)

oder das Zahlenpaar /,/, durch ein anderes I, §; zu ersetzen, welches, die
Kongruenzen C) identisch erfiillend, mit h, und b, so verbunden sein muss,
dass jedem ganzzahligen Wertepaar h, h, ein und nur ein ganzzahliges Werte-
paar [, I, entspricht und umgekehrt (Umformung zweiter Art).

Behufs Ausfithrimg der Umformung erster Art ist zu bedenken, dass bei
unbeschriinkter Summierung die Verbindung e« 1, + 8,4, alle Reste in Bezng auf 4 durch-
lanft, withrend sie nur die durch 4 teilbaren Zahlenwerte durchlaufen soll, Die Aus-

. . i : ‘ e {2y, {a)
merzung der zuviel genommenen Glieder wird erveicht durch einen Multiplikator M "'~

von der Art, dass
4—1
N (L, {a) .
ZH 1\;{::1 " = 0 oder 1,
0
Je nachdem «,/, 4 @,/ durch # nicht teilbar oder teilbar ist Dieser Bedingung geniigt

ar. el 4+ s
] 5 ) 1 e b F1la
dia Funktion .‘nlljrI Y = ;_f'e St A
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Hienach ergiebt sich folgende, die Umformung erster Art fiir eine Doppelreihe

liefernde Formel

}- oo }- oo _J‘--_-! '_J, '_3'3 ; o1
L Sl dile T T A e T A =

: 2 STl 95-”-"”3';' ol £ (o) I'l| '|f Bils el B fﬂ)1
j ( ] ; A

wo A4 = o fy—a,f, und ¢ £ o f; ganze Fahlen bedeuten, von denen nur «, mit g,
¢, mit @, einen gemeinsamen Teiler haben darf.

Behufs Ausfiihrung der Umformung zweiter Art legen wir zuniichst die erste
der Kongruenzen C) zu Grunde und setzen, um sie identisch zu erfiillen,

|"] = fu", -—Iff]]": .Ir_2 —! __'”3 -i-f_tl r,

wo /, I, und » ganze Zahlen bedeuten. Aus den Gleichungen A) folgt mit Beachtung
der befreffs der Substitutionskoeffizienten gemachten Voraussetzung, dass sowohl /, als /,
alle ganzzahligen Werte durchliuft. Damit dies der Fall sei, muss jede der Zahlen I [
alle ganzzahligen Werte annehmen, » aber alle Reste in Bezug auf o, d. h. die Zahlen
S S e a5 1

Fithrt man /, und / statt 7, und 7, in die Gleichungen A) und B) ein, so folgt

nunmehr

D) fa EJJ — hg - B = h, a5 4
; _”\_’]L: -}‘-("l ll-_r_”J y = ..‘rl'l_: ? }'I-3 == {f‘,,u"ll -;'Il".ii;,;«‘: —i-- .

Von diesen Gleichungen zeigt das rechts stehende Paar, dass, wihrend wvon [, £
alle Zahlenpaare und von » die Zahlen 0, 1, . .. . #—1 durchlaufen werden, sowohl h,

als h, nur ganzzahlige und alle ganzzahligen Werte annimmt. Dies wiirde zwar auch
der Fall sein, wenn man » 0 oder konstant setzte; es wiirden dann aber nicht alle

ganzzahligen Werte von h; mit allen von h, zusammenkommen, weil fiir gewisse Zahlen-
paare h, h, sich aus den links stehenden Gleichungen gebrochene Werte von I /4
ergeben wiirden. Dem wird eben durch die Binfilhrung der lanfenden Restzahl » begegnet.
Fiir jedes Zahlenpaar h, h, giebt es einen Wert von » zwischen 0 und 4#—1, fiir
welchen / und I ganzzahlig werden, weil, wie leicht =zu zeigen, jede der Kon-
gruenzen
gv —#.h, + 2 b, (mod. 4)
—ayv = oyh, —a h, (mod. A)

eine Folge der andern ist; und durch h,, h, und » sind /; und /; eindeutig bestimmt.
Somit ist gezeigh, dass jedem Wertsystem I f; » ein und nur ein Zahlenpaar h, h,
umgekehrt jedem Zahlenpaar h, h, ein und nur ein Wertsystem » I /i entspricht.

Leicht ersichtlich ist, wie man / und /; so einfithren kann, dass die zweite der
Kongruenzen C) identisch erfiillt wird; ebenso leuchtet ein, dass man + » oder allge-
meiner -+ ev statt » setzen kann, wenn ¢ irgend eine zu ./ relativ prime Zahl bedeutet.
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Schreibt man jetzt schliesslich der Hinfachheit halber statt ¥, I wieder I, {,, so
ergiebt sich folgende die Umformung zweiter Art fiir eine Doppelreihe liefernde Formel

A =l d=1-£& oo

: : SNt :

) le >_']9 Plhhai— % 2 b Z” i (A o T T o 0 e 2 )
- 3 —00 —_—n —

A—=1 —I—_x -}_—:J:
are % 2;3 gm flo l, + 8, tev, ol + 8, 1),
wo 4 und o, 8, @, 8, dieselbe Bedentung wie bei Formel 5 haben.
Bemerkenswert ist, dass man drittens noch eine allgemeinere, die Formeln b
und 6 als besondere Fille enthaltende Gleichung aufstellen kann, indem man die Kon-
gruenzen C) zu einem Teile identisch erfilllt, zum andern Teile das Multiplikatorprineip

anwendet. Hs sei 4 — 4, .4, irgend eine Zerlogung von 4 in ein Produkt zweier ganz-
zahliger Faktoren; man setee 4,1, —p8, v statt I, 4,0, e v statt [, Dann geht die Kon-
gruenz ol 4,4 0 (mod. o) iiber in el +p 1L 0 (mod. «,); fiir die Erfiillung

dieser restierenden Kongruenz wende man das Multiplikatorprineip an, Es folgt:

G dy—1d3—1+w @ o palgoy
e e h, | gt 1 i N _,l' _":w Digmoah T P1te : Llg JII.J Aol N 4 \
) .\’2_1' 2.]‘ fhi b)) — ,S_f >_l ‘_>_‘ >_' a8 dy i it Dm st} ',ﬁ" S '_'i_-e_'.r)
IR 3 A5 0 0 —ito — o A A,
Ay —1ds—1 4w > ;
1 - = g; o aly o+ dals a : Lo 7
— y 5 —_H E ._{1 2 e-“.‘”-’ o, 5 [.(Lt'l lr_l 'll':)l l'[-_: __ o ?l'_.“:' 'lrL L .'tr;' 'f!)‘
Ly 0 —w— A, A,
wo 4.4, = 4 und 4, o, 8, ¢, f die bei Formel b angegebene Bedeutung haben,
; ol i 3 X |'1j2 ]'ll B II..JJI }I':'
IL. Setgbman h, = o[+ 8L, hy — el + 21, so folgt [ = e & L
—az h, | o hy : : : 3
12 wo 4 = ¢/fi—a,f;. Wenn nun h, und h, alle ganzzahligpen Werte

A
durchlaufen, werden [[ and [, im Allgemeinen Briiche mit dem Nenmer .. Setzt man
& L8 1, ool a1 Lot

| o LI ! N S i 2 : Dies

(_':l’ ] = ‘f
Substitution, welche in den Gleichungen B) enthalten ist. Ks kann sich somit nichts
Neues ergeben,

L, ’ ; ) ;
L, L = ‘_, so wird h, 18t die mnimliche

Mit Beziehung auf den Schluss von § Il geniige an dieser Stelle der
blosse Hinweis darauf, dass fiir unendliche Doppelprodukte die entsprechenden
Formeln gelten.

Anmerkung. Fiir den Fall eines negativen 4 ist in den Formeln 5 und 6 in der oberen
CGrenze des Summenzeichens, ansserdem in Formel 5 auch in dem Faktor vor dem Summenzeichen, statt

4 der absolute Wert J' 42 zu setzen,
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§ IV. Allgemeinere Formeln fiir die Doppelreihe.

Obgleich die in § 1II hinsichtlich der Substitutionskoefficienten eingefiihrte Vor-
aussetzung eine Beschrinkung der Allgemeinheit nicht in sich schliesst (weil jeds beliebig
angenommene, dieser Voraussetzung mnicht entsprechende Substitution auf eine ihr ent-
sprechende zuriickgefithrt werden kann), so ist es doch von Vorteil, die Untersuchung
auch mit Weglassung dieser Voraussetzung durchzufiihren, einmal wegen der begquemeren

* Anwendung der Formeln, andrerseits zur Vorbereitung einer bei der allgemeinen Um-
formung dreifacher und mehrfacher Reihen nicht zn umgehenden Aufgabe. Ich ziehe es
hiebei vor, das fertige Ergebmnis der Unfersuchung voranzustellen, wobei ich von der
zweiten der Substitutionen des § IIT ausgehe, welche, wie gezeigt, mit der ersten zu
gleichem Ziele fiihren muss.

Hs sei also

g, h— gh,

A

]l] ol (I!I .'jl] I] 1'] = T t'a'l }1/;'- r_r]_-l!

h = al 141 =

/ (ke d [+ Fe)
g =" i e

Es werde der grosseste gemeinsame Teiler zweier Zahlen a und b durch [a,b] be-
geichnet, und es sei

= oy By g e B i

[o &] = ¢, [ 8] = ¥, _f,-’[-" I:J, L [qf:’ r_f.-] =l
[ l-‘l} e L T a : ] _-';;] 1 il T F o ] i
_‘I'Illff 1 T1J = Py [—"j"fl ’ lf]] @1 —‘.I"f- T] — 7, ...tﬂ: i P
[l ot v & ] | 11 [ &) , Y e f Lo o ;-l =
L if, it % ] Py I:‘fiz Pl i 1] = == g ff =iy | fep b : P
i B IV - oy V1 L pp e R i T ] V! Tl ML | — ¥
KA e e 41 ] g [{Jrf] @lep, T’ i ] =St | Wig’ g™ ! ¥ ] P | '’ L ] Al

O
fi e Y e e s R R D (T il QR
Flaes g . gt :Jr." ......

Hiemit sind §i, f/, f, f* durch eine endliche Anzahl von Operationen bestimmt.

el

Es seien ferner &, &, &', & so bestimmt, dass identisch "J; gl 1 (mod. f, i),
0
L5 g B I"; T g £ EN ¢ i r EEN 2
4 £ 1 (mod. f, ), — il 1 (mod. ff*), —e¢ 1 (mod. ff) ist; und man setze
I} f q.l
lfrhf {Jrf]- A o - > * : = Nk
=t S — Dann wird, wihrend die Kombination hh, simtiiche Paare
1 : : 1

A




1

ganzer Zahlen zwischen — o und 4w

durchliuft, die Kombination [ die-

jenigen Paare ganzer Zahlen durchlaufen, welche die Kongruensz

o s L
dL - d,1 0 (mutl. - )
i pl
hefriedigen, wo
[ R | e it i} o A
) Aiiy 11l 1y T | ! f
entweder d = ! T L d; ‘l'.‘”‘ oder d -rr-f' = W - i E'Jr
]’1 TI Tl 1 T] Is TJ I
f:_[_F“ A _.531 a, !.'j.l. Y j‘
m i i i R p ; 1 5 (iR 1))
oder d . : — *_ pder d Lo 4 e i
Fi S pp s ff

Simtliche miglichen Formen dieser Kongruenz erhéilt man, wenn man fiir § und

i)

1

Beweis, Schreibt man zur Abkiirz

relativ. prim gegen «f, /5

{

1
alle Paare ganzer Zahlen durchliuft.

gegen ;.
= —ah+a'h; simtliche ganzzahligen W
aber nicht beliebig, sondern nur so, dass

a'l - gL = h.A, also

alle moglichen mit ihnen durch die Kongruenz dd; — d, o'

Paare ganzer Zahlen &, ¢! chne gemeinsamen Teiler mif

f
fl( verbundenen
Pl

setzt.
i 1l

] g B8 2
1 i "~1 5 i
L 186 e

e
ung ', of, g, g fir —, =, —,
o o Wy

Hieraus folgt, dass sowohl I = g{h—g'h, als auch

erte annimmt, wihrend die Komplexion hh,

Die ganzzahligen Werte von [ und /, paaren sich

0 (mod. )

oyl 8% = h,.4 also = 0 (mod. A7)
Y oot
ist, wo A = A — o' — el = §ii i “_l_lﬁf ) Diese beiden von ! und [ zu
Py oo f ([
erfilllenden Kongruenzen sind iquivalent®) mit
] i A
iy, -- '.}r =0 (nmd. : --)
Ii [P f1-
i I.'I 3 .ﬁlﬂ
S ';.' L =20 (mm'l. - )
T ]‘ T i o J”
Hier sind infolge der Definition von | und f, die Zahlen rE-J e, = relativ prim
T
i ad i
zu jo zwel; desgleichen die Zahlen i F'.E'_, f Ferner sind f und f, relativ prim, ferner

o]

fi' i

i 1 relativ prim zu je zwei, dagegen

f, darch fi*fi, f durch {"§ teilbar: hiitten

z. B. f{ und f| einen gemeinsamen Teiler, so wire dieser auch gemeinsamer Teiler von

i i

— und
1

f

#) Ich nenne zwei Kongruenzen einander i
dass jede die andere vollig ersetzt.

] r - - i s : J
+ gegen die Bestimmung, dass f; der grosseste gemeinsame Teiler von «' und
1

gquivalent®, wenn jede eine Folge der andern ist, so

el




12

: e : al g : ; : . : aloa
A" sein soll. Weiter sind anch e ” s 1 relativ prim zu je zwei, desgleichen fe? L
111 11 !
L o A e’ i A . . ‘s [
also, da o' = —.§; T anphec Ryl 1 ' relativ prim zu zwel, desgleichen L i
f f Wft’ ffi ff
a1
==y
Tfu’-

Von den beiden obigen Kongruenzen ist nun, da relativ prim gegen . ist,

B
fi fif

o g SR e A
=) Lt ] 0( )
R AT f

Setzt man hierin aus der ersten Kongruenz ein

2 L i , : :
'].} = T—J . Ta I, wo B eine ganze Zahl bezeichnel,
i 1 1

die zweite dquivalent mit

so tolgt
A A A : . e
! '_7-_“‘{ — == = (_), also #1. 8 { (mod. ffi)
fiaf ififi
Ist nun, was immer mdglich, & in der oben angegebenen Weise bestimmt, so
lantet die Lisung der letzten Kongruenz

B = &'l (mod. f,§1), also = &'l B'. ffi’
Setzt man dies fiir 8 in die Gleichung
i £ '] .rj -
Sy =L
: : Ty fi 1
zurtick, so folgt
Loy f b i {'. 8, also = 0 (mod. 4
= T S ¥ o AUED — U DO, A ),
fi i v ' 3
oder St 8,0, = 0 (4.

Hiemit ist die Notwendigkeit der oben aufgestellten resultierenden Kongruenz
in der ersten der vier angegebenen Formen hergeleitet; die anderen drei ergeben sich
durch leicht ersichtliche Abiinderung des Verfahrens.

s ist zu beweisen, dass diese resultierende Kongruenz auch hinreichend ist,
das von ! und /, zu erfiillende Kongruenzenpaar zu ersetzen,

. : i (v LA ; : .
Es ist nach dem Vorhergehenden d, = T o olle ganze Zahl und relative Prim-
It
e : o' —&'d : ; !
zahl zu 4. Dasselbe gilt von 4 i Denn zufolge der Bestimmung von e
1]
glebt es eine ganze Zahl e}’ von der Art, dass §ief — 1--f, /e, Daher ist
) i Ll - i i i ) ad
o —e'd a'—& {( pi—e'f J_ Higsic "(]'__':"."i; ) il g B Ll o R
C f.u T '~ Tu rii T2 ] | "1 1 ' ] il ! J L]
Ti T Tili It fi T Ti
U e : & ; ; Vi ld ;
pomib 1st d eine ganze Zahl. Ist diese ganze Zahl relativ prim gegen f, und 5-, so ist
Tt
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: i : :
gia es auch gegen f,. T — A'. Nun ist o, also auch ! ef! teilbar durch f,, dagegen
g : .
et 'Ilf-“ und (wegen der Gleichung flef = 1 - f,fi’el) auch & relativ prim gegen f,,
h i g - g
also auch &'ej-—; relativ prim gegen f;; mithin § = —e'e{’ -} &' af w—; relativ prim
r| TJ TI f'.
i [
( _.‘.”_,d
i ; ot — gl i i i : o g . A
gegen f,. Zweitens isb —t— — L. hier ist — relativ prim gegen —, da-
il & h ]
4 R A AT ! A : ) L
gegen & T teilbar durch =, mithin T — g e relativ prim gegen ; daher um so
1 1 1 1 Iy
J‘ .
o _Fa.r'-/"|I
fi = : ; 7 ety gt o ) : . ;
mehr —— relativ prim gegen . Somit J eine ganze Zahl und relativ prim
fi fi

gogen A

Nun ist die Kongruenz o'l 4 £ 0 (4") dquivalent mit «'d,! -} 36,1 0 (49,
weil d; relativ prim gegen 4. Ist nun die Kongruenz di-}- d,, 0 (4 erfiillt, so ist
dil, = — dl (4). BSetzt man dies in jene Kongruenz ein, so geht sie iiber in
(a'd,—p'd)l = 0 (4'). Dies ist aber eine Identitit; denn es ist

a'd, —3'd = {:"'I-h -—,""“ .._'II 4 — _i‘J_” i rell A 0 (4").
I i i Ihih '
Ebenso wird die Kongruenz ¢l - 8,7 0 (49) durch Erfdllung der Kongruenz
ol -} 8,4 0 (4°) zu einer Identitit, weil
G 'l Shir '] pLa . H,
e ‘;'.S‘” J::1F(‘f —a‘ 2 - :-,';‘F,, o i ) A (fi & r— ]]____ e = 0 (4') sk,
]1T| T1 i: TL]I '!:1 TJ

Und ebenso sieht man ein, dass dorch Erfiilllung der Kongruenz df - d,1 0(4')
die Kongruenz d7 - §/l, zu einer Identitit wird, falls dd} — d,0 0 {mod. 4‘) ist.
Sind aber zugleich ¢ und d!, ebenso wie ¢ und d;, relativ prim gegen den Modul 4, so

wird jede dieser beiden Kongruenzen durch Erfiillung der andern zur Identitit.

Tm Anschluss an diesen Beweis hebe ich hervor, wie die Aufstellung der resultie-

renden Kongrnenz 8l 4- 4./ = 0 (mod. 4°) die Kettenbruchentwickelung eines der vier
8 LI o \ ’ (=}
W ll: frd II—.-I £ f dd | e X e 5 A
Briiche '1'; T" . f“, ”} orfordert. 'Inm den drei besonderen Fillen f, 1) i
gliiel e gsie ¥
f. = f = 1 kommt die Kettenbruchentwickelung in Wegfall, indem man als resultierende

Kongruenz die erste der beiden urspriinglichen, resp. die zweite, resp. eine von beiden
nehmen kann. Vgl § IIL

Fithrt man nunmehr 7 und /, statt [ und [ in die urspriinglichen Substitutions-
gleichungen ein, so wird

,|I|l'__ "Ihl'l
El - d -_J-l)j'_.rl ! ’
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Die Befriedigung der resultierenden Kongruenz dl 4 4,1, 0 (4') kann nun, wie
in § II, auf dreierlei Art geschehen. Erstens; man lisst die Kombination 1], alle
Zahlenpaare durchlanfen und merzt die die Kongruenz nicht befriedigenden Paare mittels

\ . ol 4d, 1
(L0 1 21.n.-rtg-'_:\"'l‘ e 3 i -
= —8 4  aus, Zweitens; man erfiilllt die Kongrnenz

des Multiplikators M, " = —

|
identisch, indem man fiir / und  bezishentlich 41 4+ &d, » und 4l —&d» setzt, wo & eine
beliebige positive oder negative Zahl ohne gemeinsamen Teiler mit 4° bedeutet. Drittens;
man zerlegh 4‘ in ein Produkt zweier ganzen Zahlen 4, und 4, und wendet in Bezug aunf
den ersten das Multiplikatorprineip, in Bezug auf den zweiten die identische Erfiillung
der Konpgruenz an.

So erhillt man drei den Formeln 5, 6, 7 des § III entsprechende allgemeinere
Formeln. Indem man noch bemerkt, dass in den Ausdriicken fiir h und h, sich die ge-
memsamen Teiler ¢ und ¢ vollig herausgehoben haben, kann man schliesslich der
Kiirze halber o, 8, , §;, statt o, 8, «f, #i schreiben, wobei nur zu beachten ist,
dass dann « gegen «, # gegen B relativ prim sein muss. Dann lauten die Formeln:

<. et e s :
ot ki ik At [
3) >_]|h' f(h,h} = ]. ,>f ‘>_” r_tJ' T ._|'(”'F + By . ! .-*13:}
— ' 470 = A A J
=1 :_.;u:
! y. — G4 0. —f.0
= ‘_2 o (G'F + ph 4 m"t"_.'-' : a3, Bih e i | e )

i Sty 4y ] A ' 4,
4 = 4.4 e, —a i,
Im Falle eines negativen 4 ist hier, wie anch in den folgenden Paragraphen, vor dem

Summenzeichen nnd in der oberen Grenze stets der absolute Wert V42 fiir 4 zu setzen,

§ V. Umformung einer dreifachen Reihe unter einer die Substitution beschrinkenden
Voraussetzung.

Die allgemeinste linefire Substitution zur Umformung einer dreifach unendlichen
teihe wird erhalten, indem man drei von einander unabhiingige linedire Funktionen mit
ganzzahligen Koefficienten von den urspriinglichen Summierungszahlen h,, h,, h, gleich
drei anderen ebenso beschaffenen lineiiren Funktionen der neu einzufithrenden Summierungs-
zahlen [, b, I, setzt. Diese allgemeinste Substitution ist, wie in § II und IIL, in zwei
aufeinanderfolgende zu zerlegen, welche getrennt zu behandeln sind.

1. Hs sei

o L2 | —
[ ”:I]EI I |‘1[]-_-T.'1h:; = "II:
Bl J o h 8. h, . hs Ja
g4l =1~ s Dg 71~ Ya 1y 2
agh, + g, h, 7, hy i

— N 5 Ol G : : ) T
S i, 2 e (gf +8h | b —p3 wltpilb al_a_,_}_.ﬂ”)

|
N




= cid od
‘> Fafeyy = 4, =— = o, =— = &" u. 8. w., demnach
¥ 7 oy alvay
B 'l A at'l, a1,
'|| i‘

& [ T S A T Y}
| eaih o g ol ok PR
B ho = ~7
) | e 1} T
-’J"rl'i'f '{r t / "r::
A
Wiithrend h, hs h, siéimtliche ganzzahlice Werte in jeder miglichen Verbindung
annehmen, durchlaufen !, {, I, wie die Gleichungen %) zeigen, ebenfalls lanter ganzzahlige
Werte, aber wegen der Gleichungen %) nur diejenigen, welche die folgenden Kongruenzen

erfiillen:
J o'l -+ el a’l, (
&) g gl gl 0 mod. 4
;'J"rl = F’”": AF .?m"l.': 0
Jei diesem Kongruenzensystem ist die Determinante 2'_': et gttt 4% nnd sind

auch simtliche Partialdeterminanten durch den Modul o teilbar. Die Kongruenzen sind
daher nicht von einander nnabhiingig, sondern miissen sich wesentlich auf eine resultierende
Kongruenz zuriickfithren lassen.
Ist z. B. die erste Kongruenz erfiillt, so ist auch
@ Bl Lt gl a8, = 0, ().
Tdentisch ist  (e'f"—a" B0 (e g — a3l = dyls—dyly 0 ()
Addiert: a'Bil el B el 5, = 0 ()
Falls nun o’ relativ prim gegen A ist, folgt hieraus
Al _' I._J;.u L gin |". 0 f:d;.

ke 1 . S O
d. h. jedes die erste Kongruenz erfiillende Wertsystem 1, /,/, befriedigt zugleich die zweite;
desgleichen, wie ebenso zu zeigen, die dritte.

Allgemein:
D) Wenn irgend ein Element der adjungierten Determinante

relativ prim gegen die Substitutionsdeterminante 4 ist, so werden
durch Erfiillung der dieses Element enthaltenden Kongruenz zugleich
die iibrigen Kongruenzen befriedigt.
Unter der hiemit eingefiihrten Voraussetzung ergiebt sich nun, wenn wir die
resultierende der drei Kongruenzen €) im allgemeinen durch
o -dyl sl 0 (mod. )

s e PR 3 1 |'|"_,_.Jril. {_L:I ]_ ".fll_u.‘r
bezeichnen, mit Hilfe des Multiplikators M, —

&l - daly - dils

~ die folgende

Umformung erster Art fiir eine dreifach unendliche Reihe:
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|
.!I
I =
#

o 00 . :
Sf F Il' 21.’.’.’ l__'_ _Jl"‘]‘::r '}' 'I!’:l"l.: 1(3.- E.rr HEH)

_ B, Belipig 5 e by
i S Esie M ) el e R
11) W0
ﬂr e IH,r'!f[ : E:ul!r! : f!’“lll'r;:.. L.:u — :..J”:lj_ t I:.jh-'llf.-‘ '-'-i””f:‘,.! .L,IHJ ;Iﬁ!li : :‘,u'“fl: : ;f‘“l"_.“
+ s >— Ty = ]2 et oaeld
i
IT. Es sel
| J h, ol -+8L4+nl
€) hg &l oy + 701
l h ol + sl + 51,
| demmnach
! ( _ ethy Leh+eoh, ]
" A it
g'hy H-8"hy "1, [}
&) [ e = £ = j
o Phk b byhy
A s ol
Dann folgt
J e b - I}'ll’ —;-;- 4";: — 4.h;, slso = 0 (mod. o)
() Bl +yly = A by, o, 0 3
l agh -"‘-'l"ru T8 I|lI:: = 4.hy, 0 1]

Die Zahlen 4 l {; durchlaufen wegen der Gleichungen §) nur ganzzahlipe Werte:
sie haben alle diejenigen ganzzahligen Werte anzunehmen, welche das Kongruenzensystem
#) befriedigen, Eliminiert man auns den beiden letzten Kongruenzen zuerst L, dann [,
so folgt

H) 'l gl e'ly, = ¢'l, (mod, o).

Die Erfiilllung dieser zwei Kongruenzen ist unter allen Umstinden notw endig;
sie ist aber, falls ¢ relativ prim gegen 4 ist, auch hinreichend fiir die Befriedigung
der Kongruenzen ). Denn, wenn ¢ relativ prim gegen .4 ist, sind die drei Kon-

¥ gruenzen () dquivalent mit

ga'lht+phalbtnely =0, qpa'l, -+ g e'ly + y,0'L, 0, eye'ly + fye'ly 4 yya'ly = 0 (mod. ).
i Ersetzt man hier a'l, und o'l, durch g, und »'4, so folgt

(e &'+ 8"+ M = 0, (g 4B '+ 171, 0, (aga' -G8 - v.vD 1L 0 ... mod. 4,
i oder A1 0, 0.4 0, 0.4 ] mod. o,

welches Identititen sind. Allgemein:
J) Ist irgend ein Flement der adjungierten Determinante
relativ prim gegen 4, so reduziert sich das Kongruenzensystem ) auf
’ zwel zweigliedrige Kongruenzen, wie H).
. Die Kongruenzen §) werden identisch erfiillt, wenn man setzt
h = dlidavnl, = AL4-'y, I, = AL -+ '3

y
i
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Dann gehen die Gleichungen @) und ) iiber in

=10 LB [ wl 4 » [e'h; +ah - e'hy, = Al - aty
) L hy = el + fals + 1k ) J fh, + ghg + g'h, = Al p'»
I hy = ayl; + ol 1k ¥ by A yithofE atithy = AL+ vy

Das Gleichungssystem ) zeigh, dass jedem ganzzahligen Wertsystem 7, 7, I, » ein
einziges ganzzahliges Wertsystem h, h, h, entspricht. Aus dem Gleichungssystem &) ist
gn erweisen, dass jedes ganzzahlize Wertsystem h, h, h, stets einen und nur einen ganz-
zahligen Wert wvon » zwischen 0 und 4--1 bestimmt, der [, &, I,/ ganzzahlic macht;
dann folgt wegen der Linearitiit der Gleichungen £) sofort, dass jedem Wertsystem h, h, h,
ein einziges ganzzahliges Wertsystem /' I, I, entspricht. Ks bleibt also fibrig, zn zeigen,
dass die drei Kongruenzen

‘ e'(hy—») + e'*hy + e''hy 0
mn) g (h,—») + g hy + gk, 0 mod. A

y'(hy—) - 9'thy + ¢ ]y 0

stets eine und nur eine Wurzel 0 = » = 4 —1 haben. Wegen der Voranssetzung, dass
o' relativ prim gegen o sei, reduzieren sich diese drei Kongruenzen auf die erste, wie
aus Satz D) folgt. Diese eine iibrig bleibende Kongruenz o'» a'h, + a'h, -+ o''h,

(mod. &) hat aber da o' relativ prim gegen den Modul 4, stets eine und nur eine
Wurzel, w. z. b, w,
Hiemit ist gezeigt, dass dem Durchlaufen "aller ganzzahligen Wertetripel seitens
h, b, h; das Durchlaufen aller Reste in Bezug auf den Modul 4 seitens » und aller ganz-
zahligen Wertetripel seitens &' I, I, entspricht.

Demnach ergiebt sich, wenn wir jetzt statt I, ;' &’ der Einfachheit halber wieder
, &, 1, schreiben, die folgende Umformung zweiter Art fiir eine dreifach unend-

liche Reihe:

oo A e
h,hyits o Zu. i L0
Z' ped j.“l[!h'!.'h::} ‘Z K .1'(!|'i ¥, 'H\f-as}\f:;)r
—m it 0 — o
12 ; i
) wenn &, = ol +Bk+nh, £ = al+Hhtrh % = abh+/hE+nk,
o : o | . ;
A=k aiflay — relativ prim gegen A.
f'l'!l : 'f
. a. - 5 . . " - 5 = ter B Ll &
Es ist leicht ersichtlich, wie sich die Formel modifiziert, wenn statt -— ein
' de,

anderes FElement der adjungierten Determinante relativ prim gegen . 1st.
ITI. Es lisst sich auch an die erste Substitution () eine Umformung der zweiten

Art, an die zweite (&) eine Umformung der ersten Art anschliessen. — Unter der Voraus-
setzung, dass o' das gegen A relativ prime Element der adjungierten Determinante sei, ist
zn ersterem Zwecke die resultierende Kongruenz a'l el o'l 0 (mod. ) identisch

zu erfiillen, indem man [ ,4,/, als lineiire Funktionen zweier laufender Reste in Bezug

anf 4 ausdriickt; es ist sofort ersichtlich, dass dabei die dreifache Reihe nicht in eine ein-

fache Summe, sondern in eine Doppelsumme zerlegt wird. Hinwiedernm zwecks der
3
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Umformung erster Art im Anschluss an die zweite Substitution hat man den beiden
resultierenden Congruenzen §j) durch zwei Multiplikatoren gerecht zu werden nnd kommt
gleichfalls auf eine Doppelsumme.

Die Formeln lanten:

\\>Ihh b, HS‘_
{

hlc;

y

n|v’|;

fy f ("”—-—.;‘,u“r—).rz’”;"., B (A8 — Y — (AR - w g )

oo

Q1 (R 1By r— (i — o)

J\.\o #, & ein die Gleichung «'z— 4L — 1 identisch erfiillendes Paar ganzer Zahlen
| bezeichnet und &/, £, 2 dieselbe Bedeutung wie bei Formel 11) haben.

i’ oo Ad—1 4—1 -} D 0

1 i T A R S e ly— A e (e I_] s K C
>]11]1EI._, + T 1 >u 2t 3 T (e b— ) +Hp'lely ~ ) .(a.f‘ Ay n.,,-i)
i = f(h, , by, by) L = 2 2} & -1 e T T
L

wo 2,,%,, 8 die bei Formel 12 :mgr-'gehcn{ Bedeutung haben,

Noch ergeben sich, indem man 4 in 4, . 4, zerlegt und in Bezug auf den Faktor
4, das Umformungsprincip erster Art, in Bezng anf 4, dasjenige zweiter Art anwendet,
die folgenden den fritheren Formeln 7) und 10) entsprechenden Formeln, welche die
gegebene dreifach unendliche Reihe als eine dreifache unendliche Summe von dreifach
unendlichen Reihen darstellen:

Al a4 —1 J =l -lr_-—l 'i‘{.ﬁ ISP S LT

I 1 . et B i ata"h
>f:l|.« b5 g h Ih h ] oH = E‘_’ > Z 2.{'_.:’;-, o 4, X fi:_-'f‘, A", -"ir.l‘fj :

1 (1] 0 —
¥ Lodif | Ju||1
wo A = 2 Irl i {!. IIJ 4 ek — Aot =Ly
Jl
LB L8 :
A= 1 :_]_;j{f +I ] -—[-’-.'?” 3’.}’3}1'—(!‘-,’}“ ___f?“)],r

7'l '}'__?”‘rz + "'l
A

/’f.'hl —(_,;‘,}'”—E-i-:,i'(};;JL'—{.;_;-’“J = ‘:l’.‘-".lJ._,':]]"

di—1 d—1 4,—1 =

:h_g i

(uelels— 'l A u(w'ls—p L)) 1 ¢ ¢ Q
.>_]|1]|!h'1 “._111: 11_-] ! ]1_-;._:' = 2 2_ 2 5.’ by JJ : ; | - (j’ i = 1 A'j)
= i

1 (i} i (1] — 0

V1. Umformung einer nfachen Reihe unter entsprechender Voraussetzung.

Die allgemeinste lineiire Substitution zur Umformung einer nfach unendlichen
Heihe lidsst sich aus zwei aufeinanderfolgenden zusammensetzen, welche ich, wie in den
vorhergehenden Paragraphen, getrennt behandle. Wegen der Analogie zu dem ausfithr-
lich behandelten Falle n 3 fasse ich mich hiebei kiirzer,
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[. Die Substitution sei

.)r If | I.J 1. i IIr
i I I u : 56 od G T B “ o T Py
‘ vrruhl—,— ".:3]-‘2 i1 3cais =t rrmh" —. |"I { h. : i
g lrglt i, Sty
T o S +¢, h & \ h, Lt ALK
E'[_:I / 2L 222 21" n 2 :BJ Y e A
\ F, \
( ‘ o O |‘r-l-- . e
Hinl Foncg b s Eancn
1 e 3 A \h = = i BT
'”r|111’ k trr'.',zh! """ &y hn n \ ‘4
b od 4 Lo . . =) .
WO Sk, tigrivs o [ AR AL, 5= = Py, bezeichnet ist, Die neu eingefiithrten Summierungs-
e oty

o | 2 i I 5]
Pyt e 'I[*.' """ " o1 0
R B g =0
&) { iva ok mod. A
4 ) B ) | A 3
| I'I | n fll. '_ |12|] |FI.‘: 1 e o= o= ® o I :-);l'ﬂ[ |;n * F

Unter der beschrinkenden Voraussetzung, dass wenigstens ein Element
der adjungierten Determinante, etwa g, relativ prim gegen 4 sei, ist die Er-
fillang der dieses Element enthaltenden (d. h. der kten) Kongruenz die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Erfillung aller Kongruenzen, Hieraus fliesst die Um-

formungsformel erster Art:

T I 1 S Sup,. 0, Bl 8 g Qo)
L n ]] lq....I — ) e e Sl | 2 y :.«...”
et (By; g, 1) A0 o o { A A A ]!
13) | o 2
; wo ,‘.‘._f- — |H||;_If'l -I':‘jgk I'II_‘I AT _'“—"'.'|LF|.-'
n lll-ll
| =
A P o .'l - 2 “ e
4= Z;”n“ﬂ” B I } = PpPaas v P
II. betzt man
g = e 1 -Fagl g T e fi 8, h, I_J].”J]i :_ eree j'|_1]1|_ i
A f
. hs el oo b S [ ."}‘f"’.}.l! i g e M -I_— 3 h, l,
€) F) ] 1
i b D Bl TR Jeo T g ,J}El.i_l -_:-:';}211]1: | Preees Bun b L
A 3 = J — J L.
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1
1 L L, '
wo A S_’_,{:l &y, L | |L-! 5O jUJ.gf
(e b -Fosb=aicat a .l = 4.h,; also 0 (mod. )
l“:l J “E’I!L L I:T:E‘Elir'.! -:" K _I_ Can '{1'. = 4. ]I:.'-‘ " U i
\ ”n!'{'l. : Hill.’f'.’:-! eeee Cinfa = 4. }llt" L 0

Bringt man in den letzten n—1 Kongruenzen /, auf die rechte Seite und be-
stimmt aus dem so erhaltenen System [, 4, ..... L, so folgt

*Ej} |jr11‘r? I-f|:_'l'i| 3 '-*.Ir_“ir:; [il"]ﬁ!l: ..... I..’T”. I'r“ = r’?“_l'rl !]10[1. A

Die Erfiilllung dieser n—1 zweigliedrigen Kongruenzen ist unter allen Umstinden
notwendig; falls 8, relativ prim gegen A, ist sie aber anch hinreichend fiir die
Erfiillung des Systems ). Der Beweis entspricht genau dem in § V,II gegebenen.

Die Kongruenzen $) werden identisch erfiillt, indem man setzt

h = AB4-Bv, s = B4 Bivy coves bh = A8 4By

Es ergiebt sich wie in § V,II, dass dem Durchlaufen aller ganzzahligen Wert-
systeme seitens hy, hy, ... h, entspricht das Durchlaufen aller Reste in Bezug auf A
seitens '» und aller ganzzahligen Wertsysteme seitens I, %, ... /. Schreibt man schliess-
lich der Einfachheit halber wieder 4, &, ... L statt ¥, I, ... I!, so lautet die Umformungs-
formel zweiter Art:

| o __.f:l —.|-- o0
: { L \
\,.'_>_]"]'=-'"'l": f(hy, hyy v by) = 2 >_'3'-‘" o O R 1|
14) ( —e 0 —a
N ._{l( . i
( wo Y, ey +ooaly oo il A - 2 ST ot oy F relativ prim .
: i @11

Ist statt 8, etwa @y relativ prim gegen .7, so modifiziert sich die Formel nur
insowelt, dass -|-» bei ¥, wegzulassen und dafiir bei hinzuzufigen ist.

III. Zu den Formeln in § V,III giebt es entsprechende, welche die nfache Reihe
in eine n—Ifache resp. nfache endliche Summe von nfachen Reihen zerlegen. Es sei
indes hier ausgesprochen, was wohl schon dort hervortrat: Zu der ersten Substitution
gehort naturgemiss die Umformung erster Art, zu der zweiten Substitution
die Umformung zweiter Art, wiihrend die nmgekehrte Verbindung gekiinstelt erscheint.
Dies ist vollig analog zu § II. Nur der Fall n = 2 macht cine Ausnahme, weil hier die
adjungierte Determinante gleich der urspriinglichen ist und auch ihre Elemente bis auf
das Vorzeichen und die Stelle mit denen der urspriinglichen iibereinstimmen.

§ VIL Veraligemeinerung der Umformungsformeln fiir dreifache und mehrfache Reihen.

Ich beziehe mich auf die Substitutionen ) und €) der vorigen Paragraphen, Es
darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voransgesetzt werden. dass die
Elemente einer Vertikalreihe der Substitutionsdeterminante nicht simtlich
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pinen gemeinsamen Teiler haben; desgl. diejenigen einer Horizontalreihe.
Denn in dieser Voraussetzung liegt nur, dass von der Simmltan-Umformung der mehr-
fachen Reihe alle nur auf eine einfache Reihe sich beziehenden Transformationen abge-
trennt werden. (Vgl. § III, 8. 7.) Dass fiir die Elemente der adjungierten Determinante
gleiches micht vorauszusetzen ist, erhellt leicht. Fbenso leuchiet ein, dass fiir die
Erfiilllung der in § V und § VI eingefiihrten Einschriinkung die hier angegebenen Voraus-
setzungen notwendig, aber nicht hinreichend sind. Ubrigens wird im folgenden
immer angemerkt werden, ob und wann diese Voraussetzungen zur Anwen-
dung kommen. Dies vorausgeschickt, fithre ich zur Verallgemeinerung der Umfor-
mungstheorie der vorigen Paragraphen Folgendes aus:

I. Ohne jegliche Voraussetzung iiber die Koeffizienten kann mittels des Multi-
plikatorprineips simtlichen zu erfiillenden Kongruenzen sowohl bei der ersten wie bei
der zweiten Substitution genfigt werden. [Fiir eine dreifache Reihe erfiillen den Zweck

die Multiplikatoren

L (0 8 - e B0 e Y 1 ‘J.H (10 By -1ag Ty 185 ),
=t ' und  —5ed
4° A

wo £ @ 9" &, 8, 8 die bei den Formeln 11 und 12 angegebene Bedeutung haben;
denn diese Multiplikatoren haben, in Bezug anf p, u, gy von 0 bis 4—1 summiert, zur
Summe 1 oder 0, je nachdem das betreffende Wertsystem /, /i /; die Kongruenzen ()
resp. &) simtlich oder nicht simtlich erfiillt. Fir eine nfache Reihe lauten die Multiphi-
katoren den eben angegebenen entsprechend. Hienach kann fiir jede von beiden Sub-
stitutionen sofort eine Umformungsformel erster Art aufgestellt werden; aber es wird die
dreifach resp. nfach wunendliche Reihe nicht als eine einfache, sondern als eine
dreifache resp. nfache Summe von dreifach resp. nfach unendlichen Reihen dargestellt.
Die Gesamtzahl der Glieder der endlichen dreifachen resp. nfachen Summe ist 4% resp.

A", Diese (liederanzahl lisst sich noch reduzieren auf * resp. 4", dividiert durch das
Produkt der 3 resp. n grissesten gemeinsamen Teiler sémtlicher Koeffizienten je einer
Horizontalreithe in den Kongruenzeystemen ) und @), indem man diese gemeinsamen
Teiler in den einzelnen Kongruenzen gegen A forthebt. Ich verzichte der Raumersparung
halber auf die Aufstellung der Umformungsformeln dieser Art, die nicht die geringste
Schwierigkeit bietet.

Die entsprechende Anwendung des Umformungsprineips zweiter Art scheint im
ersten Augenblick noch einfacher, Das Kongruenzensystem €) des § VI wird ohne jeg-
liche Voraussetzung iiber die Koeffizienten identisch erfiillt, wenn man [ = A+ e v setzt,
wo fiir 1 der Reihe nach 1, 2, ....n zn setzen ist; desgleichen das Kongruenzensystem (),
wenn man [, = AI!48 v setzt. Trotzdem wiirde dies im allgemeinen falsch sein; denn
die Summiernngszahlen [ miissen simtliche Zahlensysteme durchlaufen, welche jene Kon-
gruenzensysteme erfiillen; es wiirde aber bei Einsetzung der angegebenen Ausdriicke f nur

die durch den grissesten gemeinsamen Teiler von 4 und e, resp. #  teilbaren Zahlen

Kk
werte annehmen, und dieser Teiler wiirde zudem je nach der Wahl von k ein verschiedener
¥ o
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sein. Entscheidender noch ist, dass die Probe, ob jedem ganzzahligen Wertesystem der {
urspriinglichen Summierungszahlen h stets ein und nur ein Wert von » zwischen 0 und
A—1 entspricht, der simtliche I} ganzzahlig macht (welche in der Art wie in § V,1I ans-
zufithren ist), verneinend aunsfillt, ansser wenn die in § V und VI angenommene Voraus-
setzung erfiillt ist. — Man kann aber auch die Kongruenzensysteme €) und ®) beziehent-
lich durch die allgemeineren Substitutionen

,(ji | SI'U 1.

identisch erfiillen und sich die Aufgabe stellem, ay, 35, ..., %, als lanfende Reste in Bezug
auf 4 oder Teiler von 4 so zu bestimmen, dass jedem Wertsystem der h ein einziges
bestimmtes System der » entspricht. Von diesem Princip werde ich in der That weiterhin
(in Nr. IIT dieses Paragraphen) Gebrauch machen.

k!

II. In § IV ist die Verschmelzung zweier nicht voneinander unabhingiger zwei-
cliedriger Kongruenzen zu einer resultierenden Kongruenz angegeben. Ich werde nun
nach entsprechender Methode das Kongruenzensystem €) des § V behandeln. Aus der
ersten Kongruenz dieses Systems folgt

liTJ"IIL = 4.5 _(“”jﬂ'l'ﬂ“r;ﬂ}:

wo 3 eine ganze Zahl bedeutet. Man bestimme nun die kleinste in «' au feehende
a' . : - gt .

Zahl o' von der Art, dass - rvelativ prim gegen 4 ist. Dann ist die zweite der
il

Kongruenzen @) iiquivalent mit

d

(i 5
T (B g L40") 0 (mod. ),
oder &, 'l -a'(8"L-4-5"") 0 (mod. o', 4).

Setzt man fiir ¢, den Ausdruck aus der ersten Kongruenz ein, so folgl
Ijr(f:'; -{(I“fg 1 fr'”.!r..'}} g 13 (1':_‘-":“.'1'._—!—'11'“;:5) l’_-_l {I."l'.--r}

-Jri.)”'-;_j] E Iularl_’lu_ r.' H_Il'r _l_lr[.'a i “ufl.}ll:”fn {) (l'l‘. .f|l
48" B+ dyly— A7l 0 (a’.4)
g3 — (#la—12%l) (mod. a’).

Hieraus folgt, wenn der grosseste gemeinsame Teiler von a

wird, die Notwendigkeit der Kongruenz

i i1

und {1 durch Ty bezeichnet

stali—7a 15 0 (mod. «,).
Die Erfiilllung dieser Kongruenz vorausgesetzt, folgt
ad £
3 ¥ "'-.Jr,—- '.’-|'l.. |
Eleg S R 4 {ill[;d. J :
PR Tig \ T

Man bestimme die ganze Zahl & so, dass identisch ist

'.*“. n.' - a
% 1 (nmrl. ).. also Lt = B

12 g/ 12

r
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. ; Aaly — 9l a’ o alo— sl gl

Dann wird 5 — 83228 fmod, —), also = —&.2 L s
Tys i LAt LT Yia
Setzt man dies fiir 3 ein, so geht die erste Kongruenz iiber in
: o ale— a1y [
a'l, nﬂmg+Wﬁﬂ—J;“i_”hr33r-ﬁﬁ
12 12
o' a“rlu‘-]_{!?-:lil:. a“.rlg'_"’f?u g :
3 s q Al 5= it = o — o 4

oder: =i Teoh y s 1 T I A4, 8 also 0 (mod. o).
Qomit ist die zweite Kongruenz mit der ersten verschmolzen zn dieser resultierenden
Kongruenz, neben welcher noch die Restkongruenz yyh—y./, 0 (z,,) zu erfiillen bleibt.

Ich nehme nun die dritte der Kongruenzen §) in § V hinzu, welche fquivalent
15t mit

Ot ) = 0 (),
!

oder ol rr'.fl | t’:"{;.'”l": - _*,*'”f;,‘:] 0 (a'. J},

Fiir ¢'l, setze ich den zuletzt abgeleiteten Ausdruck ein; es folgh

valo—yaly Wellis y \
;"(_“”@—“”’fs- e -5’) + ey +r"l) = 0 (a'. 4)
\ !'j2 ':.JE
[ "'ff;; —"gf.. -
i L ;-"T : .5“-"-,;"5"‘"{ : L .,.+(ﬂi;_,.u_ﬁu; ‘}"I;! 'E (' ‘”'_“”rf':”l;; 0 (a*. (f}
12 ‘1%
Wegen a'y"'—ay' — —4.8,, ¢'y""—a"y* = 4.8, geht diese Kongruenz iiber in
TR e i
y— . Bl B (3l —f,k) = 0 (¢).
tia St

d

Hieraus folgt zunichst, wenn der grisseste gemeinsame Teiler von af und 3¢ durch

z,, bezeichnet wird, die Notwendigkeit der Kongruenz

Boly— a1y 0 (mod. 7).
Dann geht die vorhergehende Kongruenz iiber in
; ] | A , oy oy 3
g st 3 Yo Vs : Yals A Bsls—fFaly (mm‘l ”")
A T, , =] 3 i o .
i3 12 s gt 1y Eya

Die rechte Seite muss teilbar sein durch den grissesten gemeinsamen Teiler von

: S it n'z ¥ 'z T

; 123 2 128 13 [y - s
und £ . d. h von 2 und P, . L wo 7, den grissesten gemein-
T T : ? = A o £ v £
13 by Yaa 15712 Tams TiaTis Tizp Tin
samen Teiler von 7, und «,, bezeichnet. Demnach ist v, der grosseste gemeinsame

Teiler von af, @, ', also auch der grosseste gemeinsame Teiler von e, (', y'; als solcher
: R R 24 & 0 R
sei ¢, fortan durch ¢’ bezeichmet. (Jeder gemeinsame Teiler von a', 4, ' ist Teiler von

- . : : R Y :
A = .{;1(_{‘ -1'- a'-"]l I.;E’ —|_ % ;-", muss also 1n aqf 5(,[-‘.(%1{:311? well sonst - nicht relativ prun gegen
n

T
g Sl 12 = : ' - - g
o wa,re.) Es =el S, = .{'LI_: dann sind T und %1 relativ prim. Ferner
" @ @ 5
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: ; 5 i . [ r .{I:'_-" [ ::
sind aunch, da #° der grosseste gemeinsame Teiler von r,, und 3 ist, = ¢ ond —7 re- |
! f=] F=] 18 a f 4 12 T
3 = 3 .

ai
lativ prim; desgleichen sind ¢!, und *, relativ prim. Hienach reduziert sich der griisseste
= 3 .

i e

- - - 4 i
: o T s ey ., a‘1 2 ;
gereinsame Teiler von 2 und - anf mal den grissesten Teiler von
Tiglie 1T T1gTig T T12Tyg
Tyia ! 0l ke o .
tand <, also aul . Es muss also sein
g 3 T1eT13
sl ol B l—p.1 1 a‘z! )
Y g U ls's 4 Psle Ve 0 mnd J
T 33 Ti3 STEST
'
Da 1, der grisseste gemeinsame Teiler von o und §' ist, so ist — relativ prim
12
a' o L a'z’ : - ¥ o :
gegen , somit a fortiori gegen . Die letzte Kongruenz ist daher figmivalent mit
: Tin = ATy Ty
12 1213
g p' o ."z_’:-u‘f-a'_?;v‘r:: r i _."g:;fu"‘.'fﬂ;s =0 (_ﬂ""_' )
Biy, P14 Ti3 Ty %13 19Ty
oder + (1—}— _:’) (yah—ralks) -+ B(Bsls—8:T,) 0 (n'z"). |
i 3 g gy
12 |
i ) o o £ Xy :’Jillf;!- 3_"’ ;'J ot ity
W vals—yals) = B (Bala—Pls) + z ey a't's 0 (a'z). |
12

Da der letzte Term der linken Seite durch a'z’ identisch teilbar ist, folgt hieraus g

(BBs+-77) la—(B'Bat7'7e) s 0 (a'z1), |
d. h. —a'elit-ad'e; = 0 (a'z)

o 2 |
e {“':Ill" rr""Ir'::I “ ('r":' I
o \Ca— gy .
o' . ’ A " J . i
Da = relativ prim gegen A - o ', also anch gegen ¢’ ist, folgt hieraus ]
dyli—asly = 0 (mod. '), :
Die obige Kongrnenz zur Bestimmung von ' geht nun iiber in .-|
" A E oLyt Y215 (Bl —Bal, \ (!

f' '.-.;5[ ¢ f'pf.a 2 P .-]I_.:‘ 12 (: L S st .5) []‘.ITIEH]. T ,_,j-

T oz 2 e

Da %, relativ prim gegen zj, ist, so kann man zwei ganze Zahlen % und %' so bestimmen,
: .

dass identisch ist

;‘ -7 1 (mod. ¢},), und zwar 142, g -
! : 2 E( o la—raly) + 70 (Fula— a1, '
Dann wird 3 7 i .‘_:.r.. 2 7als) : 18 (Bsls—Ps1) (mod, ) i
‘s 18
[mr i
3 — g L E@sle—pals) 19 (sl —Foly) Ll sy
= i a't! Tyt D




Setzt man dies statt B’ in die obige resultierende Kongruenz ein, so folgt
R Pl s £

. Wi A g (S B —Bb) | g g
‘1 n.! 4

b :
Eyes a' a't!

Nach gehbriger Aus reclmuug:

(! 3 '5‘1?" W ”_ '3121? I :’.5-11‘”1!!, + L -'Q’{ffﬂi'_]_l?&_if_} J,l:l = 0 (l]lUd. ._f)?

a’ a’ a’

oder ’
a0 +daly 0,1, 0 (mod. o).
Dass d, und §, ganze Zahlen sind, folgt zwar aus der vorhergehenden Ableitung
lisst sich aber auch a posteriori durch folgende Umrechnung erkennen:

a'd, = a'v'—dBm— Ay Enf ay' (' — oy ) — (e'pr— a8 Eyyf
a'v' o ('n—prEy ) —ay'ny-t ety B

“H.bf_|__u- (},uﬁl__liu:.” }_ ﬂu{.ﬁ +"" . L-:l'.’::'(f _] ‘I‘ ﬁ“ff!(fm"l"l‘-'l&;}
CC“{:}"“]’I el Iﬁ!u:‘.:'?i_ :l + f{”?lllr{[‘ }.f

e ] [ . .
d.: i fy”:'—uj’”'-?]u") | ' ‘ 3 shenso (i;,- - é-[i {::’rifl_r‘._‘ﬁir.f.&_ril)_l_alfll.'.}!

i

Man ersiecht hieraus noch, dass, wie d, durch ¢, so J, durch #" und d; durch z"

Teiler von o, g, " be.’elthnet i den-

teilbar ist, wenn 7" den grossesten gemeinsamen T
j-ETligE'ﬂ von “i.r.rj .-’L.IJ'I“I. ?’m_

Somit ist gefunden:

A) Das Kongrnenzensystem § V, €) reduziert sich auf eine Haupt-
EKongruensz

&0, +dyly -+ 6,0, = 0 (mod o)
und drei Rest-Kongruenzen:
Yala—7ely 0(r19), Bsle—Pls 0(r13) s eyh—ayly 0.
Die Probe ist derart auszufiihren, dass man den aus der in Gleichungsform ge-

. i e . : = L
schriebenen Haupt-Kongruenz folgenden Ausdruck fiir T i in jede der Kongruenzen €)
L

i

el ; ! o o T a3 L y o N
einfiihrt, nachdem man ihre linke Seite mit i multipliziert hat. Dann wird mit Beriick-
(

sichtigung der Rest-Kongruenzen und der Bedeutung von &, &, %, %' jede der Kongruenzen
@) erfiillt. Ich darf diesen einige Rechnung erfordernden Nachweis hier iibergehen, da
ich alle Kongruenzen durchweg nur durch dquivalente ersetzt habe. — Es gilt weiter
Folgendes:

B) Sind die drei Rest-Kongruenzen erfiillt, so ist identisch

d, b, + dyls 0 (med. 7).

Beweis. Nimmt man die zuletzt angegebenen Ausdriicke fiir d, und d;, nnd
driickt man in denselben e, «'“, 8% 8", 7", 7' durch die urspriinglichen Substitutions-
Koeffizienten aus, so wird nach gehériger Rechnung
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a’ By
Oy, dyls = o (.'91"? +7150) (esh—a k)

; daj ﬂ‘ i1 i
T [I:. an—rs 'ﬁ'] (Bsls—-f:ls) — I:F o &', & "f] (7sh —72%),

wonach, da 7,, und 7;; durch ¢* teilbar sind, die Richtigkeit der zu beweisenden Behaup-
tung unmittelbar erhellt.

) Die drei Restkongruenzen reduzieren sich auf eine einzige von
der Form gl,—el, 0 (mod. ) und die Bedingung 4 = 0 (mod. 7,), wo 7; den
grossesten gemeinsamen Teiler von e, &, 7, bezeichnet.

Beweis. Ich zeige zuvirderst, dass =i, stets Teiler von y, und 4, desgleichen
iy Teiler von f#, und g, ist. =, ist der grisseste gemeinsame Teiler von a' und g, a‘ ist
Teiler von «'; also geht z,, auf in

vay' = —(ege'-+8:87) und ¥ = —(eya’1-0:0°).

Also geht 7, teils in 3/, teils in y, und y, auf; der grosseste gemeinsame Teiler von 7,

. - - . T :

und y' ist auch derjenige von af, ' und »* d. h, ist 7; -1 = 7z}, muss demnach in y, und
= 2

7s aufgehen; desgleichen #f; in 8, und f;. Es sei zur Abkiirzung 8, = =8}, 8, = Tif,

Yo = Tiyi; ¥y = #ipys. Dann launten die drei Restkongruenzen:

ah—oly =0, Bh—8ih =0, ph—yik = 0 (mod, )

: . . . i, . , .
Man bestimme die kleinste derartige ganze Zahl a;, dass - relativ prim gegen 7’ ist.

L
Dann ist die zweite Restkongruenz équivalent mit
2 (Bil—pis) = 0 (),
0y
oder Bieela—reg Baly 0 (a,1').
Fiihrt man aus der ersten ein e, — ayly-+7'.3 (wWo 3 eine ganze Zahl bedeutet), so

kommt
s’ g+ (eefls— eaf2)ly 0 (a;7°)
i
o
I —_—
B4 —ﬂ—qg (mod. a,)
Die rechte Seite dieser Kongruenz mmuss durch den grissesten gemeinsamen Teiler von
a, und g teilbar sein. Nun ist

I = eb4-Fshy by = eh, +rifih,+7hyih,
teilbar durch den grissesten gemeinsamen Teiler von a, 8, 75, welcher 7, sei; 74 und

73y kimnen nicht Faktoren von r, sein, da sie sonst in 7' anfgingen; also ist r, zugleich

der grisseste gemeinsame Teiler von o, £, 74 Setzt man hienach ly = t,li, so geht die
letzte Kongruenz tiber in

"jI.J i a

L —--f) — i | mod, -2

Ty T Ty Ty

R ————_ e e

=

.
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5 . : a 34 : . ; o
Der grosseste gemeinsame Teiler von —* und ™* sei ¢; er ist Teiler von — und =, also
T

: Ty Ex dg 3
aunch von ;—1 = offi—afs = r“( : ) Ist ¢ aber auch Teiler von I‘-:';, 7 Alle
12 13
Primfaktoren von ¢ miissen wegen der Definition von a; in 7' aufgehen, aber nicht
ebenso ihre Potenzen. Es sei ¢ = ¢, WO ¢, In :_: , nicht aber in 7' aufgehe, was
13

dagegen bei ¢s der Fall sei. Dann ist _r"?ir" durch ¢, unzweifelhaft teilbar. Aber ¢,

13
rl
o2 ; s } T ) ezl o, 54
£411t bei der Division von ’,— mit 7' fort, Nun aber ist ¢, Faktor von — und 52 und, als
Tha Ty Ty
1
Faktor von z', auch Faktor wvon -_'r,- = eyyi—agys, also von egy;, desgleichen von
13
o . : :
—— = Piyi—Piry, also von fiy;, also Faktor von «, und g, (denn von 3 kann ¢ wegen
Tty
der Definition von r, nicht Faktor sein). Hienach ist ¢, Faktor von a,, 84, ¢, fi, also
PYL et
quadratischer Faktor von -, einfacher von z'; also ist ﬂr,-- durch ¢, teilbar, Demmnach
Ty vt
nimmt die letzte Kongruenz folgende Form an:
b i
3 (]
LN e
Py P Ty Ty
Es sei identisch
B a it
2.9 =1\ und zwar = 1 4 2. 9,
('F'Fa !"l'!'fa 1‘_[:"1.'3
Dann wird
t} 'l
¥ i ’ a,
3 R, S A (__5 )‘_ AlEn e 0 ___If‘_ N R S T
Pr'Ty (PTy o Ty ity
Daher
¥ a
dele = o703 = alh—17 G —— B2
5 g aly + 7' 3 3 gty . &

Diesen Ausdruck fiir agly fithre ich ein in die dritte Rest-Kongruenz, welche
dquivalent ist mit

[
_ﬂq (yilh—yils) 0(z), oder yiegh—asyilh = 0 (ay7’).
3
Dann folgt
A gl
oty I3 i i i R e i -
A s 28 3t — (gt —e, ¥ b+ v'9 = I (mod. a;7').
yaT e ] (g 73—ty 73) b5 Gr Tl ( a,7')

B!
: Ap — e 4
(5 ya— Oy 1l = ;a T3 r:h



4
d 1
I Demnach kann man durch ¢ dividieren: '’
Ll q
| ; B : pd |
b el — [;I 5 Ts 1 47 :I_- - | 4 (mod. ag). i
Py Tl ol Priey, |
Da I alle ganzen Zahlen durchlinft, muss die Klammer, welche ich fiir den Augen-
blick mit K bezeichne, teilbar sein durch den grissesten gemeinsamen Teiler von g, und
g Oy : i 0y ¥s 03 {y ¥s'
7' . ; d. 1. durch denjenigen von —.¢ und .2 also durch -2, da ¢ und == der
i Pty P Ty @ P L
oben gegebenen Definition nach relativ prim sein miissen. Also
¥g' K ;
3.3 = —— Iy (mod. g).
7 P j
: " 5 ¥
: Es sel identisch
e A
f«; +L = 1(mod,¢), und zwar = 1} ¢.C".
‘3
Dann wird |
s R . oK
3 £ —— b (mod. ¢p), also 5 z b' + . 5"
Qg LE j

I;I'
Dies setze fiir 3* in den obigen Ausdruck von ek ein:

wl = al—1' 9Ll o ﬂ{ £ Eh'-i-rﬁ.a”l-. !

PRI R R
QT (T (i | |

ol sy i o @i e |
— :'rﬂ:.sflu".— ) ".'{;_.‘_ 'FGH _l_ -;-‘,; 3 £ ._.f;__.... ||'3" .I_ il : ) I.. —r u.l _i e sl ri“' J
PT'T), ty PT'T, Ty £, Ty -.
i
¥ il A a i
= 037l 31— A | AR _|'r__ L't o' 8. 3" |
PTia \ T " T T Ty
'] i I
{1 e ; - a 1
= faunn+ Lot Torhuraa 2o |
e T L i
Setzt man hierin #' = eyys—ayy, 7' = Boiy—fayy ein, so erhillt man nach ge- !
) hiriger Ausrechnung mit Beriicksichtigung der Definition ven I und 9: i
& e L z' |
2l o= Ja P 2 (i L—FL) R L 3, :
{1y (g Ty q
¥ i U |

also #

i
a0 — A gar—ynly = o (mr:cT. : ) |

a; ] S (i g [ \ 3/ |

T
Oder, was dasselbe ist:

J' 5l—el = 0 (7)) & = Ty 8
y WO b o
] by = 0 (zy) 8 = g'l'— nf (."—’];3‘:;—}':;)-
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Anmerkung Dass wirklich K durch ™ teilbar, weist man nach, indem man mittels der Ro-

P
lation pyp' = —(B8'tayef) ableitet, dass

; 'ty M fty e gt oay AR '

K= I (lm_-#)_h“ N P R ,‘-IJJ_'.P' i ek ]

T, Ty o rr”:” T, F (1 if [3 H-.-ru
ist. Man bemerke, dass, wie s durch r;, s0 & durch den grossesten Teiler von wg, fa, w teilbar ist.
v . - BT T £ u T N . .
Hienach wird bei Erfilllung der KEongruenz 21 — 5 'r-'(m.'u'l_ 2 ) von selbst f,, wie es sein muss, durch
T3 T3 T3
- sy r el = . { s . *
den genannten Teiler teilbar, weil = relativ prim gegen demselben, . aber teilbar durch ihn ist.
3 T3

Wiire auch, was nicht nachzuweisen ist, ¢ relativ prim gegen w, so wire die Kongruenz [, 0 (z3),

als in der andern enthalten, fortzulassen.

Mittels des Satzes B) reduziert sich die Hauptkongruenz in A) auf den Modul
4 :7', desgleichen durch die Bedingung 4, = 0 (r;) die resultierende Restkongruenz auf
den Modul 7’:7;. So folgt das Haupt-Theorem :

D) Ganz allgemein (d. h. ohme irgend welche Voraussetzung betreffs gemein-
samer Teiler der Substitutionskoeffizienten) reduziert sich das Kongruenzensystem

S.' V—,- G) anf das H‘th tem
él"ﬂ * 'J? fi{:ﬂﬁs 0 (mud. :".ft_)
T T :

~€:1'¢’£—E._1-{1— = (nlud. r)

Ty Ty Ty

ly = 0 (mod. ;)

Die Multiplikatoren zur Erfiillung dieser Kongruenzen bei unbeschrinkter Sum-
mierung in Bezug auf [ [, [ sind

r L P P e 1 ~ a—Ealy . -

! 21ly;r = r_'__gl_j_.‘_':’.I;L[_ﬂF:.‘ £ _": 3 Zip'm ., ‘_"'L_ 'l-'!l" . (35 1 Q;IH”-_-; % 'r.'.

=8 z’ Ly '.4" E Toy =—=t0 T3,

o | T T,

. . e A 7! - s i - 5
zu summieren von 0 bis beziigheh ——1, ——1, 7,—1. Die allgemeinste Umfor-
X Ty

mungsformel erster Art fiir eine dreifach unendliche Reihe lautet demnach:

2

i
WO ki.r — ﬂ‘f1'|'ﬂ”fz _I_ a.udrl'aj Hu f— I.-_-’u{] —I"‘HHI{" 'E",':;“”":j: EJ” - ’_ al!rI _l__;,arer_.l_:i_';,pui‘s.
Man beachte, dass in dieser allgemeinsten Formel die dreifach unendliche Reihe
wieder in eine Summe von A dreifach unendlichen Reihen umgeformt ist, gerade wie in
Formel 11); denn es ist

N

gy = A,




a0

Ubrigens dringt sich hier die zu Anfang dieses Paragraphen schon als berechtigt
dargelegte Voraussetzung, dass die Koeffizienten einer Horizontalreihe der Substitution
nicht sdmtlich einen gemeinsamen Teiler haben sollen, geradezu von selbst auf, indem
gich die nach u* fortschreitende Summe als Umformung erster Art in Bezug auf die eine

Summierungszahl /, abtrennt. Setzt man 7, = 1, so fillk die Summierung nach p*
natiirlich fort. Aber auch bei beliebigem 7; geschieht dies, wenn man die Bedingung
ly, = 0 (mod. 7,;) erfiillt, indem man 7l statt 4 setzt. Dann lautet die Formel
£
e T T3 ] 5.1 |- 5.7 | 3T l l
N N N 2ix (. SahTrfelerCatota  of Sk o ') Q4 Qe Qi
189 SHAN £ty = 35 O Db gin (oMb ) o g gy
— o d 0 0 —® P T S )
WO El — a:{] "}'EE”E__-'!'&”‘T‘Q}SJ Eu — ﬁ:}i—i‘r}”!ﬂ—‘dﬁ”‘r}[!s: 53“: — ;I.ftr-!_l_}_uer!_l_?u.‘r:fu.
Man kann auch so verfahren, dass man zur Erfiillung der Bedingung I 0 ()
setzt & = 75l und zor Erfiillung der resulfierenden Restkongruenz setzb
e = g
= By o Wy ly = — —= 'y,
1 7, 2753 L Ty 1_"—*."3_

Hier miissen, da L alle durch den grissesten Teiler von ey, #,, 7, teilbaren, [ aber alle
ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, 2, und 1, alle ganzzahligen Werte annehmen, wihrend
v ein Restsystem in Bezug auf 7':7, zu durchlaufen hat. Mittels der Gleichungen

i

) A 3
h = a'.']lz"f'.'i:]l?‘{'?'zh:s = — L&Y l“, = T g it U

T4 Ty
lisst sich die Probe machen, ob wirklich jeder Zahlenkomplexion h, h, h, stets eine und
nur eine Komplexion », Ay, A; entspricht. Damit jeder Komplexion h, h, hy ganzzahlige
Ay, 4, entsprechen, muss » folgende zwei Kongruenzen befriedigen:

T’ & o A, % T
R a, by +@,h, +y.h, | mod, po—2y = —Lh 4 LB}, | "lld(mcd.
7':1_ Ty TS L f:l T:}
&5 (ty . . T : % :
Da oy relativ prim gegen = ist, so hat die letzte Kongruenz stets eine und nur
Ty Uy 8

d
eine Wurzel 0 < » < —r—--—l. Von der ersten Kongruenz aber ldsst sich, indem man sie
&
mit &:ry, multipliziert, zeigen, dass sie durch Erfiilllung der zweiten zur Identitéit wird.
Ich iibergehe hier diesen etwas Rechnung erfordernden Nachweis der Kiirze halber, be-
merke aber ausdriicklich, dass diese Probe nicht tberfliissig ist, weil Fehlschliisse auf

diesem Gebiet sehr nahe liegen. (Z. B. wiirde man die Bedingung I, = 0 (r,) zugleich
mit der Kongruenz gl,—el, = 0 (z') auch identisch erfiillen durch die Substitution
L = th+gy, i = t'h4egv, v = 0,1,..... r'—1; und dennoch wtirde dies falsch sein.)

— Wir erhalten jetzt folgende Modifikation der Formel 15, wenn wir statt 4, und 2, nun-
mehr 7, und / schreiben:




b T‘; e 4 pirt T
3 o ; r=lie Oyl -4, la--5; "\;|'|""': (7'l +-ey7) i i T
16) bbb, £(b,, by, B = : e 4 ( { / ) r"(“’ A" A )
— 0 i i : } !

e A

‘/‘f: : - 1___(“ (E "‘{.‘., ) _I r.tuf(!ilil'
TE

A = gl - e( L u) +A el e0)

Ty

AN = "."'r‘r; eH 7”({ irz 5'523') ':"?m{""r"ﬁ'!"*‘-';;"}

T
Die Gliederzahl der endlichen Doppelsumme ist in den Formeln 15/ und 16 gleich
PI g
4 :15. Es folge hier eine Zusammenstellung der Daten zur Berechnung der Konstanten
in den Formeln 15, 15/, 16:
( 4 = Ztefy,, wo die 9 Elemente beliebige ganze Zahlen sind.
e g4 eh i o S g 1
Q= oy =i Y T 8. Wa
oo, af, oy

)
; ; s ; ;
' die kleinste Zahl der Art, dass = relativ prim gegen 4.
7' der grisseste gemeinsame Teiler von «', 8/, 4

T :
" a* vnd g4 |8 = ;f ist Teiler von y, und z,

3
| 12

Tyg
n H 1

i

a’ und 3/ f und B,

QHJ‘ Iﬂ’."l! :'!l

i} g
3 und 2
By T

n H

a, die kleinste Zahl der Art, dass g :a, relativ prim gegen 7.

Die ganzen Zahlen &, &, 4, 7/, 4, &, £, £' sind aus folgenden Gleichungen
zil bestimmen;:

ﬂu.:_.i_ar ,:)1 T ‘E,ri
_'-'rla_.r_|_ 4357 ) L 4’""“ —=
a f

' :_[_ "{_’J'?E"_}‘z l:ri:} dadsed

i e =L — s 11"_._

— eyl — 5 (P; H— 2
) B8 Ty i




Anmerkung af enthilt natiirlich nur diejenigen Primzahlen, welche in den grissesten Teiler
von 4 und « anfgehen, kann sie aber Itl ]:i'-hu‘t'u Po‘i,{'n'/c‘n, als der Teiler, enthalten. In dem besonderen
Falle o' = wird £ = =0, & = =1,d8 =d,d = a" & = «” d. h die resultierende Haupt-
kongruenz geht in die erste [iml_l_;ruu]m iiber; die Restkongruenz bleibt aber daneben bestehen,

I1I. Nachdem im Vorhergehenden die Theorie des § V,I von der dort benutzten
beschriinkenden Voraunssetzung befreit ist, verallgemeinere ich § V,II in folgender Art.
— Zufolge des Gleichungssystems §) durchlénft 4 alle durch den griissesten gemeinsamen
Teiler von ', a”, o' teilbaren Zahlen, 7, alle ﬂumh den von 8, 8", g teilbaren Zahlen,
I, alle durch den von y/, 7, ' teilbaren Zahlen. Dabei miissen / , I, , /, aber das Kon-
gruenzensystem &) befriedigen. Dies geschieht identisch, wenn man sefzt

h = dl+teyte'ytayy, 4 Al AR 8" -8y, by AL 4y" v vy,

wo I 1, l; Summiernngszahlen, » », 3, laufende Reste bedeuten. Den beiden Gleichungs-
systemen §) und €) des § V entsprechen nun die folgenden:

h, = al4+8,L+75+n ' (hy—» )+ a“thy—»,)+e'(h,—»,)
h, = a ﬁ;-i-ﬁ,?'—l—;rﬂ?_'_-} Vit B (b —w )+ g" (h,—v,)+-p"“(b—v,) =
h, = e l'+BL+rl+r 7 (hy—»)+7 (b —») " (h—»,)

Demnach sind », », », unterworfen dem Kongruenzensystem

{z’{]ll—l'J}—f—II“{]J,",--—V:] I aw{]l.-l_ll::) 0
(g —vy)+8"(hy —wy) -+ 8" (hg—r,) 0 mod. 4
"Ul — ) -+ "(}12"“"1.}""' }"M“'g_‘]';:} 0

Dieses System reduziert sich nach dem Haupt-Theorem D) dieses Paragraphén auf

J. (hy—» )+ Juhy— rﬂ)_l:d:dhﬂ —%) Lok (Jnod. ‘f)

0. (mc'd. T‘)
7y
0 . (mod. ;)

Damit die letzte Kongruenz erfillt sei, muss, da h, beliebig ist, », alle Reste in
Bezug auf ¢, durchlaufen; jedem h, entspricht dabei ein einziger ganz bestimmter Wert
g zwischen 0 und z,—1. Die zweite Kongruenz, welche sich schreiben lisst

von ¥
£ & hy—, T’
3 v S hy— g =23 (mc-d, =k
Ty Ty Ty ¥3

ergiebt fiir jedes Zahlenpaar h, h, einen einzigen Wert von », zwischen 0 und #:5,—1,
weil g :7, relativ prim gegen den Modul 7':7, ist. Da h, h, alle méglichen Werte an-
nehmen, wird » alle Reste in Bezug auf #':¢, durchlanfen. Endlich ergiebt die erste
Kungrueuz,. da d, : ¢’ velativ prim gegen A : ' ist, stets einen einzigen bestimmien Rest
in Bezug auf den Modul 4:7‘ als Wurzel fiir »; und, wihrend h, h, h; alle Zahlen durch-
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laufen, durchliuft » alle Reste in Bezug auf 4:7. — Hienach erhellt, dass jedem ganz-
zahligen Wertsystem h, h, b, ein einziges bestimmtes Restsystem 1, 2, , welches Lk
ganzzahlig macht, mlhlnuht demnach weiter ein einziges gﬂn?mh]1=w=- Wertsystem [ E e’
Schreibt man der Einfachheit halber wieder & I, statt .|",".|' so gilt nun
folgende Umformungsformel zweiter Art ganz 1]1(:‘91119:11 . ]. n]mn jede Vorans-

setzung betrefls gemeinsamer Teiler der Substitutionskoefficienten:

;J xS o
T —1 &0

18) Dhihab, f(h,, } — 2 57' 5 >’” £ (e b3ty m, ol +Bala 1ol b ol FBalaF 74l
e

'

Die ]3eﬂf_:ulimg von .--!_, ', 7, m'gmhl, das Formelsystem 17). Bemerkenswert ist die
Einfachheit dieser Formel, indem die in den Formeln 15 und 16 verbleibenden Zwischen-
grossen hier alle hinausgehen. Anch verschwindet der Mangel der Symmetrie
in Bezug aunf die Substitntionskoefficienten durch die wohl einlenchtende
Bemerkung, dass man in der Formel statt der angegebenen dreifachen end-
lichen Summation anch folgende setzen kann:

gk i o

= -1“—l : " S

rg=—1 Ty T =1 T —1 .. e ;i

I u_

0

Die 1'%]1’+:<Iel'zahl ﬂm- dreifachen r-n{l!ic:hﬁn Hummn ist immer . '|-’,m‘ der im § v
benutzten Voraussetzung ist ' = 1, 1; dann geht Formel 18) unmittelbar in
Formel 12 iiber.

IV. Formel 18 ist nicht véllig analog der Formel 9, welche die allgemeinste Um-
formung zweiter Art fiir eine Doppelreihe giebt. Verfihrt man mit der Doppelreihe
ganz ebenso, wie vorstehend mit der dreifachen Reihe geschehen, so ergiebt sich folgende
in ihrem Bau der Formel 18 ganz analoge Gleichung:

)
el

+ T
9) .>.._I"I;"" f(h,,h, >J' 2 >F ey 0L+ 1, ol Bl +)
—

.1 1
ry—1 JI ~+en

— 2, Z >'r’ e, 86y, al Bl ),

wo 7, den grissesten Teiler von «, und 8, z; denjenigen von «; und {#: bezeichnet. Die
Formel 9 lisst sich als eine Verwandlung der in 9 vorkommenden endlichen Doppel-
summe in eine einfache Summe ansehen, wobei aber eine durch Kettenbruchentwicke lung
zu berechnende Hilfskonstante in die Formel eintritt. Die entsprechende Umwandlung
der Formel 18 wiirde eine direkte Reduktion des Kongrnenzensystems &) erfordern.
Dagegen lisst sie sich bei Formel 15 leicht ausfilhren. Man 18se die Kongruenz
Egp I(mod. ¢*: r,), wo & g1ty — a,;a,; man setze dann




.:I‘ X
Lt-qe,d

s
wodurch die beiden Restkongruenzen in I) identisch erfiillt werden. Es bleibt dann nur
die Hauptkongrnenz durch das Multiplikatorprineip zn erfiillen, nnd Formel 15 geht in
folgende {iiber:

—|—-‘,c T’ i o -I'In"f

3 - i { H..--.- (& qreg =it F"|I\: -:;

>E1|]I=|Il y o S"‘ T 7, (41,4 'l ST s 0a7n) Ay ) Q4 Qe Qe
AL i = b e b
— 0 ity 5 A (1] — A7 A A

i
B = el o' — (e pat o)y SIS —-—‘i'” .r‘. (3 peat-0""r) Ay,
i :
3

3
o |

i : i .

&!u: — ’:f‘ﬂl _l__?,u _r_ ‘Jz_;_ {FHITE;' !_;'”"T_'i}':]‘:'.'
'3

Erfiillt man auch noch die Hauptkongruenz identisch, indem man ¥ aus der Kongruenz

A St
] 1 {mod. —) bestimmt, und substituiert dann
T . T

|'r1 — _fi,'-?r]__i.h Jﬂ 43 _i-rrf'bgrrﬁf _.l: [LH
T Ty & i

so ergiebt sich foleende Formel

W | 2

= o0
¢ " _'...'- A1 fid 3 i :
>_ h,lh, 1 -_f-_f-.r(‘/ £ =4 ; "'} ), Worin

i

T

L ' —apre'o, dotpey -1 dy
A = - A4 4 A g0 e —a F T Ay
e | N i qr,y D2 TEs 10375 | 5
= LT : BT ey TR Ay

vt —apy'd, L &4 dy 1y
| AN — Al _I : .’:_ | (_}uf j“ I"Jf{ { ff (i )J‘-H‘

|'.5 | ,EJ

Da aber diese Formel durch Anwendung zweier aufeinanderfolgender linefirer Substitutionen
entstanden ist, muss ein gleichwertiges Ergebnis unmittelbaver durch eine einzige Sub-
stitution wvon der Detarmmante 4 = *1 entstehen. Es bedarf keines Bewaeises,
dass, wenn die ganzzahlige Substitution

h = gl +alb+....4+¢l

' inn
die Determinante 4 = + 1 hat, dann die Formel gilt:
+o - oo

hyhs. .1 . |
;1 : 'n f{i]l.h.‘,_. . h ]' = Sj rlfuj(“]lllll ']"ﬁ!i‘rﬂ T | ﬁ[lllilll_l .

R 1 B2 1 )

Aber das Gebiet der Anwendung dieser Formel ist naturgemiiss ein beschrinktes. Wird
B. fiir f(h,, h,,...h ) ein Thetafonktionenprodukt gesetzt, und soll die nmgeformte Reihe

wieder aus Thetaprodukten bestehen, so muss die ganzzahlige Substitution gewissen Be-

dingnngen geniigen, welche den Wert 4 = -+ 1 im allgemeinen ausschliessen,
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V. Die Verallgemeinerung der Umformungsformeln des § VI fiiv nfach unendliche
Reihen geschieht analog dem in Nr. II und III des gegenwiirtigen Paragraphen fiir drei-
fache Reihen gezeigten Verfahren. — Den Angelpunkt des Problems bildet die in Il aus-
gefiihrte Reduktion des Kongruenzensystems § V, €. Der analogen DBehandlung ist. das
entsprechende Kongruenzensystem des § VI zu unterziehen. Mit der ersten Kongruenz
wird die zweite bis auf eine n—Igliedrige Restkongruenz verschmolzen, mit dem Ver-
schmelzungsergebnis der beiden ersten die dritte Kongruenz u. s, w. Ks ergiebf sich

: el ; n(n—I1 ol
eine ngliedrige resultierende Hauptkongruenz nebst {j] n—I1gliedrigen Restkon-

gruenzen. Das System der letztern ist nach gleicher Methode zu reduzieren w. s. f. Das
Endergebnis ist ein treppenfrmiges Kongruenzensystem, wie in II, D) dieses Paragraphen.
Aus ihm fliesst die allgemeinste Umformungsformel erster Art nach dem Multiplikator-
princip. — Fiir n = 4 z B. hat das treppenformige Kongruenzensystem die Form

el
d ¢ = mod, -

o f_ —: gl 40,0 o ( A )

A

i rff;‘,._l {

% li.._l o et
"_+ s 0 (mud_ et L)
T T

54 y "

0 (jm od, fr'i )

L= 0 (mod. %),

wo d,,, d,,, d,, relativ prim gegen die betreffenden Moduln sind, und =, , 7, , 7, grissesle
semeinsame Teiler von Partialdeterminanten der Substitutionsdeterminante

s
(]_',

bedenten; und zwar ist 7, der grosseste gemeinsame Teiler der vier aus den drei letzten

: ‘ : : : b d o od od 27 |

Zeilen zu bildenden Partialdeterminanten dritten Grades ( FlrE il S e y Ty der-
o, o, o, LEL LI :

jenige der sechs aus den zwei letzten Zeilen zu bildenden Partialdeterminanten zweiten

Grades, 7, derjenige der Elemente der lefzten Zeile.

Die in Nr. 1II gegebene Methode fiir die allgemeinste Umformung zweiber Art,
welche auf einem Fundamentalsatz der Determinantentheorie und der Benutzung des
Reduktionsergebnisses eben jenes Kongruenzensystems beruht, ist ohne weiferes von 3
auf n tibertraghbar. Die durch den Algorithmus der Reduktion zu bestimmenden Hilfs-
konstanten d, gehen, wie bei Formel 18, herans. Die Endformel lautet fiir n 4

Dt
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SJ bahg o - ; o T = .
1) ,“—I 3 *f(hy, by, by by) = 5 - " - Ly e, Xy 2y o)
e :

v B e i o W o N R B WS

T L
wWo R

Es hat keine Schwierigkeit, die entsprechende Formel fiir eine nfache Reihe auf-
zustellen. Der Erwihnung wert scheint mir noch folgende leichte Begriindung dieser
Formel. Die Summiernngszahlen /1, /;/, haben das Kongruenzensystem § VI, &), n — 4
gesetzt, zu erfiillen; dies geschieht identisch, wenn man setzt

— I B | Nont B figiaad Ly - '
r'rt s ‘J"ri et s iin Hatho ety T Hy Yo

wofiir sich schreiben liisst

= ([

Nun durchlinft /, wenn man zuniichst 1, = 0,1, .....4:71. L, w=y=y=20

T o 8

und ausserdem durch den grissesten gemeinsamen Teiler von 8,8

S
234 £ g

By By — soweilt dieser nicht auch in #,, steckt — teilbaren Zahlen; setzt man weiter

310 i o1

setzt, alle durch =

vy = 0,1, Tyt Ty —1, so durchléuft / alle durch rz, und ausserdem durch den
grossesten gemeinsamen Teiler von 8., 8., 8., 8, — soweit letzterer nicht auch in Ty,
steckt — teilbaren Zahlen. So weiter schliessend, erkennt man, dass ¥y, ¥, ¥, ¥, gerade
die in Formel 19 angegebenen Intervalle durchmessen miissen, wenn [, alle durch den
grissesten Teiler von g, 8., #,., #,; teilbaren Zahlen durchlaufen soll, was zufolge
S VI, %) erforderlich ist. — Doch entbehrt diese Begriindung der volligen Strenge, welche
letztere nur durch die in Nr. IIT des gegenwiirtigen Paragraphen angewendete Beweis-
methode zu erreichen ist.

§ VI Formeln fiir das Produkt zweier Thetareihen.

Die Potenzenreihen fiir die elliptischen Transcendenten 1 erfiillen, wenn der reelle
Teil von logq negativ, die Voraussetzung der unbedingten Konvergenz; auf sie ist daher
die im vorhergehenden dargelegte Umformungstheorie anwendbar, — Soll die Substitution
h = al+pl, h, = ol+p1, angewandt auf J3(x, q"). % (x,, g"), wieder Produkte zweier
Thetareihen liefern, so muss sie die Bedingung aaf--a,ep, 0 erfiillen, woraus folgt
af:efy — —a, :a, also, wenn a =a’.a", a, = aja eine belichige Zerfillung der ganzen
Zahlen a und a, in ganzzahlige Faktoren bezeichnet:

M E L 1 R LS — e ] A il el ik L ¥ R o Tk ] [y [Py |
e =8.¢; f =8, 6= a'y, By = alp, 4 = af—a,8 a,a g -araqyd,

Behufs Anwendbarkeit der Formel 10 bestimme ich, es sel a relativ prim

T

gegen a;, ¢ gegen aaty, 1 gegen aa’p. Dann ist nach § IV, wemn man ¢ — 1
nimmt, schliesslich zu setzen
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wo ¢ und d; relative Primzahlen zu o+ bezeichnen, die die beiden Quotienten (ad,—gd): A
und (e, d,—p,d) : & identisch zu ganzen Zahlen machen; ihre Berechnung ist in § IV an-
gegeben. Nach gehoriger Rechnung wird

- v P Dy . ¥ R A
l_’_!_{ lv — g 2;___‘-4 u'_ 22 = (i‘ i j g i u ,f') (_‘. ¥ g o TR i ._J)
ah®*-ah) — aa - f-a’a 4, £ - T d,f 2d ~|- < i-ﬂ.l;lr! d; |a'a; 4, d
a-'lf’;x—:f:_,f_.'xl a; - a''gx, (a px—a/ rF'.\,ld —(a;pxtagx,)d
hx+hx, : [ ey ]
B Ay A

i 2 o i /
oder ah*+ah! — A/2LA L +_4‘: (Ad {—A, L)+ ;1{_%_1;-;._1,[&'2): hx4hx, = XI-} _‘-.’,I,-ia_:;, (X4,

1

a' ada i | T

i c_f.'g i S &, ttir_(x i e} v .&1 - at'yx,
A s 5 AT = X = : :

A, i, b A

: ) : 5 . o ;tlL'-'-J-;LIhI" Zithx--h,x;)
Selzt man hienach in Formel 10 ein f(h,h) = q .8 , 80 erhilt

man nach gehiriger Reduktion;

J. -

: 2iv s -
|: ‘I.t‘.l ;\.I(I!' l:l LY X —X fill . el A
= a o U L _ . Ouse  dvi, log
1‘)J{X;‘l ) 3 ‘pju(‘\_-“ ':J_ J) — Z g 4 ":i( \ <1 (_'”_ _‘l_ — f |_l [_ _U"-‘_{l_.
— 1

(8] ..’n"l ""‘2

 Oypre il logq Ay

In diese Formel setze ich
_ ; . i : s 1 iy
gprr g0l logq . . e,076 , €01, log q
X 2 B - i 4 X, b
21 /f“ "":1 ‘4‘13
wo 4, einen Teiler von 4, 4,, einen Teiler von 4, , ¢ und ¢ beliebige Zahlen bedeuten.
Ich frage, welche ganzzahligen Werte & und ¢ annehmen konnen, wenn X sich nur um
Vielfache von 7 und i.logq", X; sich nur um Vielfache von 7z und i.log q*' éindern soll.
Es wird
ffnln‘ HIJJJ

7 f = [ugq ;

‘_a.iE' ;1EL £

X
LLF,
”"'1:*E ayf

1|'l['|' Li
o = ok < n x A : LA
Die Koefficienten von px und oi.logq” mnd gi. log™ werden, wie hestimmt,
g & H )
ganze Zahlen, wenn man setzt

. — o, g g e s r
£ — = 8, § = a = a,p, odere = a'p

Es werde
ae--a 8 : A fe+- 8

it v —yoilogq - S —_-’,-‘:!!1 prt-tyoi.

X — =

\, d),




Dann wird

K o i & Do gl s fa-l- 2 M A 3 Ay
gjrfl-\"":--- ¥, d) (53— = S — _; {zadii.logq +5di logq )
|
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CE hi.log g pot Boy (5400 o
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Wirft man alles, worin ¢ und e, jedoch nicht zugleich g und », vorkommt, anf die
linke Seite, so geht nun die Formel I iiber in

o it |
gioegse Xl
= 'J.':l oty :f
.'l(]| ut ..

o Opr di, [Ug‘wi'll NS S g i dii. logg™ : .x.)
=1 T !-_. | )"‘rﬁ =1 id [f! I ‘If_“' 14

(A3 Ayy)

mal P

o

{"“'l &y 5= L \') -’].l s ‘ it Iln )Um T
P \ iy dy A, 4y J_- i —“lJ

WO s = B

P

Die erhaltene Gleichung summiere ich in Bezug auf p von 0 bis #,,—1, in Bezug
aut ¢ von 0 bis 4, —1. Auf der rechten Seite ist nur P, in Bezug auf ¢, P, in Bezug
auf ¢ zu summieren, da sonst rechts ¢ und ¢ nicht vorkommen. Nun ergiebt sich fiir

die beiden vorhin angebenen Wertepaare von & ¢, Folgendes, worin ;_
A aq

gesetzt ist:

SMons

Mithin ist, da ¢ und d, relative Primzahlen gegen ./ sind, in beiden Fillen

Y PIJ'

Je nachdem » durch o, l.eiilmr oder nicht teilbar ist; ebenso

4, oder 0




A
2_ P, = 4, oder 0
)

@ 1
je nmachdem u durch 4 teilbar oder nicht teilbar ist. Mithin fallen rechts eine Menge
Glieder fort, und es bleiben nur iibrig die Glieder, in welchen » durch A, , p durch 4
teilbar ist, d. h. es ist zu setzen w .4, fiir p und ». 4, fiir », wo das neue u die Zahlen
das neue » die ?then 0,1, ...... 4,—1 durchliuft; und diese
ibri ig h]mbmnle ‘:unnm- erhiilt den Multiplikator A, .4, . Beriicksichtigh man nun noch
die durch einfache Rechnung zu erhaltenden Gleichungen

ke, —E&
2 e D |
LAy
11
und setzt man schliesslich wieder x fiir &, x, fiir &, so folgt:
IT) Es ist
A =14 —1

- o’ : P e oilogq
> 5 o A ‘r(‘_4_r”7_l _l.

21

14 —1

> Z i .:»j(x-#‘"-“‘"—t

A

12 i
wenn A, A, . 4y dy = o 4 = ala"g el atia’ W

a4, 4, A & (PX—a X,
--j J\_ — i ". —

A = aia ‘A 4 i 44 4.4,

12

ist, d und J, gemiiss § IV bestimmt werﬂell, und
- - =1 i e 1 2 2 aln! Y i N A "
entweder ¢ = a'iy, £ ayp, 8 Fag = a d-].:f_. Xg—X 8 ”JJ__,'\,

oder ¢ = a'p, &, = —aly, ag, |8, = a’ald, xe,—xe = — 4, 4 X ist.

Bemerkenswerte besondere Fille dieses allgemeinen Theorems ergeben die drei
Anmnahmen: 1) 4, = 4, 4 = g = dy = H Ay =4, 4, =1, 4, L,

14

4, = A4 38) 4, = 4, = 4,4, =1

12 12

Fiir jedes Zahlenpaar aa, ergeben sich, ganz abgesehen von der Willkiirlichkeit
der Zahlen ¢ und 1, verschiedene Formeln je mach den verschiedenen Zerfiillungen von
a und a, in zwei Faktoren; ihre Anzahl ist 2mm, oder Zmm,—m, oder 2mm,—m oder
2mm,—m—m,, je nachdem weder a noch a, eine Quadratzahl ist oder a eine solche ist
oder a, es ist oder beide es sind. Ein gemeinsamer Teiler von a’ und a* resp. von a; und
a, ist immer quadratischer Teiler von a resp. a, und beziiglich gréssester Teiler von e,
und #, resp. « und 8, d. h. gleich f resp. f, in § IV, Ist entweder a' gegen a" relatiy
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prim, oder a gegen a;’, oder beides zugleich,
e, 0, = f#

so sind die Anmahmen § — «
1 # resp. beide zuliissig. I
folgende Theoreme:

11 ‘31 = A
Dann ergeben sich aus I) und IT) beziiglich
I -Sind- e a'al 8y = ma', d = 4.4, irgend welche Zerfiillungen in zwei
Faktoren von den Zahlen a, a, und 4 — aja’ ¢ -|-a !
(¢ gegen a a'y, 1 gegen a a’gp sein muss, und ist

resp. d

Fala'y®, wo a relativ prim gegen a
F ¥l RN, [y et L el

- A = glg" "fse ied J’I"Jr'x & r'r'\'l X, — ﬂ'l X l 8 X,

J S T Hi N

A, ! ,..t‘] A, A,

so 1st, erstens, wenn a’ und a’ relativ prim sind,

L . i
lr}:L{_\__ | } J:Iix:: q )

a A
L 1. loo AN
l’;;( N—a'y)r 7 —a''p. e
|

: A,
= 17E J-l.]ngq
—, bl X Al ——a" 1
S5, o) (gt
F

zweltens, wenn a; und ai’ relativ prim sind
i - i K n
J;‘. (h-' [f \’ 2 &'I('\

Ap)
I AT
: 4, A, | )
s(X0 27)
_'.rr:I _,f_,_[
L Z’ Z .q1 i
4,0 0

; A ! A
= 2ivx; : LeTE o ad dogeg AN o 1L , idogg "
.8 .J_,,.(_\ -1 a,:a‘r-‘_’-f] — ' i | ) .1}:,'( X a r'h-’h +aqp 7 | )
drittens, wenn a', a', a', ay' relativ prim zu pelten  beide
zugleich.
IV.)
2o

2y SO ist

je zweil
Gelten dieselben Bezeichnungen wie in ITI) und ist ausserdem o

sind ,

Formeln

L R,
1

jll
> Ada’ 2|r'.l' Y
g | X-aly

o7 i tii‘il)gil:l
> s\ Py—%9 :
"'l'_'l_t ‘:‘rll_]

V.0 (x Lol 4 iy ilo8a
o1 4, ’q)"’ﬂ(_"‘l"u"f.f Y
— ] >5’ >fr' ':-' 1 1-!_: —2i

..fl'”)
2] "":1
Aoy Ziadu X1 o7t

,-f._” 0 () I : Fil g
ist nnd erstens

rn ]n C
l gl l[) o ( —-.t a"‘
=

wenn a' mnd a”f lvlﬂtn e Primzahlen f-:m:l

P L Ry
1 : N adls? Risdx

-1 > -}—’u g
A0 1

ey vi.logq
- aty ;

A
- 7 1. log ¢
_.'}_,(\—n’r,r-'”-' gl 0Ed
5 i
Zweltens,

12 'J_'_J
wenn a' und a;' relative Primzahlen sind
dio—1 fiq-

A
21X 12 . logq
f *21 - ol i
: by (.\ +a g / —a
14 :
ist, driffens

: Ay
A wdogqg o a
m o= [ B . F) iy
L] it A4, i ) 7 (\ =P | 1
s, wenn a’, a", aj, ay relativ prim zu je zwel sind, bei i
gleich gelten,

beide fiir R nngpgﬁhf-nr- Ausdriicke zu
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Aus dem Theorem III ergiebt sich die allgemeinste Formel von Schréter (§ 1, b
auf 8. 6 der zweiten im Eingange genannten Abhandlung), wenn man a' — 1, a" = a,

v — 1, a = a,, 4, = 1, 4, — A setzt und ausserdem x und x, durch X und X, aus-

1 1 b

driiclkt, Thr zur Seite stellt sich eine zweite Formel, die der Annahme a’ = 1, a' = a,

i 3 : ; L e
a! = 1, a' — a, entspricht. Wenn a und a, absolute Primzahlen, so sind dies die

L
beiden einzigen Formeln, In meinen Bezeichnungen und fiir beliebiges o, und 4 lanten
gie S0

A—1 A—1 J; 4
1 >.. >J- ar? Riex g (rlf X— %, TRy c"l{_ll’J'l-_ 1|lg r_l"' 2y
s ( -] o i = =
4 * / A 4, 1

0 4 4, ’

\n} :j'__:{:\'_-‘i;z}. ”H"‘:X]: EJ-.||:l ==

a8, XX, _]_.’Lr;-.r.';.-:_r_“ri. log q

A A

ey | i | 2

| v A,

1 1

—20x, (ef-x—r-'l'.\rl . (puTE .ftl.«f-r-iiolr_{q'j’ _-f-')
s -1 3 q
it s ;.
% 9 (ata_.'-:\' +-agpx, I_.-1l:,f-;a,-f'_:_fl,nj-ilc+g1l % flﬂ:lul)'
3\ 4, AT A, i
4 = agp*+a?, a relativ prim gegen a,, ¢ gegen a;, i gegen ag.

4i—1 44— 4,

. a
> ¢ B\ w Yy T %ix E—ax,  alus kil 4
VI ‘.}:;[xj q L}- 9.(x,, ‘t'l-r.;l Z gt ) ; ] .'J'_,(”r p [ 2hs L ,;r Ty C;{_‘,' g # ‘
i <Hq LE ] P k)

] v
Ay

% 9 (:U!rx—;—q:{l L. 'd-dr-"I'.i. f lug qn] 4y
3 A b Aq
4—1 e
>_, (l-"l-'"'u 'fN'|_ ”_“(;l,ra\c—a.r;"xl 4 q’:lrz:-r_al-,f.'fl:-‘l_.lL‘ll_g_([_ 4
0 2 Ay A, Ay i

J_'
% 5 (aaln'l)c-'--qr-:{l + a Yt | rf.t'i.lﬂgqull;ﬂ
g A Ay Ay

wo 4,4, = 4 = g?+taa?, a relativ prim gegen a;, ¢ gegen aa .

Zwei entsprechende Formeln ergeben sich aus dem Theorem IV. Sie scheinen
mir von Bedeutung fiir die Theorie der Modulargleichungen in irrationaler Form. Eine
Auseinandersetzung hieriiber, ebenso wie die Darlegung weiterer Anwendungen der Reihen-
umformung, welche sich auf die Theorie der Thetafunktionen von zwei und mehr
Variablen beziehen, muss, da der dieser Arbeit zur Verfiigung gestellle Raum erschipft
ist, spiterer Vertffentlichung vorbehalten bleiben.

Kinigsberg i. Pr., im Februar 1891,

Eduard Huebner.
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