Beitrag

zur

theoretischen Erkliirung der Interferenzerseheinungen, welehe Platten aus Iwillings-
krystallen im konvergenten polarisierten Lichte Zeige.

——e—

l )ie Interferenzerscheinungen, welche Platten aus Zwillingskrystallen im kon-
vergenten polarisierten Lichte zeigen, sind fiir mehr oder weniger specielle Fille schon
von verschiedenen Seiten behandelt worden. Am vollstiindigsten ist dieses wohl von
Fr. Pockels fiir Zwillingsplatten optisch einaxiger Krystalle, deren Grenzflichen der
Zwillingsfliche parallel sind, geschehen (Nachr. Ges. d. Wiss, Gottingen, 1890). Hier, wie
in der ,Physikalischen Krystallographie* von Liebisch (Leipzig, 1891) findet man auch
die einschligige Literatur zusammengestellt. s soll nun im folgenden der Versnch
gemacht werden, eine allgemeine Theorie zur Erklirung der in Rede stehenden Erschei-
nungen zu geben, dieselbe moglichst weit zu verfolgen und dann auf einige spezielle
Fille anzuwenden.

Da es sich nicht um Messungen, sondern nur um die Art der Erscheinungen
handelt, so sollen ausser den bei der Behandlung von Interferenzerscheinungen in Krystall-
platten auch sonst fiblichen beschrinkenden Annahmen nach folgende beiden gemacht
werden. Krstens sei vorausgesetzt, dass sich die Richtung der Lichtwellen bei dem Tber-
tritt aus einem Krystallindividuum in das benachbarte nicht indere. Diese Voraussetzung
st zulidssig, da die Brechungsindices in dem ganzen Komplexe von verschiedenen Tn-
dividuen derselben Substanz sich innerhalb gewisser Grenzen sehr nahe kommen, Sodann
sel angenommen, dass an der Grenze zweier Individuen keine Schwiichung des Lichtes
durch Reflexion eintritt.

Ob die Verwachsungsfliche parallel oder senkrecht zur Zwillingsebene liegt, ist
gleichgiiltig; nur sollen fiir einen Zwilling ans mehreren Individuen alle Zwillingsebenen
unter einander und alle Verwachsungsfiichen unter einander parallel sein. Die Richtung,
in welcher die Grenzflichen den Zwilling schneiden, ist vollkommen beliebig. In § 5 und
5 6 werden die beiden Grenzflichen einander parallel angenommen.
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& 1. Durchgang des polarisierten Lichtes durch m Krystallindividuen derselben Substanz,
welehe untereinander nach demselben Zwillingsgesetze verbunden sind.

In Fig. 1 sei die Ebene der Zeichnung parallel zu den Lichtwellen, die sich in
dem System von m Individuen fortpflanzen und simtlich aus einer einfallenden linear po-
larisierten einfarbigen Lichtwelle entstanden sind, Die Schwingungen des in das erste
Individuum eintretenden Lichtes mogen parallel OP stattfinden und durch die Funktion
a cos ¢ dargestellt werden. Beim Hintritt in den Krystall zerlegt sich dieselbe in zwel
Schwingungen, welche senkrecht zu einander stattfinden und sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten fortpflanzen. Die schneller fortschreitende Schwingung finde parallel OH,,
die langsamer fortschreitende parallel OS, statt. Der Winkel POH, sei gleich i, wobel
der Winkel hier, wie auch spiiter in dem Sinne positiv gerechnet werden soll, welcher
durch die Pfeilspitze in der Figur angedeutet ist.

Die beiden Schwingungen werden dann durch folgende Gleichungen dargestellt:

1 h, = acosu cose, 8§, = —asini cos .
1 r 7 il v
Bezeichnet man den Phasenunterschied, den die beiden Schwingungen beim Durch-
gang durch das erste Individuum erlangen, mit 2 4, so treten folgende Schwingungen aus
dem ersten in das zweite Individunm:
(2) h, = a cos 1 cos (v — 4,),8, = — asin cos (v - ).

Jede von diesen Schwingungen wird beim Eintritt in das zweite Individuum wiederum
in zwei zerlegt, die auf einander senkrecht stehen und sich mit verschiedenen Geschwindig-
keiten fortpflanzen. Die schneller fortschreitende finde parallel OH, statf, die andere
parallel 0S,, der Winkel H,0H, sei gleich 9 und die Phasendifferenz, die diese beiden
Schwingungen beim Durchgang durch das zweite Individuum erreichen, sei gleich 2 4,
Da man die Schwingungen, welche in derselben Richtung stattfinden, durch Addition
susammensetzen kann, treten dann in das zweite Individunm die Schwingungen.:

(3) h, = a cos 1. y cos (z — 4,) — asiny. o cos(z + 4,)
8, — —acos.a cos(z — 4y) —asiny.ycos(v |- )
ein und aus demselben freten die Schwingungen:

4 h, = & cos .y cos (z — A, — A,) — asin. gcos (t | 4 — Ay)
§, == — & cos . ¢ CO8 (vt — A, + Ay) —asiny.ycos(zv + 4, -

1),
worin cos & = y, sin 3 = ¢ gesetzt ist.

Da nun jedes folgende Individuum mit dem vorhergehenden durch eine Drehung
von 180° um die Zwillingsaxe in parallele Stellung gebracht werden kann, so sind alle
Tndividuen von ungerader Stellenzahl unter einander, so wie alle Individuen von gerader
Stellenzahl unter einander, gleich orientiert.

Die Schwingungen finden also in jenen parallel OH, und O5,, in diesen parallel
OH, und O3, statt

Die Phasendifferenz, welche die beiden Schwingungen im pten Individinm erhalten,
sei 2.4,. Dann ergeben sich durch Betrachtungen, die den obigen analog sind, die nach-
folgenden Schwingungen beim Austritt aus dem dritten Individuoum:




(5) h; = acos yioos (v — Ay — A, — /) — asiny y o cos (z -+ Ay — A, — A,)
|- acoso®cos(z —dy -+ Ay — ) + asinyyocos (v 4, + Ay, — 4y)
8y = 8Co8 Yy ocos (¢ —d, — 4, | d)—asinpodeos{z & A —dy + A,)
—acospyocos(v—d + 4, + o) —asin @y cos(v + 4, + Ay, + A4)
Vergleicht man (2), (4) und (5) mit einander, so ergiebt sich, dass
1. von den Kombinationen der Vorzeichen in cos (¢t 4, = o4, ..,. + 4,) jede einmal
vorkommt,
2. die Glieder mit — 4, in h,,, die Glieder mit + 4, in s, vorkommen,
3. die Glieder mit — o, den Faktor cos 1, die Glieder mit + 4, den Faktor sin 1 haben,
4, zu jedem Gliede der Faktor #f ¢" hinzutritt, worin f die Anzahl der Zeichen-
folgen, w die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der .4 bedeutet, und
5. die Glieder mit sin @ den Fakfor — 1 und simtliche Glieder noch den Faktor
(— 1) haben, worin n gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe
der 4 1st, bei welchen das o von gerader Stellenzahl positiv ist.
Man wiirde demnach beim Austritt ans dem pten Individunm erhalten:
(6) h, = & cos 1/ }_ (=D)yfovcos(z— A, T AT dyo... TAy_y — A)
— & §In ?IJ.'Z (=D2yto"cos (v Ay +dy o+ Ayovins = dy—y — Ay)
8) = & cos iln'le::— Nryfio¥cos(c— A, T4, T4,.... T dp_1-+ 4y)
— g gin z.,!ry(-— Lryfavcos (vt oy L dy Ty +dy_y + Ay
Beim Eintritt in das (p 4 1)te Individium entstehen hieraus die Schwingungen (Fig. 1)
hygy = yhy—osy sy, oh, 4+ ys, fiir gerade p,
byy1 = ghy + 08y, 8,5, =—0ohy+ ps, fiilr ungerade p.
Allgemein wire also:
(7) hyj1 = yhF(— 1)~ 'os, 81y = (— 1)?ah; 4 ys,.
Beim Aunstritt aus dem (p -} 1) ten Individuum ergiebt sich daher:
hyy.y = BCOE r,-"Z (—1V)2pftlavoos(r—d, Ty T dye.o. Fhdyy—dy—dyiy)
(8) -+ acos 2 (—=l)jrte—te" T lcos(c— A, T Ay T dy.... Tyt dy— A5 4. ))

— asin a,HZ{w Doyt da%cos (o f A by L dy oo oo+ dyy—dy— Ay ,)
a sin f_!rZ(-— 12 p=talgWitlaos (7= Ay - Ay 4= Ay o + Ay — i - dy — Apa)

- R R i}

gy — 8008 r__f'>_.(-— 1yrkRyla®tleos(v—o) Ty Ty s Fdy—1— Ayt i y)

-+ acos r__hs'(—- 1}tyftlo¥cos (v —dy TdyFTdyonii Tap—1-+F dy+ 4y 01)
— & siny Z( Detroto¥tilcos(ect+ o) - dy=dyo b dy—y— A, + 4, 14)
— g sin a;:?{-— Neytlo¥eos(z + 4y 4 dy4 Agouv ok dy—q + dy + 45 4-4)

Es ist leicht zm ersehemn, dass auch diese Ausdriicke den obigen fiinf Bedingungen

geniigen, wenn man dieselben auf (p 4 1) statt auf p anwendet. Damit ist die allgemeine
Giltigkeit der Gleichungen (6) erwiesen. Jede der Summen enthiilt darin 27 —2 Glieder.
= =]
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Die auns dem letzten, dem mten Individuum austretenden Sehwingungen sollen nun (ol
durch einen Analysator sich fortpflanzen, welcher nur Licht hindurehlisst, bei dem die
Schwingungen parallel OA stattfinden. Der Winkel POA sei gleich y und der Winkel S
H, OA gleich «. Hs folgt dann:
(9) a = y—1p fiir nngerades m,

a = y— P — & fiir gerades m. (

Die aus dem Anmalysator tretende Schwingung wird dargestellt durch:

(10) Ay = hycose s, 80,

Es ergiebt sich daher aus (6) und (10):
A, — acosacos ier{--— ry*ovcos (v —dy, Ty Fdy....Fdu—y— Ay

(11) — a sin ¢ sin r;’lz (— 1Py omcos(vt Ay + Ay -y oot Ay + du)
— 8 c0s @ sin t,”S (—D)vyfo¥cos (v dy Ayt dyiiii L dn_y— dy)
+ a sin ¢ cos E,HZ(— )2yt oY oos(t—d, T Ay F Ayvive T dm—gt -dn)
Dreht man in einer der Rethen — 4 T A &= 4y .... F du—| — 4y und
— A T AT Ay T Ay + A simtliche Vorzeichen um, so bleiben die Anzahl der
Zeichenfolgen und die Anzahl der Zeichenwechsel dieselben. Zeichenwechsel, bei denen
gin 4 gerader Stellenzahl positiv ist, gehen aus den Zeichenwechseln hervor, bei denen =

dieses 4 vorher negativ war; ithre Anzahl ist also jetzt w — n. In den Reihen der ersten
Art muss w eine gerade Zahl in den Reihen der zweiten Art eine ungerade Zahl sein.

Fiir die Reihen der ersten Art erhilt man daher (— 1) = (— 1)*—1, fiir die Reihen der
zweiten Art dagegen (—1)® = — (— 1) —7, Berficksichtigt man dieses, so erhilt man:
Am=—a c0Bacosy Z (—1)n pfgw [ms reos(dy - dy - dy.... T dm—1F dm)-fsinzein(d Ayt Ay, o Am—1F _-Im]]
— & sin n 85In w > (— 1)m gTaw [COS reos(dy Ay Ay, A — 1 dm)—sBineein (4 Fdg Ay A — 1 Jm]]

(12)
— 0 COB a &IIL 10

(— 1) » gTow [COH raos(dy b dibdy L it dm = — du)—sinesin (A A ok dn—1— .-.Fm]]

— & 8in « cos vy

MM

(— 1)n yt gw [co:-:: cos(dy + dgt oy, ..t dm—1— dm)f-sinesin (4 dg Ay oo dm—1 — ;f[..]]
Setzt man:

O = cos {a:} S‘ 1) yfoweos (it Ao Ay ... - Ao — 1 3 i) — sin (e ) }§ (—1)n yLowens (dy -k g+ Ay, & dn—1— Hm)

Sm=— c08 frn— J}Z( 1) nylgw sin (dy=tEdadds.... & dm —1 = dm) — sinfe — J'JZ[ L)nplowain(dy + Ao+ dy.... + dm—1— Ju),
‘so folgt:
(13) An=aCpcost 4 aBasine.
Fiir die Intensitit des austretenden Lichtes ergiebt sich:
(14) Ii=sad(Qn =B,

§ 2. Drehung des Analysators oder des Polarisators um 90°.
Dreht man den Analysator um 90°% so wiichst ¢ um 90% man erhilt nun die

Intensitit:

Tl —="nf {“mu: SIBm_]




C'm = — 8in (e - |_r-:|>-._|:— 1)n ;.'-' a¥ cos (4 -+ A, o R . [ g m) — cos (e -} |.-'-".Sr{—'I]ll;-fr[“'cos{;?l =y A + dm—1— m)

dgvei s thdm— 1~ dm)

"

S'm = — sin e - ’.']‘>_'L' ~l)uyfa¥ gin () LAy dy oo b A1 i) — cos (e — -,-]2_(— 1)nyfawein (4 - 4, +
und es ist:
{Im 'E' I:m] fl &:3 — Uru? '|‘ sz "r' Gmm 'i" Sm"2
A = i 2, g . | 3
C = [> (— 1)n yTgW cos (dytdyt Ay 3 Am— 4 - Jm:l] T [Z(— 1)n . Low cos () - Aok ey ot oy — -"flu:']
= : | 4 = ; A
=+ [‘S[_ L)oyfawsin(dy Ayt Ay .. i —y b Jm]J - [> (—1)nyfowsin () + 4y 4 dyiaet dm—1— -fm)]

Die Quadrate der Summen bestehen aus der Summe der Quadrate der einzelnen
Glieder und der Summe der doppelten Produkte je zweier Glieder. In jedem von diesen
doppelten Produkten muss wenigstens ein Glied .7 vorkommen, welches in beiden Faktoren
verschiedene Vorzeichen hat. Sind die Vorzeichen bei w1 verschieden, so kann man
die vier Produkte:
(—1)™ ph a%icos () + A,

(— 1) o yh v sin (A, + A,

(—Lym & mph =1 w1 cos( Ay -+ A
(—1jp:dm :_,|'1 — 1 g1 4 1gin [_41 - - Aa

: Agoes F- Am — 1+ ./fm} (—1)m }'r’ a%: 08 {a.‘.ﬁ = .-f-_: _: .‘f;; iiee— dm—1 + .'fm}l
gt |— Am— 1 & 'L .J‘fru’}l:— 1) os :,'f: % gin I{_-’fl - ./?‘-'_t '_=' Agoiino— dm — 1+ Am}

'-"".'i R P | P Am) (—1)na —m 1 ;r’u + 1 gwa—1 gpg (,f_fl _'|_ _,;'3 __|_' Agiiii— Am—1 — A'm)
Ay — 1 — A (— 1) —m 1 ¥ Lgwa=1gin (o, 4 A, - Ay oo — Am—y — An)
zusammentfassen und erhélt, wenn ., dy.ooo dy_y die Glieder mit verschiedenen Vor-

zeichen in den Produkten sind, als Summe der vier Produlkte:
(— 1) 21 + D yh + 6 oW1 - Wa 008 2 (4 A Tyt dm—1)F (— 1m0 1 it B a¥i + wa cos 2 (4 Ay Ay dn—11=0.
Es migen ferner in einem der doppelten Produkte die Vorzeichen von An 4 ein-
ander gleich und 4, das letzte . sein, bei welchem die Vorzeichen verschieden si nd.
Fasst man dann die folgenden vier Glieder:
(—Dhyhaveos (M- Ay -+ Ay r1t Ay 41+ dprs..+ Aw)
= l]l L] :_.I}. aWs ¢cog -f'{fl _]_ _4'2 . .— _’)(:I - .'.rp +1-4 zf:a -+ 3 : .45: 8., + Am),
(— 1) mshi — 2 gwy 2 pog (At ds. Ao — Apy1 4 dpyetdpys.. Am)
(— 1) v -+ 146 gwa cos (A Ay..— Ap— Ap 41+ Ap 2 Eadpts.. 4 dm),
(= 1) m A pyhi—1g%i +1cos (A Ay Aoty 11— AMp 1 27F Ap+4-8..— An)
(—1)ma -t Pyl —1 gwy + 1 gog (A As.. — Ap - J‘p +1— dp 42T AMp 5., — A'm),
(—1)mbp b 1pfi—1 g% -1 cos (dyd-ds.. Ay — App1— dp 2 F Ap+5..— Am)
{_ 1)m; + 11’;-I'| {- 1 g% — 1 gpg ((f‘] | ﬁf-d- i .:f[l e .‘l(]I o] = :f:- oo s — .'-"m}
und die entsprechenden, in welchen sin statt cos steht, zusammen, so ergiebt sich als
Summe derselben :
(bt fom o mic0s2 (ch fx o Ay Ap) b (— )0k LRt B~ 3wt 2008 2 (e Sa ok Ay + Ap)
(=1)eatne ik fo—2 gws ok 4 20082 (b dx Ay .o - Ap) - (—-1)m A+ 0o+ 1 f oW+ w0089 (Edxtdy. ...+ 4)=0.
Die Summe aller doppelten Produkte in (15) ist also gleich Null, Von den
Quadraten kann man immer zwei
PO 0082 () & iy + Ay A —1 F Aum) + P03 sin? (4 Ay - Ay dm— 1t )= y2tgw

zusammentassen und erhiilt dieses Glied so oft, als sich in der Reihe der ¢ Vorzeichen-
kombinationen bilden lassen, welche w Zeichenwechsel enthalten. Es folgt also:
(m — 1) (m — 2)

Cr® |- 8,2 + C'm? - 8t = e o ] yEmi= 4| 1 2

'-,Enl— 6 gd + Lt ..}_.;zm— 2
={;"""'[' gffm—1=1,
Fiir die Intensitiiten erhiilt man daher:

{]bj Jm =+ I":n = gl
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Bei Drehung des Analysators um 900 tritt daher in jedem Falle die der urspriing-
lichen komplementiire Fiirbung des Gresichtsfeldes auf. Dasselbe findet, wie leicht ersicht-
lich, bei Drehung des Polarisators um 900 statt, HEs geht daraus hervor, dass man bei
der Frklirang der Erscheinungen, welche idiocyklophane Krystalle zeigen, die pag. 1 ein-
gefiihrten Voraussetzungen nicht simtlich machen darf, dass wvielmehr bei diesen Fr-
scheinungen die Reflexion an den Grenzflichen eine wesentliche Rolle spielt.

§ 3. Die Kegelflichen tg 29 — const.

Die Gleichungen (13) und (14) geben die Intensitiiten des Lichtes, welches den
Krystall in einer bestimmten Richtung durchdrungen hat. Betrachtet man nun den Krystall
in konvergentem polarisiertem Lichte, so wird das Gesichtsfeld die Farbenverteilung zeigen,
welche ebenfalls durch jene Gleichungen gegeben ist, worin aber die 4 und die Winkel
a, 1 und & von Punkt zu Punkt wechselnde Werte haben. Die Veriinderlichkeit von 4,
« und 1w tritt auch bei den Erscheinungen, welche eine Krystallplatte aus einem einzelnen
Individuum zeigt, auf; es kommt also fiir die Zwillinge noch die Veriinderlichkeit des
Winkels ¢ hinzu.

Setzt man in (13) die aus (9) fliessenden Worte von « ein, so erhidlt man fiir

ungerade m: 17
Cm = 008y z{— 1)n pfow cos () L st Ay.oo bdm —1 A Am)— 5inz>—_{-— 1)8 yf oW cos (A = Ay b Ay oo A —1 — )
Bm=c05(z- '5".-"}_'I>_(' Loyl gw sin (fy = Aot Ao m—1+4 Am)- '5511!}:—‘—".-'.‘-5-'.’.—|)";'fn“'siist..-"l [ Aot Ayt Am—1—Am)
und fiir gerade m: (18)
Cm = cos'y Z(-—: 1)n of-+1 oW cog | Ay + s Ayl EAm 1+ ) — sin,—;}_' (—1)npfilaveos (4 + Ao Ayt Am —1— Am)

sin z>—{—- )0 of gw - 1cos (= Aoty = Am—1 4= A} co:u} (—1)nyfawt1gos () Ayt Ay

Sm = cos(x— 2uy) ‘>_ {— L)nyf + 1 gw gin (A o Ay Ayt Am—1 4 Am)

— sin(x — 2y) S- (—1)o A+ 1gWsin (4 = Mot Ay Am1— Am)
Jsin(z—2v) Z (— 1)n pt o + 1gin (A A ¥ Ayt Awp 14 An)

eos(z—2p) D (—1)nyfartisin (i Aok Ay k dnh 1 — )

.."ll:n —]_.:-',LIIF

Soll die Intensitit an einer Stelle gleich Null sein, so miissen 0, und S, fiir sich
oleich Null werden, Man wird also im allgemeinen fiir einfarbiges Licht in dem Inter-
forenzbild nach dem Austritt keine dunklen Curven, sondern nur die Durchschnitte wvon

zwei Curvensystemen als dunkle Flecken sehen. Da C, nicht von i abhingt, s

o bleibt

dieser Teil des Intensititsausdruckes bei einer Drehung des Priiparates in seiner Kbene
ungefindert. Der Wert, welchen  annimmt, ist fiir beide Teile des Intensitiitsausdruckes

von der grossten Bedeutung.

Da £+ w — m — 1 ist, kommen y und ¢ zusammen nur in geraden Potenzen vor
und man kann die Grissen C, und 8, so darstellen, dass sie nur sin 2 und cos 2 & und

nicht mehr sin ¢ und cos 4 enthalten.
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Der Wert von 24 soll nun fiir eine beliebige Richtung in dem Zwillingskrystalle
bestimmt werden. Die Figur 2 stellt in stereographischer Projektion die zn betrachtenden
Linien dar. Jede der Linien soll, da sie ja nur ihrer Richtung nach bestimmt ist, durch
einen Punkt O im Innern des Krystalles gehen und ihr Durchschnitt mit der Oberfliche einer
Kugel mit dem Mittelpunkt O soll auf die Zwillingsebene, welche auf der Zw illingsaxe Z senk-
recht steht, projiciert sein. Die optischen Axen im ersten Individunm seien A und A,/ und
mogen mit 7 die Winkel p und o’ bilden, welche kleiner als 900 sind. Der Winkel A, ZA, sei
gleich 2¢. Die optischen Axen des zweiten Individunums A, und A, sind dann dadurch
bestimmt, dass Winkel ZA, = ZA,, Winkel ZA,— ZA * sein muss und dass AZA, und
AJZA,) in je einer Ebene liegen miissen. Die Ebene ZX halbiere den Winkel A ZA,
und N sei die Richtung, fiir welche 29 zu bestimmen ist. Der Winkel XZN sei gleich
und Winkel ZN = op.

Wenn die Schwingungen, welche sich im ersten Individuum schneller fortpflanzen,
in der Ebene stattfinden, welche den Winkel A NA ‘ halbiert, so finden sie auch im zweiten
[ndividuum in der Halbierungsebene des Winkels A,NA,’ statt. Gehen die Schwingungen
im ersten Individuum senkrecht zum der angegebenen Ebene vor sich, so sind sie auch im
zweiten Individuum senkrecht zu der Halbierungsebene von A,NA,. In beiden Fillen
erhilt man:

(19) s XA NA; L XA NAY = — 294 %hx.
Nun ist aber:

il'i'

cos {N_-)klfl = CO8 o COS if - sin ] sin i COS @1 a.:', cos "\"12‘.) =C0S 0 C08 ¢ — sin i sin m o8 (n - &)
cos (A; NAs) sin (NA,) sin (NAg) = cos 20 — cos (NA;) cos (NA,)
=co0s 2p — cos¥p cos¥y |- siny sindy cos? ( 7-]- ¢)
= c0s2p 5in Jp — sin 2psin Yp gin? (i - &) — sin % cos gy
sin (A; NA,) sin (NA) sin (NA) = sin (NA, ) sin (NA; As)ein 2y
= &in o 8in (i - &) 8in 20 = 2sing cosy sing sin (7 -} &).
Analog erhiilt man:
cos (A NALY) sin (NA,') sin (NAo') = cos?p’ sin?y sin®s’ sinfy sin? (5 — &) — sin®s’ cosy
sin (A;" NA,') sin (NA,') sin (NA.)

Aus (19) folgt ferner:

= 2ging’ cosg’ sin g sin (5 — &).

sin 2 . [c.os (AiNA) cos (A NAL) — sin (A NA) sin (A ' NAS -j
|- cos 23 [ﬂin (A NAy) cos (A, 'NA;') + sin (A, "NAg*) cos (A, .'\)-\._.'ll[ — 4]

Multipliziert man diese Gleichung mit sin (NA,) sin (NA,) sin (NA,Y) sin (NA,Y)
so ergiebt sich:

sin 2 [erD‘: 20 gin 2p — sin2p sin%p sin 2 (; 4 £) — sin %y cos I¢) (cos 2’ sin 2y — sin %' sin 3p sin? (y — &)

]
)

- gin g’ cos o sin (n — &) [ cos 2 psin 2 g — s8in2 0 8in 2 @ 8in 2y - £) — sin 2p cos & =0
¥ £ [ J § i Lt / g ¥

(20) — sin ¥’ cos 2p) — 4 sinp cos o 8in ¢’ cos ¢' sin %p sin (g -} 2) sin (7 — &)

|05 2 & 2 sin ¢ I-sin o €08 o sin (g 4 &) (c.ns 35" gin ¥ — sin %’ 8in %y sin 2 (n — £) — sin %' cos ¥y

Zu jedem Wertepaar ¢ und » kann man hieraus tg 24 eindeutig bestimmen und
: Je I f i
2 & bis auf ein ganzes Vielfaches von s berechnen,




[st dagegen der Wert von tg 29 gegeben, so stellt (20) eine Gleichung zwischen
j und ¢ dar. Dieses ist die Gleichung derjenigen Kegelfliche, auf welcher alle Richtungen
liegen, fiir die der Winkel der Polarisationsebenen im Zwilling einen konstanten Wert &
oder den Wert 3 -- 90" hat.
Die Gleichung (20) wird unabhiingig von dem Werte von ¢ identisch erfiillt fiir
folgende Wertepaare:
= —u p = - b= 1500 — g p = :t oy = —}— LI — '_| {J'; 7= 18001 & = i :\-',
Jede der Kegelflichen tg 29 — comst. geht also durch die vier optischen Axen
hindurch und bei diesem Durchgange #ndert sich der Wert von & jedesmal um 90° Im
iibrigen erfiillt die Schar aller dieser Kegelflichen den Raum so, dass durch jede Gerade
N nur eine Fliche hindurchgeht. Die Flichen ktnnen sich also ausserhalb der optischen
Axen nicht schueiden,
Von besonderem Interesse ist die Kegelfliche tg 29 = 0. Thre Gleichung lautet,
wenn man von dem Faktor sin ¢ = 0 absieht, welcher die Zwillingsaxe isoliert darstellt:

sin %y [.t‘.iu o 008 p cos 2’ sin (y -+ ) — 8in o cos o sin %’ sin(y + &) sin? (5 — £) |- sin o' co8 ' cos 2o sin (n — &)

— sing’ cosp’ sinp sin(y —«) sin 2y -I—’}]' - coslyp sing Si'li"(Si“i'J 2080 8in (7 +-£) - sin g cos o’ sin(y —;)) ~0

oder:

(21) sin 2p EF — cos 2p sin g sin o' G = 0,
worin gesetat ist:
8in o cos of sin (5 |- £) | 8in ¢’ cos ¢ 8in (y — &) = K, cos g cos e’ — 8in p 8in ¢’ sin (; -} ) sin (y — &) = T,
sin g’ cos o sin (i -}~ £) -} 8in g cos o' sin (g — &) = G.

Da sich die Gleichung nicht #ndert, wenn man darin % -|- 180° statt y setzt, so
geniigh es fiir die Kenntnis der Fliche, wenn man nur die Werte von y zwischen 0 und
180° beriicksichtigt.. Man erhilt:
wobel nur das positive Zeichen der Wurzel zu beriicksichtigen ist, da der negative Wert
eine Linie der Kegelfliche giebt, die in der Ebene y - 180" liegt. '

E wird gleich Null fiir den Wert 7, wenn

tgng = bgesin (o' — o) / sin(y' + o)
ist. Wenn g' = p ist (fiir p' < o wiirde die Fliche das Spiegelbild der hier betrachteten
Fliiche nach der Ebene XZ sein), ist 0 <"y, < e. E wird <0, wenn 0 < g <"1, ist, und
E wird > 0, wenn n,<n< 180° ist.
G wird fiir 5, gleich Null, wenn
tgng = —tgesin (o' —¢) [ sin (¢ + o)
also 3, = 180° — g, ist. Fiir 0 <y <<n, wird G >0 und fiir 4, <5< 180° wird G < 0.
F kann gleich Null werden fiir 5, wenn
sin 2y, = cotg ¢ cotg o’ -} sin¥
ist. Wenn 1) cotg ¢ cotg ¢' <Z cos %¢ ist, so erhiilt man fiir %, zwei reelle Werte 4, und 2,
welche den Bcdinguugcn geniigen 1, - u,' = 180° und 5, >e& Wenn 2) cotg pcotg o =
cos % ist, so wird o, =,' =90°. Wenn 3) cotg pcobg o’ > cos % ist, so hat 5, keinen
reellen Wert. Im letzten Falle ist F' immer positiv. In den ersten Fillen ist F >0 fiir
0L n<<m und 7' <9< 180° und F < 0 fiir o < << n".
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— 1, 18t B0, F =0, G =0, also ¢ nicht reell,
n=n 5 B=0,F=0/G=0 ., ¢=090
n To=N=m , E=0,F=0G=0 |, greel,

e N e B —10 =0, p =90
p» mM=n<mn , E=0 <0 G=0, , ipnicht reell

=Ty b= O B O SRS Sy C g
n M=N<1n 5 BE=0PFP=0 G=0, , ‘preell,
5 =% » BE=0, F=06G=0 . 90=0,
p Mg <<m=<180", BE=0/F >0 G<0, ,  pnicht resll.
Zwischen 7, und 5, geht die Fliche durch A’ und zwischen 7,* und 4, geht sie
durch A, hindurch. In Fig. 3 und Fig. 4 ist die Fliche fiir die heiden Fiille cotg o cotg o
cos * und cotg o cotg o
Die Kegelflichen tg 29 =— const. nehmen eine einfachers Gestalt an, wenn die
Zwillingsaxe in eine der optischen Symmetrieebenen des einzelnen Individaums fillt und
auch, wenn der Zwilling aus optisch einaxigen Krystallen gebildet ist. Man hat also
folgende specielle Fille zu unterscheiden.
Tpr—=tgli it L8 Al anida b —
Fiir diese drei Fille sollen hier noch die Flichen tg 289 — 0 betrachtet werden.
Es folgt aus (21):

- cos % dargestellt,

1. fiir p = ¢': 2sin o cos g cose sing [!—1[]] 2y (:-L}s 2p — sin %p sin (5 |- &) sin (y — .r)) — c08 %p 8in L’:-J = ()
(22) o 4 L : P Dy EA A ]
=S40 flire=— 0 sin |_’:| = 0 } 8lNy | 81N '-’JI.' (E‘-OH 4 G08B o — 51N o 81N & 81N =y | — c08 'L-Jr- Fin £ 81N :.'] = {}

a. fiiro=p', e =0: 28inp cos o siny [sin'—‘y {nos 20— sin % siu'n’:,) cos g sin !y.l — 4]

In allen drei Fiillen besteht also die Fliche tg2% = 0 aus der Ebene sin n =0
und einem Kegel zweiten Grades. Bezieht man diesen auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system, dessen Z-Axe mit der Zwillingsaxe zusammenfillt, dessen X-Axe in der Ebene
n = 0 und dessen Y-Axe in der Ebene 5 = 900 liegt, so ist zu setzen:

TCOSg = 2, T8inp cosy = X, ISl ¢ Sinf = ¥;
128in %y = x|~y rsindpsindy = ¥2 r2cosy = 2%

Die drei Kegel zweiten Grades werden dann durch folgende Gleichungen dargestellt:

1. (cos 2p - 8in % gin %) %2 -} (c0s2p — sin'2p cos %) ¥2 — sin ¥z = ()
(23) 2, cospeosp'x?-|- cos o+ o) y2 —sinpsing’ 22 = 0
B cosfpxt -k eoadpy? —sindy 2t = 0

Die Koiffizienten von x* sind immer positiv, die von z* sind immer negativ und
die von y konnen positiv oder negativ sein. In den Grenzfillen, in welchen die letzteren
gleich Null sind, zerfallen die Kegel in zwei Ebenen:

1. tilr cos?p — sinZocos?e = (O {I'L’x - z} L|_'\ - /) =)
2. fiir cos(p4¢) = 0: (xF2){x—2) =0
3. fir cos2p = 0: (x - z)ix—2) = 0,

Der Schnitt des Kegels zweiten Grades mit der Ebene sin 4 = 0 findet in den

Linien statt, fiir welche in den 3 Fillen ¢, durch folgende Gleichung bestimmt ist.
s1ng
03 1'5':“—|—“tu'n“—'ir 8in %’

1. tg%q =

2 tgipy = tgotge', 3. tgl%, = tgo
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Im ersten Falle liegen die optischen Axen auf dem Kegel zweiten Grades. Aunf
den Teilen des Kegels zwischen den optischen Axen, welche der Ebene sin 5 = 0 be-
nachbart sind, und in dieser Ebene selbst hat & den Wert Null; in den andern Teilen des
Kegels hat ¢ den Wert 900,

Im zweiten Fall liegen die optischen Axen in der Ebene sin = 0. Fir die-
jenigen Teile dieser Ebene zwischen den optischen Axen, welche von dem Kegel nicht
ceschnitten werden, ist & gleich Null; fiir die anderen Teile der Ebene und den Kegel
ist J gleich 90°,

Im dritten Falle schneidet der Kegel die Ebene in den optischen Axen. Auf der
Fibene ist < gleich Null, auf dem Kegel gleich 90°.

§ 4. Interferenzerscheinungen auf der Fliiche tg 23 = 0.

Auf der Fliche tg 29 =0, wird entweder 9 =0 oder 9= 90°. Da folglich (E(_!‘I‘t
entweder ¢ oder y gleich Null sein muss, so kommen in den Ausdriicken fiir U, und 5,
nur die Glieder vor, welche nur Zeichenfolgen oder nur Zeichenwechsel enthalten.

Fiir 6 =0, y = 1 ergiebt sich sowohl aus (17) als aus (18):

Cm = cosycos (A + A5+ Asovo dn), Bm = cos [z — 2y) sin (A, + Ao+ Ay ..o A
Fiir y =0, ¢ = 1 ergiebt sich fiir ungerade m aus (17):
Om = co8x 008 (M — Aot Ay — Ay oo Am); Sm = cos(y — ) sin(dy — A5 | ds— Ayio- 4= Ak
und fiir gerade m aus (18):
Cm = cosycos () — Ay A3 — Ay ... — Am)i S = cosiy —2y) sin (4, — Ay Sy — Ay — ).

Setzt man:
7 b e L e R L e L e s
go erhilt man fir 3 = 0:
(.Im — Q08 7 CO8 |:.-‘!FI:'| .'f#g). Sm = cos f,‘ == 'a't_'] sin L.TfEIJ | .’fﬁr._,"
und fiir 23 — 90°.
Cm = co8 y cos (Meu — Asg), Sm = cos [y — 2y) sin (Ao — Asg).

Die Kombination von m Individuen zeigt also auf den Flichen tg29 = 0 dieselben
Interferenzerscheinungen, weleche ein Zwilling von zwei Individuen dort zeigen wiirde,
wenn das erste die Phasendifferenz ., das zwéite die Phasendifferenz 4, hervorbriichte,
wenn also die Dicke des ersten Individuums gleich der Summe der Dicken aller Individuen
von ungerader Stellenzahl und die des zweiten Individuums gleich der Summe der Dicken
der Individuen von gerader Stellenzahl wiire.

§ b. Interferenzerscheinungen in Zwillingen, welehe aus 2 Individuen bestehen.

Fiir m — 2 erhilt man aus (18):
(24) Oy = cosy 2 cos (A + o) — sinyg yo cos(fy — Ay) 4 sing yo cos (A |- A3) |- cosy o cos () — A2)
8, = eos (3 — 2uy)sin (A, + A) — sin (z — 2u) yosin (4 — A.) -} sin(y = 2¢) o sin (A - A5)
- cos (¥ — 2v) a2 sin (A — As)

Es sollen hier fernerhin nur die Erschphmngen zwischen gekreuzten Nicols be-
trachtet werden, so dass man also y — 900 setzen kann. Es ergeben sich dann die Werte:
Cy = — 2yo sin A, sin A,

8, = sin 2y [.-'1'511 A, cos s+ (42 — 62) cos A, sin ._-f.‘.] + cos 2y . 20 cos A sin A,
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Fithrt man nun die Bezeichnungen

wy = w ound ywy = w-} &
ein, so folgt
Oy = — 5in 2% sin -’fl sin Ay
(25) Sy = sin2y, sin ) cos.fy -+ sin2yy cos A sin g

I, = a2 (C%, - S%)

Damit die Intensitit gleich Null wird, miissen C, und S, fiir sich gleich Null
gein, KEs werden also im allgemeinen keine dunklen Kurvensysteme auftreten kinnen,
sondern nur die Durchschnitte von zwei Kurvensystemen werden bei einfarbigem Lichte
als dunkle Flecken erscheinen. Die dunklen isochromatischen Kurven, welche das erste
Individunm allein zeigen wiirde, sollen nach Pockels als ,erstes primiires Kurvensystem,
die des zweiten als ,zweites primiires Kurvensystem* bezeichnet werden.

C, wird in vier Féllen gleich Null, niimlich: 1. fiir sin 4, = 0, 2, fiir sin 4, = 0,
3. fiir 3 = 0 und 4. fir ¢ = 900.

Ist 1. sim 4, = 0, so wird auch S, = 0 fiir sin 2i, sin 4, = 0.

Ist 2. sin 4, = 0, so wird 8, = 0 fiir sin 2y, sin 4, = 0.

Als dunkle Punkte erscheinen also die Durchschuitte des ersten primiiren Kurven-
systems sin 4, = 0 mit dem zweiten primiren Kurvensystem sin 4, = 0. Durch diese

beiden Systeme wird das ganze Gesichtsfeld in viereckige Felder von verschiedener Gestalt
geteilt, deren vier Ecken als schwarze Punkte erscheinen. Ein solches Feld soll ein
»Blementarviereck® des Gesichtsfeldes genannt werden.

Ferner erscheint das erste primére Kurvensystem dunkel, soweit es auf den dunklen
Isogyren des zweiten Individuums liegt, und das zweite priméire Kurvensystem, soweit es
auf den dunklen Isogyren des ersten Individuums liegt.

Ist 3. & = 0, also y; = ;, 80 wird 8, = 0 fiir sin 2y sin (4, + 4,) = 0.

Ist 4. 3 = 909, also v, = w1, - 909, so wird S, = 0 fiir sin 2y, sin (4, — 4,) = 0.

Dunkel sind daher die Stellen, fiir welche sin 2y, — sin2y, = 0 ist, d. h. die
Durchschnitte der dunklen Isogyren der beiden Individuen. Sodann erscheinen auf der
Kurve, in welcher der Kegel tg 23 — 0 das Gesichtsfeld schneidet, Stilcke von zwel neuen
Kurvensystemen sin (4, + ,) = 0 und sin (4, — A,) = 0, welche (wiedernm nach Pockels)
als das ,erste und zweite sekundiire Kurvensystem® bezeichnet werden mégen. Der Ver-
lanf dieser Kurven ist mit Hilfe der Elementarvierecke leicht festzustellen. Die ersten
Kurven sin (4, 4 4,) = 0, welche fiir 3 — 0 auftreten, verbinden zwei Ecken des Blementar-
vierecks, so dass auf der Verbindungslinie 4, und 4, sich immer um dieselbe Grisse aber
in entgegengesetztem Sinne dndern. Die Kurven des zweiten Systems sin (4, — 4,) = 0,
welche im Gesichtsfeld da erscheinen, wo & = 900 ist, verbinden zwei gegeniiberliegende
Ecken des Elementarvierecks in der Art, dass sich auf ihnen o, und 4, immer um dieselbe
Grosse in demselben Sinne idndern,

An anderen Stellen als an den betrachteten kann I, nicht gleich Null werden.
Um die Verteilung des Lichtes, dessen Intensitit fiir jede Stelle durch die aus (25) fliessende
Gleichung (der Faktor a* der immer wiederkehrt, ist gleich 1 gesetzt):

I, =sin®2{ sin®.f, sin?.4, - sin?2y, sin?.f, cos{, - 8in22yy 08 sin? Ay -+ 2sindy, sinyy, sin.A, cos.A sin Ay cos o,
gegeben ist, zu bestimmen, soll angenommen werden, dass innerhalb eines Elementar-
0%

(26)
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vierecks die Werte von i, und w7, und folglich auch von % constant seien. Nahezu wird
diese Annahme in den meisten Fillen zutreffen. In einem solchen Elementarviereck kann
man dann fiir bestimmte Wertepaare 1, und 1, die Intensititen fiir alle Stellen berechnen,
an welchen 4, und 4, ganze Vielfache von 7/8 sind. Man erhilt so mit Einschluss der
Seiten des Vierecks fiir 8! Punkte desselben die Intensititen. Zum Beispiel ergaben sich
fiir , = 6749 yy, = 117/,° die in folgender Tabelle vereinigten Werte der Intensititen
in Hundertsteln der Maximalintensitiit des ganzen Gesichtsfeldes:

o 08 |95 48 (' B0 43125 |8 |0
= l2| 8|20 4055|564 8017 |2
3 |
6= | o |8 | 24|80/ 68 | 69 ‘ 51| 27|, 8
g
F 13| 16 | 37 | 63 |.80.| 77167 |30 | 13
]
e S e T ot et i) (] (W 7
2 4z 15 | 26 | B0 | 75 | 85 | TH ) | 2 15
3 . . |
; - [l Ciler s v B 3 L
8= Nis |30 |57 | 77|80 | 633716 13
o |
I.'_ o~ e
ool R T ‘ 69 | 68 ‘ bo'|'24'| 8 |8
24 2ol 3T 0039 | -bd | bb ‘ 40 20 5 2
H |
] 0| 8. .25 | 435150, 481|256 ] 8 0
0 T D D 4 o bt ot
8 5 | I8 4 B 4
A, =

1
In den Fig pag. 15 sind nun immer vier Elementarvierecke zusammengesetzt und
die kleinen Quadrate je mnach der Intensitit ihres Mittelpunktes heller oder dunkler
schratfiert. Es bedeuten dabei
schwarze Quadrate eine Intensitéit zwischen O nnd 1/,

dunkle Schraffierun b L RS e, 2
€ » i ” i » 5 der Maximalintensitit des Elemen-

mittlers - y o 2 Line o aid). :

helle 2 5/ \ tarvierecks.
¥ n " " ia - i

weisse Quadrate o - ¥ et 1

Unter jeder Figur ist ihre Buchstabenbezeichnung und die Maximalintensitit des
Elementarvierecks angegeben, wobei die Maximalintensitiit des ganzen Gesichtsfeldes gleich 1
gesetzt ist. Zum Beispiel ist das Viereck, fiir welches oben die Intensitiiten angegeben
sind in Fig. 1 dargestellt, Die Maximalintensitit ist gleich 0,85, und diejenigen Quadrate
sind schwarz, deren Intensitit in der Tabelle kleiner als 85/6 ist u. s. w.

Die Stellen im Gesichtsfeld, an welchen die einzelnen Interferenzbilder aufireten,
sind aus der Tabelle pag. 14 ersichtlich. In dieser sind fiir alle Werte von iy und
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welche Vielfache von /16 sind, die zugehorigen Interferenzbilder angegeben. Fiir a ist
das ganze Elementarviereck schwarz. Ferner bedeutet in dieser Tabelle ein Strich neben
dem Buchstaben, dass das gesuchte Interferenzhild aus dem angegebenen durch Spiegelung
an einer Diagonale der Figur hervorgeht. Zwei Striche geben an, dass das gesuchte
Interferenzbild aus dem angefithrten durch Spiegelung an einer Kante der Figur entsteht.
Drei Striche endlich besagen, dass man die angegebene Figur um 900 in ijhrer Ebene
drehen muss, um das gewiinschte Interferenzbild zu erhalten. Es stellen zum Beispiel b,
¢, d und e das erste primiire Kurvensystem, b, ¢!, d* und e’ dagegen das zweite primire
Kurvensystem dar. f n, s und v sind Abbildungen des ersten sekundiiren Kurvensystems,
wogegen f“, n", 8" und v das zweite sekundire Kurvensystem veranschaulichen. In h
sind dunkle Flecken vorhanden, welche nach dem ersten primiren Kurvensystem gestreckt
sind und eine leichte Biegung nach dem ersten sekundiren Kurvensystem zeigen. In b’
(resp. h*, resp. h**) sind die dunklen Flecken nach dem zweiten (vesp. ersten, resp. zweiten)
primiiren Kurvensystem gestreckt und zeigen eine Biegung nach dem ersten (resp. zweiten)
sekundiren Kurvensystem.

Die auf pag. 15 dargestellten Typen von Interferenzbildern geniigen, um sich auch
fir andere in der Tabelle pag. 14 nicht angefithrte Stellen des Gesichtsfeldes durch
Uberginge zwischen den Typen eine Vorstellung von dem Interferenzbilde zu verschaffen.

Die' Verteilung der Typen im Gesichtsfelde ist von Fall zu Fall verschieden. In
Fig. 5—8 ist dieselbe fiir einige der vorziiglichen photographischen Wiedergaben von
Interferenzbildern in der physikalischen Krystallographie von Liebisch angegeben. Die
Figuren sind so verkleinert zu denken, dass die optischen Axen in den Figuren und in
den Photogrammen sich decken. Die Figuren 5—17 stellen die Verteilung der Typen fiir
einen Zwilling eines einaxigen Krystalles dar, bei welchem die Ziwillingsaxe nur einen
kleinen Winkel mit der optischen Axe bildet, bei welchem die Verwachsungsebene parallel
der Zwillingsebene ist und aus welchem eine Platte parallel zur Verwachsungsfliche
geschnitten ist. In Fig,5 (Liebisch Taf. VII Fig. 3 und ) sind die Schwingungsrichtungen
im Polarisator und Analysator parallel und senkrecht zu der Ebene, welche die beiden
optischen Axen enthiilt. In Fig, 6 (Liebisch Taf, VII Fig. 4 und 6) bilden jene Schwingungs-
richtungen mit dieser Ebene Winkel won 459, In Fig. T betragen die entsprechenden
Winlkel 221/,0 resp. 671/,0, Aus diesen Figuren geht, wie auch aus Tabelle pag. 14, hervor,
dass auf den Kurven & =— const. immer nur ganz bestimmte Gruppen von Interferenz-
bildern auftreten, die bei einer Drehung des Priparates auf diesen Kurven wandern, Es
kann sich hierbei natiirlich auch die Gestalt der Bilder éindern, indem die Elementarvierecke
verzerrt erscheinen, der Charakter der Bilder bleibt derselbe.

Fig. 8 (Liebisch Taf. VI Fig. 5 und 6) gicht die Verteilung der Typen fiir einen
Diopsidzwilling nach (100), wenn die Schwingungsrichtungen im Polarisator und Analysator
parallel und senkrecht zu der Ebene stehen, in welcher die optischen Axen liegen. In
dem Photogramm Fig. 6 sind die Elementarvierecke infolge der verschiedenen Dicke der
der beiden Individuen bedeutend verzerrt.

Kin weiteres Beispiel wiirde das Inferenzbild darbieten, welches die Brezina'sche
Doppelplatte zeigt.
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§ 6. Imterferenzerscheinungen in Zwillingen, welche aus 3 Individuen bestehen.
Fiir m — 3 ergiebt sich ans (17):

Cy = cos [y cos (fy + oy + M)+ o cos (4 — Ay + .ffsl] 4-sin . [ yo cos (- Ay — 9
(27) — yo cos () — A — ..f;,-'.‘]
8 = cos (¢ — 2¢) [ 250 (y o+ Ao+ ) + o2 in (y — Ao+ )|+ 5in (0 — 29 [y sin (s + Ay —
— yasin (dy— dy— 43|

Hieraus folgt fiir y = 900 und a = 1:
Cy = — sin 3% sin () — A4) sin A (28)
f‘id = &in 91_," sin {/f| %— _,f_-;]_ cos f‘.! |— sin 2y cos 23 cos ffl _|_ -!:1] sin d.f;] 4 cos 2 sin 2% cos (A — As) sin Ay

Iy = G2 8%

Von diesen Formeln, deren allgemeine Diskussion auf erhebliche Schwierigkeiten
stossen diirfte, soll im folgenden Gebrauch gemacht werden, um wenigstens teilweise die
Erscheinungen zu erkliren, welche eine senkrecht zur optischen Axe geschnittene Kalk-
spathplatte, die von einer Zwillingslamelle nach dem ersten stumpferen Ehomboeder durch-
setzt ist, zeigh. Von diesen Erscheinungen existieren Abbildungen von Pfaff (Poggen-
dorf’s Annalen der Physik und Chemie, Band 107), welche allerdings sehr schematisch ge-
halten sind, und die Photogramme wvon Liebich Tafel 7, Fig. 1 und 2. Herr Professor
Liebisch hat die Giite gehabt, mir von den zugehitrigen Priparaten mehrere zur Be-
obachtung zu iibersenden, wofiir ich auch hier meinen Dank abzustatten nicht unterlassen
will. Die Erscheinungen werden in diesem Falle dadurch kompliziert, dass das Biindel
von parallelen Lichtstrahlen, welches nach dem Durchgange durch das Priparat in einem
Punkte der Bildebene vereinigt wird, nicht mehr aus Strahlen gleicher Intensitiit besteht.
Es haben zwar i, &, o, und (4,  4,) fiir alle diese Strahlen denselben Wert, aber
(4, — 4;) dndert sich infolge der Schiefe der Zwillingsgrenze gegen die Ebene der Kalk-
spathplatte von Stelle zn Stelle. In Fig. 9 ist der Durchschnitt der Platte gezeichnet,
welcher auf der Zwillingsfliche und der Ebene der Platte senkrecht steht. M, M, sei die
Ebene, welche parallel der Plattenebene ist und die Platte halbiert; M, M, sei die Ebene
parallel der Zwillingsfliche, welche die Zwillingslamelle halbiert. Kin beliebiger Licht-
strahl Q) schneide die Ebene M, M, in dem Punkte P, welcher von M M, um e entfernt
ist. TLegt man in der Entfernung e -}- d von P, worin 2d die Dicke der Zwillingslamelle
bezeichnet, eine Kbene L\ L’ parallel T,L,, so legt offenbar jeder Lichtstrahl, der durch
P hindurchgeht in dem ersten Individium vor I/,LY, und in dem dritten Invividuum hinter
L,le gleiche Wege zuriick. Der Phasenunterschied (4, — 4;) wird nur durch die Platte
L, I, L4TY, des ersten Individunms hervorgebracht, deren Dicke 2e ist. Fiir Strahlen, welche
durch den Schnittpunkt von M,M, und M, M, gehen, ist also 4, — 4, — 0. Die einzelnen
Strahlen der parallelen Biindel durchschneiden aber die Ebene M,M, in verschiedener Ent-
fernung von M.M,, so dass fiir diese amch die Phasenunterschiede verschiedene Werte
annehmen. Kine fernere Komplikation tritt noch dadurch ein, dass bei Verschiebung des
Priiparates sehr bald Strahlen hinzutreten, die nur durch zwei oder nur durch ein Indi-
viduum gegangen sind. Hiervon soll indessen vollstindig abgeschen werden.
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Da der Winkel, den die optische Axe des zweiten Individuums mit der Platten-
normale bildet, ungefiihr 52'/,0 betrigt, die optische Axe also ganz ausserhalb des Glesichts-
feldes liegt, kann man fiir die Zwillingslamelle annehmen, dass darin die Schwingungen,
die sich schneller fortpflanzen, anniihernd parallel (nach Fresnel) zu der Ebene, in der die
beiden optischen Axen liegen, stattfinden.

Die Fliche 3 = O fillt also mit der letzteren Ebene zusammen und die Fliche
& = 900 steht senkrecht zu ihr, enthiilt die erste optische Axe in sich und zeigt sich
leicht nach der zweiten Axe zu gebogen.

Die Intensitiit des austretenden Lichtes zeigh sich in folgenden Fillen von 4, — A,
unabhingig:

1. Wenn sin 4, = 0 ist, ergiebt sich

Iy = sin<2vr sind () I A1),

Da die Ringe sin 4, = const. wegen der geringen Dicke der Ziwillingslamelle
sehr breit erscheinen (in dem Priiparat, mit dessen Hilfe die Photogramme hergestellt sind,
sind fiir rotes Licht nur Stiicke von zwei dunklen Ringen 4, — 7 und 4, — 2+ im

Gesichtsfeld), so sind auf ihnen bei einfarbigem Tichte Stiicke des Ringsystems zu sehen,
welches eine aus dem ersten und dritten Individuum bestehende Platte zeigen wiirde.
Ferner erscheinen die Durchschnitte der Ringe sin 4, = 0 und der Isogyren des ersten
Individunums als ziemlich grosse schwarze Flecken.
2. Wenn & = 0 (vgl. pag. 10) ist, erhilt man
Iy = sin?2y sind (A, 4+ A, + As).
Es sind also die Durchschnitte der Ringe sin (4, -+ 4,) = const., welche aber um
ein in geringem Masse verinderliches Stiick nach innen verschoben sind, mit der Ebene
% = 0 zu sehen, Die Intensitit der hellen Ringe ist durch die Intensitit der Isogyre
sin 21 gegeben. Ist sin 2y gleich Null, so erscheint ein schwarzer gerader Balken:
3. Fiir & = 900 (vgl. pag. 10) folgt aus (28):
Iy = sin22usin? (f; - A, — 15).

Die Durchschnitte der Fliche & = 900 mit dem Ringsystem sin (4, + 4,) = const.
erscheinen um ein etwas variables Stiick nach aussen verschoben. Im weissen Lichte
erscheint die Stelle fiir welche o, + 4, = ., ist, schwarz. Die Intensitit der hellan
Ringe ist wieder durch die Intensitit der Isogyren sin 2y gegeben. Ist sin 2 — 0, so

erblickt man einen schwarzen Balken, der auf der Ebene der optischen Axen senkrecht
steht und schwach nach der Seite der Axe A, zu gebogen ist.

4. Fiir sin 2y = 0 ergiebt sich

[ = sin22% sin 4,

Auf den dunklen Isogyren des ersten Individuum, die ja bekanntlich ein recht-
winkliges Kreuz bilden, dessen Balken sich mnach aussen hin erheblich verbreitern, sieht
man die breiten, im weissen Licht intensiv gefiirblen Ringe sin 4, = const. Die Intensitit
derselben ist durch den Faktor sin®29 bestimmt, der ja fiir jede Isogyre annihernd konstant
1st. Man erblickt daher in der yNormalstellung® (d. h. wenn die Schwingungsrichtungen
im Polarisator und Analysator parallel und senkrecht zu der Ebene der beiden optischen
Axen sind) einen schwarzen geraden Balken, dessen beide Rinder gleich gefirbt sind und

a
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einen mach A, gebogenen schwarzen Balken, bei welchem nur der #ussere Rand gefiirbt
ist, In der ,Diagonalstellung® (d. h. wenn die Schwingungsrichtungen im Polarisator und
Analysator 450 mit der Ebene der optischen Axen bilden) sieht man ein intensiv bunt
gefiirbtes Kreuz, dessen Arme sich nach aussen verbreitern. Die bunt gefiirbten Stellen
sind in beiden Fillen Stiicke des Ringsystems sin 4, = const. Nebenbei sei bemerkt,
dass man aus der Firbung des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes und ans dem bekannten
Winkel (A,A,) die Dicke der Zwillingslamelle berechnen kann, Im weiteren sollen nur
die beiden Fille behandelt werden, dass die Platte sich in der Normalstellung oder in der
Diagonalstellung befinde.

A. Normalstellung. Weil die Schwingungrichtung des sich schueller fortpflanzenden
Strahles im zweiten Individuum annihernd constant parallel der Ebene der optischen Axen
ist, kann man = — 1y setzen und erhilt aus (28):

Cy = sin 2y sin (4 — d5)sin A
Sy

(29) = gin 2w [sin (A -+ A3) cos Ay -+ cos 2y cos (A | ;) sin A5 — cos 2y cos (4 — ) sin ;f.JJ

= Zgindy [sin':f'_;i:f'f“ cos 41 'i_ 43 008 Ay — o8 2y (siu= b L_ Is _ ginz A1 - "fs) sin A‘g]
I = Op+ 82
Betrachtet man zuniichst den idealen Fall, in welchem alle Strahlen darch den

Schnittpunkt der Ebenen M,M, und M,M, gehen, so dass also fiir alle Strahlen e = 0 ist,
so wird 4, — 4, = 0, und die Formeln (29) nehmen folgende Gestalt an:

] - . A= %
(30) U =0, 5; = 2sin2u :'.In'.'f_l_.'e_ A cos /f’l_'f‘ cos A3 — cos 2y sin ‘.% sin J;,-], [, = 84

Der Faktor sin 21y = 0 giebt die dunklen Isogyren des ersten Individiums. Die
Firbung der Rinder ist hier nicht angedeutef, weil ja & = — ¥ gesetzt ist und diese
Annahme nur niherungsweise gilt.

Der Faktor sin "r-"J % stellt von dem Ringsystem sin (4, +4,) = const jeden zweiten

dunklen Ring dar, der also hier unveriindert erhalten ist. Die dunklen Ringe von un-
gerader Stellenzahl werden durch den dritten Faktor in der Klammer dargestellt. Ihre
Grestalt ist indessen erheblich modifiziert, indem die Klammer gleich Null wird fiir:

tg A’ll_'qdﬂ' = cotg A/ cos By,

Zu jedem Wertepaar 4, und i kann man hinaus (4, 4 4;) /2 berechnen. Ks er-
giebt sich cos (4, 4 4,;)/2=0 fiir sin 4, =0 und cos2y =0, Auf den breiten Ringen
sin 4, = 0 sieht man also Stiicke der ungeraden Ringe ungestort. Ferner gehen alle
Ringe durch die Punkte, in welchen die ungeraden Ringe normaler Weise die Ebenen
iy = *+ 450 schneiden. Wenn cotg 4, dort sein Zeichen nicht #ndert, so werden die Ringe
von jener Stelle aus nach einer Seite zu weiter, nach der anderen enger. Fiir cos 4, =10
und cos 2y = 0 wird (4, + 4,) /2 unbestimmt. An diesen Stellen zeigen sich im eintarbigen
Lichte kurze schwarze Biischel in den Ebenen w = &£ 450, Auch im weissen Lichte
erblickt man schwache, zu den Ringen sin 4, = const komplementiir gefiirbte kurze Biischel
im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes.




Um den Verlauf der Kurven in der Mitte des (Gesichtsfeldes niher zu bestimmen.
sind fiir eine Reihe von Wertpaaren 4, und 1 die zugehérigen Werte von (4, + 4,)/,
berechnet und in der folgenden Tabelle in ganzen Graden angegeben:

y= 0 229, 45 67y, 90 112y, 135 167,
As

0 a0 90 | 90 | 90 90 50 90 90
45 45 | B5 | 90 | 125 | 185 | 125 | 90 | BB
611, | 22 | s0 ‘ 90 ‘ 160 | 157 | 150 | 90 | 80
90 0 0;: | sk 0 0 Olulele= 0

1124, | 157 | 150 | 9{]| 30 22 30 a0 | 150
135 135 ‘ 125 | 90 | b5b 45 1] 90 | 125

=

Offenbar ist in dem Photogramm fiir Na — Licht Taf. VII Fig. 2 in den unteren
Quadranten cotg #, = 0, in den oberen Quadranten cotg 4, < 0. Dass dieses keineswegs
fiir alle Farben zutrifft geht aus dem Mittelfelde des Interferenzbildes im weissen Lichte
hervor, welches rechts und links gleiche Farbenverteilung zeigt, aber nicht Gleichheit der
oberen und unteren Quadranten. An den Stellen, welche dem Schnitte des ersten Ringes
der ungestorten Figur und der Ebenen w — -+ 450 entsprechen, sind als Reste des Ringes
dunkle Flecken sichtbar.

Die soeben fiir den idealen Fall beschriebenen Erscheinungen finden sich an dem
Priparat, welches zu der angefiihrten Photographie benutzt ist, bei einer gewissen Lage
der Platte im Polarisationsapparate der Hauptsache nach wieder. Offenbar liegt die Platte
dann so, dass die optische Axe des Instrumentes durch den Schnitt der Ebenen M,M, und
M,M, hindurchgeht. Gewisse Storungen des Bildes in einiger Entfernung vom Mittel-
punkte sind wohl darauf zuriickzufithren, dass man es mit Strahlenbiindeln und nicht mit
einzelnen Strahlen zu thun hat.

Verschiebt man nun das Priiparat in einer Richtung parallel der Ebene der beiden
optischen Axen, so treten die mannigfachsten Veriinderungen in dem Bilde auf. Das Aus-
sehen desselben in einem Moment ist Taf. VIL Fig. 1 dargestellt, Diese Veriinderungen
sind eine Folge des Hinzutretens der Glieder, welche 4, — 4, enthalten. Eine Erklirung
derselben aus den Formeln (28) oder (29) habe ich nicht versucht. Jedenfalls treten die-
selben aber nicht an den Stellen auf, an denen die Intensitit von 4, — 4, unabhingig
ist, also fir sin 29 = 0 und sin 2 = 0 fiir weisses Licht und fiir sin 4 — 0 fiir ein.
farbiges Licht. Da diese letateren Stellen fiir jede Farbe eine andere Lage haben, kann
ihre Unveréinderlichkeit nur im einfarbigen Lichte hervortreten.

Bei noch weiterem Verschieben des Priparates treten am Rande des Gesichtsfeldes
Streifen auf, die sich in hochst eigentiimlicher Weise kriimmen, zu Ringen schliessen und
wieder auseinanderweichen. Diese glaube ich auf ein Mitwirken des Lichtes, welches nur
zwel Individuen durchgesetzt hat, zuriickfiihren zu konnen, weil diese Streifen bei einem
Priiparat, bei welchem die Zwillingslamelle bedeutend schmiler ist. von vornherein
auftreten,

2*




20

B. Diagonalstellung. Fiir die Diagonalstellung kannman niiherungsweise &= 450—1y
setzen. KEs folgt dann aus (28):

0y = — cos2ysin () — Ay) sin A5 (31)
8, — ainw sin (A, 4 4;) 605 Ay + sin? 2w cos (A + ) Sin Ag + c0822uy cos (A — A4) sin A,
S a . . y — o -
= sin 2y sin (4 - ) cos Ag-} sin Ay — 2sin?2y sin? : 1, -L_’f-'.sm Ay — 20082 21y sin? 4 . 43 6in Aq

I; = G2 8®
Es soll auch hier nur der ideale Fall 4, — 4, =0 behandelt werden: Fiir die
irscheinungen bei der Bewegung der Priparate gilt das bei der Normalstellung Gesagte.
Nur sei noch hervorgehoben, dass hier die beiden Kreuze sin 2 = 0 und sin 23 =0 un-
geiindert bleiben, so dass also Verinderungen nur in den acht dazwischen liegenden Feldern

stattfinden.
Fiir o, — 4, =10 folgt:
(32) Cy = 0, Sy = sin2uy sin () + A3) c0s A, | sin A, — 28in? 2y sin? el t/f—" sin Ay, Iy = G2+ 82

Fiir sin 2 3 = 0 erhilt man
I2 = sin? fy.
Man erblickt also an diesen Stellen, wie schon erwiihnt, das Ringsystem sin 4,
— const., welches im weissen Lichte das intensiv gefirbte bunte Kreuz liefert.

Fiir sin2 1y — 4 1 oder = — 1 ergiebt sich
I, = sin? () - A -+ o) vesp. Iy = sin? () - s — Au)-
In den Ebenen 1= - 45° (Ebene der beiden optischen Achsen) und 1 — — 450

erblickt man also die Durchschnitte der Ringe sin (4, + ;) = eonst. Jedoch erscheinen
in der ersten Ebene die Ringe nach innen, in der anderen Ebene nach aussen verschoben.
In letzterer ist eine kleine schwarze Stelle fiir 4, 4 4; = 4, auch im weissen Lichte zu
sa_hclt. Will man die Verschiebung der Ringe durch Wachsen von 4 4- 4, um das ganze
Vielfache von 7 nicht berticksichtigen, so erhiilt man die Durchschnitte der dunklen Ringe
fiir sin 21 tg 4, = 0 an den Stellen (4, + 4;)/2=h# /2 —x und fir sin2yYtg4, <0 an
den Stellen (4, 4- 4,)/2=h= [2 + x, worin 0 < x < 45° isb. Dieser Wert von x hingt
von 4, ab.
Riir sin 2 = 4 1/ 1 2, also fiir =221/, 4 k46", erhilt man:
I, = cos? 4 Iz A [ /2 sin A o A3 605 Ay - cos 4, = A4 gin f_g]‘

Die Durchschnitte der dunklen Ringe liegen also hier an den Stellen (4, +- 4,) /2
— (2q—1) «/2 und an den Stellen tg (4, + 4,)/2 = Ftgd, /)2 Fiir die letzteren
e‘['giei;t SiL'-h. wenn sin 2 !.‘” tg """: i 0 ist., (..f' + ;.l';j] I.-" =9 q 7z o ¥ und wenn sin gll.'f tg "r: 'L“
ist, (4, +4,) /2 =2qmn/2+y, worin y von 4, abhingt und 0 < y < 909 ist.

Da fiir (4, 4 4,) /2 = 2q = /2 die Intensitit gleich sin *4, wird, da also die
dunklen Ringe im allgemeinen die Grenze (4, 4 4;) /2 = 2q 7 / 2 nicht iiberschreiten
kinnen, so hat man es hier noch mit denselben Ringen zu thun, welche fiir sin 2y — - 1

auftraten. Nur hat (4, 4 4,) /2 sich dem Werte (2q + 1) 7z/2 geniihert, denselben fiir die
Hilfte der Ringe sogar erveicht. Wenn sich die Ringe noch weiter nihern, 80 miissen
fiir einen bestimmten Wert von 2u die beiden Werte fiir (4, -+ ;) /2 in den aus (32) fiir
[, = 0 folgenden Gleichung gleich sein, Diese lautet umgeformt:




f)]
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993 gLt Ay cos 4 sin A, 4 2k <

1, l. 13 sin 2iy coB Ay - 8in A3 = 0,

Damit die beiden Wurzeln der Gleichung denselben Wert haben, muss sein:
cos di sin® Ay — sin2y cost s =0, tg#2y = sin? f, sin22y = sindAf, /(1 -} sin?dy), cosdy = cosAy (1 - siniag).
Fiir diesen Wert von 2y folgt aus (33):

(34) tg./"‘.l ;l_ A5 = —tg A, [siny = T V(14 sinAy) /cos A,
Je zwel Ringe vereinigen sich also und geben eine geschlossene Kurve, welche
in eine dunkle Spitze auslidnft. Diese Spitzen sind in dem Interferemzbild sehr auffallend.

Sie liegen in Ebenen, fiir welche der absclute Wert von sin 2y zwischen den Grenzen

0 und 1 /2 eingeschlossen ist. Fir cos 4, — 0 liegen sie in den Ebenen y = 22'/,°
I k 45° auf den Ringen (4, | 4,) /2 = (2q — 1) «/2. Anus (34) folgt, dass der absolute
Wert von tg (#, + 4;) /2 = 1 sein muss und dass tg (4, | 4,) /2 positiv ist, wenn

tg A, sin 21p < 0, dass es aber negativ ist, wenn tg 4, sin 2iy = 0 ist. Die dunklen Spitzen

liegen also im ersten Falle auf den Ringen (4,  4,) /2 = (2q — 1) #/2 —z, im zweiten
Falle auf den Ringen (f, | 4,) /2 = (29 — 1) #/2 | z, worin 0 <=z < 459 ist.
Fiir sin 4, = 0 ergiebt sich allgemein:
[; = sin? 2y sind (A 4 A3).

An diesen Stellen sieht man also Stiicke des Interferenzbildes, welches das erste
and dritte Individium fiiv sich allein zeigen wiirde.
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