Bergleidende Jufammengtellung
per Punkt- und Linien-Coordinaten.

Fuvem wir bie Gigenfdaften und gegenfeitigen, Besiehungen ber Raumgrdfen dburdy Fahlenaus-
brildfe barjtellen, geben wiv benfelben. jene Ullgemeinbeit, beven bie Jahlew und Fabhloerbinbungen felbit
fibig finb. TWir erDalten upleidh in ben abjtvalten Nednunasdformeln Shmbole file rdumlide Anjdou-
ungen, und bad Operiven mit felden Fovmeln hat bie Gigenthimlichleit, in sweifacher Weife den Geift
ju Dejcbiiftigen: einmal burch bdie Nechnung an und fiir fich, bann burdy. bie in ber Rechnung andge-
pragien geometvijhen Combinationen. Demzufolpe fordert: viefe Methobe eine umfafjende ThHitiakeit des
mathematijchen Denfend; fie ift judem eben fo marinigialtiy in hren Anwenbungen ald frudhibar in
ifren JRefultaten, und evweif’t fidhy baburdh ald wirfjames Forvevungsmittel geiftiger Bildung fiberhaupt.
Anf ifrem wicht minber anjiehenber alé veidhaltigen ‘Gebicte it 8 aher fliv ben'Cernenben von wejents
lichem Jnferefie, baf ev bie Herleitung une Beveutung ver bem grofen Sanzew jum. Grunbe liegenben
Redymungsausdvriide, veven fidere Kenutuif jeven weitern Grfoly unerlaflich bebingt, einfach und Hax
auffaffe unb iiberblide. Dagu einen Beitrag 3u Hefern ift ber Bwed ver folgenven Acilen, in welden
wir unfer befondeves Uugenmert anf Selde viditen, die- nad suritdpeleglem. Sdulcurfug bie mathema:
tijhen Stubien fovtfesen, Wir verjudien bdavin, unmittelbay anfufipfend an bie Grunbbepriffe ter veds
nenvent Wethobe, die Gleichuny erften Graves jwijhen jwei Verinverfichen unter ven beiven Gefichta-
punftem, jenachvem biefelbe cine gevave Einie oder vinen Punft bavjtellt, vergleichend zu erdrtern und
bamit eine diberfichtliche Cntwidelung ver betreffenven Umivandlungsformeln ber Goorbinaten ju verbinden.

I.
Gleidhung der geraben Linie. Punkt=GCoorbdinaten.

Die Gleicdhung eviten Graves jwifden zrei Beranberlichen
y+ax+b=o (1)
footin y al8 Dvbinate und x alé Abjeifjie jujammengehdrige Werthe jur Beftimmung be-
liebiger Punlte einer Ehene over Punkt-Coordinaten bebeuten, fteflt befanntlich alle mdpli:
chen Punkte bav, welche auf eimey ber' Yage ad) gegebenett’ gevabern Yinle! liegen. Diefe Linie Hat, wenn
Bl

(—a) = 50 (950 und « bem von ber Cinie mit ber Nbjeifjenage.gebilbeten Winfel, I ven Coordis

natenwintel begeichnet, bie Ridtung (—a) und geht bird) den auf ber Ovbinatenage [icge'nbcn Puntt

: : 3 : : I
{(—h), ober, was auf bafjelbe Hinausfommt, burd ben auf ber Abjeiffenare liegenben Punkt (—-%)
Wir betrachten gunidhit vie ven Gefonbern Lagen biefer Linie entfprechenben Gleidiungen,
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®eht diefelbe burd) ben Anfang@punft ber Eoprbimaten, fo ift b=o, alfo bie Gleidhung
yrax=o. (2)
Fallt bie Lnie (2) mit der Abjciffenaye jufammen, fo ift a = o, mithin bie Gleidung ber

Abfciffenaye
y=o. ®

Pringt man (2) auf vie Form

1
e

fo ift, weun bie Linie mit ber DOrbinatenare jujommenfillt, 1|. = 0, baher bie Gleidung biefer Are

x=o, (4)
anft “bie Linte (1) mit ber Wbjciffenare parallel, fo it y fir jeben Werth von x con-

ftant, folglidh erBilt man
y+b=o. (5)
®ibt man ber Gleidung (5) bie Form

fo ift filv bie mit ber Abjcijjenaxe pavallele, aber in unentlider GEntfernung gedadite Einie-;— =0,
alfo bie ®leidhung biefer Linie
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— =o, 6
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Ynaleg wird et eimer mit ber Orbimatenaye parvallelen Linfe (1) x conftant fiir jeben Werth
pon y, mithin bie entfprechenve Gleichung

ax 4+ b=o cbcrx+%——uu, (7)
0o % jebe beliebige Conftante bebeutet,

Gitr eine bevartige in unenblider Entfernung liegende Pavallele ift %-: o, aljo bie Oleidung
berfelben
vl s (8)
= :

Il.
Gleidjung des Punftes. Linien-Coordinaten.

Beliebige von einanber verfdyicbene gerabe Linien werben gemdf I bavgejtellt buvd) bic Gleichungen:
y+ax+hb=o
y4+a'x+b=0o
y+a'x+b"=o
y+ax+b"=0 w.{w
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Gehen: biefe Yinien alle burd) einen gegebenen Puntt (' x), jo exhilt mans

Y4+ax'4+b=o

vV +ax4bi=o

Y 4a'x +b'=0o

¥4 a"x 4+ b =oum {. w

3n diejen Gleidungen bebalten bdie Goordinaten ved gemeinfdaftlichen Durdyichnittepunttes, y' unb
x', benfelben Werth unverdnbert bei, wibrend jich die Bablen a und b, weldve piejebesmalige
Lage ber verfdiebenen geraben Yinien Beftimmen, von Tinie it Linie dndbern, mithin fiic
alle miglichen Yinien, bie burch ven gegebenen Punft geben, alle mdglichen Werihe armebmen; mit ane
bern Worten: y und x werben ju Conjtanten, a und b ju Baviabeln, Die Gleichung
y+ax+ b=o
Bleibt ber Form nady biefelbe, wenn wir civerfeitd y und b, andrerfeits a unb x miteinanber vevtaus
fdben; inbeffen ber BVebeutung nad wird fie eine anbere, inbem iy munmehr unter b bie Drbinate,
unter a bie Abjcifje eined gegebenen Punftes verjtehen, bagegen x und v al s jufammengehvige
Werthe jur Beftimmung ver Lage aller Burd jenen Puntt (ab) gehenven geraben
Linien avffafjen. Diefe Coorvinaten find daber Linten-Coorbinaten und bie in ibuen audge-
priicte ' ®leichung
y4+ax4hbh=0o (9)

iftbie @leidung eined gegebenen Punites, in weldem fidh alfe burdy x und ¥ au beftimmenten
geraben Linien {dineiben. Jebe biefer Linien hat ben Vemerfungen ju (1) gemif die Ridnung (—x) und
jdneivet bie Orbinatenaye im Punfte (—y) ober, was auf bdafjelbe hinansfommt, bie Abjciffenare im

Puntte (— -%-)‘

Der in Hebe {tehende Punft fann in Dejiehung zum Arenjpiteme Hejonvere Sagen annebmern,
Seine Yage faun fein 1) im Goovbivaten-Unfangspuntte, 2) auf einer ber beiven Wyen in endlicher ober
unenblicher Entfernung, 3) nady trgend ciner gegebenen Richtung in unenvlicher Gntfermmg. Jm Falle
per unentlichen Entfernung find alle durdy bie Gleichung davgejtellten  gevaben Linien entweber in ber
Ridytung ver beiben Aren over in ivgend einer gegebenen NMicdbtung wunter jich pavallel.  IWiv betvadyten
bie verfchiebenen Wiovififationen ver Gleichung (9) filr bie angepebenen Fille.

iir ben Unfangépuntt ter Coorvinaten ift a =0 unbdb b = o, alje Heifit tie Gleidhung

¥=0, (“]J
Liegt ver Punft auj der Abfeiffenaye, fo ift b = o, alfo
yHax=ao. (11)
Yiegt er aquf biefer Are in unendlicher Gntfernung, fo ift %: o, unb ef ergibt fidy
x=uo. (12)
Giiv bie ¥age bed Punfted anf ber Orvinatenare ift a = o, folalicy bie Gfeichung
¥ h = o. (13)
Liegt er auf ber Orbinatenars unenvlich weit, jo wird i) o, mithin bie Gleichung
1
=g, 14
= (14)
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Wird feine Entfernung nady einer geaebenen Ridjhung unenblidh, fo toird x conftant fiix jeben Werth
pon y unb man erhilt |

a x4 bh=ie, (15)
Sdreibt man bie lete Gleidung wie folpt=
a 1
i T

jo  yoird: fitw: ben: ‘Deveitd’ evwiifnten: Fall,  baf ber Punftouf bew: Orbinatenaye unendlidy weit liegt,

%: 0, alfo hat bie Gleichung

% i, (16)
mit (14) diefelbe Bebentung.

111,

Ein NAdOHE auf bas bisher Gefagte Lift und in einer und terfelben Gleidhung, jenadbem wir
ifive Berdnberlichen al8 Punft. ober Yiniew=Goordinaten auffafjen, eine weifacdye Vebentung evfennen.
Gie beveutet ndmlich im evjten Falle eine gewifje gerabe Uinie, im  gwoeiten einen gewifjert Puntt nady
felgenter Fujonumenftellung :

Yyt ax—=—0
bebentet eine burdy ven Coorbinaten-Ynfangépuntt gefende gevave Linie (2) ober ecinen auf dev Abjeif-
fenaye [iegenben Punit (11). Die Nbfciffe biefes Puntes ijt a.

Y
Bebeutet bie Ubjriffenare (3) cber ten Goorbinaten-Unfangpunit (1O%
=10

bepentet - bie Drbinatenare (4)- ober cinen auf ver Abfciffenare  unendlich weit liegenben Puntt (12).
Ulle burdy biejen Punft gehenven gevaben Linien Haben die Richtuuy Null v. ha fie Laufen ber Abjeif-
fenaxe pavallel,

¥ - b=o
Debeutet eine mit ver Abjcifjenare pavallele Linie (H) ever einen anj ber Orbinatenare liegenben Puntt
(13). Die Drbinate biejes Punited ijt b,

—_—0

Bebeutet cine mit ber Ubfciffenage pavaliele Linie in unenblicher Eniferiung (6) over einen auf ber
Orbinatenare legenden unenvlich weit entferuten Punit (14), Der reciprefe Werth ped Durd)jchnitte-
puntted aller burch benfelben gebenben gevaden Sinien mit ber Ovbifatenare ift Null b. b. bieje Yinien
find alle ber Drbinatenare pavallel

_ ax4+b=—an
Bebeutet eine mit ber Orbinatenaye pavallele Rinie (7) ober einéit mady pegebener Nidtung unenvlicy

s 1 , 7 el ; b
weit [egenben Punlt (15). Die Ridtung aller burd) in gejogenen gevaben Lnien ift =




Sebeutet eine mit ber Orbimatenare pavaflele unenblidh-weit entfernte ¥inie (8) cber elnen anf bev -
binatenaye unendblidy weit liegenben Puntt (16). Dex reciprofe Twexth beéx Ridtuny alley burd) benfelben
aehenden geraben Linien ift Mull b. §. alfe diefe Yinien find ber Drbinatenare parallel,

Pliider, welden der Berfafjer mit-ticjer Bevehrung feinen feiiferen Lehrer nennt, brildt in fei-
nee bie Theovie ber Liniem-Goorbinaten befandelnben audpeseidhneten Scyrift (BVaud 2. ber analbtifd-
geometvifdhen Gutividelungen) die in obigen Gleidungen ves: Punttes (9—16) vorfonunenven Jahlen in

} ] 3 ? I .
Form von Drotfenten aué, inbem er ftatt ber obigena mnb b bie Werthe —: b %, fo mwie ftatt ¥

unp x bie Werihe % unb % anwenbet. - Hiernady erfalten bie genamiten Gleidungen  folgenben

Ardbrud:
(9) a4 bvg4ecw=o

(10). w0
(11). . by+ecw=o0
(12).. .. v=9

(13) aud4cw=o
(14)und (16)u =10
(1) . au-+bhv=o

Sn Betreff ber Coorbinatenwerthe filv bie Widtung ver Yinien (--—- :'—1) unb fiiv ifren Durd-

ganagspunft auf ber Orbinatenaye (— %) ift 3u Bemerfen, taf Beibe ugleich unenblich grof

werben; alfor nothwenbig benfelben Nenner u Gaben,  Wiv werden: i Folpenden diefe Coorbinatenbe-
seichnung beibehalten.

1VY.
Berwandlung der Punkt-Goordinatesn.

Die Vermwanblung ber Coerbinaten tritt  iiberhoudt -ebw, wemw man von einem Cocrbdinatenfpjteme
31 eiem aubern iibergeben will. Die babet ju [Bjenbe Anfgabe befteht bavin, bie nrjpringliden Goor-
pitaten i Fuuftion ber newew auszubritden.  Wiv befanbeln bicje Anfgabe hier injofern, alé fie bie
Berlegung ves Anfangdpuntted unp bie Uenverung ver Avenvidhtung betrifit. Die wrfpriinglichen Corr-
binaten mégen duvdy x und y; bie meuen burd) & und y begeichnet wevden.

a. Verlegung des Anfangspunktes.

Berlegt man: den Anfangdpuntt bex Coorbinaten in einen aubeyn, deffen Abjeijfe m und beffen
Orbinate n ift, jo exhalt man Defanntlid)
=n#y (17)
X=m -+ & {16)
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mithin file bie Ritcffehr vom newen yum uvfpriinglihen Anfangspuntte
y=y—n (19)
F=x='m (20)
wad Bier nuy ber Erivdhnang bebarf.

b, Aenderung der Avenvidjtung.

Wiv benfen und bie Coordinatenagen in beliebigen RNichtungen und nennen ben Eoordinatenwwintel
bes urfprilnglichen Shjtems I, ten bed memen 5 fevner die Wintel, weldpe bie nepe Abjeifjen= und
Orbinatenare mit ber urfpriinglichen Abfjciffenaye biloen, ¢ und ¢, jo wie bie Winlel, weldhe bdiefelben
wenen ren mit per wrfpriinglichen Trbinatenape bilven, w unp W',

Aur Herleitung ber allgemeinen Berwanblungsformeln gefen wiv and von ben beim vechtwintligen
Hyenfhiteme Statt finbenben Beziehungen, welde ald bie einfachften vovandgefelst werben bitvfen,  Wir
fegen pemnach buvdh ben gemeinjchaftlichen Anfangdpuntt ber Coorbinaten siwei reditwintlige Axen, beven
Orbinaten Y, unb beven Abjeifjen X Beifen migen, und bejeichnen bie Winfel, weldhe bie urfpriingli-
dhe Abjcifjen= unb Ordinatenaye mit ber Nye ber X Bilven, mit « und f, undb bie von bev newen
ABjciffen- und Drdinatenare mit berfelben ye ber X gebilbeten MWintel mit » und J, Hierausd ergeben
fich felgenbe Helationen:

fl— o=
d—y=¢
e e )
J— o=qg'
F—fi=v
d — =y,

Seifit mun ein in ber Gocvbinaten-Ebene Beliebiy angenommener Punlt im urfpringlichen Ehjteme
(¥ x), im nenen (y ), fo ergibt fich
X =2xcos e+ ycosf
umdp X =wcosy -+ ycosd,
Ghen o Y =xgin « 4y sin 3
b Y =@ siny + ysind,
Folglih x cos & 4y cos § =& cos y 4=y cos d
unh | X/8in ¢ 4~y sinf =& sin y 4y sin d,
Die Elimination vor X ober y aud bew Beiven lepten Gleichungen fithrt unter Beadjiung obiger
Tintel-RNelationen zu folgenben Rejultaten:

o @ Ein g 4 ysin g &

W gin & 1)

UL esin @y sinay o
i S sin & (“")

Gliminivt man @ ober y, fo erbilt man ble Fovmeln fiiv bie RNidlhr vonr neuen yum urjpriing.
lichen penjhiteme, namlich:
x gin g <.y sin ©93)

Y = — ———

- BINSS
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b x_ﬁ]]l /3 -w-l—}' Bln W (24)
gIN &
ué diefen allgemeinen Fovmeln filv swei beliebige renfyiteme lafjen fich fiix bie befonberen Fille,
bafi eines bon Geiben ober Beibe rechtwinflig finb, bie entfpredienben Fovmeln leicht Hexleiten, wenn man

Dbeadptet, bafi, falld bas urfpriinglide Spyftem rediwinflig ift, v = ¢ — -% w, W =g — —-%—fr,ﬂlfo
sin @ = — cos @ undb sin ¥ = — cos p'; fall@ bad newe Shjtem redtwintliy ift, ¢' = +

;)1 7w, W=y 4 -]-;-— =, folglidh sin @ = cos @ unb sin ' = cos y; fall8 Geive vedptwinfllg find,

y=q — i T,y =¢ + i 7 b v = ¢, mithin sin Y = — cos ¢ unb sin @' = cos g,

X
Berwanblung der Linien-Coordinaten,

Unferer friiferen Vemerlung gemdR begeidinen wiv die Linien-Coorbinaten im urfpringliden Shyites
me, worin bie Punft-Goorbinaten x und y fiub, mit ben Diuotienten % unb %; im newen Shfteme,

werin bie Punft - Coorbinaten » unb » finv, mit --f? und % Die Winfelbegeichnungen wifcdhen bem

urfpriingliden unb newen, gang beliebig gevacditen, Arenfvjteme find bicjelben wie in IV.

a. Yerlegung des Anfangspunkies.

Der neut Anfangdpuntt fei wieber (m n) wie in IV a. Heift nun einin ver Goorbinaten-Ghene bee
licbig angenommener Puntt im urfprivglichen Syfteme (x y), tn neuwen (= y), fo ift feine Gleichung
im erften Shiteme

Y w

- B — )
s u T s (25)
undb im gweiten Shiteme
. ] T uw 9
yte—+-_—-=o (26)

3 s u b . . - 4 v v w "
Setzen wiv voransd, baf in biefen Gleichungen bie urfpriingliden Coorbinaten — lmb — uub bie

neuen Ewc‘cbmnten-ﬂ— unb - timer unb berfelben Linie augehdven, und vevivanteln gemif (19)

unb (20) y und & in bie Goordinaten y und x, fo erhalten wiv fitv bie Gleidung (26) folgende:
¥ X —m——m=g¢ (27)
1] i 113
Da diefe Gleichung mit (25) eine und biefelbe duvd) bem Pundt (x y) gehenbe gevade Linie bars
jtellt, fo folgt filv bem Ueberpang jum newen Coorbimatenfhjteme :
= = (28)

11 uw
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Berwanbelt man dagegen i (25) x und yoin @ und y; fo fommts
3,.'—|—.'r% —1—% -+ m —::- +n =0
Anad diefer Gleichung und aud (26) folgt fir vie Nidfehr jum urpriinglicdhen Shiteme :

(30)

Sosipgad iy 3

A (1)
. — L 4+ m i 4+ n {32:}
% i u

wie fidh auch aud (28) unbd (29) uumittelbar erqibt.
b. Aenderung der Avenvidyung.

Die gegenjeitige Lage ber Deiven gany Delicbig aevaditen Arenfhiteme fei burd biejelben TWinfel

wie in IV Db Bejtimmt, BVerwanbeln wiv in (26) bie Cocrdinaten = und ¥ in x undb y gemdf den

gormeln (23) und (24), fo folgt:

. Pl ]
sin ¢ — —- &in i

e
— BN &

e =0 (33)

¥ Bt i R
sin 1 — — gin ' BIN 1 — — B e’
2 = I f = !

y +x

Dieje Gleichung aber dbriict ben in Va gemaditen BVemerfungen jufelze mit (25) eine und bie-
fetbe burdy ven Punft (x y) geheude gevate Limie aud  Felalich ift

. e
Sitf (pri——— 8in !

— (34)
gin Tr—-E gin ! |

: - Ein Y

TN

w Dl
= (39)

1 . PN v
Bl — — BIN W
s

fitr ben Uebergang zum nenen Goorbinatenhiteme,
Bermanbeln wir umgefedrt x unb ¥ v @ unv.y gomip (21) und (22) jo ergibt fid aug ®lei

diung (25)

W =
—= gin &

=10 (36)

= v .
BN — — EIN U
11

hIAE R

kil ¥ e ¥ s Bl

sin gt — 1L 1 B g’ — —— mn-
n 1

Diefe Gleichung briidt mit (26) eine und biejelbe buvd) den Punlt (zy) gefende gevave Linie aud, baber ift

. v
so AR s A U

gin

i

sin ¢
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¥ g&in &
e (38)
i sin p’ — X gin ¢
u
fiie vie Qidfehr vom mewen jum urfpriinglichen Goorbinatenfpiteme.

[ ben nimlichen Nefultaten gelangen wiv and) vevmittelft ver Gleichungen (34) unbd (35). Die
erfteve mimlich exqibt fofort:

Y. sin Y. P gin pf = sin ¢ " gin ¢
i L v u oo o u
» . . v . : . v .
oper: — (8n @' — — BN W) = BN @ — — BIN V¥
u u

uw
woraud ber Werth filv —; iibeveinftimmiend mit (37) Hevvorgeht,

Die Gleidung (35) ergibt:

% o & ‘i w0 . P
— gin ¥ — — — 8NP —= — — @n &,
i} . u ]

Subftituiven wir Dierin ben fo eben erfaltenen Werth fiie %, jo fommt nad) geboviger Tebuetion:

v . : i .
= (sm W osn ¢! — sm @ SN 1..'1“)
u

=— Zsnt (39
i Vsl I ? i
gin ! — — EIn Y,
n i
Beadhten wiv nun, vof gemi IV b
=g —p=y'—vy
d=p —pv=g —
alfo p' = § + g unb ' = 5§ + 4,

fe geftaltet jidh vie Gleidung (39) aljo:

:: [sin W sin (§ + ¢) — s8in ¢ sin (¥ + :,f:}]

. ’ VT, . %
sin p! — —— 80 Y

oter, wenn wiv entiwideln und vebuciven:

r

o (sin ¢ CO8 WY — COB @ 8in w)

. 4 i o : %
sl —i— T 3
u

— gin &

. w o, R Wy
e e = — fibeveinftimment- mit (38).
sin ¢ — — sin @

1

=)
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Fie vechtwinflige Coordinaten gelten bie Hinjichtlich der Wintel gemaditen Schlufibemerfungen in
IV, unb [affen fidy banady bie allgemeinen usbviide (34), (35), (37) und (38) leicht abhnbern.
Man wiicbe 3. B., um von einenm beliebigen ju cinem vechtwintligen Spjteme itbevsugehen, aud (34)
unb (35) evbalten:

gin g — Y cos P =
L1 U i ikl i u L
= ; = _ .

i v 7 u : o
BN Y — e cos W 8 Y — o co8

u

vesgleichen filv ben Uebergang von einem vecdhfiintligen ju cinem anbern vedhtivinfligen Spitente:

» u w
- B e v vl %
et — R e i, §.
i1 (4] . u u .
COS @ < s 8N cos @ -E-T sin P
TWas bie Nenner jener Auddbvitde Detvifft, fo werben biefe in (34) unb (35) zualeich Mnll, fobalc
3 ; } FUgLEC
A R e D eseidinet Sootbiliaten; ?
( = e T e ey Diefer Dnotient aber Gegeidnet im neuen Goorbinatenibjteme bie

Ribtung einer mit ber urfpriinglidhen Ovvinatenare jujammenfallenden gevaben Yinie. Dafjelbe it ber

5 a1 L] 3 i
Fall mit ven Nennern in (37) und (38), fobald (—- ;v) = :—:]T:—:f— = éins;; i(}v
Quotient im urjpriingliden Coordinatenfhfteme bie Nichtuny einer mit dev neuen Orbinatenare ujam.
menfalfenben gevaben Linie Bejeichnet,

Die- Herleitung der Ummanblungéformeln fiir den Fall, wo die Berlegung bed Anfanpépunttes
ver Goorbinaten unb bie Menvernung per Wrenvidhtung gleidhzeitig Statt finbet, bietet nady Exiviers
ung ver Gingelfalle feine Gefonbere Schwierigleit bar, inbem 8 Biergu nur einer geeigneten Berbinbung
per entiictelten Fovmeln bevarf, welde duvdy bie Natur bed in Ytebe ftehenben Falled fehr nahe liegt.

eldyer
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