Das Alhazenide Problem.

311 bert interefianteren Aufgaben, welde vie Mathematifer fraberer Jeit befchafriget haben, und
bie einer gewiffen Celebritat in der Giefchichte der MWifjenfdajt geniefen, gehort unter anderem,
weldie $ligel in feinem mathem, Lericon TH. I &. 228 auffithet, audy vie AlGazenijde. Bic
teagt diefen ifiven Namen von vem Arabijen Schriftiteller Al-Hazen ober Al-Hafjjan, ber
fie quecft in feinem beFanmten Werle diber Optif aufjtelte und cinen Verfudy jur ¥ojung derfelben
madite. Dem Gegenftanbe nady gehiort fie in der Weife, tie Alhagen fie davitellt, jur Fatopteil,
Gr forbert namlich die Beftimmung dedjenigen Punfred cined fphivifden Spiegeld, in weldem
ein Lidtfivabl veflectivt werven mufi, um von cinem gegebenen Punfte audgehend, nady dper Ne-
flerion ju eimem anbern chenfalls gegebenen Punfte hin ju gelangen. Cntfleidet man aber die fo
geftellte Aufgabe ihres phufifalifjden Gewandes und fifrt fie mitteld bed Grundgejepes der Kafops
trif quf bie rein mathematifden Bebingungen ibrer Auflofung juvid, jo fallt fie gany n vad Ges
biet per Geometric und exhalt folgenben Ausbrut:
o3m Der Ghene cined Kreifed find gwel Punfte A undb B gegeben. Man {oll
,oen: ober Dicjenigen Punfte X ped Umfanges beftimmen, an welden jwei
qoon bort aud nad A und B gejogene geradbe Linien entweber gleidie ober
ot 2 R fidh evgangende Winfel mit pem nad X gehenben Radiud des Krei
ofe8 bilben, je nadbem namlidy jene Winfel auf vevjdicbencr ober auf bers
oJelben Seite bicfesd RNabdiusd [iegen
Da vie bisherigen Bearbeitungen biefer Aufgabe, wie man fie gerftreut in ven Werfenr bed
Alhagen und BVitello, Barrow, Huygensd, Kaftner, Kldagel w. finbet, den Gegenfrand
feinediwegs erfdhopfen, mbem bdie per Guftgenannten auferorbentlicdh weitfhiveifig und verworven
find, bie Dev Lepteven aber bei ber Rebuction bed Problemd auf eine Gleidung Hiherer Drbnung
fteen Bleiben, fo wird ed i Gunften bed vein geometvifchen JIntevefe, welded die Aufgabe dar-
bictet, nidyt fberfliiffig fein, berfelben cine tiefer cingehenve Betraditung ju widmen, welde im

Folgenben verfudt wird.
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ben Umfang bed freifed gweimal fbneiven und bic beiven Pamfie, wovin diefes gefdhicht, gehdren

ju den durd) bie Aufgabe verlangten. Der anbdere Jweig, der durd) G geht, fann aber ben Freis-

umfang nur dann tveffen, wenn fein fleinjter Abftand von € nodh Feiner ober hiodyftens eben fo

grof alg r ift. Dad Quabrat diefes Abftandesd ift aber im Allgemeinen fiiv einen beliebigen Punft

ver Hovperbel, befen Coord. x und y find, =x*+y? und wird, mit Midfiht auj vie Relation
3__ 3

my~+nx=xy tin Minimum, wenn x=m-+ Ymn? y=n+ 7} |TF13; twie man burdy bie befanmien

Methoven leicht finver. Dad Quadbrat bes Heinften Abjtandes ver Huperbel vom Tamtte C wird

¥4 oF

b 3
bievburdy = (m “wn '1) , woraus fic ergibt, daf ver, in Rede ftehenbe Jweig den gegebenen

¥ S i *a 2

Streid gweimal fdhneidet, wenn v =m  +n , baf beide cinanber beriibren, wern r =m -+
1‘{1 a ey & 3 :f'J 3 :-"‘3 3 o : ) z L

noound fid gav midt feeffen, wenn r <<m  +n° , Qm erften Falle gibt ¢8 im ®angen vier,

i gtoeiten bred, im [ebten mue 3w ei Punfee, welbe den in der Aufgabe geftelleen Bebingungen

entforedien.  Obige Gonfrviiction wurbe juerft von Hivgens gefunden,

L

ue vie Licbhaber der rein geometvifchen (Cuflibifhen) Methove fiige ich noch folgendven fyn-
thetifchen Veweld hingu, daf durdy die im vorigen §. angegebene Gonftruction bie Aufgabe ge-
16t wird.

Yehriag 1. Gerabe Yinien, welde ivgend einen Punft einer gleidfeitigen Hyperbel mit
ben Endpuniten cines belicbigen Durdimefiers verbinden, treffen (ndthigen Falls verlingert) jebe ber
beiben Afymptoten unter gleich grofen Winfeln, Beweis: Jener Punkt fei X (Fig. 3 und 4),
bie Gndpunfte cined Durdymefjers F und G. FX treffe dic Afomptoten in M, N, GX teeffe fie
beguglidy in P, Q. Nach einer befannten Gigenfdaft der Hoperbel ift 0X =GP, XN=MT. Falle
man daher aus X, F, G auf bie Ajpmptote PM bie Senfrediten XR, ES, GT, fo ift aud, wenn
O ber Mittelpuntt der Hoperbel, OR=TP und OR=8M, folglich audh TP=8M, Aufierbem ift
wegen der Gongruen; der Dreiede OFS, OGT, FS=GT. $Hicraus aber und aus SM=TP felgt,
vag audh ASMF mit TPG congruent ift, vaf mithin auch <CFMS=TPG ober XMP=XPM
und bieraus fogleich weiter, baf aud CXQN=XNQ. Die beiden Ynien FX unp €X jdmeiben
alfo jede der beiven Afymptoten unter gleichen Winfeln. j

Lebriap 2. DBecbinvet man irgend swei Bunke 3 B. X und C ciner aleichfeitigen Hyper-
bel mit ben Gndpunfien F und G eineé belicbigen Durdhymefjexs, fo it immer < XFC= entweber
XGC ober deffen Nebenwintel, je nachdem bie Dr. CFX, CGX auf verfdicdener ober auf berfelben
Ecite von CX liegen.

Beweis.  Denn nady dem evfien Lebrfage ift <Cc XMP=XPM. Zrefenmun CF und CG bie
Afpmptote. MOP in U amd ¥, fo ift cbenmifiig < CUV=CVU. Hieraus folgt aber fiix Den
&all, paf bic Dreiede CFX und CGX auf serfchicdenen Seiten von CX liegen, <cXMPECUY
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=XPM+CVU bp. i. - CFX=CGX; fiir ven Fall aber, daf jene Dyeiede auf derfelben Seite
pont CX [iegen: CUY +XMP=CVULXPM, b. i CFX=2R—CGX oper CGX=2R—CFX.

Mendet man mun diejen lestern Lebrfas auf die oben confteuivte gleidbieitige Hoperbel an, fo
eehiellt alsbalp, vaf die vou A und B (Fig. 2) nadh X Din gesogenen geraven Linien gleihe ober
it 2R fidy ergdniende Winfel mit dem Rabius CX bilven, Penn nacdh jener Eonfteuction ift C A:
CX=CX: CF und CB: CX=CX: CG, paher ift & CAXaeCXF, ACBXaCXG und mithin
LAXC=CFX, XxBXC=CGX. Dem vorigen Lehriage jufvlge it <CCFX=CGX obcr defjen
NMebenivinfel, alfo ift aud entweder L AXC=BXC ober bicje Winfel ergdngen fidh ju 2R, je
nadbem fie neben= ober incinanber [iegen.

§. 0.

&s qibt einige Befondere Falle, in welden die Amwendung bder Hyperbel ald  entbehrelich jur
Bejtimmung der gefudten Punfte wegfallt, namlich:

1) Wenn dic Punfte A, B vom Centvum C gleid weit abftehen, ober, wenn a=Dh,
Offenbar find dann die Endpunfte ded den Winfel ACB Halbivenben Durdimefiers fdon el
Runtte, vie der Aufgabe entfyrechen.  Aufier dicfen gewinnt man nod, ppefernt a=rcose, jwei
anbere Tamfte, wenn man purch A, B und C cinen freid befbreibt.  Die Durchfcbnittdpuntte
beffelben mit dem gegebenen [eiften gleihfalld pad Verlangte. Die obige Gleidhung ber Hyperbel
rebucirt fich, ba Hier wegen a=b, m=o0 quf nx=xy ober x(y—n)=o0 unbd serfallt baher in

5

apei anbere: X=0 unb }'=n=Tf'ﬂﬁt'i, wevon jene bie Drbinatenare, dieje eine Senfredite ba-

:
vauf bejeichnet, deven bftand von C=n. E& find dicjes die Ajpmptoten, i welde bie Hyperbel
fiir biefen Fall 1bergeht.

9) MWenn die drei Puntie A, B, € in geraber Linke licgen, oder, wenna= 0 ober
= 90°, Dic Puntte F, 0, G liegen dann gleidifall8 in diefer Linte, welde da, wo fte Den Rreid
teifft, unmittelbar et per verlangten, bisher mit X Deseichneten Punfee [liefert, in fo fern
ndmlich fn diefen Runften die Winfel AXC und BXC=0"ober = 2R werden, mithin als gleicye
ober qu 2R fih ergangende ju betrachten find.  Liegt C swifdben A und B fo ift «=90°% n=o,

d o : | ) | rifa—b) : 1
m (nun ber Abjtand ved Punftes O pon C) witd = —— SR Riegen  bagegen A und B auf
O
A e T riasEh) S : . .
cinerlei. Seite vou G, fo ift e=0, m=0, n= EET I EGuidhtet man nun in O, ber Mitte

vort FG eine Senfrechte auf AB, fo gibt der Durchichnite decfelben mit dem freife, wenn ev flatts
findet, nody ywei vev verlangten Punfie.  Dafjelbe evgibt fich puveh Betradytung. de phen  ange-
wenbeten Hyperbel. Dic Gledbung derfelben wird, wemn = 90°, y (x—m) =0 und erfallt in
y=0 und x=m; fic witd, wenn «=190, x(y—n)=o0 und jerfallt inx=o0, y=n. 3n beiben
Fallen begeichnen biefe Gleidungen die Linie AB und eine in O barauf @enfredite aldé foldie, in
weldhe die Huyperbel tibergeht und fich mit ihren Afymptoten identifizirt.
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9y Yufer diefen Fallen gibt es nod) cinen britten, in weldem pie Aujgabe ofine Anwendung
bec Hoperbel geometrijch geldi't werden fann, wenn namlich m=m ift. Diefed forbert, baf
(a—=D) sina = (a + b)cos«, aljo 1g.u= ‘:+ t ober tg. (e—43)= -hT ey Winkel ACB ober 2
' S Le
muf alfe, damit diejer Fall cintrete, cin jtumpfer und pabet fo befhaffen fein, baf bie ihk Balbi-
renbe Qinie CD mit perjenigen, welche € und die Mitte von AB verbinbet, einen TWinfel von 45°
macht.  Denfelben Winkel macht pamn auch CO mii CD. 3t nun m=n, {o geft Ddie obige
Gleidiung der Hyperbel: my + nx = Xy in m(x-+ y)=xy iber, welde, combinirt mit x*+y*
=r? gibt: X+ y=mxJm*+r? und fogleich su folgenber Gonjtruction fiiht: Fig. 5. Man
siche einen auj CO fenfrechten RNabdius CK, verbinve O mit K und befhreibe um O mit OK einen
Sreid; Derjelbe treffe die Gorrdinatenaren in P, 0, R, S, in ber Orbnung mie die Figur ¢8 jeigt.
Rerbinpet man nun nod) P omit O, R mit 5, fo treffen PO und RS (weldhe beide mit den Eoor:
pinatenaren Minfel von 45° machen) den gegebenen freié in ben verlangten Punfrew.  Die Linie
PQ fdneidet pabei immer, SR aber mur dann, wemt r=2m} 2 0. i r=2C0, over, nad) Sub-
Larogl . ‘ shYaieb? . cr
Bitution bed Werthed: o m, yoenn r<s—— . Sie Berfifet, wenn T diefem LBerthe

a*—Db-
gleidh ift und trifft gar nicht, wenn r biefen Terth tberfteigt. Je nadbem aljp r== ober <2
C0, gibt 8 im gegenwirtigen Falle vier, rei ober pwei Punfte, welche bie Forberung per Aufpabe
erfitllen, - Sfre Goordinaten ergeben fidh [eidit aus xy=mix - y)=m(m * Vri+ m?. 3u bes
merfen bleibt nodj, daf in dem fpeyicllern Falle, wo r=2C0, gwei der gejudbten Punfie fich im
Gnbpunfte ved durdy O gehenden Rabdiud vereinfgen; die beiden anveren liegen um ein Drittel bes
Sroisumfangd von ihm ab.
Slod ein vierter Fall wird fich fpater exgeben.

§. 6.

Durch vas Bisherige ift dad vorlicgende Problem in fo weit geldf’t, ald ecine Linie von be-
fannter Art, Lage und Dimenjion gefunbven ift, deren Duecdfdnitt mit dem gegebenen Sreidums=
fange ie gejuchten Bunfte liefert. o wenig e8 aber bei arithmetifhen Aufgaben finveidht, Dbie
@leidhungen aufgeftellt ju Haben, von deven Qufldfung die Befiimmung der unbefannten Gréfien
abfangt, fobalp biefe Aujldjung in Eirenge ober niferungdroeife moglich ift, eben fo weniqg Fann
¢g bei geometrifdhen Problemen geniigen, Gurven ansugeben, deven Durchidhnitt gewifie verlangte
SPunfte liefern; benn biefe Gurven find felbft nur geometrifhe Darftellungen ver Gleidbungen wi-
jcben den- vexanberlichen Grdfien. &8 Dleiben paher nod bie Eoordinaten x, y ber Durchichnittd-
punfte ver Hyperbel mit dem gegebenen Sreife ju beftimmen, eine Bejtimmung, welthe bie Auf:
[6futtg der beiden Gleichungen

x?+yi=r? unbh My --NX=XY
erforbert, wenn bavin x, v ald unbefannie, m, n, T alé gegebene Grifien betradtet werben. Tad
gewohnliche Berfabren hiesu befteht davin, cine femer Unbefannten gu eliminiven und dann bie
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entftefende biquabratijdie Gleidung nad einer ver befannten WMethoben aufpulifen. , Ohne midy
Bierauf eingulafjen, {dlage ich folgenben, gu gleichem Sicle flthrenden Hirjeren Weg. ein.

Ed fei x=x'4+m, y=y' +n, weburd) bie Gleichungen bed Sreifed und ber Hyperbel auf
bie Yfymptoten ber lefitern bejogen und diefe ju neuen. Goorbinatenaren gemadht Averden.  Diefe
Gleichungen werden dabuydy ' +m)°+ (¥ 4+ ) =r° unp x'y'=mn,__ Dg bic Elimination
giner Der beiden lUnbefannten vorvausjichtlich ju einer (‘F}Eeid_mn{; vom 4dten Grabe fihiet, jo fepe id
2x'=M=+ }t, 2y'=NF Vuunbd beftimme nun M, N, t, u fo baf biefe Werthe von 2x' und 2y
pent aufyuidfendén @leidhungen Gentige thun:  Jbre Subftitution in der Gleidhung x"y'=mn gibt
(M= ) (NF Puy=4mn ober MN— YVt (NYt—MJ u)=4mn, Dicfer Gleidhunyg wird ge-
migt, wenn't, u fo genommen” werden, daf NP t=M YV u unp Vtu=MN—4&mn, ' Sur Abtir

ul kipliEL aufi Spidmn’
sung fei MN—4mn=MNQ" aljo 0= ,,f’ gt AN
NYit=M}Vu, Vt=MQ, JVu=NQ und mithin

2xf=M(1+0), 2y =NUT0)
Bleiben M und-N 3 beftimmen. . 3i bem Enbe jubfiituive idy bie . julegt echaltenen: Formmerthe
von 2x' und 2y in die Gleidung (x'+m)*+ (y'--m)*=r* ynd ebalte baburdy nacp Furzer
Entwidelung

(M-+2m)2+ (N+ 2n)*+(M? +N? )Q2 20 MM+ 2m)—~NN+2n)} =4r”,

Om biefer @leichung ju geniligen, joi :

MM+ 2m)= '\'(“E+2n]~h"
woraus M=+ Jhi+ |}-:“—m N=+ /P +n*—n unp es bleibt TllItIlin[‘lt‘ nur nod h o u
beftimmen, daf audy (M+2m)*+ N+ 2n)*+(M*+NHQ*=4r°. Diec CEntwidelung biefer

Yu=MNQ? woraus in Becbinbung mit

Gleichung und Subftitution bed obigen TWerths von Q° ﬁil};:(-}.lé--i--ﬂ-) (MN—2mn)+ 2m (M
i 4
+m)+2n(N-+n)=2r% €8 ift aber:
M_.| '[.r’llf-‘-m-"-—m { P

LT FE L P h \
e Y i e Ryl - .;lf{h +m?) (h?

N + ¥Vhi+ni—n 1|

S m Y 2 n2dn PhE 4 mi e ming

I )lf[h +m? H(h*+ n?) +m ]f’lx +nixn IR'E"“-'!_-TE!I;‘—JM

M f Yy m—m
fUIIIIW[} N (Fth +m*)(h*+n j—mn)

Ferner ift: MN—2mn= Y (h*+m> j(h +n)FmyYhi+n2gEn Yhi+mi—mn, unb mithin
"u'l N
Nt

){EH—JIIHI] “-3 h*-+m?)(h*+n? Fmh? ) '+ mapnh? Y W24 n2—2mn §/ (h3+m?)(h*+ -n%)+m HJE

2
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Hierburdh und dba M+ m= Yhi+m? N+n=+ Yh*+n? vedugivt fich vie lepie Bedbingungs-
gleidiung algbald auf: Y (h*+mH (h*+nH)—mn=rh. Hieaus folgt: (h*-+m?(h*+n?)
=(mn-+ rh)? ober, nady ber Guiwidelung und Divijion mit h
h3+h(m*+n*—r?)=2mar.
@s fommit mun nur nod davauf an, h aus bdiefer cubijdhen Gleidung ju beftimmen.

§. 7.
LT b - o e . i A s 2y
Um biefe Beftimmung u tveffen, find drei Falle su unterideiven; je naddpem r’i=, = ober
= m 2;”3.3_-... n?.":ﬂ
Sit1. v 3=m P+ n"?, fo ift rPi=mi+n24+3(mnr)’? und bie cubifde Gleidung redu-
gict fich auf h*—3h(mnr) *=2mnr. Die eimgige pojitive Wrrzel decfelben, die fich fofort dar-

I i e ] I ] - -- & ¥ ¥
bietet, ift h=2(mnr) % aufierbem Hai fle aivel negative, beide =—(mnr) 3 auf bie ed Dier

weiter nidht anfommt.

2, 2 ar . e P L
A |l R ‘f"', fo ift 1-‘::m +n?4+ 3 (mnr) hey D aufauldfenbe cubifde Glei-

diung Hat bann jebenfalld, e8 moge r?== ober <<m* —l—n’ T“Th iy C[nu rveelle PWurzel umbd

5

(mnr)* +(|_n-'.——1:_->- ober (rnnr;———( i, L2 ) = K |, K ift eine reelle Grofic

und bie Carbanifdhe Fovmel gibt: !
: &
h=VYmnr+K + JYmnr—K
3

a

In Dem [anr'mt‘r-fm Iticnuum: begriffenen Falle, daf r*=m*+n* ift K=mnr, h=}2mnr,

! 3 1 Rl
3. BT —m i+ 3, fo fft r*=m2+n*+3(mnr) 5 e ®leichung ift bann im fo-
genannfen ireeduyiblen Falle und hat drei veelle Wurgeln, bie fich aber, iwie befannt, nidt durd

geidblofiene algebvaifde Husdbriide barfiellen lafjen. Dagegen laft fid) nun, ba Jlllll*h-...( u) i

1*—1|11—n

ein. Winkel jwifdfen 60" und 90° fo beftimmen, baf mnr _(

)" sin (31—180).

r‘_m®—n

&8 ift bann 11-——2V :

hat h nody pwei negative Werthe, auf die ¢8 hier nidht weiter anfommt.

. sind al8 eingiger pofitiver TWeeth von h.  Aufer Ddiefem

Wi

+n s ]'{:-Tg.i namfid), inbem man bru,nr:nliu mit ber jebenfalld pofitiven

*) Hué ber Boraudfepung r"ch-::m
@-rnﬁe ¢ "Js—.— r f‘(m fyn "",‘u—l— mf‘q n /3 — (mn) K0 mumph;uc, 1; evauf. r o H(m i i n (e % s KO Itm"'l*+
b ij beiberjeitd abzicht: rie—m?4-n*4-3(mnr)’3, Wi bagegen T ‘.’.“-‘ m
fo wilicbe bavoud folgen, baf aud) r?=m*+L n® + 3(m nr)?’;“_

nn.’rﬁr
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§. 8

Radhoem auf diefe Weife h fiiv alle Fale feine Beftimmung gefunden, find aud die daven
abfangigen Werthe von M, N, Q ald gegebert ju befvachten und daburdi audy bie ber Goordinaten
x, ¥, x,y. Der Ucberfidht wegen fiehen bie gewonnenen usbedide Hier jufammen:

Nus ben gegebenen rofen a, b, v und o bDeredhnen fidh awerft m und n mitteld der Formeln

=r3{u—h:}sinu bk ‘(a+b)cusfq
2ab i A el
bann aug diefen und r pie Grope b, Jit

2 1/ y o e
1. r/A=m"+ 0%, fo ift h=2Fmnr
LY 2z ! A G e e e L
2. r3=m”+ 0" fo it h=}Ymor+K + Vmnr—K, wo

2_1_ i__p1 a 5 g i e et
K= @mnn'+ (F—" Y= mn - (T —)

il —m‘—n_‘“ 3 a- -
———. s, wo 1 ywijdien 60° und 90° fo.3u

3 r:'f“f::m.";*-!- n J:’ jo ift h= JV

nefmen, baf

CLENE T mawd
(f. mg ™ %sin (34 — 180) =mnr.

Mud h, m und n bevechnen fi Ef} nmun mweiter:

Amn
=+ 1/1 12— N=+ Vht+n! —n,
],.*’1 +m m, V Q= V i

endlich x'=—;_;l'~l(ii<}), Y’=7N£l:r-l:i), Xx=x'+m, y=y+n.

Die boppelten Borseichen in den Werthen von M und N fo wie bed Q laffen vier Paar TWerthe
fitr x, y entftefen. Sept man, um Ddiefe getvennt davyujtellen, jur Beffern Unterfcheidung

YhiFmi+m=M, Yhi+n'+n=N, V1 M';“ =0

T e [ LU

und verfieht pie Goorbinatenseidien x, y nodh mit beigefesten Ovdnmungsablen, fo hat man
xi=—""00—0) Yi=—1":N{U+0Q)
xh==10M{1+0), wW=—"%N1—0)
xh= 1LNU+0), vi= 1LN((1—0)
= 1MN(1—0, vi= AN +0)

fermer: x = LMO—N), y=—":(N"+NQ)
== +MQ), y2= 1V2i(NQ —N)
X = Va(M+MQY, Ya= a(N—NQ)

Va(M—MQ9, w= Y@+ NOQH

e = M AT
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Ea bleibt nodh Hinjichilich  dev Realitht diefer  MWerthe  bad Nithige: 3w fagen, Diefe bangt,
wie foaleidh ecfannt wird, lebiglich bavon ab, ob bie Gripen Q untyQ’ reell, ober imagingix. find.

TMad  yunachft, Q befrifity g0 .ift bicje, Grdpe . fteté  veell; Denn, | pferit! nidt h=0 ift
yi:z+lll':j;tn, V]n‘-}-nﬂr::n, pafer Moz=i2m, Ne==2m, M Ni=dmn’ sithvoromithin Qp Jomit aud
bie mit Mro. 1 und 2 begeichneten Eoordinaten ftetd veell-— G& find dies bie Goorvinaten derjenigen
Puntte, worin ber durdy pas Centeimt ded Freifes gefendbe Hyperbelymweig ben Kreis felbit teifft.
Sie find in Begichung auf die Afymptoten fammtlich negativ, im ~anfinglichen Eoordinateniyitem
bagegen jind x, und y. pofitly, x. und y, negatin.

Dagegen {ind die mit Nro. 3 und 4 bejeichneten Goordinatew, weldhe Den evenfucllen Purdy-
jdnitidpuntten bed jweiten, nicht burd) G, gebenden Hyperbelyweiges: mit dem gegebenen Freife an-
geBoren, veell ober imaginair,: fe. nadbem die Gpdfip Q g8 ift, 0. i. nady ber Bedeutung verjelben,
ie nadoem M'N'= ober=4mn, & ift aber M'N' b0 i. bad Probuct von 1.-'ﬁ7:|':_-'—|n mit
I'h :--:-'_n”"—n, namlicdh J/ (h®-+m?*)(h? + W ——~m ¥ b4 n*—n 1:’1'1'-'-4; m?*4mn, ober, Da bie
erfte Diefer vier Muvzeln =rh+mn (f. § 6. " Ende), ed ift MN'=rh+2mn—m } 2+ ne
—n} h*+m == gher = 4mn, j¢ nadvem rh—2mp == oder.<m }/ h*+n:+n Fh?4+m?,
alfo audh, je nacdhbem r*h? “¥mnrh+ fm*n*>==(m*+nDh*}+2m?*n*+ 2mn(rh-++mn)
poer rebugivt: je nadbvem r*h==<<6mnr-+h(m?*+n?), Jf r*=m?+n eber r’=miHng
io erbellt fofort, taf r*h="(m:*+n>h+6mnr, dafer M'N'<4mn. Dec Mittelpunft der Hy-
perbel liegt dann aufechald ves Kreifed over in beffen Hmfang.  JIft aber ri=m=+n" jo hingt
bie Ungleichheit M'N'= = ober <4mn eiter pavon ab, ob gleidheitig (r*—m*—n®)h ==
< 6mnr, bafer, weill h*=h{r*—m?*—n*) + 2mnr, bavort, 8b h == ober = —“Emnr, h==

ober =2 Cmn ). Man multiplizive beiderfeitd mit [h+[mn|'l-*], fo ergibt fidy twelter, daf

M/N'== ober = 4dmn, je nadpem. h*>== ovher = _dit{mns] +omnr, b, 1, nad Subftitution
ped 2e 1tI}ré von h ¥ je nadbem h(r'* —m*—n?) = =<3 h(mn r}z"’ pier ris=—m+n*+ 3
(mnr) % , folglich (f. 2nmerf. in § F) je naddem r Yi— — gber <m”+ 11!""‘. Tie Terthe
Yom X3, ¥, Xa, Yo find bafer veell unb babei JM{E pojitiy, roenn ©7°= obet —m”+ np", bagegen
find fir imaginair, wenn r—m” +n” Sm Falle, bap P = m 4+ n wird
] 3 3
M = E'I; mn?, , N :'?}fnnr Pafer Q=0 x4 =xy= VYmn2 yi =vi= ],fmu X3 = ¥ = ].f.mr:,
3

yi=ys= }nrk

Faft man vaé ®efagte jufammen; fo erhellf tbereinfiimmend mit bem in §. 3 bei ber Gon-

fruction ver Hyperbel {don Erinnerten, baf, je¢ nadbem rf““= pher c:;m‘*""+n‘f’, ¢8 pier,

brei ober nur awei Punfte gibt, weldie bie Forbernumg ber Aufgabe erfiillen und beven Coordinaten
im Obigen beftimmt find. * Die mit Ne. 1 unv 4 begeichneten gehdren denjenigen Puntten an, bei




A

welden die in, ver Aufgabe bebeuteten. Wintel, gleidh, jind,, . die.mit. Nv; 2 und, 3 beyeichueten ben
beiben anbeen Punften, an weldien diefe Winfel fih ju 2R ergiangen.

§. 10,

Iudh bie geometrijdhe Bezichung der im BVorigen angewandten fliinf Hulfsgrofen M, N, M’ N,
wnd bt ber' Beaditung werth.

Biehtnran wamlich (. Fig. 6) urdy bie auf bem dueh C gefenden Hyperbelyweige liegendern Puntte
Xy wnd' X3} peren’ Goorbinaten Tesp. ¥y, ¥4 unb x';, ¥y cine gevabe Cinie X, X, und vexlingert
piefe Big ju ben Afomptoten, ‘von weldien fie die jue Abfcifenare genommene in P, bie andere in
0 “treffen -moge, {o ‘find’ befamntlich bie Verlingerungen PX, und OX, gleid, baher find e8" aud)
beren Projectionen auf die Coorbimatenaren, tooraus fogleid folgt, baf dem abfoluten erth nady
OP ="z +x'),00=— (v + ¥} Nad den oben crmittelten Werthen bdiefer Goorbinaten
it aber Rl ' ="M, v’ +y"s =—N, ‘baher ift audy OP =M, OQ=N."" 3left man eben fo
purdh ie” Punfe X4, Xi) weldhe, dvenn {ie eriftiven, auf bem anbern Hyperbelyveige liegen, eine
gevabe Qinie, weldie  veclingert bie qur Abfciffenare genommene Afymptote in K, bie anbere in S
treffe, fo ift aus gleichem Grunbe wie vorfer, OR=x'; + x's, 05=y'5+y'y, mithin nady ben obi-
gent Merthen diefer Goordinaten, OR=MN, 0S=N'. Die vicr Hilfdgropen M, N, M, N, find
paher bie abjoluten Lingen der buvdy die geraben Linien Xy X, und X3 Xy bel ifrer Beclangerung
auf ven Mjpniptoten abgefdinittencn vier Stide OP, 00, OR, 05. Sudit man bdie Abftande ber
piew Punfte P, Q, B, S von € fo finbet man bdiefe gleidy grof.  G8 it ndmlid

CP*=n*4+(M—m)*=n*+h2+m?

CO*=m*+MN—n)*=m*+h*+n?
CR*=n*+M+m)*=n"+h*+m?*
5*=m*+ N +n*=m*+h*+n*

Diefe viee Punfte liegen alfo fammilidh im Umfange eined mit dem gegebenen concentrifdhen
feveifes, peffen Mabiud (er fei 0 = VL 4m + ne Sieht man burdy O eine auf CO fenfredyte
Sehne dicfed Kreeifes, fo ift die Halfte devfelben =h, mithin h* bie fogenannie Yofeny biejes
Streifes in Begiehung, auf ven Lunft O, Die Gonfreuction der vier Durdjdmittdpuntte ber Hy-
verbel und bed Kreifes hiangt alfo lebiglich von per Grdfe b ab und folgt, fobald biefe befannt
ift, vom felbft,  Mit b ijt namlich der befprodhene concentrifdhe Sveid gegeben, damit find e8 bie 4
Puntte P,.0, B, 8 auf den Afymptoten, damit bie geraven Linien PQ und RS, beren Durd)jdnitt
mit pem gegebenen Sreidumfang die vier Punfte X, X;, X5, X liefert, weldpe bie Anjgabe verlangt.

MWad nun, dic Girdfe b jelbjt betrifft, o ift vie Conjtruction  derjelben duvdh bie ittcl ber
Elementar-Geometrie, nuy in befonvern Fallen ausfibrbar. Jn den ywei exften dev fthon oben §.. 5
betrachteten fpesiellen. Falle, wo einmal a=>b bann «=o ober #= 180 angenommen wurde, ift

wenm nesr, = Y r?—n? @ =r, wenn aber n= gber =1, h=o0, g=n.  Jm Dbritten Falle,

4 a-h L i g e
1Wo_angenommen wurbe, bap tg. Wt alfo m=n fei, cegibt fih h=r, p=Jr*+2m

e Wt S O W




et R

Hufer biefen ift mun nod der Fall ju betraditen, wo r”"=my’+n:ﬁ, b £ mwo  @reid und

Syperbel fidh Geviifren.  In diefem ift h=2(mnr)”, h: alfo =4(mnr)”*; aber aud
rr=m2-+n’+ 3{|1|nr]y’: jolglich h*= ;;' (RE—m*—p ), 08 =hA4 m -t e i ek n: =
Diefer Ausdrud fithrt ju folgender Confrruction. Naddem ber Punft O dburd) Halbivung von
FG beftimmt worden, jiche man CO, bann eine durdy die Mitte von CO gehende, auf CO
felbft fenfredite Sefine bed gegebenen $reifes.  Ueber biefer Sebue ervidite man ein gleidfei-
tiged Dreied und befdhreibe einen mit bem gegebenen concentrifchen fveid, cben fo grof ald ein
bem gleichfeitigen Dreied umidbriebener.  Die Punite, worin diefer bie Afymptoten trifft, find die
vorfin genannten vier Punfte P, Q, R, 5.  Die Verbinbungsdlinie PO fdmeidet ben gegebenen
Sreié in den verlangfen Bunfren Xy und X, die Linie SR aber wird denfelben berfifiren und X,
X veveinigen fid im Beribrungdpunite.  Denn e ift CO*=m2+n? bdafer bdas Lluabrat der
Sefner=4r*—m?*—n? pad Duadrat ped Nabiud bed bem gleidbfeitigen Dreied umfdricbenen
Sreifed, unb bafer audy bad Duabdrat ded Nabdbius o bed concentrifjdien freifes b L o=

_;_qu_mz_“-,-} Dueeh diefe Conftruction wird ferner UH:V:'"'"ll‘—-m=IV-;-(il‘i—ﬂiﬂ’—m‘}—m,
ﬂt‘frr‘ﬂﬂ"h:m%*‘ﬂ%: OR= 2 l}mﬂ'-'- Ghen o 0S=2 l?n m? bafer SR*=4 ].f:[mn r):. (Ea

: , FP*—m*—n:?
ift aber p*=r*+ i

——-r’-l-{mnr):'{‘, baler ber bftand ber SR yvom Mittelpuntt

C=r. SR beriifiet alfo den gegebenen Sreis, und da bie Bevlihrung in der Mitte von SR gefdhieht,
jo berithrt SR audy die Huyperbel, daher Freid und Hyperbel fidh aud) unter einander in der Mitte
vont SR berilifiren.

§ 11.

PBon theorvetifdher Seite modite die bisherige Aufofung bed Problems als wvollftanbig ju be-
trachten feinj ed bleibt, audy ber praftifdhen die gebihrende Mudfidht su {denfen. WVeranlaffung
baju gibt bie Grivagung, vaf obpleich die in §. 8 ald Nefultate ber Theovie ufammengeftellten
usdbriide in ven Stand fehen, vie unbefannten Gréfen ber Aufgabe bdivect unb mit jebem belie-
bigen Grave von Sdhdrfe qu beftimmen, e8 bennod winfdiendwerth bleibi, eine folde Beftimmmung
mit weit geringerem 2ifwande von NRechnung ireffen ju Fonnen, ald jene Audbriide in der An-
wenbung erfordern.  Wan Fonnte verfudit fein, Hulfdwinfel ju biefem Swede eimufithren, um bie
Nnwenbing der Logavithmen ju evleiditern, ober man Fomnte die Werthe von x und y in Reilen
entwideln wollen, die cine Hinveichende Convergeny barbiten; aber biefe Mittel ftefen in Ridjicht
auf practifhe Braudbarkeit weit Hinter denjenigen Methoben, welde bdurd) fuccefiive, aber rafihe
Raberung, wenn audy inbivect jum NRefultate fiihren und die id hier in der Hivie nodh angeben will.

Grite Methobe, auf den Gebraud der Logarithmentafel gegriinbet.  Eliminivt man aud den
beiben aufjuldfenven Gleicdfungen x*+ y2=r? und nx +-my=xy abwedfend biec Eine und An-




pere Der Unbefannten, fo exfilt man (r?—-x?)(x —m)?=n2x? (r2—y?)(y—n)2=m2y? und
buvdy Uebergang ju ben Logarithmen:

log (r+x) +log(r—x) + 2log (x—m)—2logx=2logn

log (r+¥)+ loglr—y)+2log(y—n)—2logy=2logm
Obgleidh jebe biefer beiven Gleichungen jur BVerechmumg aller vier MWerthe ber barvin enthalfenen
Unbefannten gebraudit werben fann, fo benue idh bodh bdie erfte voryupsweife jur Berehnung
vort Xy und xy, bie gweite jur Veredmmg von yz und v, Um diefe ausjufiifren ift ed nved:
méifig bie Grangwerthe 3u beftimmen, 3wifder weldien die ju Berechnenben Grifen nothwendiy Ilie-
gen. Leicht twird man erfennen, baf

xy ftetd jwifden il R i 1 i ].4"1'3—[112J ya awifdien —— und sy "_'___T_;L:-T_}
n+r n-+ ]f’l':'—m-’ m=r m - y r?__n2
Yy ftetd ywifdien ]:’_lfr"’ wfip olhib Fiie i3 | xy gwifen Pmr2 anp YT —m
Yri—ni—m ¥ri—mz—n
fallt.  Man gehe nun von irgend cimem gwifdhen diefen Giringen genommenen Anfangsdwerthe aus,
1. B, bem MWerthe p file x, und bevechne ben Ausvrud log (r =+ p) -+ log (r — p)+ 2log (p— m  ober
m — p) -+ 2log p; ber Unterfchicd bed Gefunbenen von 2logn fei d; bividiet man mun d durd
die Calged) Summe der Veranberungen, weldie die vier ausd ven Tafeln genommenen Logarithmen
fite eine befimmtc Desimaleinfeit, efiva 0,001 in p erleiden und welde durd) die Tafeln felbf
unmittelbar angegeben werben, jo exBalt man cine entfprechende Gorcection von p und bamit einen
verbeffevten Werth von x4, der munm, fir p gejest, eine Wieberfiolung deffelben BVerfabhrensd geftattet.
Diefe ift fo oft vovjunehmen, ald ndthig ift, um bder ligavithmifthen Gleihung innerhalb e
®ringen der Genauigleit, welde die Tafeln sulaffen, Geniige ju leiften.  Ein Beifpiel wird das
Rerfahren fogleich Har madien.

@8 fei m=27, n=64, r=100. Die Grangen fiir x find nady ven oben gegebenen Aus-
briiden bafliv: 16,464 und 16,219, Man nehme nun eine belicbige Jahl iwifdien diefen beiden,
etma ben Mittelwerth 16,341, fo ift fiiv p=16,341, r+ p=116,341, r—p=283,659, m —p=
10,659 und nun

log (r+p)=2.0657328, Diff. filr 0,001 in p=—0.0000038

log(r—p) =1.922512%7, .  , . . =-40.0000052
2log (m—p)=2.0554330; 2 Diff. . . . =-+0.0000816
6.0436785 +10.0000830
—2logp=—2.4265572; 2 x®iff. . . . . +0.0000632

3.6171213 Summe biefer Diff.S=-+0.0001362
&8 ift aber 2logn=23.6123600 S5 47613

s bl e Binfeite 18 Dey  Sielle
bafier d=0.0047613" d 1365 — 24,96 Ginfeiten ber 3. Dey elle

*) fnm.  Wive r= ober :i:ﬁ, fo Batte man 0 als untere Gringe fir %, eben fo, wenn r= ober < nm, 0
als untere @range von ¥z au fegen.
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bafer p=16,341 +0,03496 =16,37596. Da bie Wicberfolung perfelben  Rechnung mit biefem
newen Werthe wvon p feine Gorrection Dber finften Dezimalftelle . lefert; fo o ift x=16,37396,
worars mitteld per: @leidhung my + X=X Y, 1= = 98,6a002.

uf qleiche Weife ift bie qweite logar. Gleichung ju benugen, um- ¥z qu finben.  Die Gran-
jent find Bier 50,394 unb 47,321 Man nehme p= 48,858, dem Mittel aus: beiven, o eegibt fidy
alg crfte Gorrection -+ 16,33, mithin ald verbefferter Werth p =48,87433; Diejer licfert ald pweite
Gorvection mur — 0,01, dafier yz== 4887432 und nun x=—87,2427T.

Qeite Methode auf bie Benuplng der frigon. Tafeln gegeinvet. Man jepe (5.0
x=rsing, y=rcosqp, dbaburd) wird die Gleichung my-+ nx=xy nadi Divifiorn mit reosg auf
m 4+ nige—rsing=40
gebradit und ef fommt nur parauf an, Bieraus ¢ ju beftimmen. Die porhin angegebenen Grings
werthe von x und y geben, burd Divifion mit r, dic von sing und cosg und baburdy bie von ¢
felbft. Fiir cinen pvifdhen diefen @rangen genvmmenen erfien Maherungdwerth von ¢ Cer fei w)
Bevedhte man nun den NAusbrud m -+ nigw —rsinw, notive dbabei aber gleichyeitiy ausd den Tafeln
pic Werdnderungen, weldhe bie beiden: leptenr Glicber biejes: Aushruds burdy Jufab oder Abnahme
ciner Secunbde in w crleiden.  Gibt der Ausbrud fratt Null die @Gedfe d, fo it d dued bie Calgeb.)
Summe S ber genannfen BVerdnberungen ju dividbiven. Tier Quotient liefert cine erfte Corvection
pom w, roorauf bann mit bem verbefferten Werthe vor w wicberholt auf - gleiche Weife qu ver=

fabren ift.

Beijpiel G8 feim=27,n=1064, r=150, xs und ¥; ju Bevecinen. Tie Grangen fiie smgps
jind 0,56462=sin34°23%, und 0,31788 = sin18°32", aljo liegt o swifdien 18932 unb 34923 Wbie
gin leidhier Verfud) gleid) jeigt, fommt @ bev erfien @rdnge bedeatend nifier ald ber pweiten; man
fepe befhalb w=19%; ¢é ijt bann tgw=0.3443276, sinw=10,3255682;

m-+ ntgw=49,0369664; 64 > Diff. fiix 1" in w=10,0003471

rsinw= "1;",83\3{'.::“"”; 150 = " T e = U,Emﬂﬁf‘?-ﬁ
d= 0,2017364 8= 1,0003404
diy C201T30E o ot i B b P i = "
i =503" =9/43" alfo w=190943"; mit bicfem werbelferfen Feerth crbalt man
fil
weiter m-+ ntgw=49,2305008, 64 x Diff. fir 1° in w= 00003477
rsing = 49,2359010; 150X ,, ' 4 4, = 00006870
d= 0,0035998 s= (,00033493

l:‘ = 3‘;_:;9}; = 10" 61, dafer g,=w-+ 107,61 =1909°53",61. ud diefem Werthe von g folgt
x, =Trinq, = 49,24319, ys =T cos g4 = 141,68667.
Auf gleiche Weife ift mit oo @2 und g5 ju verfalren. ©fe Amvenpung ber Methobe wixd ge-
ben: g =172046!9", 14,4 = 290057 35", 85, (s =5706' 21",40 und’ aus biefen
x1=18,87997, X2 =— 140,07462, x; = +123,95145
vi = — 148,80710, y2= -+ 53,657315, Ys =+ 81,46311.

— el RN
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