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Anwendung der Differentialredymung.

I. Gniwidelung der trandfeendenten Functionen in Neiben.

Bei diefer Unjuverlifjigheit der Taplor'jhen resp. Mac Lauvin'jhen Neibe ift e8 gewifi riinfdhens-
werth, iben Gebraud) bdiefer Shge miglidhft einjuidhrinfen. Jch habe bereitd weiter oben bie vollftinbdige
Entbefrlichfeit Der Differentialvechnung bei Eniwidelung der Votengen, Logarithmen und Lreidfunctionen
beBiauptet unb gefagt, baf die ein Flein wenig erweitecte Wethobe ber unbeftimmten Coefficienten leicht unbd
fidher qum Jiele fithet.

Wir Haben und fhon iiberseugt, baf man bie Form ber Meife fiir £(x) gany nady Belieben vor:
audfegen barf, weil fid), wenn die voraudgefete Form unpaffend fein follte, aud)y die vovaudgefetten Coefs
ficienten nidyt bevedmen laffen. Herner Haben wir gefefen, baf bie ganze vationale Form, aljo eine nad
ben Potengen von x forijdhreitende Reihe

f(x) = A4 Bx 4+ Cx* Dx? ...,
wenn nidyt bie natielidyjte, jedenfallé die angenehmfte ift. Durdy Unwenbung bes befannten Sased: ,bdie
Meibe gilt fliv jeded x, alfo aud) fiic x = o* ergiebt fid) leicht:

A==
PN Sl '
X
ix — A — Bx flirx = o

C=—"———F——
fx—A—Bx—0Ox* ‘

x:i-

Leiver fithet und dad aber felten sum JFiele, weil wir tibevall dem vieldeutigen Symbole o be-
gegnent, und wiv werben daber gewifi wobl thun, wenn wiv uné nady einer Reihenform umfehen, bie und
liber diefe Sibwierigleit himveg hHilf.

Die gange vationale Form werden wiv fiderlich nidyt ofine Noth aufgeben; wnd bda, meine iy denn,
liegt 8 wobl nafie genug, fiatt ber gewdhnlichen Potensen fogenannte Facultiten, b. . ftatt der Vrobucte
gleidher Factoven, Probucte aquidifferenter Factoren, fliix 1(x) alfo eine Meihe von folgender Form voraus:
jufepen:

D — i f.w.

f(x) = A4+ Bx } Cx(x—m) 4 Dx(x—m)(x —2m)  .... L
Durdy wiederholte Anmwendung bed Sased : ,vie Reille foll fiiv jedes x gelten, alfo gilt fie aud
filt x=0, x=m, x=2in .... find wir im Standbe bic Coefficienten A, B, C .... su beftimmen,

obne burd) dad fidy immer wiebexholenve @ in Verlegenfeit gefebt yu werden.

Unfere Reibe 1. hat jugleich ben BVorjug bder grofecen Allgemeinheit; finbet fidh namlich am Enbe
ber Unterfuchung, daf bad vov Per Hand beliebige m aud) = o gefest werben fanm, fo gebt L iiber in bie
gemobnliche Reibe:

g f(x) = A 4 Bk i Cxz2 +=Dx> . }.. L

©3 verjteht fich tibrigens von felbft, baf (I.) nidht bie einzige Form ift, welche voraudgefesit wers
Den fanm wnd barf. Unter Umftanben empfiehlt e8 fidh audy, fiatt der Bielfachen von m, Potengen von m
angunebmen.  Aljo ;

Ix)=A+4Bx4Cx(x—1)+Dx(x—{)(x—m)} Ex(x—1)(x—m)(x—m? ...." HL
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fLegen wiv nun die Reife I. ju Grunbde, fo erfalten wiv leidyt folgenbe Gleichungen:
A = f(o)

B:f{m) — A
m

C_f(2m) — 2Bm — A }

0 1.2 m* _: Iv.
D_f(:'}m) — 33,__1_3_(_:1)!'*_ - _3Bm — A

o (R T SE R AR 1
g i@m—ied. 40md — 0 40me - dBm A
e 1.2.3.4 m*

unb bucch wieberholte Subjtitution

A = f(0)
g — 1(m) — (o)
m

o — f@m) — 2f(m) 4 f(o) (
T, 122 m%it 1l i M2
5 1@m) — 3f@m) + 3f(m) — f(o) g

Ry ) 1.2.3m?
B f(dm) — 4f(3m) | 6f(2m) — 4f(m) J t(o0)
i 1.2.3. 4m* FEl

Das allgemeine Glefely, bem Diefe inteveffanten Formeln folgen, ift eben fo leidht ju ecfermens, als
s beroeifen. &8 wirb fein:
fkm) — B f(k—1)m 4 Bf f(k—2m — | (—1)F Bt‘f{n}

R R

Mit Hiilfe diefer Formel, auf deven Beweid idy fogleid) pwreiictfommen werde, laffen fidy fammtliche Eoeffis

Ay = VI,

cienten ber Neibe ofine Schwierigheit finden.
Gine anveve Methobe, diefe Coefficienten ju beftimmen, weldie in vielen Fillen rafther wum Jiefe
fithet, ijt folgenbe:
Hat man
y=fx)=A 4+ Bx |} Cx(x—m) | Dx(x—m) (x—2m) ...
worin m ald Abiryung fiiv 4x angefehen werben foll, fo evqiebt fidy leicht:
Yy =1(x+4m =A 4+ Bx+4m) + Cx4mx +DEE4+mx(x—m)....

unb A4y = t(x4m) — f(x) = mB 4 2mCx 4 3mDx(x—m) ...,
bafer 73 — B 4 20x + 3Dx(x—m) + 4Bx(x—m) (x—2m) ... VIL.

Sobald wir alfo im Stanbe find, aud den Gigenfhaften der gegebenen Function den Differenzenquotienten

—d-{ abjuleiten und thn durd) einen dbnlidyen Meibenausdrud darsuftellen, ;. B.

i

< = A L B'x 4 Cx(x—m) + D'zx(x—m) (x—2m) ....,

4&-
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A ———————

fo erhalt man burd) Gleidyfepung ber Goefficienten ber gleiden Facultaten:
B = A
20 =B dajp C=1IH ’
D=0 - D=1310" ufw
Sitellt fih bierbei Heraud, baff m =o gefest werben farm, fo geht dex Differenjenquotient in den Diffes
ventialquotienten und bie vorausgefete Reibe in bie gewdbhnlide nady ben einfacdhen Potenzen von x geord:
nete {tber,. fo baf ed alfo in biefem Falle angdnglich ift, ber Function bie Form ju geben:
y=A 4+ Bx | Cx* | Dx* | ....

voraudgejest, bap Die erhaltene Reilie convergirt.

A. Die Erponentialgrofen und der binomijde Lehrias.

Potengen werben in ben Glemefiten ber Avithmetif nmadyt nue ald Probucte gleicher Factoren
aufgefafit. Ju ifrer Berechnung bebarf ed felbftverftindlicdh Feiner Meihen. Defto willfommener {ind uns *
biefelben ba, wo bie Frage nicht mebr surlicfgewiefen werben Fann, toad bebeutet a* fobald ber Grponent
feine ganje pofitive Jahl, vielmehr burdhaus beliebig, gleichviel ob gany ober gebrodhen, pofitiv ober negativ,
rational oder irvational, moglidy ober imaginaiv ijt? Man behilft fid) Gei der Beantwortung biefer Frage

m

n
gewobnlid fo gut ed eben gehen will, indem man a—™ auf dT]" und an  quf Vanm suriictfithet, die
ubrigen Falle aber fury abfertigt, ober wobl gar ignovivt, ungeadtet man befonders in ber Differentialved)-
nung von Ddiefen anbeven Fillen den audgedehntejten Gebvaud) madit. Seben wiv und vor allen Dingen
nadh einer Geflavung der Potenzen um, fo werden wir durdy die befannte Gigenfchaft becfelben, {o balb ber
Grponent eine gange pofitive Jabl ift, gendthigt, ju fagen: Potens ift eine foldhe Function, welde die (Eigen:
fdyaft bat, baf
£(x) . 4(y) = I(x+y) ift

Jn der That gentigt biefe Definition volftandig. und e [aft fid) aus berfelben namentlich Ddie
Reibe fiix ax eben fo fury und binbig, alé allgemein ableiten.

Sepen wir bie Neile voraus:

a* = A} Bx 4 Cx(x—m) 4 Dx(x—m) (x—2m) ....

ober ba A = f(0) = 1

a* =1 4+ Bx 4 Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x —2m) .... L,
jo ift junddit:
j: ='B 4+ 2Cx 4+ 3Dx(x—m) - 4Ex(x—m) (x—2m) .... IL.
Gerner ift ‘wegen ber Grumbeigenfhaft der Potenyen:
ax , gm — ar.-i--m|l
baber axtm — gu [{ L Bx 4 Cx{x—m) 4 Dx(x—m) x—2m) ... .],
und wenn man L abiielt wnd mit m divibivt:
axtm __ gx il ﬂ i f_l'"j—'l.

e ——— 14 Bx}Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x—2m) ....] I

m B s m
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Durd) Gleidfegung ber Coefficienten gleider Facultdten erhalt man, oot einfliveilen = g
qefept: e
zczysw:c=T%
I=gC D=gfy
4E = gD E:'i_:!':ra'_li u f. w.

Subftituiven wir fiir bie Gvigen A, B, C ... bie gefunbenen Werthe, jo echalten wir:
2y E_t.T—_l 2‘“—1 x(x.—vm'j am™ —{]Px(x—m)(x—2m)
s b [ o ]"+[ =+ s
Dies ift nun bie volljtindige Reifenentwidhing fiir die Function ax, ober es find deren eigentlich
unziblige, weil wir {ber die Differens m nod) gar nidyts feftgejesst Haben. m [ebften médhten wic

e am — { : : 2
natiiclich m = o feen. Daburd) wirh aber = §, und ba wir jur 3eit noch nidht wiffen, was

fiex § bebeutet, fo [affen wic biefen befonderen Fall vorldufig nody auf fidh beruben und fegen fiix m das
amadit Ginfadyjte, namlih m =1. Dadurd) witd:

—
ar=1+4 [a—1] x{Ja—1 “x -I—l 11,)1(\4 ey
ober wenn man a — 1 = b nimmt:
(b =1 4 xb 4 ZEZD e g X 12ﬁ““w4___ V.

unb wenn man bie 1ibliden Jeichen fiiv die Bnmnu-.ll:@.uefﬁcicntan voriiehen {olite:
H4bFr=1+4 B(x)b 4 B2(x)b® 4 B3(x) b ....

Jler Die favie GebulbSprobe audgehalten hat, fidy auf enblofen Umvvegen durch alleclei einselne
Falle qu einem allgemein fein follenden Beweife Ded fo tibevausd widitigen binomifden Lehriabesd
Binburdy su avbeiten, muf fidy angenehm tibeveafdt fiihlen, wenn ex fid ubergeugt, baf fidh Diefer Sab
gany leidyt und gany allgemein, Der Erponent mag fein, was er will, blof aus der Guumbdeigenfhaft der
Potenzen ofne Einmifdung fremdartiger Vorjtellungen Herleiten und beweifen [aft.

Der Fehler, ben man bei der Heleiung bed binomifthen Lehrfabed ju madhen plegt, ift nad
meinem Dafiixhalten einfach) Der, baf man von vorn herein nidyt den Grponenten, auf den e body eben
anfommt, fondern Die Vafid alé uripringlid) vaviabele Grife betvadytet und in der Reife abiufonbemn fudbt.

Die im vovigen Ab{hnitte jur Bevedymmg ber Grifen A,, A,, A; angegebene Formel VI laft
iy mun ebenfallé allgemein beweifen. &8 fei:

it o f'{n) + a, fm - a, fzm = ;Hf’]m Sl |-_ ax f‘Llll :
.3 . kmk

Die Jahlenva;, a,, a,, ... find nffeubm' vont Der Matur ber Function unabbingin, alfo tmmer

biefelben, f(x) mag fein, wad ed will. JIft nun fx = a*, dann exgiebt fid), wie wiv gefehen haben :
1.2, kmE
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|.Tngﬁﬂ+§§___-m I o
1 .2.37... kK mE
moraud die Richtigheit Ded Sabed ofne LWeitered ngt,
1Im bie Gonvergeny der binomifchen Neibe su pritfen, Haben wir tad Werhaltnifi von ywei aufeins
anber folgenden ®liebern 3u wnterjuchen, Diefed iji:

x 1
itk : I A
e n o h e e = oy
S e

"

Ne grofer k wird, defto mefir nafert fidy Ddiefer Duotient bex Girofie — b und bie Reilie witd
alfo mir bann convergiven, wenn b <= 1.

Sobald alfe der Gryponent x feine gany pojitive Jabl wnd b =>4 ijt, baben wir Durdyaus fein
Recht, 3 behaupten, daf bie Summe der unendlichen Reifie

{1 - Biib o B sl
== (1 4 b)* fei.  Diejelbe ift alio ywar ridtig fiir jeben belichigen Grponenten, feinedmwegsd aber
fitc jebe beliebige Wuriel und muf daher, wenn fie praftipd mu}rmenm wecden foll, umgeformt mwexden.
= ,:
3. B 4 (a0 = [49 } )55 [ l -h*' ober
h X
H-Fbl™" = [I TSR und devgl.

Die Herleitung ded binomijhen Lehriates aud vem Mac Lavin'fden, ift dedhalb nidit s empfel:
fen, weil ber [ehtere ohne Mertond Theovem vovauszufesien, felbit nicht befriedigend bewiefen werben famn
und weil die Differentialformel dx® = mxm—!dx fir fvrationale und imaginaive Erponenten ymweifel:

Baft bleibt.
B. Die Yoparithmen.

Daf man log x nidt durdy eine nach ben Potenzen von x fortichreitende Reife
a4t bx | ex?.
barftellen fann, ijt cinfeudytend, weil a = log 0 = — o werben witvbe. &8 liegt baber nabe, fiie
log [1 4~ =] einen foldhen Meifenausdrud ju juchen, weil in biefem Jalle baé abjelute Gilied — o wird.

Unjere BVorvausfesung foll aljo feiu:

log [1 4-x] = A CRxr L CrI-Dxy I

Fun ift : log [1 + x4 m] log [1 + x] = log [I | |__l|i_}

5 Rt m 13

|1\+B[ ] ‘C[i-#}é] i1

; v ORI Uil : 2
bafjer: ax — TI= + m@x, unb wenn m=o,
‘- 2
== gf,:'x = Al —x4x2—x*4...] IL

Mie wir gefeben Baben, ift allgemein:
j—-"'j — A 4 2Bx 4 3Cx(x—m) .... unb menn m=o,
X

— A 4 2Bx + 3Cx® 4 4Dx* ... i
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jum @vunbde legen, jo ijt Dagegen nidys einjuwenben,
nicht, Vielmehr gebe idy ber folgenden ofine Differentialformeln ausk

leihter evfermen lagt.
Air haben gepmben:

fann ih nun bem m einen foldyen
Seite 'Die qu bejtimmende Grofe x o

Hievin ift m beliebig,
wird, fo bleibt auf ber vedyten
Meerth ift m = o, fo daf aljo:

log y = = fiir m = o.

ITI

1
LT

inbeffen nothwenbig ift e8,

3
Dyrch Gleihfesung ber Goefficienten in IL amb HL
2Bi=— A vhmb alforB == }A
36 = A Bi— T A
4D = —A D=—=14 u{ m
folglich log (1+4x) =Ax—ix*+§x*— x4 ... ] IV.
. 1 -
A= R Ta (;+X] filc x=o,
ober log (1 4 x) =1y, baher 1 4 x = ar gefet,
A:ay_[-nzry:o. V.
Rimmt man a=1 -} b, jo ift Der ‘ermcr biefes Ausdbruds
Yy—1 .. :.’U’—H{}r—z)
e g z be T A
MWenn man baber in V. mit y hebt und bann y = o Ttgt:
1
o i et L sy St
e S S g e e o
unb log [1 rlj_h—.}b*q—,’fhﬂ—gb*—{— VI.
Wird bie Grifie A, der fogenannte Mobulué ded Logarithmenfyftems, — 1 angenommen, wo
bann bie Bafis e erjt nody ju bevedmen fein wird, fo erhdlt man ben natlrlidien Logarithmus
lognat (1 4+ %) = x — 3x2 4 +x3 — 4x* | ..., VIL
il man bei biefer Herleitung die oben berveitd angegebene Differentialjormel
dx : dx
dlogx — = obec vielmehr dlog (1 4 x) = 1=

wie wir gefehen Haben,
ommenden Methode um fo unbebent-

licher Den Boraua, ald fie den natiiclihen Sufammenbang ber Potemien, Logarithmen wnd Sreidfunctionen
A hade i} v 9 (

m Mo 412 el (e a8 cous e
by [0S iy e ety
It a* = y, ober x = log, y, fo wird amx — y= fein.
@ept man aber in Gleidung VIIL mx ftatt x, fo exhalt man
amx = ym =4 - [a® — 4] x| [a® — 1]? "_‘;‘_‘)1.1 + [am — L l IE{STQ_’ T Tl o
unp b s x| [am —1] px X,
am'— 4

baf a» — 1 =0
GEin folder

derth beilegen,
per log y allein ftefjen,

XL
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Freilidy erfalten wir dadburd) log y = §; inbeffen ift burdy einfache Anwendbung ded binomifcher
Refirfaped Der wabhre Werth diefer § werbenben Function leidyt anjugeben.  E8 fei nimlih y = 1 + =
unb a = 1 - b, bamn ijt:

m (m-- 1) 2 4 m(m—1{) (m - 2) 1

A 4 zm — 1t _er A2 {.2.8
R B e Wb mfm 1) be 4 mfm—l) (m — 2)
.12 g2
Hebt man Bierin im Jabler und NRenner m fm:t unb fest bann m =0, fo ift jufolge Gileidhung XI.
z — g2° 4§28 — 1=z .., X1

log y = b= | b® - §b® — 3b%. ...
wie porfin. ¢
Wic Haben in XL Fabler und Menner durdh m bividirt, fo dag alfo

1 y»— 1 am"— {1 ..
B A e =_THY M =110,
Zhe 1 m ¥

Der mir von ber Grunbjabl abbangige Nenner, ober bev fogenannte Mobul, ift fiir dle natirlichen Lwga-
rithmen = 1, baber:

}-Iu Ths I o
log npaty = =—— flit m —o,
m
Y am __ i
unb ebenfo log nata = - = &

Damit evledigt fidy ugleich eine im vovigen Abjdnitte offen gelaffene Frage. In ber fite a* echal-
. § . » - ¥ ¥ P - LS
tenen allgemeinen Meife fonnten wiv m nidt = o feken, weil wic nidt wuften, was a4 fit m=—o
m
bebeutet. Jest feben wir, ed ift ber nahirlide Logarithmus von a ober La, daber:

x?La? x3Lad

a* =41 4 xLa + _-I-."E -+ AT XIIIL

Rimmt man fiix a die Grundzabl der natiivlichen Logarithmen, fo erhalt man die beriibhmte Grpo-
nential = Reibe:

_-,;’..‘ x.i .x-:
e - " - —_ S L = i
bttt to tipggg o, XV
aud welder fidy befanntlidh e [eiht berechnen [Gft, inbem man x = 1 febt,

{
it g ’-e+ 23+12;4
Die fiir log (1 - x) erfaltene Reibe wird mum freilich, woie man fidh leicht berseugen farm mu
bann convergiven, wenn x << 1 angenommen witd. Das ift aud) gan; natiiclich, ba wic biefelbe aug einer
anberen Reifje abgeleitet Haben, welde audy nur fiiv x << 1 wabr ift, namlid:
I —x f x®'— x"....:ﬁ:
Da aber fiir x < 1 fowohl
log 14x) = x — §x* | §x* — |x* | .. .., al8 audy

log (1 —x) = —x — jx* — x? — 4x* — ..,
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fo ift aud log {_ﬁ__—z[x‘l‘*x“-l-r"-F---]

und %#; = = gefept:
s =2 [ A Y ]

eine Meifje, welche immer convergirt.
Ded befhrintten Raumd Halber, will iy midy bei anberen nod) beffer convergivenden Reifen, 3. B.

log (z-k) —-lngz—}—?[(zz_*_k) -+ ,‘;(?jﬁ)a—i—_..]

nidt weiter auffialten.

ug bemfelben Grunbe muf idy daauf verzichten, noch, anbere Reifenformen anugeben fiic log x.
Rur eine diefer MNeifen will ich fchlieflich Bier nod) mittheilen, weil mic diefelbe nicht uninteveffant st fein
{dheint, namlid):

log x = a—i—i- (x—1)— t (\—1)(——1) e 1 (x—1) (——-1)(——1)

en( ) () (59

X

{ :
Der Qutotient von jvei aufeinander folgenden Glicbern ift v (dh__l l) el Je grofier

k wird, defto mefr nibert fich diefer Quotiént ber Grofe L, wird alfe, ba a bie Bafis teﬁ Syftems
a8

ift, < 1 fein, o baf bie angegebene Reife immer convergivt, wenn fte mfn aud) grade .jur Berechurng
eined Logarithmenfhitemsd nicht befonbers empfeblen midte.
Die Auffindbung bed Beroeifed barf ich wolhl Dem jreundlidhen Lefer iiberlaffen.

C. die RKreidfunctionen.

a. ©inué und Gofinus.

Die Grunbeigenichaften Der beiden Functionen Sinus wnd Cofinus find In ben Geiden ifnrmeln

sin (x+m) = sinx eosm 4 cosx sinm I

unb cos (x {-m) = ¢cosx cosm — sinx sinm
volljitandig enthalten. Wenn sinx — y unb cosx = =z, fo ift:

dy _ , cosm — | hax L sin m s |

= —— Sin —_— L

Ax m m f I

Az cosm — {1 - sin m \

e ODE T — sin X

Ax m ]

Rebme ih mm an, dag
sinx — A —|— Bx + Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x —2m)....
cosx —a 4 bx } ex(x—m) -} dx(x—m)(x—2m)....,
fo etfalte idy burch Subititution ded in Der Ginfeitung -erhaltenen allgemeinen Audbrudd fix den Diffe-

renjenquotiertten :
3




B 4 2Cx 4 3Dx(x—m) 4 4Ex(x—m) (x—2m) + .... ‘1
— 1 —HG;JF'S“] [A4+Bx 4 Cx(x—m)  Dx(x—m) (x—2m) 4 ....]

SBM fapbx 4 oxx—m) + dx(x—m) x—2m) + ....]

+ m
b b 4 2ex 4 3dx(x—m) 4 dex(x—m) (x—2m) 4 ....

{ — cosm

e [+ bx 4 ex(x—m) 4 dx(x—m) (x—2m) + ....]

B L L (SR e +Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x—2m) + caeede

m

L

Durd) Gleihjepung ber Coefficienten gleidyer Facultiten erbalte idy eine Hinveidjende Anyahl von
Geidiungen, wm davaus dle Gvofen A, B, C ... &, b, e .... ju beftimmen. Da min m beliebig ift,
fo exdffiiet fids und bie Ausfidit auf eine wunenblih grofe Aniahl verfchiebener Reiben. OF bie erhaltenen
Reihen convergiven, b. B. ob fie wabr find, bad ift freilich eine anbere Frage. Seven wir i B. m ==,

fo ift:
P
m™
Il
2 =/ A
= — =B =
2C = baher C o,
2 B
A - (2)a
IR R i et
2 4
2 B
o I e g g
unp gang ebenfo
Eb:—-za
T
9 \2
: (3).
30.._—-; Paber  © = PR
233
: &)
= b= 5o a0 u f w.
sinx = A [1 |5 2 + %_._(._.:_;...,__1,) 0 2 :: (:_ 2 1)(:_ _,2) 23- ] IV
o - 7Y fo2 - 3R g

RNady bem binomifchen Lefrfage ift aber die erfaltene Meife nidyts Anbered als (1 —2)™ , daber

X

sin x = A(— l): ober fiir X = y.
m™

sin ym = A (— 1) unb gany ebenfo:
cos ym = a(—1iy.

*

—— : — ’
e e Srat s S

- —




1
w

= e e

BT P W »un*,‘..-_..,_

35

Da nun offenbar A = o unb a = 1 fein muf, fo it
sin ym — o0
cos ym = (Q- 1)y .
Die Neibe 1V..ift alfo nur ju gebraudyen, wenn y eine gange Jabl ijt.
Tenn e noch eined weiteven BVeweifed bebiiefte, jo wiivde 8 fid) Hier von neuem beftatigen,  Bap
bie Summe ber Reibe:
y(y—1) yy—1)(Fy—2)
ties it b oS b
feinedwegs = (1 — b)* ijt, fobald b > 1 unb y Feine gange pojitive Jahl ift. TWir Fommen fonft leicht
jut foldhen abenteuerlidhen Mefultaten, daf jeder Sinué = o und jever Cojinus = 1 jein mug.
ehnliche Subftitutionen, 3 B. m=4=, m=4= und dergl. will idy ibergehen. Unter allen
Umijtinden brauchbare Meifen exhilt man mur dann, wenn manin 1L, m =o fept, b. §. alfo j—{ it ben
Diffeventialquotienten {ibergeben (afit. Wil man fidy Hierbei Der Dbereits abgeleiteten Differentialformeln
bebienen, fo ift um fo veeniger dagegen eimyuwenden, ald grabe in diefem Falle ber Mac Baurin'ide Saf
fich fele gefitgig. seigt. nbeffen ift jur Hevleitung der Reifen fitv ben Sinus und ben Gofinus die Diffes

rentialeecnung nidhts weniger afé unentbefrlich. Wir wiffen beveits, baf flit m=o, ﬁ'!:—‘-:ﬂ =1 und
{ — cosm b i . ! il
—— =o ift Fir m = o werben aber die Meifen nadh den einfadyen Potengen von x fortidyreis
tert und die Gleichungen ML gehen tiber in:
B4 2Cx + 3Dx® } 4Ex? ... = a4 bx -} ex®dx®....
b4 2¢x =& gdx® Lidex?s.... = —A — Bx — €xf.—Dx? ...
Ta ferner leidit bewlefen werben fann, weil sin (— x) = — sin x und cos (— x) = cos X,

baf in ber Sinudreifie mur ungrabe, in der Gojinusreifie dagegen mur grade Potenjen wvon x vorfommen
tonmen, fo echalt man durd) Gleichiebung der Coefficienten gleidher Botenen:

Bi— Al cnh i da ==t B = i
S o——B i 1_;
ok
ri[)-.‘: L4 D= {2 3
4 e=—D e = %‘1
"F— F—-— o i =
i =S =B Y T
B = F -—-____T..l.
oyl M A G w L w.,
babex :
A 27 xS Mg - S
IR e o g DT R
x? x4 -, 4
whi ek =d— gk gore g TETA6 T

5*




b. Tangente unb Gotangente.

Bei den Reillen fiiv Tangente und Cotangente Iafien und alle Kinjte der Diffeventialredymung
pollftanbig im Stide unb wiv miffen veefudien, ob wiv mit den gewdhnlidien Hulfdmitteln audreidhen,
- Untexnimmt man' ed zm

r R e g
i eine MReihe von der Form

e Bx } yx® | ox* | ...
ju verivanbeln, fo lajfent fidy swar bie Goefficienten «, 2, 4 .... alle einer nad) bem anbeven eingeln bes
ftimmen, inbeffen mit bem Grfennen Ded Giefeizes, nady weldem biefe Meilie verlauft, fieht ed fhlimm aud,
ba woll Niemand im Ernfte bebaupten barf, daf die Bernouillifhen Jablen, dad Problem [Sfen. Hud ben
fiiv €inug und Cofinud gefurbenen Meibien tiberseugt mun fidy junddyjt, daf, wenn ed nberhaupt fite die
Tangente und Gotangente nad) den Potenzen ded Bogend geordnete Reifien giebt, biefelben nur ungrade

s A8 s i1 : ;
Potengen von x enthalten und daf auperdem die Eotangente mit = anfangt.  E8 ift alfo:

cotx:%—i—ﬁx—}—ﬁx’-’—{—ﬂx“-f....

s ax |- bx* ' ex® - ...,
Unitatt jebe Diefer beiben Neifen eingeln aufsufudhen, midyte e8 wohl swedmifiger fein, beibe in
ihrem nothwendigen Jujammenfange su betradyten, wogu fich 3. B. die Gleichungen eignen:

L

tg: X = cot x — 2 cot 2x. II.
unp tg. x cot x = {. 111.
Nud 1L folgt:
ax - hxd4 ex¥,. . = -:1‘ + Ax | Bx? -} Cxt....

LT A i e
Aus 1. folgt:
1 =a+4 bx® 4+ ex* 4 dxt
+ aAx* | bAx® + cAx® -
.I\ albxt -i— b x®

-+ aCx?®
baler: a=—A(22—1) unp A=l
b=—B@—1) b4} aA —=o V.
c=—C@—1) ¢+ bA ] aB = o
di—=— DR — {3 d—i—(::‘-l—bB —{—n(l:u....

Die Gleidyungen veicdhen offenbar hin, um fammtliche Coefficienten ju bevechnen; leiber aber bebiirfen
wit jur Beredhmung fvgend eined derfelben alle vorhergehenben und find nicht im Stanbe dasd allgemeine
Gefel Beraudjufiiblen. IMWir finben:

St unb A=m— @ —-—

b:— B:_ %

=
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9Bl man lieber die Diffeventialformel jum Girunde legen:
ditg x = (1 4+ tg.x?) dx,
fo Bat man:
a-} 3bx?} Sext | Tdx°.... =1 | a*x? | abx* | acx® | adx®
+ bax* 4 b*x® 4 bex®
4+ cax® -} chx® ...,

- dax®

woraus fidy ebenfalid eine gemigenve Aniabl von Gileidungen jur Bevedymung ber Gjrfwltien a b ed-...
erqiebt. llein audy bier find wiv nidit im Stanbe das allgemeine Glied anzugeben und fomit fellen und
audy bie Miittel, die Eonvergeny ber Meibe ju priifen.

by meine, man Hat audy eben nicht Urfadye, fich fber bag Miflingen beractiger Lerfudje su
wunbern.  Man follte vielmehr eine Function nicht gewaltfam in eine Form Hinein swdngen wollen, in' bdie
fie nidht papt unb nidht veraeffen, daf bie Meibhe

ax + bx® 4 ex® 4 ...,

nidt fite einen beftimmten TWerth Der WVaviabeln —= oo werben, fiix grofiere und fleinere Werthe bagegen
gine endlidle Summe geben fann.

RNady ven in der Ginleitung aufgeftellten Formeln ift das aligemeine Glicd vex Reibe fliv bie Tangente

tg km — By tg. k—{m + Bopte k—2m... —O'Bu.tgo _ x*

mk | Lo 2 TR <

fiir m=o0. ©b fidh aus diefer Formel etwad machen [Aft, muf idy ded bejhvinften Naumes wegen einer
fpateven Unterfucdnmg vorbehalten. .

SMollen wic ¢8 weiter verfudhen, die Tangente in eine nady ben Faculbiten georbnete MReibe auf

aulofen, fo will idy Der Siivie Halber Dem m ober 4 x gleidy von worn Bevein einen paffenbeit Werth geben,

unb 1w =« gefest, folgende Reihe aumebmen:
tgx =1 } a(x—a) } b(x—a)(x—3x) } c(x—a)(x—3«) (x—5=) +
Durch Anwendung vex in ber GEinleitung gegebenen Formeln folgt leicht:

|
a = — g; =
|
b=+ g
i 2 3a?
L 1

V=cbsrwime v i,




RS . G
(x —a) (x—ea)(x —3¢c) (x —ea)(x—32)(x — 5a)
baler: tg.x = 1,— 3 -+ e Lo P = 2o
ober — = z gefept:
=3

¢g‘ g =1 —@Z—1) + fZ—_itJ_[;_iJ R “ = l_l{lz%.‘:i:_i) _,l_ a1 V.
Dad fieht allerdingd vedyt Hiibjdy aud, Fann und aber jur Beredymung ber Tangente ebenfo wenig

niien, alé bie gewspnlidie Reihe. Sebt man ndmlid) z = 2u | 1, fo wird:
: 2B2uu—1)  Bu@—1) w—2)

0 e =k L o b3 T
tg. Qu4 1) e =1 2u -} 13 T VIL
= (—1m,
alfo ijt bie Neife nue vidtig fir v = 0, 1, 2, 3 ... Die in VIL bavgejtellte Neihe convergivt namlid

nidht und ihre Summe, fobald u feine ganie Jabl bedeutet, ift bafier weber (— 1)*, nod tg. (2u + D

c. Die fogarithmen bed Sinusd und Cofinus.

Ga ift leicht au niberfefien, daf fid) log sin x gar nidit in einc nad)y Potengen von x fortlaufende
i AL Ea M s . {7 Fooai s et S S :
Rethe entivideln [aft, Daf e bagegen fiiv log e moglicher Teife eine Meihe von der Form giebt:

xx? i— gx* 4 yxfb —I—
Der Niae Lanrin'fdie Sab ift ouch biev nicht ju gebraudien, da ex fammtlidhe Goefficienten —= § qgiebt:
i8]

&8 ijt d log okt Sl i, ober Die Meibe fiir cot x fubjtituict;
X
Qoux F AR 4 6yxf ... = Ax Bxd L Ox5,. ..
Die Grofen =, B, v .... laffen jidh alfo gomy leicht finden, wenn man A, B, C ... fennt.

Da man aber fitv die Eotangente feine braudhbare Meihe befint, fo ift e8 nicht der Miihe werth, fidy dabei
aufjubalten.

m imé gewiffermafien fitr dad Fehlfblagen ihrev Bemiihungen bei biefer Meibe ju entfhadigen,
tifdien ans die Diffeventialfinjtler anbece winberbare Productionen auf, von denen ich bed NRaumes wegen
nur ein panr Proben geben fann,

Sin x wird befanntlih o fiix x =0, x =7, x =27 u. L w. Der Yusdbrud fiiv sin x

muf alfo nad) einem befannten algebraifthen Sape die Factoven x, x —m, xfm, x— 27 ... . enthalten,
o bafi:
sin x — Ax(x—m)E ) (x—2a) (x4 27) ...,
: sin x e 1
T} o = iftA A=z —— --
Da mun fir x=o0, < L, fo if E DD o e

2 2 .2
bafer: sipx = x [1 = %] [I — 4‘;_] [I — 9};#] L

flr x = § = leitet man daraudZab:

IL.

3. D .8

g =

2.4.4.6.
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Rimmt man von L den Logarithmus, fo ift:

log sin x = log x -|- log (l - :—:) -+ ]ug(i —%_:2) -} ]ng(i _qx_ﬂ:}
= log x — DM BSOS UL ) <
2 - b -
xz - xl : Kﬂ ] -.\'E
~Iw T iEs TdEm T iRs T
x* : x-l. : xﬂ : =B
—gm igm hEm o Rgew o

= log x — \TZ[l -+ Ti+§l+]_$:_:[t+_13—lji3+]

Bergleidht man Diefed Mefultat mit dem vorhin fite log sin x gefunbenen, o ergiebt fich:

1 1 {

S R e i g e B
{ { {

l"'? 2 3 't F+"": 'I"“'
{ Lt iy

Mislast W sgpirs- Tt L L S et

®aé find nun war mehr inteveffante Guriofitaten, ald braudybare Nefultate, aber e8 mag brum
fein. TRenn bagegen gleidy Binterfer aud) bie Summe ber natieliden Jahlen u. f- w. in ink. angegeben
wird, fo weif i) nidt, ob idy mebyr Dbie ®efchictlichfeit ober bie Naivetdt der gelefrten Heveen berwundern

foll. Man fdlieft:
i
14e"

i3

2
ieiter: ﬁ'—é“ =1 - [1 —|— u—l——;r— .i._ _a;'_ st
LR 23 43

Fli4ee+ 5 + 550

J2ul

: 3% u?
ooy BE

= d—14+1—1..)—u{t—2+3—4..)+

—{ — pu —|"E2n—l’::"'—|—,_,_

alfo von vorn Bevein faljd), da Die Reife nur icitig ift fiir e* < 1.

-]

ik

a?
2

e (R o S U )

i 1 et 1
Seht man — u fiatt u, fo ift s o % 1— Toe

= (A — 1) a2 3 ) T et )

u? 3 93 3
+T(i_2 + 32 — 4 0 ).

. f. m.

(—20}32—42}..)




40
Abbirt man beive @leidhungen, fo ergiebt fich nach dem befannien Sape: 1 !
i t
1—1—|—1_—1—{;._.__‘§ !
{1 —22 32 —474 ....=0 '|
f— 28 P38 — 480 =0 i
Subteabict man bagegen, fo ift: ) i
a3 ! [ | —
ufl—248—4 bt e B4R ol nd .= S
3 R R 4 '
Setit man ferner u = 2xA/(—1), aljo i Lz : I s — e----_ - = tg. xA(—1)

] 1 e y (=1 o~ \\ (=1
und pann fiv tg.x bie NReibenentwideling, fo fommt Heraus d
{ —2 43 —4.... =1 :
{ — R 3yt = — 1 ai fw. ;

@8 ift gav nidt au begreifen, voie fonft grunbgefcheute Leute fo barode Sage Hinftellen Finnen.
Offenbar ift dod

1—243—445.. =14+3—-D+0O6—D...=14+141... ==
1 -2 4334452 .. =@d—D+U6—D}B6—25) ... =3F7411 ...
Die Summe von n Glicvern it = n (2n - 1), alfo die Summe der Neife in inf. = .

d. frcud Sinus x und Avcusd Tangensd x.

Die Aufgabe, ben Bogen aud dem Sinud ober aud ber Tangente yu beredhnen, [ft fidy auf
mefirfadie Weife [ofen, am fdlechteften duvd) ben Mac Laurin'ihen Sas.

. : : ' ' ; el T
v y = sin x Baben wir oben bei ber Reifenentwidelung ofne Schwierigreit ,_4{ und bavaus

flir m = o, :T: = cosx gefunben.  Jjt aber sinx =y, fo muf cos x = 4/(1—y?) fein; und daber 4
|

ﬂy___l_,__.__z 1 {
=41l —¥%) und 5 Vi)

ax

ober, wenn bie Beyeidnmung x = are y eingefiihet mwixb,

d are i
alfo nady bem binomifdhen Lelhrfase
R e s L e

Nebme i) mm fiir are y bie Neife an
Sre.y, =ayigelye S ueyt chadytoba oy
mithin = =a+ 3by? -} Sey* + Tdy* +....,

fo laffen jidy Duvdy Gleichfepung der Goeffictenten gleicher Potengen die Grofen a, b, ¢ ... . leicht bejtims
men unb ed ijt

t T f, ral s bn et o 4.3.5
fuy=ytgmrthet ety s 2y Lo

i




: s ...4.1.. Anaa s,
| dz
1 Gbenfo, wenn z = tg. X, war —— = i 4 tgx2 =1 4 z2. Hlfo
ﬂ% = (14 z2)~', unbd fo lange 22 < 1
e =1 —2? 42t —z2° 4 ...
i Nebmen wiv nun wieber
arc z = Az 4+ Bz* } C28 - D27 4 ...,
S d are % =
fo ift: o A 4 3Bz2 4 5Cz 4 7Dz | ...
unb bafer: arcz — z — 35 +32° — 77 4 ....
Diefe widitige Neilje vird meiftens durc) den befanmten Jujommenhang der Yogarithmen unb Kreids
o o . i
| functionen auf eine vedyt finneeiche Weife gerwonnen.
: Berpivft man nimlidy in bev Neilie
I x x* xB
¢ e e e U i o Sl e U ek
.' bie Subjtitution x = == « 4/ (—1), fo ergiebt jich Das {ibervafdienbe Mejultat
i e“'\'ﬁ'_” = coka - Y(—1) sina
a iy e =Y — eose — Af(—1) sina,
sy 9 = I 4+ A (—1D)t
I folglich duvdy Divifion: e2e V(=1 — 1-'-_} }—{(—_ i-;--;i—;— ;
| . V) e
E l.['!'lt" gu:. \f—i? - IUU I -Tﬁ—_i) tg =
f Pa nun log : _i— :: =2+ jut fut 4. .0,
jo folgt leicht x = tga — ftge® | iga® — ...
| ® = 4 qgiebt bie unter bem Namen Dex Retbnib'fdien befanmten Reibe:
1- :'“‘:1—'#_!‘{'_;4‘
s |- tg8 { —tz B . .
] Sept man v = B, aljp 1 = ":‘:_“_t'_i‘_- 5 und bafer tg. = — 1—+—"‘é—g jo befommt
— Qe Ig
man jur Bevehmumg von = beffer convergivenve Meifen. S fommt nur barauf an, tg g und tg «
moglichjt flein anjunefmen, alio 3. B. tg « = g und ig B = &, bann evhalt man:
1 1 1 1
TEMLINEESS W0 e T s el | e LR
Ir=ry='em + 5w = T a
| 1 | |
b e b5 At
NE. Wieldeutige Shmbole.
Wenn y = {;E?’ flir x — a bie Geftalt & annimmt, fo fommt Dad offenbar baber, daf f(x)
fowoBl ald @(x) den Factor (x — a) ein ober mehreremale enthalten, fo vaf
TG S )
YT x—a o™
6
’i-




y witb baher = ﬁ- jobald. m=m; bagegen o ober o, jenadbem m=mn, unb s Fommt. nun bar:

auf an, im 3ablex unb RNenner diefen gemeinjehaftlichen Factoven ju Beber. . Daau bietet uné die Differen:

tialrechnung ihre Dienjte an. €8 fei F(x) = g{i\}—], bann it nady bem Taplov{dhen Lehrfage, wenn

man in Demfelben x — a und k — x—a einfjebi:
2 AP 3 — )
0+ 4 2—n + 5@ T + e
d a} d*¢(a) (x—a)? d'¢(a) (x—a)®
¢ (a) | p( —B) = AT i i =t _(113—]—1—:‘2—“3
2afit man f(a) und @(a) im Jahler und Nenner fort, ba beide = o find, unt Divibirt mit (x —a),
fo erhalt man, ba alfe mit (x—a) multiplicicten Glieder reqfallen:
di(a) , 40 ()
dx 1 dx
Tie cinfadbe Regel ift alfo folgende: Wenn fiir x =a eine gebrochene Function = § witd, fo
nehme man vom Jabler und vom Nenner Die Differentialquotienten und fepe dann x =a. Sollte audh
{'a :
¢'.‘mu

F(a) =

F(a) =

— & mwerden, fo gelangt man durd) afnliche Sclifie ju dem GErgebnifi, daf

12 2 (e =
af(a) | d Fr’__f:._'_‘_.? W fom.
dx® dx

F(a) =

liein, ba ber Taplovjhe Lehrfak nidyt fbevall papt, fo werben wir e biefer feiner neuen Gejtalt,
wo f(a) fogar in eine nady ben Potenjen von (x—a) fortjdreitende Reilbe vevwandelt ift, aud) fein unbes
bingtes Vertvauen Haben. Glidlidher Weife Fonnen wir audy bei ganjen vationalen Functionen und bef
allen benjenigen Audbriicen, die wir in gange vationale su vextwanbeln gelernt faben, ben Sab entbelren,
ba in biefem Falle nidhtd leidhter ift, ald mit (x—a) ju Tividiven.
nbere melrbeutige ymbole ald: oo — oo, ober L., ober o . oo laffen fid) leicht auf § vebuciven,
erfteved inbem man auf gleichen enner bringt, die Irt}trren, inbem man im 3abler fowohl ald im Tenner
bie veciprofen TWerthe fubjtituirt,
in paar Beifpiele migen bie Sadje exlautern:
V@ar—x) — @) _
L. == e x = a
a— ],/{axaj

Adbler und Nenner bifferentiii:
pRe%x— xt—# [2a%— 4x7] — pad(atx)—d
— 4 [ax] 3 3ax®
bierin x —a gefest, giebt f(a) = —1-{’—-:1
Diefes Beifpiel ift vadburdy gefhichelich merfrotirdig, weil Job. Bernouilli ju feiner Jeit die fran:
ibfifdhen Algebraiften und Antidbifferentialiften damit nedte. Jeh fann unmdglidy glouben, Tafi Ddiefe ujs
gabe bie frandfifhen Mathematiter in BVerlegenfeit gefest Hat, ba fie fidh ofime Differentialredymung gany
' - oo i L - Ercry
leidt fofen [agt. — =y gefebt, giebt:
¥ ':
LE‘___L fur N — 9
= },-i

b i i

SRR

e

e S50




[t —22¢t 4 mn)]* — [142]*
L — [! —|—?.]§ ,

= [1—zrl+nu)-|—uz{i+ma)‘ ] = [1+s'r3+1132----]

ekl T qzs..,,] g :

Hebt man die Einfen, dividivt 3ahler und Menner mit z und febt z = o, jo echalt man, wie vorhin: ‘qﬁ a.

1= '-“|II"| X co I
2. = DLkl fiic x = 900,
sin x -|- C0S X — 1

umd y = 142z, a

1 L — gos X — sinXx
Differentiivt giebt: nailbeer o BT R :
Cos X — Sin X

et man x = 90° fo exhalt man 1.
Dhne Diffeventialvedynung ergiebt fich:
— 2sin ' x cos gx 4+ 2cos 3 X2

Lt = oot 4X
':’»«rnr.\mc.',\—‘}mn,_,u— e

alfo fiix x =90°, wie vorfhin = 1.

b Af(h? —x2) . |
3. Gahan Vi o ) iyt oo — oo flir X =0,
X X
h — (l} — x%) A % : i :
o S it § Segt man - = sing, fo baf p=o,
f 2 I — cos@ { 1 \ o)
fo exhalt man: — L b bies witd o— filt p=o.
b sin ¢? 2beos 3 @ 2 h
4 log x . tg. '_’_'.x,ir‘tn.a':it'u'x:L
log x L
o R I e
aber T it g fir x=1 i
cot . X
9 !
unb bied giebt: .
log x _
3 R SRS A
& (g 47. X fiite x = o giebt =5 , folglidh

cot gm. X

(log x)—!

An diefem Beifpiele fheitern alle finjte der Differentialvecinung. Die exfte Nbleitung  aiebt

log x)* z iy 2 i i A ; i

(‘_m{ oy aljo o.co und bdie fortgefente Differentiation fihrt uné nur nody tiefer Hinein, &6
q .

fragt fich, wad ift:

fiiv x = o giebt §.

m
xm . log xn ober [x" log x]", alio x" log x fix x =o.

Man fete x* = u, aljo logx = ]1{ log u, bann ift:
e i .dogu = I log evlosn — 4 log (e")'*s *, alfo fir u=090,
P P p
i ;
= —log iIT® = o.
y P g




11, Beftimmung der Magima und Minima.

90jr Haben bereits oben davon gefprodien, Dafi jeve Gleichung von ber Form y =f(x), wenn fie
fonft nidt etwas an fidy Unmégliched entbilt, immer durch eine Gurve bildlic) dargeftellt werben fann.
Ferner haben wiv beveitd gefeben, wenn y = f(x) al8 analytifther Ausbrud einer Curve gebadyt wird, fo ift
d
3

bilbet. ¥Bird mun ::.{—E ober tg. «=o0, fo [auft die Bevifrende mit der Abjciffenare parallel. Diefed ift

aber bei Den hodyjten und tiefjten Punften der Gurve, alfo da der Fall, wo f(x) ein Marimum ober ein
Minimum wird, und wir Haben daber jur BVeftimmung bdiefer Punfte eine fehr einfadyes Miittel, inbem wir
dy

1= ° jesen und aud biejer Gleidnmg x beftimmen.

-E bie trigonometrijhe Tangente Des Winfels, den bie Beriihrende ded Punkted (x, y) mit dev Abfeiffenare

Ju demfelben Nefultate filhet der Taplov’jdhe Lehrfas, bdefen Julafjung hier weniger bedenflich
erfdbeint, weil in diefem Falle k fehr flein angenommen werben muf. Gl ein binveichend fleines k muf
namlidh fowobl f(x—+ k) a8 audy f(x —k) bei einem Marimum < f(x), und bei einem Minimum = £(x)
iein, ober £(x k) — f(x) fowohl als £(x — k) — f(x) ift fiix das Marimum negativ, fir das Wini-
mum pojitiv.

Ffun if: flx+k) — fx = j:k - :II—'\\; ;’f
et oarol o kel sy B
f(\ l\:] - i{\}— _II_YL * {I.\d’ :2 o T e

e et A ] & . o s
Fir ein Binveidhend fleined k ift aber dad exfte Glied ber Meife iiﬂk grofer ald pie Summe aller

folgenben; mithin fann bie Bebingung, daf f(x k) —1(x) fo wobl, als fix — k) — £(x) augleid
dy
dx
Yufisfung diefer Gleidung und diejenigen Werthe von x geben muf, fir welde y am groften ober

— o ift, fo baf aljo Dbie

pofitiv, ober jugleid negativ fein follen, mur dann erfiillt ywerben, wenn

fleinjten wirD.

53 dy ity e R . o ; e el :
3t mun aber S — 0y o ift bie Summe Der fibrig bleibenben Neibe fitr Hinveidyend Fleine

i Tk o ) £, ey b ) e
YBerthe von k pojitiv ober negativ, jenadbem = pofitiv ober negativ wivd, und wir haben e8 aljo im
¥ J d.‘(é r]I ¥ i

erjitenn Falle mit einem Minimum im anbeven mit einem Mavimum e thun.
Jt y = f(x, u) alje eine Function mit ywel verdnderlidhen Grofen, jo gelangt man burdh gany

e : : : y etz ; : dy *
dhnlidye Secblitfie su ber Megel: man fepe bie partiellen Differentialquotienten, alfe jorvohl [lz‘ alg aud

ﬁ — o, und beftimme aus biefen beiben Gleidyungen x und u. Ob man ein Marimum ober ein Minis

mum exhilt, geht swar auch aué den folgenden partiellen Diffeventialquotienten heevor, aber dag Berfabhren
biicfte fid) feiner Weitlaufigheit wegen nidyt fefir empfehlen.

@litflidyer MWeife lafien fidhy faft alle Aufgaben tiber diefen Hiodyt intereffanten Theil ber Mathes
matif [6fen, obne allen Diffevential - Upparat — und fogar mit Leichtigleit, fobald f(x) eine gange Function




ift, obex jidy in eine jolde verwanbeln lagt, fo Daf
fix) = A4 Bx 4 Cx® ...,
Sn biefem Falle it namlich gany gewif:
f(x4+k) =f(x) + ak + bk® 4 ck?® . .
f(x —h) = fix) — ah 4~ bh* — ¢h® __ .
Soll nmun f(x) efn Marimum ober Minimum fein, fo ift fite hinveidhend fHeine h und k,
f(x 4-k) = f(x —h) ober f(x 4+ k) — fix—h) = o. 11
Siebt man bie beiben Gleidhungen I. von einanber ab, jo ift:
fix+k) — f(x—h) = ak 4 h) |+ bk®—h?) } ck®4h% .. .
f(x 4 k) — f(x—h) ift aljo immer durdy k  h theilbay; ober x —h —=u undb k4 h=m,
f(u 4 m) — f(u) burdy m theilbar.
Wenn man alfo f(a 4 m) — f(u) durd) m divibivt unb dann = o fet, o exgiebt fidy aus Ddiefer
Gleidung berjenige Werth von u, fitr welden f(u) ein Grifited ober Kleinjtes rvird.
Ober man fese in ber gegebenen Gleichung fiir x die beiden Ierthe x' wnd x*, fo ywar, Dap
X = x une x” > x, o tit:
f(x) —f(x") = B(x' —x'") 4+ C(x"?—=x") 4 ....,
fo baf alfo f(x) —t(x") tmmer durch x’ — x” theilbar fein wird.

Soll mun £(x) ein Marimom ober ein Minimun  werben, fo Fann man x* und x* jedenfalld
Dem x nabe genug nebmen, fo baf f(x) =1 (x') ober {(x)—1f(x")=o0. Man bilde aljp bieje DifFfereny
unt Bebe ven gemeinjdaftlichen Factor x' — x fort, jo exhilt man bie Geidhung
f(x) — f(x")
() Sai)a wry

3!

odd

— X
Riiden nun beibe Punfte ' umb x* pem Bunfte x immer niber und ndber, b b fepe idh ' =x"=x,
fo evhalte ich eine Gleichung, aus welder dagjenige x, weldes £(x) ju einem Marimum ober Minimum
madit, gefunpen wecben fann.

Gin paar BVeijpiele jollen audy hier das Giefagte deutlidhy madben. Bei dem lebhaften Inteveiie,
weldhes audh jchon vie Anfinger an dergleichen Aufgaben ju nehmen pflegen, bebauere idy, baf idy midy auf
nur wenige befchranten muf.

1. J3n einen graben Stegel, deffen Hibe = b, Rabiud = a ijt, foll ein graber Cylinder Hinein
geseidhmet werden, Deffenn Wolumen ein Marvimum ift.

er Nadiug deé Bylinberd jei x, feine Hobe y, jo echalt man leidt y= o (a—x). Dasd Lolumen

v = x*ym, baber:
¥ =— 77X (a—X),
i
dy b . ; b 9
— T (2ax —3x%) = o: qallp x = —a.

dx a ) it 9
Ober : ax'?—gx'% = ax"? —x%, b b a(x'? —x"?) = x'* —x"3,
buedy x' — x* getheilt: a(x' +x9) = x*2 - x'x" - x"'2

; ; : g b

b x' =x"=x gefeit, giebt, wie voxfhin x = 5 8
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9. 9Beldye von den Fugeln, die wm einen der Brennpunfre eined dured JNotation um bie grofe )

Achfe entftanbenen Elipjoivs befdyrieben werden fonnen, Bat inneralb Ded Gllipfoivé bie grofite Ealotte? |
Die Gileidiung der Ellipfe durd) Polar - Coordinaten ijt:
a[l—e?*l m b

"= {=e cox® T—e cosp ;

r it qugleich Radjus der Sugel.  Die Galotte = 2r=h und da h offenbar = r(l — cos®) = 2rsin ; ¢?, ;
fo wird: v = 4r?m sin 4@ ober ber Werth von r fubjtitwict :

4m2w sin 5 @° . sin 4@ 2
e b BT e = |
(1—e cos@)? | — e+ 2esin;@?
U
&a joll, alip sin ;@ = u gejeht, z = [ — et 2eut pin Macinum *werden.  Duvdy Diffeventiation }
) { —e L 2eut — den? = ; o=
exbalten wie: Pt T = o, aljo.n = sm &P = I e i
I N‘ I-ZE |
2e —1 il —="e?)
cosp = umb r = R [T ba(l -4 e)
Obne Diffeventialvechmung:
o U Der georbnet
— L - i e L — . & &L
{—e -t 2eu'? {—e | 2eu”® 3
' —u”)(l—e) = 2en'n” (v'—u’).

IMit w' — u* gehoben und damn w’ = u" = u, giebt wic vorhin:
f" ;
. e
V| ==y B e P e R
1P A% e

Die Aufgabe it nur dann moglidy, wenn e > 5, her zay 2 = 3 h.

log x . : : ;
Y —f Fir weldyes x witd y ein Marimum ?
Serlalapifhe s 1 — logx g
Diffeventiivt giebt: : 2 — o, ulfo x = e,
%2
d*v — 1 —2(1—logx) _, A iRt AR e ;
und ba Tl i, “O8 %) by x = o negatiy wird, fo Haben wiv hier ein Marimum.

Ohne Differentialvedymung ijt nady der evjten Methode:

[iug{.\' Lm) lu::;_‘;:‘ o x log (x -} m) {(x +m) 10,,_':.\1 i
x4+ m X i 0 m
xlogx -+ xlog (1 + = : oe lom x
x log x - x log F <) — xlogx — m logx
—- R e — = ik
1 2
und Hierin m = o gefebt, giebt wie vorhin 1 —logx =0, x=e

4, Jn einem vedytwinfligen PBarallelepipedum, effen Inbalt = a?, foll man bdie 3 Seiten x,y,2

jo annehmen, daf Die Dberfladie ein Minimum wicd.

a%

Die halbe Oberflache ift xy - xz - yz und da z = -4 jo ijt bie FHunction, welde ein
] ! 5
s " x -+ v)ya®
Minimum werven foll: v = Xy - Fear )
5 (5 Xy

dv a’ cdv a?

ey — =0 Whi=— = X —, — = 0,

i x 2 x2 dy y?

woraud fich ofne MWeitered x — y = 2, alfo der aus den Glementen befannte Safy ergiebt.




A

Dafjelbe NRefultat exhalte idy audy ohne Differentialquotienten, indem idy in der @ileichung
Vi el ai a’
. x y
werft blof x und baim blog y alé vevanberlid) betradie.

a? (x' — x')
_\..r'_\;u

a? bad e ¢ ad

— o unb natiielidy ebenfo x — — — o,
¥

Jdy erbalte (x' —x")y —

= o; aljo gehoben und x' = x" =x,

¥ x?

IV. 2Unwendung auf die Theorie der Curven.

3hre glansendften Grfolge hHat bdie Analyfié bes Unendlichen, welche fidh dann freilich nidht auf
Diffeventialvedhmmy bejthranfen barf, fondern erjt in der Jntegralvechmung sum Abjchluffe Fommen . mug,
bet ifjrer Uniwendung auf Geometrie und Medanif gehabt. Hier gehort fie aber audy wefentlich Hin, und
bie erjten Vegrinber Dev Theovie batten gang Redjt, wenn fie ihrve Crfindung entweder vom geometrifden
Stanvpunfte aud Methode Der Tangenten, ober von dir Idee ber Bewegqung ausdgehend methodus flaxio-
num nanneen.

; : : codiy ik ;
Biv haben bereitd oben gefeben, bafi i nidhtd Andeved ift als dbie Tangente des Winfeld, ben
il X i)

bie Vertibhvende mit Dev Abfciffenachie bilvet, alfo tg & = l—i-‘:’:, woraud bann weiter folgt (fig. 2)
X
bie Novmale PN —= v\, dy*
iy dx?’
o Sangente BAEN—y \/-’r| L
'l y? d
= : ly
a Subnormale ONi= ¥ L3
dx
» Subtangente QT ==y _1:_3_
3 Sy
Beifpiele.
1. Gliple. Gleidung y® = -;;_,—{u: X*)
dy = lpe — — l—J,I-;"—i. Daler die Gleichung dber Bertihrenben an den Punkt &
dx 2 aty i 7 £ - l
Y amE oy
haye b Sasaieg.
JMormale = A/(1—e?) . (@2 —e?x?), Cubnormale = x (1—e?),
Langente = 4/(a? —x?).A/(a* —e? x?), Cubtangente — 1 (a? —x2),

Die Refultate fiiv bie Hyperbel folgen Bieraus von felbit.




Parabel. Gleidung y2 = 2px
Daler die Gleidyung ber Berithrenden an den Punft £ »
yu = p(x+8).
Rormale = 4 (2pxp?), Subnormale = p,
Tangente — A (2px -} 4x?) Subtangente = 2x.
3. Die logarithmifhe Linie. Gileihung y —=a* ober x =k logy,

i:, . Subtangente = k.

Bei der ehnfachften algebraifdhen Linte, der Parabel, ift aljo die Subnormale, — bei Der einfadyjten
teandfrenbenten Guvve, Dagegen ift die Subtangente confjtant.
4 Die Gycloibe. Gileihing y —= a—acos@ und x —a@ — asing
dv : dx
(i:'p — asmd, do
e e R
dx T P cos @

: sin ; kD (infeedls A o rini J
Die Subnormale = ¥ i l_fuﬁ = asin® — MP“ (Fig. 3.), woraud fid eine einfache Gonftatction

i cos @), alfp

= ¢ot 5.

per Berlihrenden ergiebt.

Daf man bei ben Segelfibnitten alle biefe Mefultate auch ofne Diffeventialvedymmg ableiten Fann,
wiffen bie Shitler, ober Fonnen ed wenigftend in jedem guten Lefrbudie ber analytiidhen Geometrie nad:
fefen. Man famn e8 aber audy fajt bei jeber andbern Gurve. Die Tangente ded Winfeld ben eine Secante
't

] L o V— ot SRl S : 5
mit Der Mbfciffenachie bilvet it - o Soll bie Secante in die Berlibrende iibergeben, jo Hat man x —x’
wEm

Fortyufeben unb bann x'=x* u feben, grabe wie wiv e8 bei anderen Glelegenfieiten audy gemadyt Haben.
3. B. bei ber Gucloibe ijt:
=N —a(eosd — cos@’) = sin 3 (@ -+ @') sin (¢ —9')

X—x' a(@—@') —a(sin® —sin@®') ~ ,(@—0@)—cos,; (@-}-0)sin} (P—¢)
Tividivt man  3ablec und Nenmer bdurdy sin L (@ — @) wnd fest bamn ¢ =0, fo it Defanntlidy
1 .o : X sin &
,"’-(q’---—cm, = 1 unp folglidh tz.« —,
sin } (¢ — @) | —cos@

RNun bleibt aber die Diffeventialvechnung nidht dabel jiehen, und burd) Pen exjten Diffeventials

mie vorbin.

quotienten bie Nidbung angugeben, welde bie Curve in jebem einelnen Punfte gegen die Hauptadyje nimmi,
lonpern fie fefrt uné audh die quofieve oder geringere Srimmung bdevfelben fiir Ddiefen ober jenen Punft
fermen.  Diefe frimmung witd offenbar am gwedmagigiten duvdh einen Srei gemefjen, da Ddiefer tuberall
gleichmafig gefritmmt ijt, fo baf bie grofere ober geringere Svlimmung mur von bem Halbmeffer abhingt.
Die NAufgabe Bejteht alfo darin, einen Kveid anjugeben, der jidh im Punkte P o nabe als moglicy an bie
Curve anlegt, "Diefer Sveid feift Frimmungsfreid, fein Habiug ver stvimmungshalbmeffer.  Stveid unb
Gurve haben nativlidy eine gemeinfhaftlidhe grablinige Tangente und per Mittelpunft Ded fveifed liegt auf
ber JMormale bed Punfied P.

2

Dle Gleidung bed freifes ijt (x—E&)? + (y—n)® = r&
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Soll berfelbe durdh bret Punfte der Curve gefien, fo Bat man bie brei Gleichungen:
(x —E)° 4 3y —m2 =12
@ =8 piy — = ¥?
=i-8* &yl —yjFr—=y2
Uug Ddiefen drei Gleichungen fann man unter allen Umjtanden die Gootdinaten bed Mittelpunttes
und ben Radiug finden. Midt man nun vie Punfte x‘y’ und xy” dem Punfte xy immer naher und
nafer, fo erhalt man julest einen duvd) drei unendlid) nmafe bei einanbder liegende Punfie gehenden Sreis,
und biefes ift eben ber Eriimmungstreis. Man fat aljo nady gefdehener Elimination x = x' = x" ju fepen.

Bei ber Gllipfe ift 3. B. ﬁ i : — 1, ober Hirier:
X — acos® undt y = bhsing,
bafet : (acosp —£)?  (bsing — y)® = r?, 1.
(acos@ — E)'"’ 4 (bsing’ —3)? = 12, 1L
(acos @ —£&)* 1 (bsing"” —qu)? = 12, 111
L—IL giebt: (a2 — b?) (cos @? LU*?-QJ )—2ak (cosp—cos@) — 2by (sin@ —sin¢') =
i i / )
ober: o = (a? — b?) (_.{m@J l L {p JE sin ¢}—f_¢ sin ?—-2 ¢

=a kit '2'_“"" - {b+i1utua¢£¢) lufp;-(p’

und nadybem mit sin ¢ 5 ¢ gebhoben ;

L 'E__ SRR e ¢+ ¢ e A
) E--h-- ig. , — sin 5 cos 2
@benjo erhalte iy burd)y Eombination ber L und HI Gleichung:

8 oo az— hz o
y — & b 1g.------!é-——- + —5 sin —+ 05
Nus IV. und V.:
¢ H:-’ ¢—i—¢v“J - a"—b*[ _HP ol S ?;_Fi‘i]
—E & 1. 3 B b sin cos 5 sin 5 COE 5 -
sin {p!—_—;‘p”
Die exfte Slammer with - _I_ v e 3 bie soeite flammer ift
¢ ¢ COs -

A itk .

= g (sin @ -sin @) — 1 (sin ® — sin@") = }(sin®' —sin ¢") = sin 5 5

l

—
2

- i dl i u
o i S P ‘b_'g"?’ 'I’_ti !

alfo nachbem bder gemeinjdhaftliche Factor sin e geboben ijt,

cos

und roenn @ — @' =@




Duech Vertaufdung der Budftaben:

' 2 2 R T |
Enblidy Fi— [a CosSp — — COS r,u“] - [b sing i b P sin q:sﬂ]

unb nadh einer leichten Rebuction
i ]_a2 sin !p‘d + bh# {,0_5 992]3 LB (at },-2 _I_ b* x%)8

2
i a? bt o ab bt
__ (ar—erx®? __ (gg)?
BRI T B L 1T
n gleidier MWeife fiiv die Hyperbel
P — EEZ.XE 0! — l_'?_ela
aE h? a'.! h:Z !
und fliv bie Pavabel
o S S e
P P

wo p Den Mabiusrector bebeutet. Man fieht, pafi bei fammtlichen Keqelichritten der Gubud der Normale
wum Srimmung8halbmeffer in einem conftanten Berhaltnifje fteht.

Tas Bier erlauterte Vevfahren wird nicht allein bet den Segelfchnitten, jomdern aucdy bei ben Gur:
ven Hidherer frbnu]e:q aum 3iele fiibren, allein in den meifien Fallen ijt bie Redymung fo wenig fibericdhilich
und fo unbequem, baf wir ben von ber Differentialredymmg gewiefenen Richtveg wahlen. €8 muf jue
gegeben wwerben, baf Hier die Grenge ift, fiber weldhe wir ofine einen von ber Hoben Diffeventialbehiorbe
audgefteliten Paf nicht hiniiber gelangen diteften.

Wenn in Dem fogenannten davafterijtifhen Dreiefe ABC, ber Bogen AB wnendlich Fein witd
— ds, o fann iy ds ald grade Linfe Detvachten wnd 8 ijt offenbar

ds? = dx* } dy2

Sei (Fig. 4) MM’ ein febir Fleiner Bogen, ds, weldhen Eurve unbd freid miteinander gemeinfthaftlidy
Faben, O Mittelpunft dés Krfimmungstreifes. §Hreid wid Curve Haben alfo in M b in M’ gemein-
fihaftlidhe Tangenten, welde mit ber Hauptadje die Jinfel « unb o', oder ba Bier von jwel miglidhjt nafhe
beieinanber liegenben Punften die Nebe ijt, die Winfel & und o« |-da bilben. Der Unterfdhied diefer bels
ben Winfel, alfo d« ift mun aber, wie aud ber Figur leicht Hervorgeht — bem von ben beiben Mabien
OM unb O M gebilbeten 2infel und dafer ift are MM ober ds = r.de, D. b.

r.de = Vdx24-dye,
Nun ift dtge = (1 + tga®) de«, alfo
r.dtge = (1 }1ge?) Vdx24 dy?,
dy d?y

ferner tga — o ditga = K’ folglidy

dty TG g e
]‘E —_— [l [ _'_é] “\‘.'d-.;!!_l_d},a

: 3 (., dy?\* . d*y ds\?  d?y
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unt wenn N bie Mormale bes Puntted x y bebeutet :
_ Ny
(A s
Die Gleichung bed Kreifed ift:
(x — .E]'l I_ (}; i .d]-z

. i 1y
Tifferentiirt ; x—£8 J(x—n :]—E =1

{0 L dy* o
'odx
i dx® dvy? dx® dv? d
Ulio = e TOF g o x i s il D
d:y d?y dx

Die meiften Yebrbiicher gefen bei Herlettung diefer Formeln vom Taylor'iden Yebriate aus. o
elegant das audh u fein {djeint, mochte ich dod) nicht basu vathen. Jdy jiebe ed vor, mir die Entitebung
der Fovmel geometeijdh mdglidhft flar su macben, anjtatt eine gefeimnifivolle Majchine durdy einen Dyud in
Bewegung 3u fesen, um am Ende dody nicht ju wiffen, ob dba im Inneren nidyt irgend ein fleined Nab
feine ©ienjte verjagt Hat?

N8 Beifpiel diene die Gycloibe.
®leichung : — a(l —cosg) unb x = al(p— sing),

dy = asing do sy dx = a(l —cosg) dog, 3-:: = cot f@,
d?y a cos g d ¢? -+ a sing d?g,
d?x 0=a(l—cospd2p | a sing dp?, alp
baber adg? [cosp — 2co0s j9°] = — ad¢?,

!

ferner dg _eu.-_a({_.-]
S d¥ys ks L — - ! 5
ol Pl ey e Gy e

unb T dasinyopt(l 4 eotd q:'-'}':' — — dasinyg = — 2V2ay .

Die Mittelpuntte aller Krimmungsfreife flix bie ftetg aufeinander folgenden *Punfte ber Gurve
bifben jufammen einen geometrifdhen Ovt, die fogenannte Evolute der Curve, bie Dann in diefer Begiehung
bic Eypolvente Heifir. Um die Gleidung biefer Gvolute 3u beftimmen, hat man einfad) qué obigen Gleis
dyungen fitt n —y und & — x bie Grifen y unb x ju eliminiren.

Bei obiger Diffeventiation der Gileichung ded Kreifed wav blof x und y vevdnberlidy; b. b. wir
betrachteten nur verihiedene Punfte deffelben Sreifes. TRill man bagegen von einem Frimmungdtreife jum
anberen 1ibergelen, fo find awd & und » variabel

= . d
Seit man jur Abfiiriung n—y=tub &—x = —t ﬁ

Y L ! : i dy d'iy'
fo ift dy —dy = dt unb dE dx— (“d_x = t.ax..
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dy

— [dy — d}r}a‘-‘

b. 6.

W dwiia o e ; : . i AN T
Da nun = bie Tangente Des Winfeld @ ift, den die BVeriifirende mit der Hauptadyie madt, o

it —d—: bie Tangente ded Winfeld @ - 90°, pen bie Movmale mit ber Hauptachje bilbet. Normale und

Seimmungshalbmeffer fallen aber jujammen.

MNber TE ijt bie Tangente deé Winfeld @’, Den die Verithrende an ben Punkt £y ber Evolute

madcht, aljo it @-F90=9' 0. h. ber Srtmmungshalbmefier an den Punkt xy ijt immer eine Beriifrende
fiic bent Punft » der Evolute.

Denft man fidy alfo wn die Evolute einen biegjamen Faven gelegt und widelt diefen gleidimagig
ab, fo namlidy, ba Dev abgewidelte Faben fortio@lvend bie Goolute berfifrt, fo ift leicht u fehen, baf Der
Gnommit des Fabend die Gvolvente bejdyreibt; — ovon eben Der Mame bergenommen ijt.

Beifptel 1. Pavabel:

2 2
E—x = }—:I!I__P- alfe £ 3x —I— P

A S e ) = _ 2% vopx,

woraud leithf folgt:

alfo eine Parabel hofever Drdnung.
Beifptel 2. Eycloibe:
y—y = — (1-4coti@?) dasing @' = — 4 asin § @*
4 = — 2asinjg? alp » = —y
£ — x — 4asin 4@ cotl @ = 2asing, alfp & = a(@+sin@).

Nus beiven Gleidhungen filv » und & mifte @ eliminiet werden. Man fieht aber leicht, dag die:
felben eine auffallenve Aehnlichfeit mit Den Gleichungen Der Eyeloide haben. Duvch eine einface Goordi:
naten-Bevwandlung , indem & =& | am, o'=y - 2a und ¢' =0 | = gefebt wird, exhilt man

y =a(l cos@®’) ub £ = a(p’' — sing').

Sie Goolute der Gycloide ift alfo ebenfalld eine Gyclvidbe. Die Goordinaten ihred nfangspunttes

finb — 2a unp — am

s ift ywoar fdwer, fidy von einem inteveffanten Gegenjtande logureifen, allein aud nabe liegenden
Geiinden. muf iy mich jdhon mit Diefen furgen Andeutungen begniigen, um fo mefv, da biefe leffen Unter:
fudhungen jedenfall8 jenfeit ber Grengen liegen, weldhe im 19. Jahrhunbert bie Lehrer per Mathematit bem
Unterridite auf unferen Realjfdulen angewiefen fehen modyten.
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Sommen wiv nun jum Sdlufie, nadbem wiv und die hauptiadlichiten Anwenbimgen ber Diffe-
rentialvedyming niher davauf angefelien haben, auf bie Frage juriid, ob biefer evjte Zheil ber Hidheren
Analyfic bei der tiglidy madhtiger amwadyjenden Stedmung des Lebend und bei den daburdy mebr und mehr
gefteigecten 2Anforberungen in der Mathematif fiir unjere Schulywede nothwendig ift?

Bei dem allgemeinen Vevveife des binomifihen Lehrfapes, bei ber Heeleitung der Reifien fiir Loga-
rithmen und fveidfunctionen, iiberhaupt bei ber Darftellung trandfeendenter &unctionen burd) unendlidye
HReiben, ift, wie wiv und tiberseugt haben, bie Differentialvedymumg nidt allein entbefielich, fonbern fie vers
jagt fogar mitunter ifre Dienjte, walkrend wir durdy bie allergervdhnlichiten Hiilfgmittel der befdheibenen
niederen nalyfis leiht wnd fidher yum Siele gelangen.

FNamentlidy aber Haben wiv ju bem Taplor'ien resp. Mac Laurin'fthen Sape Fein unbebingtes
Bertrauen gemwinnen fonnen und gefeben, baf man mit diefen ftolzgesdumten Laradepferden ver Infinitefimal
vedimung nicht felten [leichtfinniges Spiel treibt, dibexhaupt mit bdivergivenden Reifien Sadien an ben Tag
bringt, Die einem — Wise dbnlicher fefien, ald einem efrlichen Lebriate.

Bet der BVeftimmung beé wahren Werthes eined mehrbeutigen Symbold wnd bei dem Uuffinden Dex
Marima und Dinima veidten ebenfallé bie einfadbfien algebraifhen Operationen aus, fo lange f(x) eine
gange rationale Funetion ijt, oder in eine foldhe verwanbelt werben fann. Diefe Berwandlung it aber Dei

allen algebraifchen Functionen auspiibrbar und audy bei den trangjcenbenten, fo weit fie bas Biirgerredyt in

ber Mathematit exhalten haben, moglicdh. Die Diffeventialvedinung, die aud) hier mitunter verfagt, bietet
ung aljo blofi ein Verfahren, dad burd) feine frappe Beseidymmg in vielen Fallen etwad Flivger und be-
quemer, jedenfallé abev nid)t {o viel werth ift, wum feinetwegen durd) eine neue Theoriec dem Sdyiler ben
Fortichreitt ju exfdwperen,

Midvt viel anberd liegt bie Sadye bei ben Anmwenbungen auf geometrifhe Sige. Die eigentlice
Methove Dev Tangenten ijt nidht allein bei ben Kegelfhnitten fonbern audy bei den Gurven hiberer Orbrung
gan bequem audfiibrbar ohne Diffeventialvechnung und wird durch fie wegen der Allgemeinbeit der Jeichen:
fpradie nue dberjichtlicher.  Aufexdem fommt nur nody die Beftimmung bes Sreimmungshalbmefjers unbd
oer Gvolute in Frage, wibrend alle iibrigen fich hier anveifenden Unterfudnumgen ber Jntegralredymmg
anbeimfallen. Bei den Stegel{hnitten [afit fidh der Sriimmungdradiug ofine Hevbelsiehuny fener Sublimititen
leidht angeben, erjt avitber Binaud wirk bie Redhnung swar nidyt unmoglidy, aber crmiibend und weit:
Laufig.  Wenn mum aud) ver am faufenden Webeftuhle der Jeit fhaffenbe Weltgeift unaufbaltiam vorwirts
fhreitet und jeine Anforbevungen an vie Biloungsanjtalten immer mehr feigert, fo muf dody sugefranden
werden, Dag unjere Nealidhiiler gewifi nicht hinter biefen Anforbevungen juriictbleiben, audy wenn fie nidyt
liber Die angebeutete Givenze befbrbert werben, hinter weldher wir ja ofnehin mehr gefjtreidien Jeitvertreib,
alé wirflih nuplide wnd brauchbare Dinge finden; — wnd o feint denn audy fiir die Nufgaben ber
analytifthen Gieometrie die Hiilfe ber Differentialvedinung entbeficlidh.

Fun fann 8 wobl feine Frage fein, daf von swei Wegen, bie in der Mathemati ju demfelbén
Jiele fithren, unter allen Umftanbden, gans befonberd aber fiiv den Lernenden, berjenige weldjer von ber Sonne
belendhtet einen freien Umblid geftatter, den Borsug vor einem anberen verdient, ber burdy bas nadytlicdhe Dunkel
eines FHinftlidhen Tunneld fibee, felbjt wenn die Meifterhand eines Rewton bie glatten Sehienen jufammen
gefiigt Datte! Sommt Bingu, bag wir auf der finfilihen plutonijden Schienenftrafe Eulen nady Athen
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beforbern, dafi wir durd) fie fogar Jeit velieren und dafiiv an Ginjicht und Vevjtindnif nidhtd gewvinmen,
fo wicd und bie Wabl wobl nicht jchwer werben.

8 ift wabhr, bie Differentialformeln belfen und oft, dber im Wege liegende Hinbernifie Hinweg,
ofine baf wiv wiffen, wie? Allein dex bewufitlofe Nadtwanbler Hettert aud) auf {dhwinbelnbem Stege fidher
fiber bie gefdbielichiten Abgrinde und doch wird ed wohl Niemandem einfallen, biefe Madtjeite ver Natur
bem felbjtbevoufiten Tagleben voryusichen.

usnahmen will idy allenfalld gelten laffen. TWenn ein befonders ftrebjamer und befibhigter Sehyiler
bes Heviend Geliifte nicht sdfmen Fann, wenn er in dad fabelbafte Jenfeit einen prifenden Bld werfen
und dad geheimnifivolle Walten jener Heinen Wichtelmanndien beobachten will, o mag ex nuv getrojt an
bie Febeit gefen. 68 witd ihm nicht fhiver werben, den vibrig {haffenden Jwergen bie Tarnfappe abiu:
getvinnen, wenn ev weif, vaf er nidt nothig hat, jich an Den Dovnen der Tavlov'jhen Erfindbung bie
Finger ju vermunden.

@ind aber eimmal die evften Schyvitte gethan, jo wird der Wiffensduritige nidht auf halbem TWege
fteen bleiben, fonbern fidy audy ein FHein wenig in bem Glebiete ber Jntegralredimung umfjehen mwollen.
Freilich fieht e8 in Dbiefen Megionen sum Theil nody wunberlicher aud, ald in Denen, welde wiv bisher
burdiwanbert Baben, und es wiivbe miv baber redht angenehm fein, wenn idy balb Gelegenbeit fanbe, meinen
Spasiergang fortyufeten und meinen lieben jungen Freunden die herrlichen Iundeviverfe aud)y piefed neien
Feenlanded ju jeigen, — feine erhabenen, jum Theil auf den Wiifienfand gebaueten Povamiden, dad unend-
lich verfdlungene Gewvive feiner Labyrinthe, feine vielbeutige Hievoalpphenidrift, auf welde man frop ibrer
Tinevweislichleit bod) fefr weit veidyenbe widitige Schliiffe au guriinben weifi, — wvor allen feine in den
Himmel wadyjenven Biume, die man, um ifre Himmelfahet nidit aufsubalten, mit Wurgeln an die bijdye
Heimath u fetten, unterlaffen hat.
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