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Uber ein Pendel, bei welchem aufser der Schwerkraft
noch eine dem umgekehrten Quadrat der Entfernung proportionale
abstolsende Kraft wirksam ist.

I.

Zivei gleich schwere materielle Punkte P, und P, von der Masse m miigen sich bewegen
kkimnen anf einem senkrecht stehenden Kreise vom Radius /. Sie migen gleichstark mit gleichartiger
Elektricitit geladen sein, so dafs in der Einheit der Entfernung die abstofsende Kraft = e sei. Der
Mittelpunkt des Kreises sei dann der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems,
dessen positive @ Axe senkrecht nach unten gerichtet sei. und die Koordinaten des einen Punktes
zur Zeit ¢t seien @y, y,, die des anderen w,, y,. Bedeutet g die Erdbeschleunigung und ist

r= Y (e — @) o+ ()

die Entfernung der Punkte zur Zeit £, so wird die Bewegung des Systems gegeben durch folgende
Ditferentialgleichungen :
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Muitipliziert man Gleichung 1. mit y,, Gleichung 2. mit &, und subtrahiert 1. von 2., so
erhiilt man

. d*y, d* Myl ( ey
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und ebenso aus 3. und 4.
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Fiithrt man jetzt Polarkoordinaten ein durch
i &y, = [COB @, wy = L CO8 i,
— ¥ e R | 5
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Dann ist aber P 4 'f’:,' PRl S Rl
A =y di?
Ly, — yay = P sin (g — ¢),
p — ¢ = "
und da ferner » = 2{sin ¥ 5 * ist, so erhiilt man
d*o : ¢ sin(e —¢)
i, P—— = —yglsng ! L
e EMET Rl T e —¢
sin =
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und cuti‘-]:ﬂ'uc:i:nml Gi I " = glsin ¢ — 5’F
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Dividiert man noch durch #, ersetzt sin (¢ — ¢) durch 2sin = cos =+ und sefat

gur Abkiirzung

i &
¥ — ¢ = i,
pied i 7 ¢
so nehmen endlich die Gleichungen folgende Gestalt an:
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Die Bewegung soll nun zuerst fiir den Fall untersucht werden, dafs der Punkt P, festge-

halten wird, und zwar goll er im

der negativen Drehungsrichtung an diese Stelle, so ist ¢y = — 7 zu setzen.

hiichsten Punkte des Kreises sich befinden.

Fiihrt man P, in
Dann wird
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und die Bewegung des Punktes P, wird gegeben dureh
'_{);}_' sin £
— - 'l g f _.?-
! d. d---j; = — fEing — h
i it e [
[ [l 2
I— - —- -l.\ —_ --I " o
| T"\f\ { ‘flLi:p"] 51N ¥
\ Ay 5 £ 2 M o A 7 2
./ oder 2 = = — [ 28I —- €08 h :
h S dat 2 2 e
\ }/ COE" —
| - t"r1l -\3
.l.:—'—"'-'. x
Multipliziert man mit d‘; und integriert, so ergiebt sich
. 2
& (3 ) ; A
10 222 ) = foos? L — : o
e cos 2
08 5

wo € eine willkiirliche Konstante bedeutet. Um derselben eine mechanische Bedeutung zu geben,

soll die halbe Winkelgesehwindigkeit, welche das Pendel an seiner tiefsten Stelle, also fir — = 0

hat. eingefihrt werden. Ist dieselbe = v, so wird fiir cos S i die Gleichung 10. zu

= Lot h—+ C,
O=vr+hr—f folgt.

Setzt man diesen Wert ein, 8o ist

woranus
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Zur weiteren Beurteilung der Bewegung wird es niitig sein, den Ausdruck in der Klammer

zu untersuchen und die Werte zu bestimmen, fiir welche derselbe = 0 wird, Zur Abkiirzung werde

Cos z = : gesetzt, dann lautet die zu untersuchende Gleichung

A L“J_l_ R 4y f} o 1 o,




Um ihre Wurzeln zn bestimmen, setzen wir
: vd 4 h fi
+ Z::{g_( - I)-‘ :
SO r

und untersuchen die durch diese Gleichung bestimmte Kurve. Dabei
ergeben sich folgende zusammengehirige Werte:

f‘: Fiir § = —o0 ist Z=—0c0,
/ .-m\\t ! : j
) \ / L
== _“,'l_ i '1'+_:’ SRR B P A =— L5 2
T !
et ' e, iy e ﬁ.
7
el

Da +*, £ und & positive Grofsen sind, so folgt daraus, dals die Kurve die ¢ Axe mindesten®
einmal zwischen ¢ und 7 schneidet, dals also die Gleichung Z — 0 mindestens eine reelle, positive
Wurzel zwischen 0 und 7 besitzt. Um die anderen Wurzeln zu bestimmen, beriicksichtige man,

‘ Jyees i EAE ; ST .
dals das Produkt der drei Wurzeln = — , also positiv ist Daraus ful;_';T, dals die beiden anderen
/ 3

Wurzeln zleiche Vorzeichen haben, und da ferner die Summe der drei Wurzeln = ¢ ist, so folgt
weiter, dafz die zweite und dritte Wurzel negativ oder komplex sind, in letzterem Falle aber mit
negativem reellen Teile. Es ergiebt sich ferner, dals die Werte der negativen Wurzeln, bezw. die
reellen Teile der komplexen Wurzeln zwischen 0 und — 7 liegen miissen, da die Summe der drei
Wurzeln = 0 ist, und da

dZ g v + h : 5 A LR
= — oL e — ) wind i e 0 l £ B B .
dz / 3 T
so liegt ein Maximum und ein Minimum der Kurve in gleicher Entfernung zn beiden Seiten der
z Axe. Danach hat die Kurve folgende Gestalt. Sie steigt an von — oo bis zwischen — 1 und @,
hat dort ein Maximum, durchschneidet herabsteigend die Z Axe in Z= — I senkt sich herab

zum Minimum und steict nun wieder an, indem sie die ; Axe zwisechen ¢ und -4 7 schneidet.

Von den drei Wurzeln hat nur die positive eine meehanische Bedeutung; denn da ¢ die

. i : : o . s T
Werte von — & bis - & (urchlaufen kann, so liegt 2 immer zwischen — - und + 2 also cos

stets zwischen 7 und 0. Die positive Wurzel giebt alsdann den kleinsten Wert an, den cos t}

bha |5

: - 2 . : 1
erreichen kann, nund wenn dieser = cos 5 ist, so bedeutet « die grofste Ablenkung des Pendels

<o . Pl . - . L o - A
von dem tiefsten Punkte oder der Gleichgewichtslage. FEs sei nun cos g und die beiden an-

deren Wurzeln = — g und — v, so ist

z
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at

(z—N(z+ pilz4+ )
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(z— A+ p)z4 ),




“’(g) T S e
also = = ‘r l z—Nlt+mi+),
@y
oder dt ]_f = =

e s e

?

Da ¢z = cos i 18t. &0 ist ferner
g, o L %y "
dz = — 3In 2 rf(--“?—) = —\1 —?"‘ri(-é ) :
oleli e iz
folglich A== e
- ; sla
und 12. dat |y = zdz

V e —2)(— D+ @+ v)

Die Zeit wird also, da der Radikandus im Nenner in bezug auf z vom sechsten Grade ist,
im allgemeinen durch ein ultraelliptisches Integral und zwar erster Gattung angeszeben.

1.

Unter gewissen Bedingungen reduziert sich nun dieses Integral auf ein elliptisches. Dazn
wiire ansreichend, wenn das Produkt unter dem Wurzelzeichen zwel gleiche Faktoren enthielte,
wenn also z B. z 4+ p= -+ v oder g = v wiire. Unter dieser Bedingung wollen wir die Be-
wegung untersuchen.

Aus 4 — p—yv =1 folgt fiir p=v, A=2n, p= 3
y a
» h v o ] ;s i 4h
und da Apy=—, soigt auch —=-—, 1= o5 = r —»
! 4 2 f
B
- i, : k- : L i,
Cos —- ist stets < 1, also muls mlchl F — 1 sein oder 45 = f. Fiir 4k = f whre aber
[/ o -~ . fr .
cos 2 = n]sn-j-und =0, d. h, der Punkt wiirde sich iiberhaupt nicht bewegen. Demnach

~

kann die in Rede stehende Bewegunge nur vor sich gehen fiir 44 = £ uud zwar wiichst die grofste

. ; . % ; - . g
Ablenkung des Pendels um so mehr, je kleiner & im Verhiltnis zu F wird. Nun war f= ‘I :
-

Dann geht die Bedingung 4k < f iiber in — <

fi g =94

a
47
Um diese Bewegung zu ermdbglichen, muss aber auch »* in bestimmtem Verhiiltnis zu A

und ; stehen. Hs ist nimlich

2+A

7 — i

J1!'4."'.—’— .r-{'r!—rib:
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oder fiir A==
. 3
4 St i -fj I
1 f
8
Da nun A= I“ﬂf-’ ist, s0 muls auch
%
a_ g 3/7an\3 ,
1 }._h W 3 I (Jfr) doshi
/ 4 f
g 1
3 S/ 4\
oder = f— h— y I ] ( ",) .

: : : ... 4h iy ; ; :
Demnach hat »* seinen kleinsten Wert filr = {, nimlich ¢, und nimmt zu mit ab-
. - b 4h
nehmendem Werte des Verhdltnisses
Ersetzt man in der Bedingungsgleichung fitr »* # durch 7 k durch T s0 geht sie iiber in

g L@ g dnigaalie
el pETR ALy 7 il

Die ganze Winkelgeschwindigleit ist aber 2¢. Man erhilt so

4 .
dg e 3 (w vl
Dol — 2 =
(2w} ; P 7 I -!2}_-‘.'

; TP |
oder - (2P =dg—— — & ( )-q
bae vl g el I B &

I-(2v)* piebt aber die Centrifugalkraft an. Diese mufs also beim Durchgang des Pendels durch
den tiefsten Punkt den rechts stehenden Wert haben, wenn die Bewegung in der angedeuteten
Weizse erfolgen soll.
[Inter der angezebenen Voraussetzung geht der Quotient
zdz

V 2 {I"— -:.’;_‘J (z— ) (24 o) (z T -;.‘,l

g g zdg
iiber in : £

e B a )
‘ _ ey ]
{z+ p) 'Ef ——DG—Nzi+1)
[
wird, wo ¢, wieder eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die Zeit wird also jetzt durch ein ellip-
tisches Integral dritter Gattung gegeben. Wird zur Abkiirzung

s0 dals f]_.fa,a' =l + ¢

(z— 1 z—Nz(z+1) =R

gesetzt, so zerlegt sich dasselbe in
r] E}

dz e _d,,
VB ° le+pVER
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Demnach 13: noty = \ ts;} — i \ —|__-f_e’_c lffi’) 4=
[z ) A
- I e/ 3 f

Um die Integrale auf die Normalform zu bringen, bedienen wir uns einer Substitution
sweiter Ordnung. Bezeichnen p, ¢, r, s die Wurzeln der Gleichung R = 0, so ist zu setzen')
plg— &)+ s(p— q)sinta

q— 32 - Ip - rjl]‘ﬁitl2ﬂ
J-'I;‘z 4 ( “fr.r l}j
R —(p—n(p—s5 \J1I—#sin?e )

i (p— q) =2

worin : :
(p—rilg—=)

P ( 8)(z —p) :
sinfo = — L 8) | P) 151,

p—aq(z—2a)
Die Substitution soll ferner so gewihlt werden, dals sin® ¢ wiichst, wilhrend : abnimmt: es
r’.:
2

witchst dann gleichzeitig ¢ mit dem Winkel ¢, da : = cos ist. Da z zwischen f und 4 liegt,

so treten an Stelle von p, ¢, », s der Reihe nach die Werte 1, 4, 0, — 1, und man erhilt:
L 1— (1 — A)sinta
+ A (1 — d)sinte

arATEE ﬂ';d_')"‘
R 1+ (_-‘J!'F i

A

und, da : abnehmen soll, wiihrend # wiichst,

dz -k 2 da
V& V141 4o’
el .
worin 1A= fl 0 st
Ferner ergiebt sich nach einigen Umformungen
1 31kl sinte
:4+pu 14p t4nsinfe’
obe == =) B e T
wobei n= R R ) T
ist. Dann wird
dz 1 2 | da , Ksinfods |
F ’.fz]]‘/'ﬁ: S BT 1,/'; £33 |{U+n sindg) do ' (14 nsin®o) do|’
£} ) = }:2 % 4 ‘
Si= 2 da 1 I de A8 o do
md () f= ——= e - st M R TTE 8 i j c. -
Vr ]f;r A & do 1 +4+p l (£ 4 nsina) da { j (1 + nsin’a) do i + G
el o

1) Durége, Theorig der elliptischen Funktionen,




) da : : 1
Ersetszt man \ JJ durch w und fithrt in den beiden anderen Integralen statt der Amplitude o
(1
i
das Argument w ein, so erhilt man:

fag

de . tang am o 17
o — W1 ; (. al,
(1 4+ nsin?a) da T dame :
e
l* sin® a do i
=8 = == (e, a)-
({ + nsin®a) da s e cos am g J am a
i
Man erhiilt danm weiter
s I-‘"-,-
o ' AL ; i f in am a | L T sva)
; 1 : = 21 + TR
(1 -+ nsinfa) da (f + nsinfa) da YT Gosama Jama \ # 411 M D
%

f + sin? am a :
= Y7 gin ama cos am e 4 am a fis @)

Durch die Einfithrung der hestimmten Integrale ist die Konstante €, = ¢ festgesetzt worden.
und die Zeit wird geziihlt von dem Augenblick an, wo das Pendel durch den tiefsten Punkt hin-
durchgeht. [n diesem Augenblick ist ndmlich

g =1,

Ti=ig
1—3i 2+
aber auch ¢, = 0.

sina = - = ¢, also ¢ = 0, ferner v = 0 und ebenso /1 (u, a) = 0. Dann wird

Es sind nun noeh die elliptischen Funktionen siname, cosama, Jama durch die
Wurzeln der Gleichung R = ¢ anszudriicken. Der Legendre’sche Parameter n hatte sich ergeben
1 — : = = - F ¥
— 7 e £ . Da pu<1, so liegt diese Grilse stets zwischen 0 und — &*, das Integral gehirt
== H
also zu den von Legendre als Intégrales 4 parameétre logarithmique bezeichneten. Zur Einfithrung
des Jacobi'schen Parameters o ist dann zu setzen:

n— —k¥sinama,
‘g { Pee=rr i
WOraus sinfama = — —& = ! ] dama = ! I — i sin® ama
K - p
_ I —u ‘r_ T _‘; 1—n
s5in dma = | B i | e A i
” ] O I l+4 I4p
= 2 200+ )
COS A @ = I-’; = : £— I— =/ g = I ( —_|_-’J' .
Ry 14 I+ O+
unid es ergiebt sich
. I—p 2
i@ g - ilipt> i —_
1 -+ sin® am a ! =) )




i

i T A iy f— .r:. ] 2.“ i ,31\! -+ .*.‘*P s 9 I."Ij.r_[j.--— 1) {,a’—|—_llf?3
ginmam g cos ama Jama l G S 5 TEn TEN " P g l U+ DT Pl

: 1 + sin® am | (14 4) (14 p)
fﬂllgllﬂh + - -—a--— —_ ] " + £r) .__!r'f_

sin am @ €0s am a J am @ 1 (1 —p) (A4 p

Durch Einfithrung dieser Werte erhilt man:

= 2 BT A T
1 e L S R L At e +4
Vi Vi+4 [u 1+ p N l pid — p) (44 ) 85

i 2 | el 1 + ,;:J Tj .—1.— .|H'J ]
F tVrf= = s - Sl : .
14. Vr 'I.-'* T e ) I u l a ) (4 ) H(u, a)

Nun war p =

y
— , folglich i
F folglich ist

241 jaislaaniugy 3
I+—p= 3 L d—pu= e = —=d;

als [aU+ DI+ _ [ T+DHE+D

i ] (f — p) (44 p) 51 I

32— 4)

- Oy - . )
und da ferner i = cos 3 ist, so ergiebt sich weiter:

s Py N
2 4 cos — | |+ cos —
sl 3

3{:9 — cos

e Lo T et “_}
) 4 [\ 1 cos ey L - €08 D
¢ ]ff: ( : = = L1 5 e

Setzt man noch zur Abkilrzung

so ergiebt sich endlich

t = f.—.Aiu— B (u, o,

V7

. gk [ giat gl f(u—a)] .
15. —_I?‘rl':.!i.f{ vy B{MJ{I{?} T 2 Iﬂg H[u—l—d}f
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Zur Berechnung der halben Schwingungsdauer 7' wire fitr « das vollstindige Integral erster
Gattung, K, zu setzen. Da aber

(K, a) =KE(a)—aE ist,
so ergiebt sich
7= f__ A|E—B{KE(a) — a B}
V7

worin E das vollstindige Integral zweiter Gattung bedeutet.

Iv.

Zweitens soll die Bewegung untersucht werden fir den Fall, dafs der Punkt P, im tiefsten
Punkte des Kreises eine feste Lage einnimmt. Danmn ist ¢ = 0 zu setzen, und es wird

I

e— @ . p— ¢ i
CO8 = 05—, EIn = BIN ~;
2 - 2 2
g ME und die Bewegungsgleichung filr P, wird zu
g - =
4 SR
e N, P g cos
= e T | P _ fsing -k
f | L ,f’? I'I : ae) i in? @
| o A sin? £
15— s
'1\ | i / e n
\ s ”-,2( ¢ J oy
e Vi 2 . g & 2
\\ e oder 22— 2= —f'.’:-'ill = COHE——] h .
e b e di? 2 2 sin? ¥
P i
Durch Integration erhilt man
( = ) ]
y P
] i /
& & e i
18. [ = sin? — - (T
i / 2 o @ +
sin
2
Um die Konstante ¢ zu bestimmen, sei fir ¢ = ¢ die halbe Winkelgeschwindigkeit = v;
dann ist
Amr Al h
“3 —_— f.‘:\]'[]" e — — -JI-' (_\' §
gin—
2
1 S hopeE Nt
also ¢ =o'+ paind o~
sin
2

Der Winkel ¢ sei nun derjenige, fiir welchen der Punkt P, sich im Gleichgewicht befindet:
zu seiner Bestimmung dient die Gleichung

g
2] ] CO8 —-
—_— 5 pal = il | Lot
= — 2fsin 2{:019 = - f——,
£

sin?—
2




oder = [08 — - — Afsin—
nd ——
sin? —
Hieraus ergiebt gich
£ 3 T
I Cos l2=ﬂ.?—-:2.-=ir.

d. h. der Punkt P, wird im héchsten Punkte des Kreises in Ruhe sein kinnen; er befindet sich
dabei im labilen Gleichgewicht. Ein zweiter Winkel ¢ ist bestimmt durch die Gleichung

b

2f

.‘ri - E
] 9 e — Lda
= == SIIL - - N Bl L
.é-'lf 5 0 Il

ol m

gin?

In dieser Lage befindet sich der Punkt im stabilen Gleichgewicht.
» bedeute nun die halbe Winkelgeschwindigkeit beim Durchgang durch den letzteren

Punkt. Aus

h Bty S
3 5—-—5;’>1n o
=11 E
folgt dann iy — 27sin? —
g T hAES v r I
sin
2

= B ]
& i . i a . ¥ J a E E |
nnd wenn man dies in die Gleichung fiir ¢ einfithrt und gleichzeitig ':'m"? durch ] (e_f) er-

setzt, so erhiilt man:

und es wird

o\

“3 e R L T L RN,

13 - = = — i (sms g (— + 3 I (—) BHY ==t ---) 1
dt LA /i 27, 2 L
2

Nun liefert die Gleichung sin® —:— = ;f_ einen reellen Winkel nur unter der Bedingung, dals
h=2f ist. Fir den speziellen Fall, dals » = 2/ ist, wird e = =, d. h. das Pendel wird durch
Das-

die abstofsende Kraft im obersten Punkfe des Kreises im stabilen Gleichgewichte gehalten.

selbe gilt, wenn h = 27 ist. In beiden Filllen macht das Pendel Schwingungen um den hiichsten

Punkt des Kreises. Setzt man

p=T—0p also L T R
: s 2 2 2’
il il i:rﬂs #1
d"e = d Fi 8in 3 | 9

so stellt ¢, die Ablenkung des Pendels von der Gleichgewichtslage dar, und die weiteren Betrach-
Ei
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tungen werden sich #hnlich gestalten wie im erst behandelten Falle. Es mag deshalb ven diesen
Erorterungen abzesehen werden; dagegen soll die Bewegung verfolgt werden fiir h << 27, welche
Sedingung sich auch schreiben lilst

_{';3 <87 oder {.‘;‘i’. 3 <29

Zu dem Zwecke wiire entsprechend dem ersten Falle die Funktion

-4 2 3R\ I

2 T

| raad | v ) i
zu untersuchen. Man hat fiir

: ‘ =00 L B= 0Dy

- ¢ 8y ]
J/fd_\,\ -_ ;i/ = —1 nabde Zz::_gl(;f)g—i—:: — T

e=0 e = e—
: Fi
h ! a(.ﬁ g
| —t = =11 — - M Ik
| Bl i F (.,f+'?| 2;")}
: =100 . » Z=-400.

Man erkennt zuniichst, dafs die Gleichung Z = 0 eine negative Wurzel hat, da die Kuorve die
Abseissenaxe zwischen — oo und ¢ schneidet. Die beiden andern Wurzeln haben gleiche Vorzeichen,

da das Produkt aller drei Wurzeln = — i also negativ ist. Die Kurve hat ferner zu beiden

Seiten der Z Axe in gleicher Entfernung ein Maximum und ein Minimum, woraus folgt, dals die
beiden andern Wurzeln positiv sind. Reell sind sie, weil

3 3
: g A2
v | 3 ] (_JE.] e
2f
o

2 . k2
stets griilser als (-—
) 27,
ist. Ferner ist eine von den beiden positiven Wurzeln immer kleiner als /. Sind niimlich A und g
die beiden positiven, — v die negative Wurzel, so folgt aus
id+pu—yv=0 At p=u-

; : h : ; h : R
Arev ist aber :? , also auch (A4 p)ip = ,f oder 4=} p = A

I il : Ll ! i 4
Da .'3;‘" =< 1, 80 ist = 2, Nihme man nun an, dals sowohl 1 wie ¢ = 1 wiire, 8o miilste

ihre Summe kleiner als 2 dividiert durch das Produkt zweier unechten Briiche sein, was 'un-
miglich ist.

Die grifsere der positiven Wurzeln wird nun

Sl i(;fJ




13

Sy
ist. Da aber — mur reell wird fiir negative Werte von Z, so ergeben sich daraus drei verschiedene

Arten der Bewegung. Ist erstens
i i h
14—+ 3 (—) )
3 lop s
oder o << h+ fLJ — 3} ( )

. . . . . 2= - : . o
so wird die Geschwindigkeit zweimal = 0 und zwar fiir =4 und : = p. Ist i=sin - und

p = sin £ | so0 sind « und 3 die Winkel der grifsten und kleinsten Ablenkung vom tiefsten Punkte
des Kreises an, Das Pendel schwingt dann aunf einer Seite des senkrechten Kreisdurchmessers
auf und ab.

Ist zweitens

H . = (/4
g0 ist 4 = 1, also sin T 1, a=m.

Das Pendel erreicht, vom Punkte ¢ = 3 aufsteigend, gerade den hochsten Punkt des Kreises
und bleibt dann in Ruhe.
Ist drittens

so hat die grifsere der beiden Wurzeln keine mechanische Bedeutung mehr. Das Pendel schwingt,
vom Punkte ¢ = # aufsteigend durch den hiichsten Punkt heriiber auf die andere Seite des Kreises
bis zum Punkte ¢ = 27 — 4 und dann wieder zuriick, und so fort.

In allen drei Fillen wird die halbe Winkelgeschwindigkeit

@
d g -l-'? e X 1 40
= = ¥ V—G—A0E—pzE+v)
d i -2
und atl f = —
L ]x—L,—)Jl- — ) zlz + v)
und da sin i s ¢, d 5: = Gz = dz ist, so ergiebt sich
2 2 . ¥ lf T
cos F
2
0. dt)f=——




'\'

Auch hier wird sich unter gewissen Bedingungen die Schwingungsdauer durch elliptische
Funktionen ausdriicken lassen. Im Falle des aunf einer Seite auf und ab schwingenden Pendels
konnte z. B. die negative Wurzel = — 7, also v = - 1 sein. Dann erhilt man fiir t)/ 7 das ellip-
tische Integral

2z

(1 H'l_.-"f[-: — 1) (z— 2 (z - - It) 2

Kommt das Pendel gerade bis zum hichsten Punkte empor, so ist 4 = 1, also

1 ir.- - gt

aiyyr=- = . . ——m

(1 —2) l-"'r[: —_ ) (z4+ 1) (24 v)

Im dritten Falle wird sich die Schwingungsdauer nicht auf ein elliptisches Integral zuriickfiihren

lassen, da dann das Produkt unter dem Wurzelzeichen zwei gleiche Faktoren nicht enthalten kann.
Im Falle. dafs das Pendel gerade bis zum hochsten Punkte des Kreises emporschwingt, ist

das Integral

zdz
F—2aVe—melzF D+

£

. Sl i . -
zu berechnen, worm g = sin ’:] die kleinste Ablenkung des Pendels bestimmt. Das Integral zer-

legt sich, wenn wieder zur Abkiirzung

l-’rt"-z — @ ee D+ = VB
gesetzt wird, in

9. d:—--,__- od n"z_ :
(i—:z) VR VE

Um diese Integrale auf die Normalform zu bringen, soll wieder eine Substitution zweiten
Grades angewandt werden, doch so, dals z und die nen einzufithrende Variable ¢ gleichzeitig wachsen.
An Stelle von p, ¢, r, & treten dann, da ;> g ist, der Reihe nach die Werte p, — v, 1,.0
und man erhilt:

i £y
T v —(p+ wsin?c’
: v I—
gipd r = ——
g+v 2
dz < ar

—— —— ader,

VB~ VGt V=P

da vermige A+ p—v=0 14 p =y ist,




1_'(}_

1z - 1z X I 1ot 1
e L gl waorin k? la LB —I x
l,-"fh' v, dr il == ) u?
Ferner ist
e Mic
1— as sin? t et
oy g T v Ly p— vt st
1—!z 1— u e Y : ~ 1 —p 1 —nsintr
I L gin? ¢ ‘
vl — )
worin s ke k2 8 iat
n = — —I_ = o 8
t v — ) f=p
Dann wird
feT Ll Chs
rl_a','_ 2 daT ,-3 dr
il p I — ) (1d-nsinfc)ds v dz
L7 X o
Te Y | Th

Die in den Integralen enthaltene willkiirliche Konstante mag so bestimmt werden, dals die

Zeit von dem Augenblick an gerechnet wird, in welchem das Pendel sich in der tiefsten Lage be-
findet. Fiir diesen Punkt ist : = p, also sin®r = ¢, mithin auch r, = 0. Die obere Grenze r ist
< l.l. ) g - /]
= arcsin | h st
p-tu 2z
Zur Bestimmung der Integrale ist ferner der Parameter n zu untersuchen, Die zusammen-

gehorigen Werte von z und sin® © sind in aufsteizender Reihe folgende:

It -+ 1, — — 1, 0
1 1

) = 4 i =+ co
q 7 o

zwischen o und 7. n» selber also zwischen — f und — oo

0
liegt. Demmach gehoren auch diese Integrale zu den Intégrales i paramétre logarithmique. Um

die Integrale durch die Transcendente /7 auszudriicken, hat man hier zu setzen

Dargus sieht man, dals —

n=—k'sinfam (a4 iK"),

und man findet:

T
dr tang am (a+ i K') e
— = M=ut+ Ay, a+iK)),
(I -+ nsin® 1) dr £ T T ham (@ iK") \ i
i
fat
I gind - 7+
l-’;- h“.: dl :j\,": — = f e EET = o .H[u. a -+ EZKI].
(I 4+ nsin®z) Az sin am (a - ¢ K') cos am (a + i K') 4 am (a + { K')
e/
(]

: . dr
worin wieder v = —
V1—k'sin’t
L
v
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und K’ das vollstiindige Integral erster Gattung mit komplementiirem Modul bedeutet. Es ist ferner

sinam (@ +~iK') — v

—WN=tu+ —— ; A s = e iK') -
Ay “T sinam (a + i K') cosam (@ + 1K) dam (a + i K) (4. @ - £E7)
. Ly L oo P T e u
Nun ist sin® am (a + i K') + R
folglich sin? ¢ _ ol IRl T ]
gh sin“am (a4 i K') — v Frs v e

Um den Nenner durch die Wurzeln der Gleichung B = ¢ anszudriicken, migen die ellip-
tischen Funktionen mit den konplexen Argumenten a + iK' durch solche mit reellen Argumenten
ausgedriickt werden. Dazu dienen die Formeln:

sinam (a4 i K') = ————,
" k sin am a |

J am a |
cosam (a+ iK') =—i |
+ ‘ksinama’ I
|
dam (a4 1K) = — jcotama.

woraus sich ergiebt

' : el pber s Lo cotama Jdama
sinam{a+ iK') cosam(a-+iK') dJam(a4+iK') = — g :
k? sin? am a

s i leivelhy
Aus k? sin® am ( i = — = —n = -:
ot iK) sin? am a T vl — p)
folgt aber snpines, L =L
I
cni:g'ama:}.. U{I—Hl = F‘I_'—‘J
2 v pv g
Moo 2 —1— ] I:‘ — u]l 2p= B
E & = . . == —
Ju’—-—‘rxl p== v f—'—,rx ]
g+

cot? am g =
v(d—p)

Hiermit sind die Quadrate der elliptischen Funktionen gegeben; giebt man den Quadrat-
wurzeln, welche die Funktionen selber darstellen, positive Zeichen, so wird die Amplitude zwischen

0 und é‘ a also zwischen ¢ und & liegen. Dann erhiilt man

i cot am a 4 am a v I,‘,J: U+v) 2p_ p J2U+Y)
i*sin’am a _i'—pi‘ﬂf—;.t_] 7 I—r:l J'—u

Demnach ist

T hn_]‘_a_l'_t‘l_[_:r 4 iK')—w L 1Moy, py 1=y [J‘ —u] iy p T —
sinam (e + iK') cosam(a+ iK') dam(a +iK) ~  i—p p } R } 21+’
und M—uvN=y—uy H{e{, a—+ 1K)

]’2(1+ )
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: : 2 T = ; 2
RSSO ey st rerm ] iy ek
ey SR
22, =" e A K
V"{ wi{d — g) % ] =4 ) o5, 8+ 4K

Man kann nun noch der Transeendenten f7(w, @+ iK’) eine reelle Form geben. Es ist

: 1o ] 1 sin am (a — )
flu, a4 iK') = H(u, a)+ucotamadama+ — log =— ( , e
2 Sin am (@ -+ )

/2 I+ )

ferner cotamg dama = ’—[
¥ 1l —p
demnach
[ 2 = / 2 | 1 sin am (e — u) | 2
fi Hf 5 A =l I L loiF o !
[L!—rezjl_f—l—u_l Sl IH—}:){I{—H | \ita ¢ 2 [‘”smamw + u) p(f— e}
Bl

sin am (& — %) }

und 9 e =—1 ]
V7 l sin am (@ -+ )

’ 1
; 17l o
= el (w, a)1 > log

Ersetzt man endlich noch

O u—a
1T (w, a) durch %2 (a)-+ :; log g :: _’_:; .
S0 ergiebt sich
f & ]
| 2 | : i B (w — a) 1 sin am (& —au )
= — Zla 1 o o e . p .
g I;'l'.f—p}li[—-l— w) ]: LA 2 o H(u+ta) & 2 log SN Am (e == u) }

Um hierans die Zeit 7' zu erhalten, welche das Pendel gebraucht, um vom tiefsten zum
hichsten Punkte zu gelangen, ist

i foll —p)
arc gin i —— "
wik ¥

dr
Vi—sin'c

zu setzen. Dann wird aber w = a, folglich

: sin am (@ —
sin am (@ — «) = 0 und : log BN (g = 1)

- = —00-
2 sin am (a -+ u)

Gleichung 23 zeigt dann, dals 7| ebenso wie beim gewihnlichen Pendel, = oo wird.

u
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VL

An die im Vorstehenden abgehandelten beiden Fille, in denen die Zeit sich durch elliptische
Funktionen ausdriicken lifst, mogen noch einige Bemerkungen gekniipft werden, Wird niimlich
die Konstante ¢ = 0 gesetzt, so wird auch 4 = @ und die Bewegung geht in beiden Fillen in die
Bewegung des gewihnlichen Pendels iiber. Dies soll an den Resultaten verificiert werden.

Im ersten Falle wird dann

§ =l
vi=f==--
J; I
» giebt aber die halbe Winkelgeschwindigkeit beim Durchgang durch den tiefsten Pankt an; dem-
nach ist das Quadrat der ganzen Winkelgeschwindigkeit = ;"-, welches die Bedingung fiir das
! - 5 Tt s : 1B ! 7 T
gerade bis zum hochsten Punkte aufsteigende gewihnliche Pendel ist. Es ist weiter, da — = —

also 4 = cos ; = 0 wird,

sinameg=1, ama=—, a=K,

und der Wert fiir die Schwingungsdauer
; 4 ;
P=-——A|KE—B{KE(@—aE}]

Vr
geht fber in
Tr= 2 K-
Vr
Das Integral K hirt aber dann auf ein elliptisches zu sein, da auch i* = _-__: gu 1 wird;

es wird zu

7 3
da da (ﬂ F)
— = - = log tang | — — | =00
SVr—si..f., A e R
0

Im zweiten Falle wird fiir & = 0 auch

also der Winkel, welcher die Gleichgewichtslage bestimmt, = @. Dann ist auch g = 0. Dadurch
kommt aber in die Bedingungen des Problems ein Widerspruch hinein. Denn einmal soll im Punkte
p=0 oder ¢ = =0, d. h, im tiefsten Punkte des Kreises die Geschwindigkeit = 0 sein,
zweitens aber, da ¢ = ¢ = ¢ auch die Gleichgewichtslage bestimmt, auch
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sein. Diese Zweideutigkeit, die bereits bei der Bestimmung der Konstante ¢ hervortritt, insofern

: . I
dieselbe = y? | fsin? —; - Le =t % ,
sin—
2

also unbestimmt wird, macht sich auch am Resultat bemerkbar. Es ist némlich fiir

p=20 v=1, ebenso k' = 1, also
w(l—ul
ATO sinv e ;-

at = T
dr COST :

[}

. b8

ferner siffama=1, ama= g e K,

demnach, da J(u, K+ i K') = 0 ist, TV? = () - oo = unhestimmt.

In der zweiten Form des Ausdrucks fiir ¢, (23.), tritt die Unbestimmtheit in folgender

Form hervor:
Es ist T (u, K) = 0, dagegen

1 sin am (@ — u) 1 sin am (K — K) I §in 0 1 0
i @) I e U =) T g B o
2 sin am (a -+ ) 2 sin am (K + K) 2 sin o 2 0

Die Bewegung geht also hier nicht stetig, wie im ersten Falle, indem sich A immer mehr
der Null nihert. in die einfache Pendelbewegung ither, sondern fiir h = 0 tritt sprungweise eine
Anderung in der Bewegungsart ein, indem das Pendel, welches im Falle 2 infolge der abstossenden
Kraft des festen Punktes mit der Anfangsgeschwindigkeit o vom Punkte ¢ = 7 auns emporschwingt,
nach Beseitigung des Hindernisses nunmehr mit der durch »* = f bestimmten Geschwindigkeit durch
den tiefsten Punkt hindurchschwingt.

VIL

Es mag endlich noch der Fall behandelt werden, dafs die Punkte sehr kleine Schwingungen
um die Gleichgewichtslage vollfithren. Zur Bestimmung dieser Lage gelten die beiden Gleichungen

"_‘.'h

cos ¥

25, 0= —/fsing-+h
sin?

F=0




Hieraus durch Addition

Der zweite Wert liefert

~ = @ oder sihg =40,

ain? [ 2= 2
(=%)
gﬂ‘

(]
Die beiden Punkte befinden sich dann senkrecht iibereinander und zwar im labilen Gleich-
gewicht.

Der erste Wert ergiebt
COS @
sin? ¢

Feing — Ak

sinfg, A

oder = —,
COS ¢, 1

wenn ¢, den Wert von ¢ in der stabilen Gleichgewichtslage bedeutet.
Wir fithren nun neue Variable ein durch die Gleichungen

p=fotu,  $=tdto-
Dann ist
di_gﬂ e f u ""'2..5& =1 d? v
af = af '’ df — df

und die Bewegungsgleichungen werden zu

w— v
d? u " o (?n+ : 2 )
2T | oy = o S

(et )




i W—
. cos (‘Fn + 3 )
—Fsin (4 v) —h —— T

- W=
sin? “}=
(‘r’n i 2 )

Das System miége nun um die Gleichgewichtslage so kleine Schwingungen machen, dals
hithere Potenzen als die erste der Grifsen » und » sowohl alz auch ihrer Ableitungen und ebenso
alle Produkte derselben vernachlissigt werden kiimnen. Entwickelt man dann die in den Bewegungs-
gleichungen auftretenden Funktionen von = und » in Reihen, so lifst sich setzen

Binu=wu, cosu=1, sino=w, CO8Bu=1,

ferner 8in (¢, + u) = 8in ¢, + « cos ¢, ,

w— U 83— ..
cos \ po+ —5— ) = C08 ¢, — —5—sing,,

sin? (:,n,,, g ; ”) = sin? ¢, + 2 - 2! ; Y sin 9, COS ¢, -

Setzt man zur Abkirzung

w =+ v

2 L]

g0 folgt durch Addition der Gleichungen 27. und 28.

s
ffﬂx = — £ (sin ¢, + sin ¢y + u cos ¢, + v cos ¢,)

und mit Ricksicht auf ¢, = — ¢,

29,

Durch Subtraktion ergiebt sich

d’n : C0S ¢, — % SiN ¢,
it/ SRR I | C0S . Lo
dag 7 {80 @0 1 7 €08 ¢o) 1 R g o -+ 27 8in g, €08 ¢,

Nach Beseitigung des Nenners erhiilt man ferner mit Riicksicht auf die einschrinkenden
Bedingungen

r
sin? ¢, e [8ind ¢, — 3F8in® @, CoB g -y 4 k€08, — L7 5in ¢

und da fsin® ¢, = hcos ¢, ist,

4 i drinveceg,.

30, - :
dt? sin ¢,
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Die Gleichungen 29. und 30. lassen sich jetzt gesondert integrieren. Man erhilt aus 29.

durch Multiplikation mit 24¢ und Integration

df \? o
('n’c ) =40, —&)-

Die Geschwindigkeit wird damn = ¢ fir § ===¢,, die Konstante €, giebt also den

grisfsten und kleinsten Wert an, welchen § bei den Schwingungen um die Gleichgewichislage erreicht.

Die Geschwindigkeit mag nun mit wachsendem & positiv gerechnet werden, dann ist

% _yio)(1-()):

()
afd = —=,
V- ()

Iy

(]

WOraus 31. t)/ 4 =arcsin_-+ Ci-
1

Entsprechend findet man

po— . r H
32 t}/B = arc sin— 4 Ca-
C;
Die Werte
i -
kil e g
Qg m—t,
— —— i 5 g
7 3 C,

o4 d& dan : b i X 3
fiir welche =" und .Y = 0 werden, liefern nun vier zusammengehorige Wertepaare von u und », fiir

di
welche die wirkliche Geschwindigkeit der Punkte P, und £, = @ wird. Denn aus
ds I (duw | dv
= gre— - —— — d
ak 5 d (dt + aﬁtj Zans

dy _ 4 (‘Ef'; fi*-')_ o
dE e\t P

1 1y : ;

folgt _rd': — ‘ftﬁ = p. Dies wird z B. eintreten fiir v« = €, 4 €., » = C;— C,, Wenn man
5 i 1 a

die Werte ¢ =+ €,, y = €, benutzt. Um nun die Konstanten ¢i, und Ci zu bestimmen,
wollen wir die Zeit von diesem Augenblick an rechnen. Dann erhiilt man aus 31. und 32.

o
0=arusmEi+ ci,
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il| 0 = arc sin gz—M—UL
worans 0= 0= — ;
r und es ist é—l = sgin (i’. 1A+ ; ) = (0§ (! ],fr_rl'-)
"_ oder &£= O, cos (t)/4),
Ia 7= C;cos (t])B).
;: Nun war ¢e=¢,+u=g¢+é+7,
f

d=do+ v=0h+—7,
§ demmnach 33. @ = @,+ €, cos (¢ Y4)+ €, cos (t YB),
34, ¢ =g+ € cos (t])4)— Cscos (t)VB) -
Die Schwingungen um ¢, bez. ¢%, sind also aus zwei sich (bereinanderlagernden Perioden zu-
sammengesetzt.
Unter zwei Umstinden kann die Bewegung eine einfach periodische werden, niimlich
I. wenn C, = 0,
II. wemn ;=0 ist.

I. c,=0.
Die Bewegung wird dargestellt durch
{ ¢ = ¢+ Cy €08 (¢ VB:' ’
& = oy — O 08 (r. ]/B} .
Aus ¢, = 0 folgt fiir die Anfangswerte
u= Cy, b= — .

Beide Punkte befinden sich gleichweit itber der Gleichgewichtslage und vollfiihren um dieselbe,
immer in gleicher Hohe bleibend, Schwingungen, deren halbe Dauer durch

PT= ——

2)VB
gegeben ist.

L ¢&=o0.

Die Bewegung wird dargestellt durch
¢ = po+ €, cos (t/4),
¢ = ¢y €, cos (¢ VE} .

Nun ist €, = 0, die Anfangswerte also
w= 0, v= 0.
|
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Die Bewegung erfolgt so, dalzs der eine Punkt sich stets ebenso
tief unter, wie der andere sich iiber der (Gleichgewichtslage befindet.
Die Punkte vollfiibren Schwingungen um dieselbe, indem immer beide
gleichzeitig sich in derselben Drehungsrichtung bewegen. Die halbe
Dauner der Schwingungsperiode wird angegeben durch
P,
,J.' 1

ol

Zum Schlufs mag noch kurz der Fall beriihrt werden, dals ¢ und damit & einen unendlich
grofsen Wert hat. Die Bedingungen fiir die Gleichgewichtslage reduzieren sich dann anf

@0 — i
CoBi=— =10 oder ¢ —¢ =,

d. h. die Punkte sind im Gleichgewicht in jeder Lage, in der sie einander diametral gegeniiberstehen.

Aunf Seite 16 letzte Formel lies:

I'—

M—yN=gug—yv 1 ] Hu, a + iK")
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