Ueber die im Pensum hoherer Lehranstalten vorkommenden
sogenannten Imagindren Werte.

Einleitung.

Beachten wir an mehreren Gegenstinden nur diejenigen Kennzeichen, welche ihnen
allen gemeinschaftlich sind, wihrend wir andererseits alle nicht gleichartigen Merkmale
unberiicksichtigt lassen, dann erhalten wir durch gleichzeitige Verstellung dieser Wahu-
nehmungen den Begriff der Zahlengrofse in ihrer 11L=-illllﬂgllﬂﬂlt il deean]g

Jedes der in dieser Weise betrachteten Dinge bildet die Einheit oder das Element.
Eine Zahlengriifse besteht demnach aus Hemt*nten mit gemeinsamen Kennzeichen und
kann durch Hinzufiigung von Einheiten vergrisfsert und 1lulm]1 Hinwegnahme von solchen

verkleinert werden, ohne dals sich das gemeinsame Merkmal findert.

Man zihlte urspriinglich Dinge, die man als gleichartiz ansah, indem man ihnen
andere gleichartige Grifsen, wie Finger, Zehen, Striche, Kugeln und dergleichen, znordnete
und anf diese Weise fiir die zusammengesetate Vorstellung derselben ein leicht erkennbares
3ild, die Zahl, schaffte. Da nun die Zahlen von der Beschaffenheit der geziithlten Dinge
unabhéingig waren, so konnte man sie auch fiir sich allein betrachten und erhielt so die
unbenannten Zahlen im Gegensatze zu den benannten, die die geziihlten Dinge erkenmen
lassen. Statt der genannten Zahlbilder hat man spiter Zahlzeichen, die Ziffern, ein-
gefithrt, durch die man im stande ist, jede Zahl zu schreiben, und statt der Ziffern hat
man noch spiiter, der Abkiirzung des Ausdrucks wegen, Buchstaben gesetzt. Man erhielt
auf diese Weise die unbestimmten oder allgemeinen Zahlen.

Die Verkniipfung der Zahlen fiihrte zu dem Geschiifte des Rechnens, dessen drei
Grundgesetze das Kommitations-, Associations- und Dist-rihutinn-"-ﬁ‘i'fjeﬁ? bilden.

Diese drei Gesetze sind in den Formeln a +hb="5ba oder (a-}-b)--e=(a-}-¢)---b,
ab=ba oder (ab)e=(ac)b und (a--b)c=ac-bc enthalten und gelten fiir alle
Operationen der Addition und ] Multiplikation und ihrer Umkehrungen und Ableitungen.

Der Umstand, dafs die Subtraktion fiir ganze Zahlen unmiglich wird, sobald der
Minuend kleiner als der Subtrahend ist, und il:‘tf::- die Division nicht auszufiithren ist, wenu
der Divisor nicht im Dividend aufgeht, nétigte zur Erweiterung des Zahlenbegriffs, zur




Aufnahme der negativen und der gebrochenen Zahlensymbole. Diese stellen zwar nicht
mehir eine Zahl im urspriinglichen Sinne dar, da sie kein Ergebnis des Zidhlens sind, haben

aber wie diese die Eigenschaft, sich nach oben genanmten Grundgesetzen umbilden zn
lassen, so dals sich mit ihnen rechnen lifst. Den positiven ganzen Zahlen schiliessen sich
ilie negativen an, ebenso den positiven gebrochenen die negativen gebrochenen.

Mit der Hinfiihrung der gebrochenen Zahl ergab sich die Notwendigleit, anch den
Jegriff der Gleichheit auf den der Gleichwertigkeit anszudehnen.

Ziwei Zahlen heifsen im urspriinglichen Sinne gleich und sind daher auch gleich-
wertig, wenn sie beide eine gleiche Anzahl ein und derselben Einheit haben. Man kann
aber zwei Zahlengrifsen auch dann noch als gleichwertig hezeichnen, wenn man sie mit
Hilfe der bisher als richtig erkannten Operationsgesefze so umwandeln kann, dafs ihrve
nenen Formen genaun dieselben Elemente und jedes Element in gleicher Zahl enthalten.
[st zum Beispiel b genan der n'® Teil von a, dann konnen n Elemente b die Grilfse a
vertreten, a ist gleichwertiz mit nb. Bringt man zwei gebrochene Zahlen auf gleiche
Benennung und sind dann ihve Zihler gleich, dann sind sie gleichwertig.

Als spezielle Fiille der gebrochenen Zahlen erscheinen die unendlichen rein
periodischen und unrein periodischen Dezimalbriiche, die wie die endlichen in gemeine
Briiche wverwandelt werden kinnen.

Gleichwertig Lkonnen endlich auch solehe Zahlengrifsen sein, die aus einer
unendlich grolsen Anzahl nnter einander verschiedener Elemente bestehen. Dahin gehiren
alle diejenigen, welche sich in unendliche Dezimalbriiche verwandeln lassen, die weder
rein noch unrein periodisch sind.

Verstehen wir unter einem Dezimalbruch im weiteren Sinne eine geordnete Summe
von Gliedern der verschiedenen decadischen Finheiten, dann kann ein solcher allen er-
wiihnten Zahlen des Zahlengebietes und auch noch allen unendlichen Zahlen gleichwertig
werden. Wir kimnen nicht nur gewihnliche Briiche, welche, wenn sie in den kleinsten
Zahlen geschrieben sind und im Nenner die Faktoren 2 und 5 gar nicht oder nicht allein
enthalten, durch periodische unendliche Dezimalbriiche ersetzen, sondern auch jede ganze
Zahl und jeden heliebigen Bruch., FEs ist z. B.

5 =4,99999. ..., § —0,74999. . ..

Umgekehrt ist auch jeder periodische unendliche Dezimalbruch mit einer ganzen Zahl
oder mit einem Bruche gleichwertiz. Ein soleher unendlicher Dezimalbrueh hat also einen
bestimmten endlichen Wert. Die Bestimmtheit ergiebt sich schon allein aus dem Umstande,
dals wir wissen, wie oft jede seiner decadischen Einheiten zn nehmen ist. TDiese Be-
stimmtheit kommt .aber nicht blofs den unendlichen periodischen Dezimalbriichen zu,
sondern auch den unendlichen unperiodischen; denn wir kimnen in denselben den Wert
einer jeden Ziffer genan angeben, wie z B. in der Zahl 2. Da man solche unendliche
nicht periodische Dezimalbriiche weder aus ganzen Zahlen noch aus gewithnlichen Briichen
erhielt, so war man genitigt, sie wiederum als mneue Zahlen den bisherigen anzureihen.
Man stellte ihnen Symbole gegeniiber, aus denen sich ihr Bildungsgesetz erkennen lifst,
und nannte sie ,irrationelle® im Gegensatz zu den friiheren, ,rationalen® Zahlen.
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Eine vierte Frweiterung des Zahlengebietes mulste erfolgen, als man konsequenter
Weise auch diejenigen Werte als Zahlen betrachtete, welche sich aus der Erklirung des
Radizierens beim Anusziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl ergaben.
Man erhielt die imagindren Zahlwerte. Diese unterscheiden sich von allen friitheren, den
reellen Zahlen schon dadurch, dafls sie sich nicht mehr, wie diese, durch Punkte einer
einzigen Graden, der sogenannten Zahlenlinie, versinnlichen lassen, sondern nur durch
Punkte, die einer Ebene oder gar dem Raume angehiren.

Von den genannten vier Zahlengruppen sind die gebrochenen und irrationalen
Zahlen unmiglich, wenn Dinge gezihlt werden sollen. Die negativen und imaginiren
sind iiberhaupt dann nicht zu gebrauchen, wenn es sich um wirklich vorhandene oder
gedachte Dinge handelt. Es bleibt aber trotzdem noch ein weites Gebiet iibrig, auf dem
sowohl diese als auch die imaginiiven Zahlen zur Verwendung kommen kinnen. Dals
inshesondere das Imaginiire ein fruchtbares Hilfsmittel ist, von dem man sowohl bei rein
algebraischen Aufgaben als auch bei deren Anwenduugen auf Geometrie, mathematische
Geographie u. s. w. mit Vorteil Gebrauch macht, will ich in der folgenden Abhandlung
an einfachen Beispielen zu erlidutern versuchen.

Um den Gang der Rechnung und die Lisung der angefithrten Konstruktions-
aufgaben verstehen zu konnen, ist es nftig, sich mit den Sétzen in Kap. I, 1l und IV
bekannt zu machen, welche namentlich der Lehre wvon den Richtungszahlen und der
neueren Geometrie entnommen sind. Die Sétze iiber harmonische Punkte und Strahlen
sowie iiber Pol und Polare am Kreise habe ich als helkannt voransgesetzt.

Bei den geometrischen Aufgaben, die im V. Kapitel behandelt sind, ist mit Riick-
gicht auf den beschriinkten Raum von einer sfrengen Durchfithrung wvon Analysis,
Konstruktion, Beweis und Determination abgesehen worden. Die Lisung ist meist nur
kurz angedeutet, dagegen fast stets an einer Figur hinreichend erliutert.

Kapitel 1.
Rechnung mit Richtungszahlen.
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Mit dem Namen Richtungszahlen bezeichnet man grade Linien, die durch ihre Linge
und Richtung die absoluten und relativen Werte von reellen und imaginiiren Zahlen angeben
kinnen. Nehmen wir z. B. eine Grade Ii (Fig. 1) als Grundrichtung, einen Punkt A als
Nullpunkt der Rechnung und eine Strecke A D als Finheit, dann kiinnen wir heliebige
andere Strecken auf diese Grade, diesen Punkt und diese Einheit beziehen. Die Grade
A B z B. stellt eine Zahl dav, die soviel Einheiten hat, als die absolute Linge von A D
in der von A B enthalten ist, und die Richtung, in welcher diese Zahl zu ziihlen ist,
weicht ebensoviel von der Graden L, in welcher die reellen Zahlen gezihlt werden
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sollen, ab, als dic Grade AB von der Graden AD, Zieht man in der durch L und A B
bestimmten Ebene, welche als Zahlebene dienen soll, eine zweite Grade A B, welche
gleiche Liinge mit der Graden AB hat und ihr parallel und gleich. gerichtet ist, dann
wird diese dieselbe Zahl wie A B selbst bezeichnen.

Gleiche und gleich gerichtete Strecken sind in der Rechnung mit
Riehtungszahlen als gleichwertig zu betrachten.

Die Lage der Graden A B gegen L kann aber nicht nur durch den Winkel
BAL=¢, sondern durch jeden der Winkel bestimmt werden, der sich ergiebt,
wenn man in dem Ausdruck 2 ms—-¢ fiir m beliebige positive oder negative ganze
Zahlen setzt; denn der Summand 2m s bedeutet nur eine Umdrehung von 360° um den
Punkt A.

Bine Umdrehung wird als positiv angenommen, wenn sie der Bewegung des Uhnr-
zeigers entgegengesetzt erfolgt.

Wenn bei der nachstehenden Rechnung mit Richtungszahlen eine Grade mit
grolsen Buchstaben geschrieben wird, dann soll die ihr entsprechende Zahl nur ihrer
absoluten Grifse nach, also als reelle in Betracht kommen; wenn dagegen die Endpunkte
derselben Giraden mit kleinen Buchstaben bezeichnet sind, dann soll sie durch ihre Lage
und die alphabetische Ordnung der Buchstaben zugleich auch die Richtung angeben, in
welcher die Zahl genommen werden soll.

Ist z. B. in der Figurl AB fiinf mal so lang als AD, und ist der Winkel
BAT = 30% dann ist AB=>5; dagegen ab=>5.ADgp =5.15s ab bedeutet also eine
Lénge von 5 Kinheiten, die um den Punkt A um 309 gedreht ist. ba wiirde anzeigen,
dafs die Zahlb um den Winkel 180°--30° oder 210° von dem positiven Teil der Grund-
richtung abweicht.
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Addition und Subtraktion von Richtungszahlen.

Bei der Addition und Subtraktion von ].{.ii_‘.h[u11g5zahlen kann man ohne Angabe
einer bestimmten Einheit auskommen, und es geniigt, eine Zahl etwa als ab zu be-
zeichnen.

Richtungszahlen werden addiert, indem man sie ohne Anderung
der Richtung so aneinander reiht, dafls der Anfangspunkt der folgenden
mit dem Endpunkte der vorangehenden zusammenfillt, und dann den
Anfangspunkt der ersten mit dem Endpunkt der letzten verbindet.

wird; ac ist die Summe von ab und be. Stellen z B. die Zahlen al und be Krifte
dar, dann ist ac die Resultierende im Parallelogramm der Kriifte, ab und be sind die
Komponenten.




Die Subtraktion als Umkehrung der Addition erfordert, dafls die
zweite Zahl ohne Anderung der Richtung mit ihrem Endpunkt an den
Endpunkt der ersteren gelegt wird. Die Verbindungslinie der An-
fangspunkte giebt die Differenz der beiden Zahlen an.

In Fig. 2 ist ac—be=gac-t+ch=abh.

Multiplikation und Division.

Nach der fiir gewthnliche Zahlen aufgestellten Erklirung der Multiplikation ent-
steht das Produkt aus dem Mulfiplikand wie der Multiplikator aus der Einheit. Diese
Erklirung pafst auch fiir Richtungszahlen, wenn man beriicksichtigt, dals der Multi-
plikator als Richtungszahl nicht nur durch Verlingernng oder Verkiirzung, sondern auch
durch eine Drehnng um einen bestimmten Winkel aus der Einheit entstanden ist. Bei
der Multiplikation und Division miissen also Einheit und Grundrichtung angegeben werden.

Ziwei Richtungszahlen werden multipliziert, indem man ihre ab-
soluten Werte multipliziertund zugleich ihre Riehtungswinkel addiert.

a, -bg=(ab),+, (Fig. 3)
z. Bl 8- 2. =0,;

Das Produkt zweier Richtungszahlen bedeutet also wieder eine Linie als Zahl
und nicht etwa eine Fliche.

Aus der Erkldrung der Multiplikation ergiebt sich die Regel fiir die entgegen-
gesetzte Operation, ndmlich fiir die Division, wie folgt:

Zwei Richfungszahlen werden dividiert, indem mandieabsoluten
Werte der Zahlen dividiert und die zugehdrigen Winkel subtrahiert.

o R e o1 CR :
In l‘lg. o 18T :)—IJ' = r'}:an- Otiul‘ A J!:-n‘:-l AB g = A U:jul’-, wenn AD =1,
o
. oder ae :ab — ac.

§ 4.

Potenzierung und Radizierung von Richtungszahlen mit ganzen
reellen Zahlen.

Die Potenzierung ist eine wiederholte Multiplikation, daher die Regel:

Soll eine Richtungszahl mit einer ganzen reellen Zahl potenziert
werden, dann hat man den absoluten Wert derselben mit der gegebenen
reellen Zahl zu potenzieren und zugleich den Richtungswinkel mit
derselben Zahl zu multiplizieren.




Die Radizierung als nwmgekehrte Operation sucht die Zahl, welche mit dem Wurzel-
exponenten m potenziert den Radikanden a, giebt:

FEine Richtungszahl wird dureh eine ganze reelle Zahl radiziert,
indem man den absoluten Wert des Radikanden durch die reelle %ahl
radiziert und zugleich den Richtungswinkel durch sie dividiert.

L] 1 )
Peas — N]ca e

m
Aus obigen Angaben und aus einer leicht darzustellenden Figur ercicht sich, dals
= {=) 5 .Ll
die fiinf Hauptgesetze fiir das Rechnen mit reellen Zahlen, welche in den Formeln
, | A== - 5 - i s T | e | .
a,+bs=bs+a,; (a,-Lbs) | ¢, = 8, ~-bg-f~¢c,
(8 . bg) e, = (8s.¢) bs; (a,+4 bg)e, = a,. ¢, by, c,

iag.be=bg.a,;
enthalten sind, auch fiir die Operationen mit Richtungszahlen ihre Giltigkeit behalten.
3
lEhe wir dieses Kapitel abschliefsen, wollen wir noch ein paar andere Syvmbole
fiir eine Richtungszahl betrachten, da die Kenntnis derselben spiiter von Wichtigkeit ist.

Fs bedarf lkeiner weiteren Erliinterung, dafs man fiir eine Richtungszahl a, auch
den Ausdruck a.1, schreiben kann, worin 2 die absolute Gréfse und 1, einen Faktor

bezeichnet, der die Drehung der Einheit und damit auch die Drehung der Zahl a aus der ;
Grundrichtung angiebt. Der Faktor 1, hildet also das wesentliche Merkmal, wodurch |

sich eine Richfungszahl von einer reellen Zahl unterscheidet:; denn bei der reellen Zahl
it 1= 1., =1,

w e
Als spezieller Fall von 1, ist der Faktor 1, zu betrachten, den man kurz mit i
zu bezeichnen pflegt. Der einem absoluten Wert a beigefiigte Faktor i bezeichnet also
eine Drehung der Zahl a um einen Winkel von 90° aus der Grundrichtung; z. B. bedeutet
a 1

an & 3

=1y =1, oo =1, eine Drehung um 180°; i* 5
halben Rechten. Allgemein bedeutet also der Faktor i eine Drehung des absoluten
Wertes um n Rechte, wobei n eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl sein kann.
Hine mit dem Faktor i verbundene Zahl heilst ,imagiviiv®. Drehen wir die Einheit um
den Winkel « ans der Grundrichtung und fiillen von dem Endpunkte derselben das Lot g
auf diese, dann erhalten wir die Projektion p und 1, =p-- q.1,=p-+qi oder, trigo-
nometrisch ansgedriickt: l¢ = cose-Lisine. Daher ist aucha 1o —a, —a cos « — & sin «

eine solche wum einen

—p—t+qi.
Fine Richtungszahl kann also dureh ein Binom ausgedriickt werden, indem der
eine Summand reell, der andere imaginéir ist, und wird in diesem Falle complexe Zahl
senannt, I
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Bine andere Form fiir die Richtungszahl a, erhalten wir, wenn wir, wie in Figur 4
geschehen ist, mit der Einheit AD einen Kreis um A schlagen, den Winkel BAD =«
und den Bogen IJU::]IL DB = i'l e machen. Ist nun das Bogenstiick D C sehr klein,
dann lifst es sich als eine im Endpunkt D auf der Gradem AD stehende Senkrechte

betrachten. Man erhiilt ac=AD-+iDC =1-}i"

n'

4

Da nun i-: sehr klein ist, =o ist, wie im folgenden Kapitel nachgewiesen werden

L Wi al . = ~ E -
wird, log. nat. (] ;-1“) --—1-:I (siehe Kapitel TIT § 1) oder log. nat. ac = i-, oder
; _ ! =
r . & . (24 - "1 AL . .
log. nat. 1= i—; mithin n log. nat. 1o =1ie, log. al;st.(‘ln) ie, log. nat. 1,=1ig,
folglich 1,= e, worin e die Basis des natiirlichen Logavithmensystems hezeichnet,

e

Daher auth a.1, =a.e

e bedeutet hierin die Liinge dez dem Centrumwinkel « entsprechenden Bogens
in einem Kreise vom Radins r = 1.

Eine jede Zahl der Zahlenehene, sie mag veell, rein imaginiir oder komplex sein,
liifst sich also durch jedes der folgenden Symbole unzweidentig darstellen:
e il Lt

a, oder a.l, ai

ae ; a (cose—isine), p-+qL
InFig. list AD=1,0=¢=2380° und ab="0pe=>5.1go=>0.ig=AE *', wenn

wir 7t = % annehmen, =5 (eos 30" - 1sin 80 =& 1“3 41

Kapitel T1.

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dalfs fiir einen sehr grofsen Wert von n

log. nat. (I—?—l ) L and dafs der Tuhalt des Sektors einer Hyperbel von der
- 1 1
Gleichung: x®—y2=1, gleich } log. nat. (x4} y) ist.

W

1.
Nach der Erklirung des Logarithmus ist g* = y, wenn log. y = x.
Setzt man in diese Gleichung fiir x der Reilie nach die Glieder einer arithmetischen
. 5 S | . 2 ey 5 .
Progression mit der Differenz —, dann bilden die zngehirigen Werte von y eine geo-
n

In
metrische Reihe mit dem Exponenten |/g.
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1 _) 0 'IIJ 2 I 1]
B =i = .,..]: erhilt man y =1, } g, ([9;) (Eg) :

I
wenn also x = ird, wird vy = \|'g

m— | n__\m41
uull went KIl| =+ 1 i mn 7 n IVIII 1 5 I‘ g !

P+ 1 n_\n+t

Setzen wir nun voraus, x und y seien die rechtwinklichen Koordinaten einer
Kurve, dann erhalten wir diese um so genauer, in je mehr Teile wir die als Einheit
angenommene Liéinge teilen, und ganz genaun fiir n 0

Die durch g* =y dargestellte Kurve nennt man die ,logarithmische Linie®. Sie
besitzt die Eigenschaft, dals fiir alle Punkte derselben die Subtangenten, d. h. diejenigen
Abschnitte der Abscissenaxe, welche zwischen Tangente und Ordinate liegen, von gleicher

y ¥

Linge sind. Sind z. B. in Figur 5 x_, y S

und x, y, zwei beliebige nnd x

beziehungsweise Xy 411 Ypg EWEL den ersteren sehr nahe liegende Punkte der logarith
[ LA Ly =
- T | - 4 “m., hym | m-1
mischen Linie L L, dann ist Vin = (]/g) P Vi = Ifg) .

n
- L . o = Ky p afarivan 5 . AT - r
daher ist Ymg1:¥m= l & und O'“L“p”’['llm“l 3 pib 1 i, T | =

Yu Yo

folglich y. i P = Yy Vs und = =T e
CLA i B | v Il ) LI o | (5 |

Da nun die Ovdinaten y 4y und y, ebenso wie ¥ 45 und y, sehr nahe zu-
sammen liegen sollen, so werden die zwischen den bheiden genannten Ordinatenpaaren
liegenden Kurvenstiickehen als grade Tanie, die den in A und A, die Abscissenaxen
schneidenden Tangenten angehiiven, betrachtet werden kisnnen, nnd es gelten die Proportionen:

Yo+ ¥Ya=AC:BC,
o AYC B, ¢,

L | R o BT 1
:’.In 15 atl _J_J}C I;U
Fm 17 -\.1;: A {"‘ ‘H “ll ‘_." I; *
A B.C, B.:C
T A G —B,C A By

Die Quotienten auf der linken Seite von den Gleichheitszeichen und anfserdem die
Dividenden auf der rechten Seite sind gleich, mithin auch die Divisoren A B und A5 By,
das heilst: zwei beliebige Subtangenten der logarithmischen Kurve hahben gleiche Liinge.

Mit dem Werte der Basis g in der logarithmischen Kurve indert sich die Gestalt
der Kurve und die Linge der Subtangente.

Wir konnen nun ans obigen Gleichungen einen Wert bestimmen, fiir welchen die
Subtangenten AB = A, B, ete. = 1 werden.
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- | g (= m 41 L
2 ﬂ:; (t: = }’1!1?_;-1 i.ﬂ]gt 1 = (l; g) m : [;:.-
A D Ym i (‘/{g)
i 1
P B
Ve o

o= ('l L (fiir n =0 ).
n

; . sl N LT -
Entwickeln wir daher (I L = )" nach dem binomischen Lehrsatz und setzen, wegen
n

Al 1

~ 2 Ll — 3 iy 1 |
n=oo, auch n—1, n—2ete.=n, dann wird g=1-- I.-i—l SRR o W e it
.9 T
2.7152818 = e.
Die Logarithmen, fiir welche die Subtangenten gleich Eins werden, sind also die
1 (=] E=} H
natiirlichen.
Durch diesen Wert von g wird die Subtangente fiir jeden Punkt der Kurve gleich

Eins, folglich auch fiir die Punkte x, y, und x; y;. Fiir ein sehr kleines — verhiilt sich
n
aber wieder y,: v, = Mx,: Mx,, Da nun Mx, als Subtangente gleich 1 und x, x; =

5 1 ;
x; — ~ sein soll, so muls Mx; =1 werden, und da y, dem Wert x,=o0 entspricht
n IL E

und = 1 ist, so erhdlt man y, =1 L Nun ist x, = log. nat. y, = log. nat. (1 =t l]
n n

1 1 T S ) 1
und x, . daher log. nat. {1 =)= = (fiiv einen sehr grofsen Wert von n).
1 n n 7

Aus dieser Formel ergiebt sich auch die Richtigheit der im vorigen Kapitel be-

. . £?
log. nat. (1+1 ] =1,
n n

nutzten Gleichung:

g 2.
Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, auf ihren Hauptdurchmesser bezogen,
lautet: x> —y*=1
Formen wir diese Gleichung fiir die beiden Asymptoten OL und OL; um,
indem wir das Koordinatensystem um den Winkel (—45°%) drehen, dann haben wir
x=E3118Lp3i 172 und y — El13tnt 172 zu setzen. Da anlserdem

e 3 :
x +y—=y+2 und x—y —§172 wird, so erhalten wir: x2—y?=2&z=1 &n=1%
ist also die auf ihre Asymptoten bezogene Gleichung der gleichseitigen Hyperbel.

Nun ist aus der hoheren Mathematik bekannt, dafs die natiirlichen Logarithmen
die asymptotischen Riume der gleichseitigen Hyperbel darstellen. Schneiden wir mib
Riicksicht hierauf von O aus auf der Asymptote OL Strecken ab, deren Liingen eine
geometrische Progression bilden, dann werden die zugehbrigen Asymptotenrdnme die
Logarithmen dieser Strecken bilden.

a




i sel in Fig. 6 OE=1, OE,—w!, OE,—w?2... OF—w" und 0& =%

D it wr, dann ist EE w—1, E,E; = w2 — w=w (w 15

o 1 ! 1 o A0
= . 3 . e w Eet e w—1 wW—

EoEy—=wl—wi=w?(w—1) EE, = — E,E,= -_,i o
w we wi

Betrachten wir das Flichenstiick EDD, E, als Rechteck mit der Grundlinie EE,
und der Hthe ED, dann nehmen wir seinen Inhalt etwas zu grols an; betrachten wir es
dagegen als Rechteck mit derselben Grundlinie und der Hohe E, D,, dann erhalten wir
seinen Inhalt zu klein. Allgemein werden wir die Inhalte der Flichenstiicke EDCF und
DAGE zu grols angeben, wenn wir dieselben als Summe der kleinen Rechtecke mit
den beziiglichen Grundlinien EE, , E E,, E.E;—EG,, €, €, €,C, ... und den zu OF,
OE,;, OE,.. 0€,, 0G,,d h. zu 1, w, w?.. und wh wo....gehirigen Abscissen als
Hihen betrachten. Dagegen werden die Inhalte der erwihnten Flichenstiicke zu klein

angegeben, wenn wir als Hohen der Grundlinien B E,, B,E,.... EE,, €,E, ... die Abs-
cissen zu OKE;, OE,, ...0€,, 0G,....,d h zuw!, w2...... und zu'l, 7, Wt

ansehen. Was den ersten Fall betrifft, so werden die zu OE, OE,0E,;..., OG,, 0G,..
gehorigen Abscissen der Reihe nach durch die Gleichung &4 bestimmt als
R 1 w W owH

e mni= .yund die zugehtrigen kleinen Rechtecke sind
27 dw' Qi 2wn SRS 2 = 3
simtlich & (w—1), wobei das obere oder untere Vorzeichen zu setzen ist, je nach-

dem die Strecken OXy und OE. grofer oder kleiner als der Radius 1 des Kreises

OB sind; niimlich EE; . ED = (w — 1) 1, EE.ED =¥ l‘-“; —1_ (w—1)4ete....; auch
2w
ist EG,-ED, = (1—59. L [1 . _1-‘ W e oy
\ wl. 2 : %

(]

Das Stiick CDEF des Hyperbelsektors, welches zur Ordinate y=w" pehiirt, ist
awar kleiner als n-§ (w — 1), kommt diesem Wert aber um so niher, je grifser n an-

genommen wird.

Die Ordinaten w, w2 w?®, ., w" nehmen in geometrischer Progression zu, wiihrend
die zugehtrigen Rechtecke 1 (w - 1), 2. 4(w—1), 3.3(w—1) ... n.4(w—1) in

arithmetischer Progression wachsen. Die Ordinaten verhalten sich zu den zngehirigen
kleinen Rechtecken wie die Logarithmanden zu den Logarithmen in Bezug auf eine noch
zu bestimmende Basis g

Setzen wir log. w=1 (w— 1), dann ist log. wi =n-4 (w— 1) und g? - 3 (W—t—=yn
oder fir 2= T B S B A

n (L/a— r)
q = 5l

Diese Formel soll jedem Werte von 7 entsprechen; sie muls daher anch fiir den-
jenigen giltig sein, welcher den Exponenten von q gleich dem von 7 macht, das heilst

o . - 5 | RS o ] I n z
fiir denjenigen, bei welchem n (Iz‘r.r‘;] - J} =lud JVp,=14= 5, = (1 Seeie— e Rl
: n n

Die Basis q ist also die des natiirlichen L-._l_\;;u-itlml._-||_.;_\-,,-f-.-|||;_:,
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Kehren wir jetzt zu der wrspriinglichen Formel zuriick und setzen fiir g den
gefundenen Wert e® ein, dann erhalten wir er®™ -V —=w2» n(w— 1) = log. nat. wn,

1 log. nat.  und Fliche CDEF = 1 log. nat. ».

TN
5 w—1)=1 log. w" =

Im zweiten der oben erwiihnten beiden Fiille werden die kleinen Rechtecke eben-
falls einander gleich und zwar:

AT ; (w—1) . 2 | tra
EE, .E, D, =1\ B, E;.E.Da=wlw—1)—n =1 i
: i w = 2wE W
g n{w—1) nw—1 s
daher log. wd= —5——, g Tw = w?,
: 2 w
( n il
(1w 1} n | FJl <3 ]) ( i )
q 3 \,\_ S “’"I q “--'- e s =11 n ] "_a I__l_._ =]
; /__' n -
I 1 .
52’ : n T Ll
F —_— = T - 5 =
i il 1 T,
» o 5 : o 1 .
oder, mit Riicksicht auf den grolsen Wert von n: )y, =1-4 =; daher anch hier
1

ny=e und Flichenstiick CDEF =1} log. nat. 7.

Zn dem Hyperbelsektor O A C gehiirt noch das Fliichenstiick ED A G, dessen
kleinen Rechtecke sich in entgegengesetzter Richtung als die oben betrachteten aneinander
reihen. Thre Werte miissen daher negativ erscheinen. Es ist niimlich

log. ED =log. 1 =0,

log. 0, =— w-_} L= —log. w u. s. w.;
daher ist die Fliche ED A G = — % log, nat. 0 G und, weil AOGA rechtwinklig und
gleichschenklig ist, ED A G = % log. nat. 1}/ 2, und endlich Sektor OAC=0AG--CAGF
— FCO =CAGF —{log. nat. , — % log.nat. 1 1/2= 4 log. nat. ; I"j,.,,-. - % log. mat. /2

Fithren wir schliefslich das urspriingliche Coordinatensystem wieder ein, dann
erhalten wir: Sektor O A C =1 log. nat. (x+y¥).

Kapitel ITI.
Anwendung der Rechnung mit Richtungszahlen.
§ L

Anzahl der reellen und imaginiren Wurzeln eines Wurzelausdrucks.
- . > 1 __ i : s m
Samtliche Wurzelwerte won }/a sind in dem Symbol }/a, enthalten, denn

dieses geht fiir den speziellen Wert: @ — o, in den ersten Ausdruck iiber. Nun ist aber

m m _ Hi |

: L
1‘ Ay : 1' A _:._ 2 T it 1‘ a - ] <l l.“l_”—ll.
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m
Va giebt nur den absoluten Wert des Ausdrucks an und ist deshalb constant.

. a 3 ¢ -2n 5
Die Anzahl der Wurzeln hiingt demnach nur von dem Drehungsfaktor 1 £T21% ypg
{=]
‘ s ST . .

. 7 b (74 21 7L 20 7F 207 e P e s e a
dieser wieder von dem Winkel +1 DAY = ::] - : et ab, worin = veridnderlich ist, da
il I

n jede ganze positive oder negative reelle Zahl bedeuten kann.

Lassen wir n von Null bis -~ m zunehmen, dann erhalten wir m verschiedene

m.

Werte fiir den Richtungsfaktor, also auch fiir V/ a, -
s , e 2907 o9mm-lom . o .
Wird n erdfser als m, z B. — m -1, dann wird 22~ — =2 = 279" Dia
5 1 =4 = {r e e

: . . . e L Q9T

Lage der Zahl gegen die Grundrichtung ist also dieselbe wie fiir die Drehung m’ . Fir

n = m--2 erhalten wir dieselbe Lage wie fiir n—=2 u. 5. w.

Die speziellen Werte von n, welche iiber m hinausgehen, liefern also keine neuen
Wurzelwerte.

Nehmen wir n negativ an, dann erfolgt die Drehung aus der Grundrichtung in
ONIE s

st 20— —— — ', ein oben

der entgegengesetzten Ordnung und —
BeEENg = m m m

schon angefiihrter Wert.

m__
Die Anzahl der Wurzeln von Y/a wird also durch den Expo-
nenten m angegeben.
m

- Ynm : P 3
Soll Ya 1% =27 yeell werden, dann mufs die zugehirige Zahl auf der
m

. . : 5 0 4=-2n7 | . . . e :
Grundrichtung liegen, und ~—-—— muls gleich Null oder gleich = sein. Dies ist aber
= 1M

a@2nm o piap i b 3 v 1 I
nor miglich, wenn - +2n™ ein Vielfaches von s, etwa pm ist. Dieser Fall tritt ein,
m
wenn « gleich Null oder ebenfalls ein Vielfaches von & wird.
Soll also eine Wurzel einen reellen Wert haben, dann muls der Radicand a,
selbst eine reelle Zahl, entweder gleich -+ a oder gleich — a sein.
Nehmen wir an, a sei positiv und n eine ungrade Zahl, dann ist ¢-— o und

i e m i kL

Y a0 J anm =\ a-1° _—'j‘inﬂ =1a _!?_;r.

: Sk g : 5 20
Der die Zahl der Wurzeln bestimmende Quotient m Wwird nur dann eine ganze

Zahl, wenn n—o, n=%2m oder n—m ist. Sowohl fiir n—o als fir n—m wird
m

Va auf den positiven Arm der Grundrichtung fallen und ein und denselben Wert liefern:

dagegen wird fiir n =]

#m der Quotient 227 — 5 und die zugehtrige Wurzel liefert
einen zweiten, negativen Wert, ¥

Ist a positiv, also ¢=2ns, und ist m ungrad, dann kann ;':1-?— nur dann eine
ganze Zahl werden, wenn n-= o oder gleich m wird. In beiden Fillen erhilt man nur
ein und dieselbe auf dem positiven Teil der Grundrichtung liegende Wurzel,
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Ist a, negativ, also @ = (1 2n)m, dann wird man fiir ein ungerades m nur dann
: 1+ 2n : - . ‘
einen reellen Wurzelwert erhalten, wenn ---;]-1--- - gleich Null oder gleich Eins wird.

Der Null kann der Quotient fiir keinen ganzzahligen Wert von n gleichkommen
er kann also nur nach der Einheit gleich sein. :

Dieger Fall tritt ein fiir n- m 1

{+4]

M1l 2n)n

Man erhilt }/a

1

; - -2n _ .
Ist a, negativ und m grad, dann kann - keine ganze Zahl mehr darstellen,
I i

da der Zihler des Quotienten fiir jeden ganzzahligen Wert von n ungrad wird, wihrend
der Nenner grad ist. KEs giebt also in diesem Falle iiberhaupt keinen reellen Wert-fiir
den Whurzelausdruck.
Fassen wir die in diesem Paragraphen gewonnenen Resunltate zusammen, dann
kiinnen wir sagen:
Fin in der einfachsten Form geschriebener Wurzelausdruck ent-
hilt immer genau so viel Wurzelwerte als der Exponent Einheiten hat.
Unter diesen sind zwei Werte reell, wenn der Radicand eine
positive und der Exponent eine grade reelle Zahl ist. Nur ein Wert ist
reell, wenn der Radicand eine positive oder negative und der Exponent
eine ungrade reelle Zahl ist. Kein Wurzelwert ist reell, wenn der
Radicand imaginir ist, oder wenn der Radicand eine negative und der
Exponent eine grade Zahl ist.
Jeispiele: - -
e — 1T 2nn
V8~ V8.1(01onn =215
Setzt man in dieser Formel fiir n der Reihe nach O, 1, 2... und nimmt man
in Figur 7 OC; als Einheit an, dann ist

V8=2=0A, V8=2.13a=08,; }'8=2.1% 7 = oa,,

B 0 8 { oy

V-8 = ]"'H.lﬂ_.__-_-_v“,_., =92, 1—"=a und fir n=20, 1, 2.

1% a=3J:;om.V"s 2 =09, V) —8=2.1%n— ol
ez : - o (1 2n)a :

V/—9=)9.14 +ron,—23 Pk e far n =10, 1 i 1

V—9=3.1-=3.1ogp="l0b;; =9 —=38. 187 =38, 1e:w=—0bs;




Die Potenzen von i mit ganzzahligen Exponenten.

In Kap. I § 5 haben wir den Wert 1y mit i bezeichnet. Darans ergiebt sich
sogleich

5 ¢ N LIV 2
1% ( Lggn)=: (1 s =15 Iy lgp=——1.
Nun ist aber auch (/) — 1) = — 1, mithin mufls i2- (/ —1)* und i=)/—1 sein.

Das Quadrat von i kann demnach nur als gleichwertig mit — 1 und nicht it = 1 an-
genommen werden, wie es bei nachstehender Umformung zu sein scheint:
V—1" =} (—1y=)pi==1.
}’—1 bedeutet die Zahl der Zahlenchbene, zu der man kommt, wenn man die

Einheit um == 90° aus der Grundrichtung dreht.

V/—1" bedeutet weiterhin die Zahl, zu der man durch eine weitere gleiche
Drehung in demselben Sinne gelangt. Dies ist aber nur die Zahl — 1.

" » .y o E P .
Ferner ist i%= lej-' -1dn——1i o *\ ==t
- .,
it — (15 = 12n = 1.
14n (154 figi | \n |
= (1) = (- = 1.
i i G 40,y — I]
pnhl—ian g2 48— _ .
jdn -8 ]‘_-S:l,i!: - 1‘ Iis

Alle folgenden Potenzen von i liefern wieder dieselben Werte wie die angefiihrten.

Die ganzzahligen Potenzen von i kénnen also nur vier ver-
schiedene Werte erhalten, nimlich oc, — i, 06y =12 oeg=—1, OC,=-}1
(Fig. 7).

§ 3.
Complexe Zahlen.

Sollen zwei complexe Zahlen p - q1 == ob und p, 4 q,i — o;b, gleich sein, dann
miissen ob und o,b), mithin auch ihre Projectionen p und pi auf die Grundrichtung gleich
sein. Dann sind aber auch die aus ob, p, q und o;by, p;, q, gebildeten rechtwinkligen
Dreiecke congruent. Es ist also auch q=1q.

Zwei complexe Zahlen sind nur dann gleich, wenn sowohl ihre
reellen Bestandteile p und p,, als anch ihre imagindren q und q, iiber-
einstimmen.

Daraus ergiebt sich die Regel fiir die Addition und Subtraction von complexen
Zahlen,
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Zwei complexe Zahlen werden addiert oder subtrahiert, indem
man sowohl die reellen als auch die imagindren Bestandteile addiert
oder subtrahiert:

p-qi=(p +qi)=p=+p +ilg £ q)

Zwei complexe Zahlen von der Form p + qi und p — qi werden als ,conjugierte®
bezeichuet,

[st in Fig. 8: ab=p--qi und ab, =— p — qi, dann ist

ab ab; — p qi+p—qi=2p—aq,
ab— ab; = p—4-qi — (p — qi) = 2qi — ac,, y |
ab.ab, = (p + qi) (p —qi) = p* — %> —=p* + q>— AB oder AB,.

Das heilst: Sowohl die Summe als das Produkt zweier conjugierter
Zahlen sind reell; dagegen ist ihre Differenz imaginiir,

Die Wurzel aus einer complexen Zahl zerlegt man auf algebraischem Wege in
eine Summe mit einem reellen und einem imagindren Summanden, indem man Vp - qi

-x 41V y setzt, beide Seiten der Gleichung quadriert und die reellen und imaginiiren
Bestandteile der neuen Gleichung einzeln einander gleich setzt. Man erhilt x| 2
p wnd 2xy — q und darauws die Wurzeln
AT ET e S Ve —p

s—p VBT, oy AR

v

=0 VS T mimges Mivier—e
daher 1} p+agi=17 ) Pesl ___:.l _+ P L1y j‘ P +‘;I P,
Mit Hilfe der Richtungszahlen gelangt man zu demselben Resultate,

Stellt in Fig. 9 AD die Einheit dar und ist AB=—p, BC=—=q und AC=r
V4%, CAB=q, dann ist Yp+qi=7Vy, = VAC, 2= VAD-AC,2=AE,"

ae—AF +iFE. Wenn wir daher AF — p, und FE— q, setzen, wird V p 4 qi
Pyt qql. Nun ist py=— AKcos.2 - Vr cos.

und q, = AEsin. & = Y rsin. o

- ; Py . Tan e 2, .
Pi”— Pi” = x(e0s. "% — sin. "2) =r (2eos. " — 1) =rcos.a=p,

Pi* -+ g% =r (cos. ® +-sin,

r]l 2 a
e - = - v
f VT e AV e
9 2 '

Mithin 1‘ P . q i= pi4 =}




Die Figur 9 entspricht dem beigefiigten Zahlenbeispiel :
0,7 4+1.22 =122 + i.0,89.
AC=10T7+1i22 em, AF—1,22 em, FE—0,89 cm.

§ 4.
Lésung einer Bewegungsaufgabe mit Hiilfe der Richtungszahlen.

A geht von M nach N, B und C gehen gleichzeitiz von den Punkten M und N
nach P. Die drei Wanderer erreichen zu gleicher Zeit ihr Ziel, wenn sich der Weg des A
zu dem des B wie der Weg des B zu dem des C werhdlt. Wie grols sind die Hnt-
fernungen MP und NP, wenn MN — a ist?

Auflésung : Bezeichnen wir die Entfernung M P mit x und NP mit y, dann kann
der Punkt P nicht auf der Verlingerung von MN liegen; denn wenn x > a ist, muls
auch y > x sein, was nicht miiglich ist. Der Punkt P kann aber auch nicht zwischen

M und N liegen; denn in diesem Falle wiirde y und folglich anch = negativ, wiihrend 1\

positiv ist. P kann sich daher nur seitwiirts von MN befinden, und wir miissen die
Wege von A, B und C durch Richtungszahlen ausdriicken, etwa als X, und y.; wobei
: : 8

wir die Strecke MN = a_ als Grundrichtung annehmen. Naech Voraussetzung ist nun

il

a X ;

0 « 1 (zl) (\)
- " - —= IR

= o, Quer Ao Jo—a ol e—f

(¥ I'If !
Die durch beide Seiten dieser Gleichung angegehenen Richtungszahlen kénnen aber nur
leich sein, wenn sie parallel sind, d. h. wenn 0 —a=a —§# oder 2 ¢ =, o= ist.
I 1 |' 3 5]

# ist Aufsenwinkel des Dreiecks MPN und doppelt so grofs, als der von ihm
getrennte Innenwinkel; folglich ist Dreieck MNP gleichschenklig und MN = NP.
MN P : : : o Pt
1“'1\:.‘_ .1’{“.11. folgt aber MP2— MN? oder MP MN; mithin muls das
/A MPO gleichseitig sein. Da « und # auch negativ genommen werden kinnen, so ent-
spricht dem auf der einen Seite von MN liegenden Punkte P noch ein solcher auf der

Ans

andern Seite. Als Winkel des gleichseitigen Dreiecks ist & — 60" daher mp = i; (1+1i]/38)

‘j (—1+1i)/3), mp, : (1—il*3)und np,= ﬂ; (—1—i)/3).

und np

Fassen wir blofs die absoluten Liingen der Wege der Wanderer ins Auge, dann
kann P zwischen M und N fallen, und x|y wird gleich a oder y=—=a—x. Daher
erhalten wir die Gleichung

: = \; = oder x (j; (—1==}/5),
worin nur das obere Zeichen brauchbar ist, da nur fiir diesen Wert P zwischen M und N
fillt. Der Punkt P teilt die Linie MN nach dem goldenen Schnitte.
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Nimmt man an, dals P auf der Verlingerung von NM iiber M hinaus liegt, dann

- A : i X -
mufs man den Ansatz der letzten Gleichung umformen in — und erhiilt
z :

a . « 4 faT 7. . ‘ . . - .
x = (1 =1V 3) zum Zeichen, dass es in dieser Richtung keinen Pankt P giebt.

ot

A

Quadratische Gleichung mit imagindren Wurzeln.
1] o I }J == 1" I_J! ‘m
Aus der Gleichung x®+px - q= o erhilt man x - 5 .

0

Die Werte von x; und x, werden reell, wenn p® =4 q ist; ist dagegen p* << 4q,

e . —ptidq—p?
dann werden sie imaginér, und man erhilt x —-—I—‘)—I{- i-=f
Diese Werte lassen sich als complexe Zahlen durch Richtungszahlen graphisch
darstellen, wie aus der Behandlung des folgenden Beispiels ersichtlich wird.
x2—4x+T=0;x=2+iV 3.
Nehmen wir in Figur 44: AB — 2 em und BC AL 1 ¢m, BD = 3 cm,
BE,LAB und = BE, dann ist BE 1| 3 und ae, =211 1". ae,—2 iV 3.
Zur Probe fiir die Richtigkeit der Darstellung machen wir AG — AE, und
GFJ]LE;, und drehen AF um den Winkel ¢ his es in die Lage A I, kommt, dann ist

AF A E e L O D - : ey 5
n f]:'r. JLA IL oder AR, i . mithin AF, -~ AF—AE_?2 und AF o, = (AK, o =x"

Machen wir F; K parallel und gleich + A E,, damn ist F, K 4 x, und
AK=x®—4x =——7; folgl. x*—4x,}7=0.

Verfihrt man mit x, in derselben Weise, wie mit x;, dann kommt man zu dem-
selben Resultate.
3¢
Der Moivre’sche Lehrsatz.
Nach Kap. I § 5 ist 1« =cos. « -1isin. «,
daher (1“)n — (cos. ¢ -+isin. &) ",

(ln)“- -1, (nach Kap. 1 § 4)

und 1 ne— cos.ne—-1isin. n e (wieder nach § 5),

folglich ist (cos. « - isin, @)t — cos. n«~~1sin. ne.
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#

Die Exponentialfunktion des sinus und cosinus.
Stellt in Fig. 8 ad —= AD — A B die Liingeneinheit dar, und ist OB 0 B,
<<BAD —¢, <B,AD - —agq, be||ab,, dann ist anch be=ab; und:
ab-+be=—ab-ab, — e+ ¢ (nach Kap. I § 5);
mithin2a o0 -— "4 e~ fe,

] ,; (8] - .
5] iy 5] s 1m | Lot
2a0 2eos. e—e" e 1
AB :
“|r - E_i”
Cos. & =
Ferner ist ab-+bo —ao
ab—ao bo=obh,
ab,—ao—=—Db o=0h;
: ; i o, B & SO
folglich ab —ab, cb—ob; ob 4 bo==20b=210B =2i ip 218n. o,
- ¥
e — g7 — Zigin.
g Iirr_ G for
Aln. ¢ — = T
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§ 8.

Die Gleichung des Kreises und der gleichseitigen Hyperbel auf
imagindre Coordinaten bezogen.

Die Lage eines beliebigen Punktes M der Ebene (Fig. 10) lifst sich durch =zwei
complexe Zahlen angeben, die durch ihre absolute Léinge r und g und ihren Richtungs-
winkel ¢ und # gegen 2 rechtwinklige Coordinaten OX und OY bekannt sind.

s 18t niimlich om—op+pm=op-+ogq,

op—=r (cos. a-1sin. a)
und o q—=¢ (cos. 8 + isin. §).

Nehmen wir in den Gleichungen des Kreises und der gleichseitigen Hyperbel:
x*+ y*— 1 und x® — y%-=1, statt der reellen Coordinaten x und y die complexen
Coordinaten r (cos. « + isin. ¢) und o (cos. # + isin. #) an, dann schliefsen diese neumen
Gleichungen die obigen als specielle Fille in sich ein.

Wir erhalten mit Benutzung der Moivre'schen Formel in § 6:

3k y2 =12 (cos. 2 &  isin. 2 «) 2= p? (cos. 28 4 isin. 2 8) — 1
oder nach Trennung der reellen und imaginiiren Bestandteile der Gleichung:
[. r2cos. 2=t p?eos. 28 1,

IT. 72 8in: 2 ¢ = p?sin, 2 ¢ — (.
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Aus I. folgt fiir den Kreis: — 0?4 0%cos.?f—1—1r%cos. 2a—p
02(1l—cos. 28)—1—r?cos. 2a—p?
2p%em.2f—1—1r%cos.2a—p2

Aus II. folgt: —2p2%sin. fcos #=1"sin, 2 a;

a o

I —r*ceos. 20 —p?

daher durch Division fiir den Kreis: tang. 2 ——
' 8. & &

In entsprechender Weise erhiilt man fiir die Hyperbel:
g : o
tang. = L= V-.FO%S' ;i,u =
r®sin. 2 a
Fiir beide Curven ergiebt sich aus
I, otcos.228—=1—2r%cos.2a+r

H

beos.22 @

U U T D m s G PRy
0 Vil ——2reos a) (L1

2-— 271 cos. ).

Nun ist in Figur 11, in welcher die Einheit durch OA angegeben wird, und in
der P einen beliebigen Punkt in der Entfernung r von O bedeutet,
OA,——1und V1-+r¥f2rees.c —PA,
V1+r®2—2reos.a—=PA;
folglich p2—=PA.PA;;
o ist also das geometrische Mittel zwischen P A und P A .
Bezeichnet C den Schnittpunkt von ¢ mit der x-Achse, dann ist
0C—=0P,—CP,—=0P, —P P, tang. =1 cos «— rsin. z tang. 2.

; , 1—r2cos.2¢—p? 1 +r2—p?
L - L _— —t e
T cos. & o h—
a @ cos, & 2 003 &
A 1-+r2—p2 ] t+r2l-2prcos.a—o2
AT bipEsop S eei ] o Sl :
27T cos, o

g 2? Co8. &
_PE—¢® BA’—PAPA_PARA—PA)

27008, 0 21 cos. ¢ 2rcos o
_ A R Y
und entsprechend A C—1 L 3 PA(RA, —F4) :
21 cos, o 2rcos o
At PA ; : : 1 .
folglich :’L_IC P }LL; der Winkel A P, A wird also durch ¢ halbiert.
Bezeichnen wir den Schnittpunkt von o der Hyperbel mit der Abscissenachse durch
8l 7 s - = 2 ; 1 1-‘3 _._'._{ =
C,, dann erhalten wir OC, OP,+P,C,=rcos. a~rsn. atang. § = — T uJ
‘ e e e | 1--2reos.e—tr2-lp2 PA-PAPA, PA(PAHPA)
A G, - ol : KTl iz
2rcos.a 271008 ot 271 cos. 2 1 Ccos. o
; o i e U PAPAFPA) ;im0 Al PA,
nnd A C TR 1 e folglich TCsT BAd

P C; halbiert also den Nebenwinkel von A, P A, und P C und PC, stehen aunfeinander senk-
recht. PC, ist also iP C.
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O P 1st die complexe Abscisse des Kreises und der Hyperbel. P C ist die zuge-
hirige complexe Ordinate des Kreises und P C, die entsprechende Ordinate der Hyperbel.
Die Ordinate der gleichseitigen Hyperbel ist die imaginidr
genommene Ordinate des Kreises, welehe zu derselben Abscisse gehirt,
unnd umgekehrt. :

Fiir « —o und 2- o gehen die imaginiren Coordinaten in die reellen der
analystischen Geometrie iiber.

Wird in der Gleichung des Kreises x®--y?=1, x < 1, dann f4llt der Punkt P,
welcher Endpunkt der Abscisse und Anfangspunkt der Ordinaten ist, zwischen A, und A.
Die Endpunkte M, und M, der Ordinaten liegen auf der Peripherie des Kreises; die
Ordinaten PM, und PM, stehen senkrecht auf dem Durchmesser A A, halbieren also in
dieser Weise den Winkel AP A, und sind ihrer absoluten Linge nach die mittleren
Proportionalen zwischen AP und A, P. Wird aber x> 1, dann fillt P in die Ver-
lingerung von A, A und der Punkt M, liegt zwischen A und A,, der Punkt M, aufser-
halb A, A. Auch hier wird der Winkel A, P A, welcher — o ist, durch die Graden
PM, und PM,, welche mit den Schenkeln zusammenfallen, halbiert.

Bei der Gleichung der Hyperbel x* —y?=1 verhilt es sich gerade umgekehrt.
So lange x < 1 ist, liegen M, und M, auf der x Achse, fiir x > 1 steht die Ordinate L
auf derselben und giebt die Punkte der Curve an. Fiir x > 1 erhalten wir also Punkte
der Hyberbel, wenn wir die Kreisordinate imaginér nehmen, d. h. senkrecht zur x Achse
stellen, und fiir x <1 erhalten wir Kreispunkte, wenn wir die Hyperbelordinaten mit
dem imaginiiren Faktor i wversehen.

Fiir Abscissen > 1 geben die zughtrigen Kreisordinaten, wenn sie imaginir
genommen werden, reelle Punkte der gleichs. Hyperbel an, und fiir Abscissen — 1 geben
die Ordinaten einer gleichs. Hyperbel, wenn sie imaginiir genommen werden, reelle Kreis-
punkte an. Wir kinnen daher sagen:

Die gleichseitige Hyperbel ist die imaginéire Curve des Kreises
und der Kreis ist die imaginiire Curve der gleichseitigen Hyperbel fiir
ein bestimmtes rechtwinkliges Coordinatensystem.

x* + y?==1; x2—(iy)%= 1, Kreis und imaginiire gleichseitige Hyperbel,

x?—y2=1: x?L((v)?=1, gleichseitige Hyperbel und imaginirer Kreis.

§9.

Unter einem Winkel versteht man die von zwei sich schneidenden graden Linien
unvollstindig begrenzte Ebene. Die Flidche wiichst mit der Abweichung der Schenlkel
des Winkels und zwar beim Kreis proportional der Grifse des Bogens der Peripherie.
Die Grifse des Winkels kann aber nur beim Kreis durch den dem Centriwinkel zu.
gehirigen Bogen angegeben werden, dagegen nicht bei der Hyperbel.

Um eine Bezichung zwischen trigonometrischen Funktionen des Kreises und denen
der Hyperbel zu erhalten, nehmen wir als pArgument® der Funktionen nicht den un-
begrenzten Winkel, sondern die begrenzte Fliche desselben, den Sektor an.




Fiir den Kreis gilt die Proportion:

Sektor: Kreis = Bogen: Peripherie.
Sektor @
il 2r

oder, wenn man den Radius des Kreises der Einheit gleich setzt: 2 Sektor — w.

Die trigonometrischen Funktionen des Kreises lassen sich demnach auch als
Funktionen seines Sektors auffassen. Versteht man unter u den doppelten zum Bogen
oder Centriwinkel « gehorigen Sektor des Einheitskreises, dann sind der sinug und
cosinus und daher auch alle iibrigen Funktionen desselben gleichbedeutend mit den
gewdhnlichen sogenannten cyclometrischen Funktionen. Betriigt z. B. der Bogen 45°9,

: ; Tor el : 1 e 1)
dann ist der doppelte Sektor —— — — = und sinus = 7z — sin. 45° = L

4 4 !

Die trigonometrischen Funktionen sinus und cosinus lassen sich, wie schon gesagt,
nur beim Kreise als Funktionen des halben Bogens des Sektors angeben ; bei der Hyperbel
muls man die Funktionen durch den doppelt genommenen Sektor -L“S[il‘litll{"ﬂ der dem
Winkel angehiirt, welcher von dem Radinsvektor und dem als x Achse angenommenen
Hauptdurchmesser gebildet wird,

Wie man den Inhalt eines solchen Sektors angiebt, ist schon in Kapitel IT § ¢
oezeigt worden.

Der Radius des Einheitskreizes entspricht dem Radiusvektor der gleichseitigen
Hyperbel und der Endpunkt B des Nebendurchmessers am Kreise dem Endpunkte der
Halbachse der Hyperbel. Man erhilt fir die Kreis- und Hyperbelfunktion die nach-
stehenden, aus der Figur 12 ersichtlichen Bezeichnungen, wobei jedoch das sogenannte
Argument u des Kreises dem Argument w der Hyperbel nicht gleich zu setzen ist; denn
unter u ist der doppelte Sektor M A O und unter w der doppelte Sektor M, A O zu verstehen.

Kreis und Kreiscoordinaten: Hyperbel und Hyperbelcoordinaten:
sin. u=MP—y, Sin. w—M,P, —y,
cos. u=0P—x, Cosin. w=0P,—1y,
tang. u=— AT, Tang. w —AT,
cofang. u —BK. Cotang. w— BEK.
g 10.

Beziehungen zwischen den trigonometrischen Kreisfunktionen und den
entsprechenden Hyperbelfunktionen.

Fiir den Kreis Fiir die Hyperbel
gelten nachstehende Gleichungen:

yi4y2=1. x2_y2=1.

cog. u?--sin. n2=1. Cos. w2 —Sin. 2w = 1.
tang. n= ?;il!:---LL. Tane. w— \ IT P ' I‘[ l l-.:j,];“__}\r ;
cos. 1 T B 0OA 0P, Cos.w
1 1
tang. u . Tang. w

cotang, 1 Cotang. w
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Wie wir oben in Kapitel II § 2 gesechen haben, ist hier w = log. nat. (x |- ¥);

daher w = log. not. (Cos. w -} Sin. w), oder in Potenzform geschrieben:
l.e% = Cos. w--Sin. w. Da nun aber x®*—y2—1 oder x|y =
: Xy
80 ist log. nat. (x -+ v) = — log. nat. (x — ¥), mithin anch w = — log nat. (x —y) und
— w = log. nat. (x — y), folglich auch ITe™ " =x — y = Cos. w — Sin. w.
Durch Addition von 1 und Il erhalten wir:
,E.“.' ,,:."\ uj\'\'_: e Lw
Cosinus w - ——5———; mithin auch Cosinus (i w) = o
W ¥ R LW
- & > S A e
Sinus w = S oh i Sinus (i w) T
Nach Kapitel 1IL § 7 ist aber
. e P il
COBLIUR W =—=——rr———r} mithin auch cosinus (i w) =
; ,;.i“ e 1 ! : : W a w
sinns w - . sinus (1 w) :
21 i P 21
Daher ist cosinus (1 w)= Cosinus w.
i i) § borar i g
ginns (1w)=——: Sinus w— i Sinus w
: 1
und umgekehrt Cosinus (i w) — cosinus w.

Sinus (i w) = 1 sinus w.
Dem reellen Kreissektor entspricht also ein imagindrer Hyperbel-
sektor und einem reellen Hyperbelsektor ein imaginiirer Kreissektor.
Nehmen wir z. B. in der Gleichung x?-+y*—=1 fiir x den Wert § an, dann
erhalten wir, wenn wir nur das Pluszeichen beriicksichtigen,

N L1/3 sin. 60° — sin Z (Sektor);

3 u 3 j
setzen wir dagegen in die Gleichung x?—y?—1 den Wert x = % ein, dann wird y — 51 173
3 { | i i - iw 1 I i e o
iw==1log. nat. (x - y) =log. nat. {l, —5 ¥ s;\); e'” - = ' v'8:—iw—=Ilog.nat. (x-—v)

r i {w i -
-log. mnat. (i - 1-’;,-)_: AR
Piw a iw .
Sinus (i w) == —— —i$ V78 —isin 5 —lsin. W.

&)
i
|

Setzen wir « = log. nat. (x -+ y) und g = log. nat. (£ {-#), dann ist

; = e 1 \ &= gm faiine 1 o .
¢--p=Ilog. nat. (x§-L y&-txytyyn); daher e" T/ =x5-ps-txn1-yu,

& — £ = log. nat. e i i

Da nun fiir die Hyperbel x = Cosin. ¢, y = Sin. ¢,
& = Cosin. #, 7 = Sin. # ist,
so hat man 1) Cos. ¢ - Cos. # - Sin. e - Cos. - Cos. & - Sin. #-Sin. ¢ - Sin. f —e" T/ =
¢ T Tl |
3)

Cos. (e -~ ) -- Sin. (e |- #) (nach Formel 1)
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. Cos. a -
und 2) - :
J0s. 3

Sin.e  (Cos. e - Sin.e) (Cos. # — Sin. §)
Bin.#  (Cos. ¥ - Bin. ) (Cos. # — Sin. 8)
Cos. v - Cos. #-8in. ¢ - Cos. #— Cos. & - Bin. # — Sin. ¢ - Sin. 8 ooy
—— e
Cos. (¢ — ) - Sin. (&« — ).
Nehmen wir statt « und g die negativen Werte, dann bleibt Cos. (—«)
~ Clos, «; dagegen wird Sin. (— «) = — Sin. o
Daher 3) Cos. e - Cos. § — Sin. ¢ - Cos. # — Cos. & - Sin, 2 -+ Sin. « - Sin. 8
Cos. (o - ) — Sin. (e -1 p).
4) Cos. e - Cos.f — Sin. ¢ - Cos. 8- Cos. ¢ - Cos. # — Sin. ¢ - Sin. g
Cos. (z— 8) — Sin. (e — 8).
Durch Addition und Subfraktion von 1) und 3) erhilt man
b) Cos. (e 8) = Cos. ¢ - Cos. & I Sin. ¢ - Sin. # und
6) Sin. (¢ 8) = Sin. « - Cos. - Cos. « - Sin. 3.
Durch Addition und Subtraktion von 2) und 4):
7) Sin. (¢ — @) = Sin. & - Cos. # — Cos. & - Sin. f3.
8) Cos. (e — ) = Cos. & - Cos. # — Bin. ¢ - Sin. j.
Ans den Formeln 5) bis 8) ergiebt sich nach der bekannten Umformunng:

(N L
pa B = e Q=3 ct g
Sin, ¢ - Sin. # = 2 Sin. —— - C«

Wie man dem Arvgument « einer eyclometrischen Funktion ohne Anderung
des Wertes den Zusatz == 2 na machen darf, so ist es bei dem hyperbolischen Argument
erlaubt, einen Zusatz zu machen, der eine ganze Umdrehung auf dem zugehtrigen imagi-
niren Kreise bedeutet, ndmlich den Zusatz Z=12na oder Z=2n i

f# =@, dann erhilt man

Setzt man in den Formeln 5) und 6)
Cos. 2 @ = Cos. %a - Sin. %o
Sin 20=28Sin.« - Cos. «
und hierans weiterhin;
Cos. 3a=—380Cos e~ 4 Cos. 8.
Sin. 3a= 3 Sin, ¢ 4 Sin. be.

: > 1 1 o > i) LLEL u L1
Ersetzt man in der Gleichung e = [I - n] die Grifse n durch o+ damn erhilt

man nach Anwendung des binomischen Lehrsatzes fiir n = oo

o Coocjn oL phre e i . : o s S
g — {I —;-II) =1 T T und entsprechend e — “ =1 e — BT
.+, und man kann, indem man « =20, 1, 2,3 . .. setzt, alle Werte fiir Cos. ¢, Sin. ¢,

Tang. ¢ und Cotang. ¢ nebst den zugehirigen Logarithmen berechnen.
Eine Tafel mit hyperbolischen Funktionen nebst zugehorigen Logarithmen enthiilt
z B. das Taschenbuch der Mathematik von Dr. W. Ligowski.
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Wiihrend die cyclometrischen Funktionen sinus und cosinus nur innerhalb der

Grenzen -1 und — 1 zu- und abnehmen kinnen, kann, wie leicht aus Figur 12 zu er-
sehen ist, der hyperbolische Sinus alle Werte von - o bis — o und der hyperbolische
Cosinus alle solehen von ==1 bis == o durchlanfen,

Ist daher der Gebrauch eines eyclometrischen sinus oder cosinus als Substitut
eines Wertes, der grifser als | 1 und kleiner als - -1 werden kann, nicht gestattet, so
darf man dafiir stets den hyperbolischen Sinus und fiir den Fall, dals der zu ersetzende
Wert grofser als 1 oder kleiner als — 1 ist, auch den hyperbolischen Cosinus anwenden.

Die hyperbolischen Funktionen kommen also gerade da zur Verwendung, wo die
eyclometrischen den Dienst versagen, und bilden demnach eine wesentliche Ergiinzung

derselben.

g 11,

Aufldsung der reduzierten cubischen Gleichung:

[[ x3-13Px12Q =0

Benutzt man bei dieser Gleichung die Formel des Seipio Ferreo, welche auch die
Cardanische genannt wird, dann erhdlt man als Lisung:

x =y Q-FVQTPY 1 7 Q—VQ=ip?

Ist P negativ und ist absolut gemommen P®>> (2, dann erscheinen die drej
Wurzelwerte, welche man aus genannter Formel erhiilt, in imaginirer Form, obwohl sie
alle drei reell sind.

Wir wollen jetzt zur Lisung einer gegebenen cubischen Gleichung die gegebene
Formel benutzen, wollen aber statt mit gewthnlichen Zahlen mit Richtungszahlen rechnen.

Die gegebene Gleichung sei x® —3px— 29 — 0.

Machen wir, wie in Fig. 13 geschehen ist, O B =1 und O A = p, schlagen iiber

O A einen Halbkreis, stellen BC L 0 A, dann ist O C — 7

Machen wir ferner AD L OA (also | BC), dann ist e 0A

% 50 — 0B’ daher O D -

Vep=Vp®.
Konstruieren wir einen Halbkreis iiber OD und schlagen um O mit OE =
einen Kreis, dann ist ED=1/p%—q2 ODgp=od q-+il/p*—q2

Vo881 ¢
; I(/- ] j | ': ) I"/l" ] @

i d

Vod = VOD.1¢




b b il

| Al
Machen wir also EOL—3gund OC, —=0C |_r"l,'. dann ist oe; I/p !FI 1/ od,

3
;f is

00y ¥ Giunt Joph=in" 3
e Ty T
In gleicher Weise erhiillt man oe, ]/ 1 Vp'—q*
daheroe,+oc,=o0ec,-e, f;,=0F, =x;und darans x, —20G=20C, cos.?
a3
Nehmen wir statt des Winkels ¢ die Winkel ¢ 427 und ¢ — 27, dann kommen
wir zi den Punkten €y, C,und F., oder zu C;, Cyand 1, und erhalten

|/p cos. 2.
g

VT 9 1 i+ 27
%y = 0F, =215 cos L =,
- - Ly o gt ) T
X s CUH et s p €0s. : T
i ]

Die Wurzeln x;, x, und x; liegen sdmtlich auf der Grundrichtung, sind
also reell; die Gleichung I liefert demnach fiir ein negatives P und fiir P* = Q® drei reelle

Wurzeln.

Berechnung eines Zahlenbeispiels:

2 DE 17 p.-:. _:l-.-. . v :2'_“3
OE q 10

fang. ¢ V943

log. tang. ¢ — & log. tan
{ DT 9194 134,

log. 2 =0,30103
7 — 0,42955
log ecos. 199 6 24" — 9.97539— 10

log. x = 0,69897

X =—lh
Toiss ';‘"“24‘ ‘ T ) . ; ---—O'{ D)
Fiixv =7 —139°% 6" 24" erhdlt man x., — 4 mud fiy =2 — 100° 55 36",
I.‘ - 0
(4
Xq 1- Die Zeichnung in Fig. 13, bei der als Finheit 2mm angenommen sind,

entspricht diesem Beispiel.

Aus der obigen Erdrterung geht hervor, dals man eine jede
reduzierte cubische Gleichung mit alleiniger Benutzung der Cardanischen
Formel I6sen kann, wenn man sich zum Rechnen der

lichtungszahlen
bedient




D
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Will man die Gleichung I: x®-[-3 P x-| 2Q = 0 mit Benutzung der Trigonometrie
aufschliefsen, dann kann man sich entweder der cvelometrischen Pounktionen sin, 8 e -
3sin. & —4sin. *e oder cos.3 @~ 4cos. Y — Bcos, « oder der im vorigen Paragraphen
besprochenen hyperbolischen Funktionen Sin. 3 « — 3 Sin. « -4 Sin. «® oder Cos. 3 « -

— 3 Cos a1~ 4 Cos. o ? bedienen.

Vergleicht man die gegebene Gleichung I. mit der nachstehenden :

(rsin. @) — £ 12 (v sin, «) - :H sin. B = (0,
dann sieht man, dafs sich fiir 3P = —$r? die Werte: r— 21" p_sin. 3« 1{/ i Q}ft
und x = rsin ¢ ergeben,

Reelle Werte konnen demnach nur dann entstehen, wenn P negativ und zugleich
Q* < P?" ist, weil andernfalls r imagindr und sin. 3« > 1 werden wiivde.

Aus der Vergleichung von I mit nachstehender Formel:

. T F e -1 : g .
(rcos.e)®—35 r* (reos &) — ¢ " cos. Be =0 ergiebt sich,

i ! T8
dals fiirr—= 21" —Pund cos. 3 « ---}.’ 9

X =TI c08. & wird.
Es mufs also auch hier P negativ und P® = Q? sein.

Bringt man dagegen die Gleichung I. mit der Formel:
(rSin. a)® -+ § r2(r Sin. o) — T“‘Sin. Soa—=10
(RS <
& . . . = T s X=1T 1.«
in Verbindung, dann folgt hier r — 2 1/ P , Sin 3 o — pi ey

Hier muls also im Gegensatz zn oben P positiv sein; dagegen kamn Q2 = P3

.'||

werden, da der hyperbolische Sinus alle Werte von 0 bis 2= =

ammehmen kann.
Bezieht man endlich die Gleichung 1. anf die Formel:

(r Cos. &) — 212 (1 Cos. ) — 1|3 Cos. 3e=10

Yy
dann erhiilt man hier r =2 17— P,

Q2
Cos. B = —_ps’

x =1 Cos. o

P muls also wieder negativ werden und zugleich Q2= P¥,

da der hyperbolische
Cosinus nur einen Wert zwischen == | und 2= o annehmen kann.

Daraus ergiebt sich, dals man jede reduzierte Gleichung dritten
Grades auch ohne die Cardanische Formel rein trigonometriseh lbsen

kann, wenn man sich aulser der eyelometrischen Funktionen auch der
hyperbolischer bedient
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[ Die beiden pachstehenden Zahlenbeispiele sollen mit Benutzung hyperbolischer
Funktionen gelost werden. Die zur Verwendung kommenden hyperbolischen Logarithmen
| gind dem Taschenbuch der Mathematik von Ligowsky entnommen.
.q l. Zahlenbeispiel
Hi x% 4156 x - 200 = 0; (r Sin, «)®4- $ 12 (r Sin. &) — I’ Sin. 8« =0-
Frei—=ihs pe== 23 F
Hier soll r negativ, also —2+°5 genommen werden.
Aus — 31 ®8in. 3 & = 200 folgt Sin. 3 « oder allgemein Sin. (3 ¢~-i2nn) =4 175,
! Fiir n = 0 erhalten wir Sin. 3e=4175

X, =—71Sin«
log. 4 = 0,60206
1log. b — 0,34948

log. Sin, 8 & = 0,95154
3 o= 2,887265
o« = 0,96242.
I log. 2 = 0,30103
' L log. 5 = 0,349049
log. Sin. « = log. 0,96242 — 0,04845

log. =, = 0,69897

X, — -5,
Fiir n = 1 erhalten wir x; — —r Sin. (¢ 41 } 1)
und fiir n=2 xg=—r8Sin. (e}1%7)=—1r8in (¢ —ifn).
. el i L : P i il e g
Nun ist Sin. («=t=1 2 a) = Sin, « Cos.—— == Cos. - Sin. =
o 0

Sin. e cos. § £ isin. § 7 Cos. o

iV 19 Cos. a
2

Daher x5 4 = —r (Sin. ¢ cos. $ w=Eisin. § 7 Cos. @) = [ x,

]n;_:. Cos. “..Ui_'r'_’-l'i (L.1TH09 log. 1,5,
Cos. 0,96242 — 1,6 = §,
S i o b
mithin Xg g = v T B0
2 =

Die gesuchten Wurzeln der Gleichung sind also:

3 d4-13+ 75 B 131575
i i TR G S o
2 2
2, Zahlenbeispiel :
x —15x —80=0
(rCos. ) 8— 312 (r Cos. ) - 'i'” Coa. 8a=10

r=215 Cos.3¢=1Vh Xy =1 Cos.aj Xgg = —%xy 1171580 e
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log. Cos. 3 & — 0,34949
3 a= 1,44365

a = (,48122

log. 2 — 0,30103

log. +'p = ,34948
log. Cos. & = 0,04846

log. x; = 0,69897

Xt
o8 1x,=2=1]/75 Sin. «
log. Sin. 0,49122 = 9,69898 — 10 = — 0,30102 = log. 1.
. o RbiisTE
Daher Sin. & = % und x5 = _ 1 15_}_:
2k e

§ 12.
Behandlung einer einfachen astronomischen Aufgabe.

Die Hohe h eines Sternes iiber dem Horizont soll durch die Deklination desselben
d und den Stundenwinkel ¢ fiir einen Beobachtungsort angegeben werden, dessen
geographische Breite g ist.

Auflisung. In Figur 14 sei Z das Zenit des Beobachters, HH, der Horizont
desselben, A A, der Aequator und N der Nordpol, dann sei S der Stern, SL die gesuchte
Hthe h, SM die Deklination d, also SM = 90 — h die Poldistanz des Sternes, AM oder
< ZNS sein Stundenwinkel o, NH, die Polhiihe des Beobachters, also gleich der geo-
graphischen Breite .

Wie aus der sphiirischen Trigonometrie bekannt ist, findet zwischen den Stiicken
SN, ZNund < ZNS des sphiirischen Dreiecks ZN S die Beziehung: cosin. ZS = cosin. ZN-
cosin. SN -|-sin. Z N -gin, S N- cosin, o statt; daher anch sin. h — gin. ¢p-sin. - cosin. - cosin. d -
cosin. 6. Geben wir der Gleichung die Form: sin. h — cosin. ¢-cosin. § (tang. ¢-tang. d.

cos. o) und setzen, je nachdem tang. ¢-tang. § 1 ist, tang. ¢ - tang. d = sin. § oder
=

Sinus # und cos. ¢ — sin. « oder = Sinus «, dann erhalten wir eine zur praktischen Be-

rechnung bequeme Form, wie aus dem am Ende des Paragraphen angefiihrten Beispiel zu
ersehen ist.
Ist 0 =B M, —=CA=CA <A H <AH<<ZN <9 — ¢, d h. ist der Stern ein
auf- und untergehender, dann ist tang.d < cotang. ¢ und tang. ¢ -tang. § < tang. ¢ cotg.p < 1.
Ist dagegen d —SM =B A S AH ZN>9—q¢, d h ist der Stern ein
Cirecumpolarstern, dann ist tang. 0 = cotang. ¢ und tang, ¢ ‘tang, d = tang. ¢ -cotang. ¢ > 1.




Im ersten Falle kann man sich daher bei der Rechnung der cyelometrischen
Funktionen und Logarithmen bedienen, im zweiten wendet man mit Vorteil hyperbolische
Funktionen nnd Logarithmen an.

Hat z. B. der Stern 8 eine Deklination von 85° 10, dann erhilt man fiir den
Stundenwinkel 58° 30 und die geographische Breite des Beobachtungsortes 519 20° die
Hiéhe durch folgende Rechnung: sin. h = sin. q-gin. d -~ cos. ¢-cos. ¢-cos. ¢ = cos. ¢ - cos. d.

(tang. ¢ - tang. d - cos. o) und fiir tang. ¢ - tang. J = Sin. § und cos. ¢ = Sin. «
: o W er e e g —e
gin. h = cos. ¢ - cog, & (Sin. @ -} Sin. «) = 2 cos. i - cos. J-8in, g o=

- -

log. tang. 51° 20’ = 10,09680
log. tang. 85° 10' — 1,07284

log. Sin. § — 1,16964

8= 338750
log. Sin, e=1log. cos. 589 30" = 9,T1809
@ = 0,60125
31 a 3,38876 o
BLE - BT — 194438
f— e« 2,88625 nia
o = S~ 1,44318
o |‘} I L  fo Do =]
log. Sin. — log. Sin. 1,94438 = (,h3442
log. Cos. =% — log. Cos. 144312 — 0,34929
log. cos. 51° 20 — 9,19773 — 10
log. cos. 85° 10 B,92561 — 10
log. 2 = 0,30103
log. sin. h 9.90608 — 10
L 53% 39° 40",

In der analyt. Geometrie wird eine grade Linie G durch eine Gleichung ersten
Grades, ein Kegelschnit K dagegen durch eine Gleichung vom zweiten Grade zwischen
den Coordinaten x und v dargestellt.

Die Durchschnittspunkte der Graden G und des Kegelschnittes K werden durch
die Wurzeln x; und x, und y, und y, der beiden Gleichungen fiir G und K bestimmt.
Diese Whurzeln erhalten reelle Werte, wenn die Grade den Kegelschnitt wirklich schneidet.
Wenn dies nicht der Fall ist, erscheinen sie in der Form:

X1 = P qh yi = pu - i
Xy P 4, ya P Gy

sind also 1maginiy,




Es muls demnach auffallen, dals trotzdem die Gleichung der durch diese imaginéren

Schnittpunkte gehenden Grade: qy — q.x -~ pq, Pl = o und die Coordinaten des
: S AR ! Rl RN, Res
Halbierungspunktes der Verbindungslinie der imagindiven Punkte, nimlich =-5+* = p

Y1+ Ve
un "——l—cl-- £z p, reell werden,

Ahnliches gilt von den Durchschnittspunkten zweier Kegelschnitte, die im
giinstigsten Falle simtlich reell sein kiinnen. Zwel dieser Durchschnittspunkte oder gar
simtliche vier ktnnen aber auch imaginir werden.

Um die Eigenschaften solcher imaginidren Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes
mit einer Graden oder mif einem anderen Kegelschnilte niher kennen zu lernen, wollen
wir uns der Hilfsmittel der neueren (Geometrie bedienen.

Kapitel IV,

Dieses Kapitel enthiilt diejenigen Sitze der neueren Geometrie, auf welche sich
die Liosung der im V. Kapitel enthaltenen Aufgaben stiitzt.

o

1.

Satz I. Schneiden sich die Verbindungslinien der drei Eckpunkte
zweier in einer Ebene liegender Dreiecke in einem Punkte, dann liegen
die Durchschnittspunkte je zweier entsprechender Seiten auf eiver
Graden,

Voraussetzung: Figur 15, AA,, BB,, CC, schneiden sich in 8, AB und
A B;iny, AC und A,C, in #, BC und B,C, in ¢

Behauptung: ¢, # und y liegen in einer Graden.

Konstruktion zum Beweis: Man lege durch AS, BS, CS drei Ebenen,
welche auf der Ebene MN der Dreiecke ABC und A, B, C, senkrecht stehen, werbinde
einen beliebigen Punkt 8, der Durchschnittsgraden dieser Ebenen mit A, B und €, errichte
in A, B,C, die Lote A, A, B,B,, C,C, und erweitere die durch die Schnittpunkte
A, B,C, dieser Senkrechten mit den Graden 8, A, 8, B, 8, C bestimmte Ebene M P bis zum
Durchschnitt M Q) mit der Kbene M N.

Beweis: Die dorch A, C,C; A, gelegte Ebene schneidet die Ebene MN in der
Graden C; A, und die Ebene MP in der Graden ', A, Diese beiden Graden miissen sich
demnach in einem Punkte # der Durchschnittslinie MQ treffen. In gleicher Weise miissen
gich C, B, und C,B, in « und A, B, und A, B, in y schneiden. Ganz entsprechend ergiebt
sich, dals sich die durch die Ebene ACC,A, bestimmten Durchschnittslinien (A, und
CA in einem Punkte von MQ treffen, der notwendig 2 sein mufs, da er den Graden C, A,
und M Q angehért. C,;A; und CA schneiden sich also in dem Punkte # der Graden MQ;
ebenso treffen sich C, B, und CB im Punkte ¢ und A, B, und AB im Punkte y der
der Graden MQ. Die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A BC
und A, B, C, liegen also anf einer Graden,
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Niihert sich der Punkt S, dem Punkte 8, dann dreht sich die Ebene MP um die
Grade MQ und fillt mit der Ebene MN zusammen, sobald S, in S ankommt; dann muls
anch der Punkt S, da er immer auf der Senkrechten 33, liegen soll, mit S zusammen-
fallen, ebenso miissen sich die Punkte A,, B, C, und Ay By, C; und die Graden .8, Cue
Ay und Cf, Cia, A,y in entsprechender Weise decken.

Man kann demnach sagen, dafz das Dreieck A BC das Bild von A B, C, and um-
gekehrt, dals das Dreieck A, B,C, das Bild von ABC gel, fiir den Augen- oder Strahl-
punkt S und die Bildaxe MN.

Aus der Umkebrung des oben bewiesenen Satzes ergiebt sich: Wenn sich die
drei Seiten zweier in einer Ebene gelegenen Dreiecke in einer Graden,
der Bildaxe, schneiden, dann liegen die Dreiecke perspektivisch, d. h.
die Verbindungslinien der drei entsprechenden Eekpunkte sechneiden
sich in einem Punkte, dem Augen- oder Strahlpunkte der Zeichnung.
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Erklirung: Liegen drei Punkte ABC auf einer Graden, dann wird das Verhiiltnis

A C:BC positiv oder negativ genommen, je nachdem C aulserhalb oder innerhalb A B

liegt. Das Doppelverhiltnis von vier auf einer Graden liegenden Punkten, niimlich
AC AD ] : oy g SRl

BC ‘mpp "eont man anharmonisch und bezeichnet es kurz mit: (ABCD). Schueiden

sich drei Grade a, b und ¢ in einem Punkte, dann wird das Verhiltnis sin. ac:sin be

positiv oder negativ genommen, je nachdem c aufserhalb oder zwischen & und b liegt

Vier von einem Punkte P ausgehende Graden, Strah] en, bilden einen anharmonizchen

sin.ac sin. ad

Strahlenbiischel, und man bezeichnet kurz das Doppelverhiiltnis
sin. be " sin. bd

mit: (abed).

Satz I. In dem symbolischen Ausdruck eines anharmonischen
Verhidltnisses kinnen die beiden letzten Buchstaben mit den beiden
ersten vertauscht werden, ohne dals sich der Wert des Doppelverhiilt-
nigses dndert.

AC AD AC BC

Moy, setidaldr % _ A i anlineRiive e B
Beweis: (ABCD) =55 g5~ xp /B0 M CDAB) =i po= Tri s
folglich (ABCD) = (CDAB).
Satz II. In dem symbolischen Ausdruck eines anharmonischen

Verhiiltnisses darf man die beiden ersten Buchstaben vertanschen, wenn
man auech die beiden letzten vertauscht
AC AD AC-BD BD BC BD-AC

deweis: (4 f ———— and (BA D! ; .
Beweis: (AB( D) BC BD HI}ADHHH_EA[#H AD - AC _AD.BC

folglich (ABCD) — (BACD),
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Satz TII. Vertanscht man in dem symbolischen Ausdruek eines
anharmonischen Verhidltnisses die beiden letzten Buchstaben, dann
erhilt man den reciproken Wert desselben.

AC AD AC-BD AD AC AD-BC

Beweis: (! i R ~ ABDC : 1 - s
Beweis: (ABCD) BC ' BD BC-.‘—";!’HHL“\LI be) BD:'BC Bh-AC

; . 3 1
folglich (ABDC} - ABCD
Satz IV. Vertauscht man in einem anharmonischen Verhiltnis die beiden
mittleren Buchstaben, dann erhilt man das complementiive Doppelverhiiltnis.
ACAD  AC-BD RN AT AB AD AB-CD
BC'BD gD BB = on en T oE D
AB-CD—AC-BD (AC--CB)(CB4+BD)—AC-BD

Beweis: (ABCD) =

folglich (ABCD) - (A CBD)

CB-AD CB-AD
AC.-CB{-CB*{ AC-BD| CB-BD—AC-BD AC-CB - CB (CB - BD)
e e e CB-AD
AC-CB-}-CB-CD_ CB(AC--CD) CB:-AD

: e i ; (ACR / 1D,
OB AD CB-AD CB-AD 1; daher(ACBD)—=1—(ABCD)
Satz V. Stimmen zwei anharmonische Yerhiltnisse in den beiden
ersten Buehstaben iiberein, dann bleibt der Wert des Produktes ans
denselben unveriindert, wenn man die dritten Buchstaben der Doppel-
verhiltnisse vertauscht.

; s AC ADV/ALE AT AC-BD:AE.BF

Jeweis: (ABCD) (ABEF) ( ; . ] :
SRl iy Lot T BC'BD [H L'BF) BC-AD-BE-AT

AE-BD-AC:BF

2 1"1' : AIET L) 3 g 3 1 f ) "'\I.- il F\ M
(ABED) (ABCE) BE. AD.BC.ATF/ folglich (ABCD) (ABEF) = (ABED) (ABCF).

und

Satz VI. Das anharmonische Verhiltnis zwischen vier Graden a,
b, ¢ und d, die einen gemeinschaftlichen Durchschnittapunkt P haben,
ist gleich dem anharmonischen Verhiiltnis der vier Punkte A, B, C und D,
in welchen eine beliebige Transversale von denselben geschnitten wird.

Beweis: Die vier Strahlen lbilden mit der Transversalen Dreieclke, die sich ihrem
Inbalte nach einmal wie die zngehtrigen Grundlinien, das andere Mal wie die Produkte
aus je zwei Seiten in den sinus des eingeschlossenen Winkels verhalten; daher

APAC AC _ acsinac et APAD AD adsinad fololicl AG - AD
APBC — BC  besinbe " APBD  BD  bdsmbad 8™ BG'BD

sin ae sin ad ) bolisc] hriel (ABCD bed)
—— : =———= oder symbolisch geschrieben; (A B(C = (abed).
S e enrhy y plisch geschreben: ( 3 ) (abed)

Erklirung: ].lig Ubereinstimmung der Doppelverhiltnisse von Punkten und Punkten
oder von Strahlen und Strahlen oder von Punkten und Strahlen nennt man Projektivitiit,
weil sich das eine Gebilde ans dem andern durch eine endliche Anzahl von Projektionen
ableiten liifst.

1
1
|
|
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Ziwel projektivische Punktreihen heifsen perspektivisch, wenn die eine als ein
Bild der andern betrachtet werden kann, d. h. wenn sich die Verbindungslinien je zweier
entsprechender Punkte in einem Punkte schmeiden.
| Satz VII. Zwei projektivische Punktreihen liegen perspektivisch,
I wenn die Verbindungslinien von drei Paaren entsprechender Punkte
sich in einem Punkte schneiden oder wenn die Graden (Triger) der
‘ beiden Punktreihen einen entsprechenden Punkt gemeinsam haben.
' Beweis: Verbindet man den Durchschnittspunkt der drei Strahlen mit einem
| vierten Punkt der einen Punktreihe, dann mufs diese Verbindungslinie, wie sich mit
Hilfe der gleichen Doppelverhiiltnisse beider projektivischen Reihen leicht indirekt nach-
weisen ldlst, auch durch den entsprechenden vierten Punkt der anderen Reihe gehen.

Fallt der Durchschnittspunkt der Tréger der beiden Punktreihen mit zwei ent-
sprechenden Punkten zusammen, dann kann man diesen Punkt mit dem Durchschnitt der
' Verbindungslinien von zwei Paaren anderer entsprechender Punkte verbinden und hat
dann wieder drei sich in einem Punkte schneidende Grade.

Erkldrung: Eine Punktreihe und ein Strahlenbiischel heifsen perspelktivisch,
wenn die Strahlen des Biischels durch entsprechende Punkte der Punktreihe gehen, wenn
I der Biischel ein Sehein der Punktreihe ist.

' Zwei projektivische Strahlenbiischel heilsen perspektivisch, wenn sich entsprechende
Strahlen in Punkten einer Graden schneiden, wenn sie Scheine derselben Punktreihe sind.

Satz VIII. Zwei projektivische Strahlenbiischel liegen perspek-
tivisch, wenn sich drei Paare entsprechender Strahlen in Punkten einer
Graden schneiden oder wenn ein Paar entsprechender Strahlen zu-
sammentfallen.

Der Beweis ergiebt sich leicht aus den beiden vorigen Sitzen.

3.

e

Involutorische Punktreihe.

Erklirung: Von drei und mehreren Paaren von Punkten AA,, BB, CC, einer
Graden sagt man, dals sie eine ,Involution® bilden, wenn fir jedes Paar das Produkt
der Abstinde seiner Punkte von ein und demselben Punkte O mit Berucksichtigung der
Vorzeichen einen unverdnderlichen Wert hat, also wenn AO-A,0 =B0-B 0= C0-C0...
M,0° = M.O" ist. O heifst der Centralpunkt und die beiden Punkte M, und M,, deren
gegenseitige Entfernung durch O halbiert wird, fiihren den Namen Doppelpunkte.

Die Punktreihen sind entweder gleichlaufend, wobei der eine von zwei zngeordneten
Punkten AA, (Fig. 17) in die von zwei anderen zugeordneten Punkten BB, gebildete
Strecke eingreift, und heilsen dann elliptisch, oder sie sind ungleichlanfend und
| heifsen hyperbolisch. (Fig. 16.)
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Im ersten Falle liegt der Centralpunkt auf den Verbindungslinien zweier ent-
sprechender Punkte selbst; im anderen Falle auf deren Verlingerung.

In der elliptischen Punktreihe liegt O in der Mitte zwischen M; und M, aber
auch zngleich zwischen A und A,, B und B, ete.; daher ist AO-A,0 B0O-B,0O
MO' =(iOM)>. In der elliptischen Punktreihe sind also die Doppel-
punkte imaginir.

Eine andere Bedingung fiir die involutorische Lage von Punkten einer Punktreihe
liifst sich aus der hdingung AO-A0 Bi}Hli} ate. in nachstehender Weise ableiten:

AO-AO0 = B0O-BO-
AO(BO — BA,) = BO-B,;0-
AO-BO —BO-B,0O = AO0.BA,.
BO (AO — B;0) = AO-BA,-
L AQ A B;
1:. - : My
“BO BA,

In gleicher Weise oder durch eyklische Vertanschung der Buchstaben erhalten wir
2) (H{{J} :3 jjl und 1’-'_]%,1"5] :L‘?L,: und aus den Gleichungen 1, 2 und 3 durch Multi-
ABy B0y OAy s
BA,-CB,-AC, :

plikation 4)

Aus 4) erhalten wir ferner, wenn wir die Quotienten links vom Gleichheitszeichen
noch mit AA, = — A, A erweitern und beriicksichtigen, dafs B, A — — AB, ist,

. ! . : AA, AC AjA AC

A CBGOACA. VA —BA OB, AC. A A, L 1 1 e i
B A RAIR G A h e s i
D) lj‘\..“ J".L-ll'-;:l = ‘-'\IHI A.(:J.

oder
Da nun nach Kap. IV, 3 2, TV
(ABA,C))=1—(AABC)
und (A, B, AC) 1 — (A, A B, C) ist, so folgt
) (AA,BC) = (A,AB,C.

- 1 ; o :
| .:'3'. (A A, :f‘ = ac o2 i_r e I H.; 1 F £ ,‘;; 3 )=
Nun ist (AA,BC,)) (AA.C.E) (nach § 2 Kap. IV Satz [1I) und (A, AB,C)

(AA,CB,) (nach § 2 Satz II}; folghch (AA,C,B)-(AA,CB)) 1 oder (AA,CB)-
(AA C B)=1 (nach §2 Satz V) und 7) I (AA,BC) = (A, AB,C,) (nach § 2 Satz III
und LI).

Aus diesen Gleichungen ersieht man, dals der Wert der Doppel-
verhiltnisse aus je 4 von 6 involutorischen Punkten nicht geiindert
wird, wenn man giimtliche Punkte mit ihren zugeordneten Punkten ver-
tauscht. Wir wollen diese Kigenschaft durch das Symbol: (ABCA, B, C) =
I.-\l HI LG A BC) andeuten.
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III. Lehrsatz: Die beiden Doppelpunkte teilen die Entfernungen
zweler zugeordneter involutorischen Punkte harmonisch.

: s i : : ! ; AOD AM,
Jeweis: AO- A 0O=M O -M,0—DM,0-M,O0, folglich MO _,HI;I.-‘.:mauh 1) und

AQ AM, F oy ! ; 3

ML ~ v TR 1T 3 wtzta (leicd = o1l orer the 0 16 rato ROT,
M0 M,A, Dividieren wir die letzte Gleichung in voriger Reihe durch die erste in dierer,
dann erhalten wir: 1 el der = AN d. h. A)A,,M;,M; sind 4

M A, " MA, " M A, T A M
harmonische Punkte,

Umkehrung, KEine Punktreihe AA BB CC, ist involutorisch, wenn
jedes Punktpaar durch zwei teste Punkte (Doppelpunkte) M, und M,
harmonisch getrennt wird.

§ 4,

Sind zwei zusammengehirige Paare von involutorischen Punkten gegeben, dann
kann man durch eine einfache Konstruktion leicht den Centralpunkt O der Involution
finden und mittelst dieses dann anch sowohl zu einem beliebigen fiinften Punkt den
sechsten, siebenten und sofort, als anch die beiden reellen oder imagindren Doppelpunkte.

Es seien in Figur 16 ABC und A, B, fiinf gegebene Punkte einer hyperbolischen
Involution. Legt man durch A und A, und durch B und B, zwei beliebige Kreise, welche
sich in S, und 8, schneiden, und verlingert man 5,5, bis zom Durchschnitt O mit dem
Triger der gegebenen Punktreihe, zieht von O aus eine beliebige Tangente OT an einen
der beiden Kreise und macht OM, und OM, — OT, dann ist O der Centralpunkt und
M, und M, sind die beiden Doppelpunkte der Involution. Legt man ferner durch den
Pankt C und die leiden Schnittpunkte 8, und 8, einen neuen Kreis, dann erzeugt dieser
auf dem Triger der Punktreihe einen Punkt C;, der dem Punkte C der Involution
entspricht.

Beweis: AO-A,0 — BO-B,0 — OT® (absolut genommen) = OM; — OM:

Sind ferner in Figur 17 A, B, C, A}, B, fiinf Punkte einer elliptischen Involution und
beschreibt man iiber A A, und BB, als Durchmesser zwel Kreise, welche sich in J, und J,
sclmeiden, verbindet diese beiden Punkte durch eine Grade. welche den Triger der
gegehenen Punkte in O schneidet, legt auneh dwreh C, J, und J, einen dritten Kreis,
welcher den Triger von ABCA, B, in C; schneidet, dann ist O das Centrum der In-
volution, J;, und J, sind die imaginiiren Doppelpunkte derselben und C; ist der dem
Punkte C zngeordnete Punlst. !

Beweils: AO-A 0O BO-B,0=C0-C,0=1J,0:1J,0 = (10J)* 0J°,

g 9.
Involutorische Strahlenbiischel.
Verbindet man einen beliebigen Punkt S aulserhalb des Trigers einer invoelu-
torischen Punktreihe ABC .. A, B, C, .. mit diesen Punkten, dann erhiélt man einen Strahlen-
biischel, welcher nach § 2, Satz VI ebenfalls involutorisch sein muls.




Wie die involutorischen Punktreihen Doppelpunkte, so haben die Strablenbiischel
Doppelstrahlen, die bei hyperbolischen Biischeln reell, bei elliptischen imaginiir sind. Bei
der involutorischen Punktreihe balbiert der Centralpunkt O und der unendlich ferne
Punkt Oy, der ihm harmonisch zugeordnet ist, die Strecken zwischen den beiden Doppel-
punkten; bei dem involutorischen Strahlenbiischel halbieren (wie in § 8 nachgewiesen
wird) zwei aufeinander senkrecht stehende Strahlen den Winkel und Nebenwinkel der
beiden Hauptstrahlen, Ein Normalstrahl geht im allgemeinen nicht durch den Central-
punkt O der Punktreihe.

Erklidrnng: Legen wir durch den Scheitel P eines involutorischen Strahlen-
biischels P (abea,b,c,) in Figur 18 einen Kreis, dann wird dieser die Graden a, bieiss.
in den Punkten A, B, C,C,, B, A, schneiden. Verbinden wir mit diesen Punkten der Peripherie
einen beliebigen anderen Punkt derselben, z. B. 3, dann entsteht ein neuer Biischel
B (abecybyay), welcher dem ersten P 22 ist, da siimtliche Winkel des einen, denen
des anderen als Peripheriewinkel gleich sind. Die Punkte A,B,C, C,B.,A,, welche die
Durchschnittspunkte eines involutorischen Strahlenbiischels sind, dessen Scheitel auf der
Kreisperipherie liegt, heifsen involutorisehe Kreispunlkte,

Satz I Die Strahlen zweier involutorischen Biischel eines
Kreises, welche einen entsprechenden Strahl gemeinschaftlich haben,
schneiden siech auf einer Graden.

Beweis (Figur 18): Legen wir an A und A, die Tangenten A und A,«, dann
ist «AB oder «Ap APB, «A; = APC, sAC, = APC, ete., und der BRiischel
A(«BCA ,B,C) P(ABCA,B,C,), und zwar entspricht der Strahl A. dem Strahl
PA, der Strahl Agz dem Strahl PB etc. Nun soll P(ABCA, B, C,) involutorisch sein,
folglich ist P(ABCA,B,C,) = P(A,B,C, ABC) (nach § 3); ferner ist P(ABCA, B, C,)

A(«BCA,B,C,) und ebenso P(A,;B,C,ABC) = A,(«B,C,ABC), folglich auch
A(«BCA,B,C;) = A,(«B,C,ABC).

Die letztgenannten Biischel sind also involutorisch und zugleich perspectivisch, da
sie den Strahl A A, und A A entsprechend gemein haben. Die Strahlen dieser beiden Biischel
schneiden sich also auf einer Graden LL,, z B. in £ und 8, (§ 2 VIII Umkehrung). Nimmt
man statt A und A, zwei andere entsprechende Punkte der Kreisinvolution, z. B. B und
B, zu Scheiteln des involutorischen Biischels, dann erhéilt man wiederum zwei perspectivische
involutorische Biischel mit dem gemeinschaftlichen Strahlen BB, und B, B. Die beiden
anderen entsprechenden Linien-Paare AB und A, B, und AB, und A, B schneiden sich
dann in zwei Punkten 2 und &;, welche auf derselben Graden LT, liegen wie oben.

Satz 1. Die Verbindungslinien je zweier entsprechender Punkte
einer Kreisinvolution gehen durch einen Punkt.

Beweis (Fig. 18): Die Seiten der beiden Dreiecke A BC und A, B, C, schneiden
sich auf einer Graden LL,, folglich treffen sich die Verbindungslinien A, A, B, B, C,C in
einem Punkte S (nach § 1),




Satz III. Durch zwei zusammengehtrige Punktepaare der Kreis-
involution sind alle ibrigen Punkte derselben hestimmt.
Beweis: Verbinden wir (Iig. 18) A A,, BB, entsprechend und nicht entsprechend,

dann erhalten wir den Punkt S und die Punkte § und 2, der Graden LT, Zu einem
beliebigen fiinften Punkte C des Kreises erhiilt man den zugehirigen sechsten €, durch

Verlingerung von SC bis C,.

Satz IV. Verbindet man zwei Paare zusammengehSriger Punkte
einer Kreisinvolution entsprechend und nicht entsprechend, dann
treffen die durch die sich entsprechenden Punkte gehenden Graden
ineinemPolund diedurch diesichnichtentsprechenden Punkte gehenden
Graden in einem Punkte der zugehtrigen Polaren des Kreises zusammen.

Beweis (Figur 18 und 19): Sind AA, und BB, zwei entsprechende Punkte-
paare einer Kreisinvolution, dann schneiden sich AA, und BB, in S und AB, A, B, und
AB; und B A anf der Graden LL,, wie in den Siitzen IT und IIT bewiesen ist. Zichen
wir von S ans Tangenten an den Kreis, dann fallen in jedem der beiden Beriihrungspunkte
M und N zwei Punkte der Kreisinvolution zusammen. M und N sind Doppelpunkte der
Kreisinvolution. Die Punkte M und N liegen auf LL,, da sich BM und B,M auf
LL, schneiden miissen (nach Satz I). Weil aber nun die Grade LI, durch die Be-
rilhrungspunkte der von S an den Kreis gezogenen Tangenten geht, so ist LT, Polare
zu S (Spitz § 174).

Satz V. Zieht man von einem Punkte S aulserhalb oder innerhalb
eines Kreises zwei beliebige Sekanten SAA, und SBB, nach demselben,
dann bestimmen die Sehnittpunkte der Graden Verbindungslinien AB
und A;B, und AB, und A,B auf der Polaren LL, zwei zugeordnete Punkte
einer Involution, deren Doppelpunkfe die Beriihrungspunkte der Tan-
genten oder, was dasselbe sagt, die Schnittpunkte der Polaren mit dem
Kreise sind. (Figur 18 und 19.)

Beweis: Dals AA BB, zwei Paar zugeordnete Punkte einer Kreisinvolution
mit den Doppelpunkten M und N sind, ergiebt sich aus der Umkehrung des Satzes 11
und ans den Sdtzen IIT und IV. TFerner entspricht A S dem Strahl PB und A B, oder
Apy dem Strahl PB, des involutorischen Biischels P, welchem der Biischel A gleich ist.
Da nun PB und PB, entsprechende Strahlen des Biischels P sind, so sind auch Ag
und A# zu geordnete Strahlen vom Biischel A. Der Biischel A schneidet also die
Polare LL; in einer involutorischen Punktreihe. Je mehr sich nun der Strahl SBB, der
Tangente néhert, um so ndher riicken § und @, aneinander, bis sie schliefslich ganz zu-
sammenfallen. Alsdann bilden sie aber einen Doppelpunkt, welcher der Beriithrungspunkt
der Tangente ist.

Legen wir unserer Betrachtung statt des hyperbolischen involutorischen Strahlen-
biischels, in welchem die Strahlen a, b, ¢, den Strahlen a,, by, ¢, in umgekehrter Reihen-
folge entsprechen, einen elliptischen Biischel zn Grunde, dann kommen wir zu demselben
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Resultate; nur fdllt hier der Pol S inmerhalb des Kreises und seine Polare LT, aulser.
halb (Fig. 19). Die involutorische Punktreibhe e, 8, y... ey, £, 71... wird gleichlaufend
oder elliptisch und hat demnach keine reellen Doppelpunkte. Die Polare wird ideale
Sehne oder Sekante mit imaginiren Schnittpunkten, und die von S an den Kreis gezogenen
Tangenten oder die von S nach den imagindren Schnittpunkten oder Doppelpunkten der
Polaren gerichteten Graden sind ebenfalls ima

ginar, I

3 6.

Normalstrahlen. |

In jedem involutorischen Strahlenbiischel giebt es mindestens zwei aufeinander
senkrecht stehende zugeordnete Strahlen, welche man Normalstrahlen nennt. Man
erhiilt dieselben leicht mit Hiilfe der Kreisinvolution.

Ist niimlich in Fig. 20a und 20b P(aba, b)) ein involutorischer Biischel, und wir legen
durch den Scheitelpunkt P einen heliebigen Kreis, der die Strahlen a,b,a,b, in den Punkten
A, B, A, B, schneidet, und ziehen vom Schnittpunkt S der Verbindungslinien A A, und BB,
die Grade SO durch den Mittelpunkt des Kreises, dann sind, wie sich aus der Umkehrung
von Il ergiebt, die Durchschnittspunkte C und C, dieser Sekante zugeordnete Punkte der
Kreisinvolution.  Daher sind auch PC und PC, zugeordnete Strahlen des Biisehels
P(abea,b,e,), die aber aufeinander senkrecht stehen, da sie einen Peripheriewinkel im
Halbkreis einschlielsen,

Lehrsatz I. Die Normalstrahlen eines involutorischen Biischels
halbieren den Winkel und Nebenwinkel der beiden reellen oder imagi-
néren Doppelstrahlen.

Beweis: Ziehen wir in Iigur 20a von 8 aus die Tangenten SM und SN an
den Kreis 0, dann werden die Berithrungspunkte M und N derselben die Doppelpunkte
der Involution P (ABCA,B,C;) (nach § 5 V). Daher werden anch PM und PN die
Doppelstrahlen der Involution P (abea,bye;). Nun ist aber Bogen MC Bogen N C,
folglich MPC — NPC. Der Normalstrahl P C halbiert also den Winkel der beiden Doppel-
strahlen. Ebenso halbiert der Normalstrahl PC, den Nebenwinkel derselben. In einem
elliptischen involutorischen Biischel sind die Doppelstrahlen imaginidr. Der eine der beiden |
stets veellen Normalstrahlen halbiert hier den aunfserhalb der Ebene liegenden imaginidren |
Winkel derselben. ]

Lehrsatz Il. Das Produkt der Tangenten der beiden Winkel,
welehe ein Normalstrahl n mit zwel beliebigen zugeordneten invo-
lutorisechen Strahlen a; und a, bildet, hat einen constanten Wert und
ist gleiech dem Quadrat der Tangenten des Winkels, den der Normal-
strahl mit einem Hauptstrahl bildet. '

Beweis: Bezeichnen wir den zweiten Normalstrahl mit n, und die beiden Haupt-
strahlen mit h und h,, dann ist nach Formel 7 § 3 und § 2 8. VI (nn,ha) = (nynh;a;) |
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e sin. nh sin. na sin. n;hy sin. n,a,
e n,h’ sin. n,a gin. nh, "sin. na,
na, ferner Winkel n,h, und nh,, n;a uud na, zor Summe oder Differenz einen Rechten
haben, und da tang. nh - -tang. nh, ist, so ist tang. na - tang. na, (tang. nh)®
Sind die Hauptstrahlen imaginiir, dann ist tang. na - tang. na, (i tg. nh)?
(tang. nh)®

oder, da Winkel n,h, und nh, n,a und

Projektivische Gebilde am Kreis.

Satz 1, Dl‘l'_E.'_;l‘I'JTT'lt‘i'-l'.lHUlLP Ort fiir die I}TL]_'{_!.th'l_:.l'[]'L11_'.'_';—_:]]11]]1{1_’.[: VOn ZwWel
gl(:iu]mn und gleil:hgericlntuten Strahlenbiischeln P(bede) und P, (bye,die)
ist ein Kreis, der durch die Scheitel P und P, der beiden Biischel geht.
Der Strahl a im ersten Biischel, den die Tangente im Punkte P an den
Kreis bildet, entspricht dem Strahl a, des anderen Biischels, welcher
die beiden Scheitelpunkte P und P, der Biischel verbindet. Umgekehrt
entspricht e, dem Strahl e

Beweis: Fig. 21. Da die Biischel gleich und gleichgerichtet sein sollen, sind die
Winkel be, ed ete. den Winkeln b, e,, ¢,d, ete. gleich; folglich muls der durch PBC zelegte
Kreis auch durch P, gehen; ebenso mufs der durch PBD gelegte Kreis durch P, gehen
Da nun ein Kreis durch 3 Punkte der Peripherie PBP, unzweideutig bestimmt ist,
miissen die Punkte C und D anf demselben Kreise liegen.

Sind a und e, Tangenten an diesen Kreis, dann ist Winkel ab a;b;; daher
entspricht der Strahl a des Biischels P dem Strahl a; des Biischels P, und ebenso e, des
Biischels Py dem Strahl ¢ des Biischels P.

Anmerkung. Sind die gleichen, daher auch projektivischen Strahlenbiischel
I' und P, entgegengesetat gerichtet, dann ist der geomefrische Ort der Durchschnittspunkte
entsprechender Strahlen eine gleichseitige Hyperbel.

Satz II. Eine um einen Kreis sich drehende Tangente schneidet
auf zwei festen Tangenten desselben zwei projektivische Punktreihen
ein. In diesen entsprechen die im Schnittpunkte der festen Tangenten
vereinigten Teilpunkte den Beriihrungspunkten der Tangenten.

Beweis: Ist in Fignr 22 A9 eine beliebige Tangente, welche den Kreis in P
berithrt, und sind BB, und BY, die festen Tangenten, dann ist AOP — }PAB, und
AOP = $POB,; folglich AOY = {B,0B, — +(2R—a) — R—2, also constant.
Dreht sich aber ein Winkel um seinen Scheitel, dann durchlaufen seine Schenkel zwei
gleiche, folglich projektivische Strahlenbiischel, die jede Transversale, also auch jede der
beiden festen Tangenten in zwei projektivischen Punktreihen schneiden. Da nun B,09
+B,08, = AOY ist, so wird der Punkt ¥ sich in B befinden, wenn A in B, ist. Der
Punkt B, der einen Punktreihe entspricht also dem Punkte 8B der anderen; ebenso ist B,
dem Punkt B homolog.
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Satz ITI. Die auf der Polaren eines Kreises liegenden Punkte
bilden eine Reihe, welche dem Biischel ihrer Polaren projektivisch ist.
(Figur 23)

Beweis: Sind ABC die in der Polaren von S liegenden Punkte und a, b, ¢ mit
dem Scheitel S ihre zugehérigen Polaren, dann ist Winkel ab gleich AOB, da ihre
Schenkel aufeinander senkrecht stehen; ebenso ist Winkel be = BOC ete.; folglich
Strahlenbiischel O (ABC) — S (abe). Nun ist ABC.... projektivisch O (ABC...)
(§ 2 Satz V1), daher aunch (ABC... ) projektivisch S (abe...).

Umkehrung des Satzes: Die Pole der Strahlen eines Biischels in Bezug
auf einen Kreis liegen auf der Polaren des Scheitels und bilden eine
dem Strahlenbiischel projektivische Punktreihe,

Satz IV. Satz von Carnot. Schneiden die Seiten eines Dreiecks
oder deren Verlingerungen eine Kreislinie, dann ist das Produkt der
sechs durch den Kreis erzeugten Eckabschnitte in dem einem Sinne um
die Figur herum gleich dem Produkt der sechs anderen Abschnitte in
dem entgegengesetzten Sinne.

Figur 24. Behavptung: AD:AD,-BE :BE, - CF:-CF, — AF-AF,:-CE.
CE,-BD-BD,.

Beweis: AD-AD, = AF.AF,]

BE-BE, = BD-BD; .
CF:CF, =CE.CE,

AD-AD,-BE.BE,.CF.CF, — AF-AF,.CE.CE,-BD.BD,.

Der Satz gilt anch fiir die imaginfiren Durchschnittspunkte, z B. fiir J und J,
der idealen Sekante AC; denn AD.-AD;, = AJ.AJ, (wie spiiter in Kap. V, Aufgabe

BE . BE, BD-BD;, 1 u 4 bewiesen werden wird),
CJ-CJ, = CE:-CE,

AD.-AD,-BE-BE,-C,J-C,J, AJ-AJ,-CLE-C,E,-BD-BD,.

Satz V. Legt man durch die Eckpunkte EFGH eines Kreisvierecks
(Fig. 41) die Tangenten AB, BC, CD, AD, dann liegen erstens die Dureh-
schnittspunkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten heider Vierecke in
einer Graden KL, und bilden durch ihre Ecken und Diagonalen 3 Paar
entsprechender Punkte einer Involution; zweitens schneiden sich zwei
Diagonalen beider Vierecke in ein und demselben Punkt O, welcher
Pol der Graden KL, ist.

Beweis: Nach dem Satze von Pascal (vergl. Uth, Uebungss. 242) liegen die
Durchschuittspunkte je zweier gegeniiberliegender Seiten eines Sehnensechsecks in einer
Graden. Lilfst man zwei Paare von Eckpunkten des Sechsecks in einen Punkt znsammen-
fallen, z. B. in den Punkten E und G der Figur, dann geht das eingeschriebene Sechseck
in ein Viereck EFGH iiber, und als Verbindungslinien der in den Punkten E nnd G
zusammengefallenen Punkte miifsen die Tangenten A B und CD gelten. Nimmt man an,
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es selen in Fund H je zwei Sechseckspunkte anfeinandergefallen, dann sind die Tangenten
BC und AD als ihre Verbindungsgraden zu betrachten. Daher liegen die Durchschnitts-
punkte K und K, des eingeschriebenen Vierecks und die Durchschnittspunkte R und L,
der Tangenten, welche den Kreis in den gegeniiberliegenden Ecken dieses Vierecks be-
riithren, in ein und derselben Graden.

Da im Pascal'schen Sechseck die Reihenfolge der Eckpunkte beliebig gewiihlt
werden kann, so darf man auch in dem Viereck EFGH die Eckpunkte verschieden an-
nehmen. Nimmt man das eingeschriebene Viereck in der Form EFH@, dann sind als
Seiten die Graden EF, HG, EG, FH und die Tangenten in G und H oder in E und F
und als Diagonalen die Graden EH und FG zu betrachten. Die Schnittpunkte dieser
Graden liegen anf der Verbindungslinie KO der Ecken des Vierecks. Wird EHF G
als eingeschriebenes Viereck betrachtet und werden die Tangenten in F und G oder in
E und H als Seiten des Sechsecks angesehen, dann liegen die Schnittpunkte A und C
derselben auf der Verbindungslinie K,0. Die Diagonalen des unbeschriebenen Vierecks
gehen also durch den Durchschnittspunkt O der Diagonalen des eingeschriebenen Vierecks.

Da die Punkte K, K;, I, R, sowie die Punkte K, K,, R, T, harmonische sind (Uth,
i'.Thnugssatz 256 und 232) und da sowohl LR, als auch RL, durch K und K, harmonisch
geteilt werden, so ergiebt sich aus der Umkehrung des Satzes Il in § 3, dafs K, K,, R,R,, L,L,
eine Inyvolution bilden. Die von den Punkten R und L, an den Kreis gezogenen Tangenten
haben Beriihrungssehnen, welche dureh O gehen, daher ist O der Pol der Graden R,

§ 8.

Jeder Kegelschnitt kann als das durch Projektion entstandene Bild eines Kreises

betrachtet werden und nimmt deshalb anch an allen projektivischen Eigenschaften, sofern
auf einer Graden bestimmte Punkte oder von bestimmten Graden die Schnittpunkte in
Betracht kommen, teil. Projektivische Strahlenbiischel, welche im Kreise gleich sind,
sind im Kegelschnitte mindestens noch projektivisch. Es gelten demnach die in § 7 fiir
den Kreis aufgestellten Siitze auch fiir Kegelschnitte.

Legen wir in Figur 36 durch den Kegel mit kreisfirmiger Basis %, BE U und dem
Scheitel P eine beliebige Ebene, welche die Ebene des Grundkreises in LI, schuneidet,
dann erzeugt diese einen Kegelschnitt x BCA. Legen wir ferner durch drei beliebige
Punkte ABE des Grundkreises und durch den Scheitel P des Kegels drei Ebenen, dann
entsteht eine dreiseitige Pyramide, deren Schnitt mit der Ebene x BCALL, das Dreieck
ACB ist. Die Seiten dieses Dreiecks und des Dreiecks A EH schneiden sich verlingert
auf L. Projicieren wir jetzt den Scheitel P und den Kegelschnitt mit dem Dreieck A CB
auf die Ebene des Kreises, dann erhalten wir in derselben das Dreieck A€ B als Vorlage,
den Punkt P als Strahlpunkt, die Grade K1, auf welcher sich die entsprechenden Seiten
der Dreiecke schneiden, als Bildaxe und das Dreieck ACB als Bild. Nehmen wir drei
beliebige andere Punkte des Kreises und verfahren mit denselben wie oben mit Y € 8B, dann
erhalten wir zwar ein anderes Dreieck ACB des Kegelschnittes, aber der Strahlpunkt P
und die Bildaxe LT, bleiben dieselben.
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Man kann daher sagen, dals der Kegelschnitt, welcher in der
Figur 36 eine Ellipse ist, ein Bild des Kreises sei, fiir den Punkt P als
Strahlpunkt und die Grade LL, als Bildaxe.

g,

Von den auf die Kegelschnitte beziiglichen Siitzen werden namentlich die folgenden
zur Anwendong kommen :

Satz I. Zieht man von einem Punkte S auflserhalb oder innerhalb
eines Kegelschnittes zwei Sekanten (Sehnen), dann bestimmen diese
auf demselben wier Punkte einer Involution (Umkehrung von § 5, Satz II).
Die vier graden Verbindungslinien der nicht zugeordneten Punkte der-
selben sechneiden gich in zwei Punkten der Polaren (§ 5, Satz IV). Zieht
man eine dritte Sekante durch S, dann liefert diese zwel neune involu-
torische Punkte des Kegelschnittes, und die Verbindungslinien dieser
beiden Punkte mit je zwel anderen zugeordneten Punkten gehen zwei
neune homologe involutorische Punkte auf der Polaren an. Die Be-
riithrungspunkte der von S an den Kegelschnitt gezogenenen Tangenten
sind Punkte der Polaren und die reellen (imaginiren) Doppelpunkte der
involuntorischen Punktreihe auf derselben(§5 Satz V). Die vonS aus nach
den involutorischen Punkten der Polaren gezogenen Strahlen bilden
gineninvolutorischen Bilschel, dessenreelle (imaginiiren) Doppelstrahlen
die reellen (imaginfiren) Tangenten sind. (§ 5.)

Satz II. Zwei projektivische und daher anch zwei involutorische
nicht perspektivische Strahlenbiischel schneiden sich in Punkten eines
Kegelschnittes, der durch die Scheitel der beiden Biischel geht. Der
geraden Verbindungslinie der beiden Scheitel als einem Strahl des
einen Biischels entspricht die Tangente im Scheitel des andern, und
der Schnittpunkt der Tangenten in beiden Scheiteln ist Pol zur graden
Verbindungslinie ihrer Scheitel (§ 7, Satz I und Uth, Ubungssatz 258.)

Satz III. Die Pole der Tangenten an einem Kegelschnitt in Bezug
anf einen Kreis bilden einen zweiten Kegelschnitt, der dem ersten
reciprok polar ist, d. h. der die Eigenschaft besitzt, dafls der Pol jeder
an ihn gezogenen Tangente in Bezug auf genannten Kreis wiederum
auf dem ersten Kegelschnitt liegt.

Beweis: Sind t;, und t, zwei feste Tangenten des Kegelschnittes H, dann kiinnen
wir sie nach Kapitel IV, § 7, Satz II als Triger zweier projektivischen Punktreihen
betrachten, die durch eine sich um H drehende dritte Tangente erzeugt sind. Die Pole
der beweglichen Tangente miissen, wie leicht einzusehen ist, eine zusammenhéingende Kurve E
bilden. Bezeichmen wir die auf einander folgenden Lagen der beweglichen Tangente
mit tg, t,..., dann enthiilt die Kurve E die Pole P;, Py, Py, Py. ... der Tangenten t;, ty,
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ts ty.... Mithin sind umgekehrt die Graden P, P,, P, P, P, P,.... die Polaren der
Durchschnittspunkte von t, t,, t; ts t;t,. .. .; denn der Durchschnitt zweier Polaren ist Pol fiir
die Verbindungslinie der zugehorigen Punkte (Uth, Ubungssatz 241). Das Strahlen-
biischel P, (P,P;P, ....) ist nun projektivisch der Punkfreihe auf t,. In gleicher Weise
ist das Strahlenbiischel P, (P, P, P,...} projektivisch der Punktreihe, welche durch die
bewegliche Tangente auf t. angegeben wird, Da nun die Punktreihen auf t, und t.
einander projektivisch sind, so miissen auch die Strahlenbiischel Py (PyPy. .) und Ps(P; Py..)
projektivisch sein, und die Punkte P,P,P,.. miissen als Schnittpunkte homologer Strahlen
auf einem Kegelschnitt liegen (§ 7, Satz I). Die Kurve E ist demnach ein Kegelsehnitt.
Fassen wir jetzt zwei beliebhige Punkte Py und Py aunf dem Kegelschnitt E ins Auge, dann
sehen wir, dafls ihre Polaren t und £y Tangenten an dem Kegelschnitt H sind. Legen wir
durch Py und P, Tangenten an den Kegelschnitt E, dann liegen ihre Pole in Bezug auf
den Kreis O anf den Tangenten t; und t, des Kegelschnittes H und der Pol der Ver-
bindungsgraden Py Py ist der Schuittpunkt von t; und t,.

Jemehr sich der Punkt Py dem Punkte Py nihert, umsomehr kommt die Tangente
in Py in die Lage der Tangente in Py, und umsomehr ndhert sich ihr Schnittpunkt
der Kurve H. Fallen endlich die beiden Punkte Py und Py in einen zusammen, dann
fallen auch ihre Tangenten zusammen, und zwar in die nunmehr durch einen Punkt
bezeichnete Verbindungslinie Px P . Der Durchschnittspunkt der Tangenten ty und t,,
welcher der Pol der Tangente in Py oder Py ist, fallt auf die Kurve H. Die in einem
beliebigen Punkte Py des Kegelschnittes K beriihrende Tangente hat also ihren auf den
Hilfskreis O bezogenen Pol auf dem Kegelschnitt H. Daraus lifst sich schlielsen, dals
alle Tangenten an die Kurve E ihre Pole anf H haben. Da nun E der geometrische Ort
der Pole der Tangenten an H und H der geometrische Orf der Pole der Tangenten an B
ist, so sind beide Kurven in Bezug auf den Hilfskreis O reciprok polar.

Satz IV. Die Schnittpunkte der Seiten eines Dreiecks mit einem
Kegelschnitt liegen so, dals das Produkt der sechs Eckabschnitte des
Dreiecks in dem einen Sinne um die Figur herum gleich dem Produkt
der sechs Abschnitte in dem anderen Sinne ist (§ 7, Satz IV).

Satz V. Die Seiten eines einem Kegelschnitte einbeschriebenen
Vierecks schneiden sich in einer Graden, die Polare zum Durchschnitt
der Diagonalen ist (§ 7, Satz V).

Umkehrung: Zieht man von zwei zugeordneten Punkten der Polaren
eines Kegelschnittes je zwei Sekanten, welche sich in 3 Punkten der
Kurve treffen, dann liegt auch ihr vierter gemeinschaftlicher Punkt
auf derselben, und die Verhindungslinien je zweier gegeniiberliegender
Schnittpunkte gehen dureh den Pol der gegebenen Polaren.

Satz VI. Zieht man von zwei zugeordneten Punkten einer graden
involutorischen Punktreihe Tangenten an einen Kegelschnitt, dann
bilden diese ein demselben umbeschriehenes Vierseit, von dem zwei
Diagonalen sieh im Pol der Graden, dem Triger der Punktreihe,
schneiden (§ 7, Satz V),
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Satz VII. Eine um einen Kegelschnitt sich drehende Tangente
schneidet zwei feste Tangenten in zwei projektivischen Punktreihen.
In diesen entsprechen die im Schnittpunkte der festen Tangenten ver-
einigten Teilpunkte den Beriithrungspunkten der Tangenten (§7, Satz II).
Umkehrung: Liegen auf zweiGraden zweiprojektivische, aber nicht
perspektivische Punktreihen, dann sind die Verbindungslinien je zweier
entsprechender Punkte Tangenten eines Kegelschnittes, der die beiden
Graden in denjenigen Punkten beriihrt, welche ihrem Schnittpunkte
entsprechen.

Satz VIII. Die auf der Polaren eines Kegelschnittes liegenden
Punkte bilden eine Reihe, welche dem Biischel ihrer Polaren projek-
tivisch ist (Kap. IV, § 7, Satz 1II).

Umkehrung. Die Pole eines Strahlenbiischels in Bezug auf einen
Kegelschnitt liegen anf der Polaren des Scheitels desselben und bilden
eine dem Biischel projektivische Punktreihe,

Aufgabe I. Einen Kegelschnitt zu zeichmen, der durch fiinf gegebene reelle
Punkte OO, ABC geht.

Auflésung. Die drei Strahlen O(ABC) und O,(ABC) bestimmen nach der
Umkehrung des Satzes II dieses Paragraphen zwel projektivische Biischel. Zu einem
beliebig angenommenen vierten Strahl OD des einen Biischels kann man leicht den ent-
sprechenden Strahl 0, D, des anderen finden. Diese beiden Strahlen schneiden sich in
einem sechsten Punkte des Kegelschnittes. Wie den sechsten kann man einen siebenten,
achten Punkt u, s w. finden.

Aufgabe II. Finen Kegelschnitt zu zeichnen, von dem fiinf reelle Tangenten
ty, te, tg, ta, t; gegeben sind.

Auflésung. Die Tangenten tg, t,, t; schueiden die beiden Tangenten t, und t,
in zwei projektivischen Punktreihen afy und «, #,y, (nach Satz VII des Paragraphen 9).
Zu einem beliebigen vierten Punkt d der einen Reihe kann man leicht den entsprechenden d,
der anderen finden. Hat man nun auf t, die Punkte ¢, 2,7, d,¢... und auf t, die ent-
sprechenden Punkte ¢, »;, d;, & getunden, dann sind die Verbindungslinien eea,, 838,
¥4, 00y €€,.... Tangenten an den gesuchten Kegelschnitt (Umkehrung von Satz VII).
Dieselben nmhiillen ihn um so genauer, je zahlreicher sie sind.

Aufgabe III. Die gemeinschaftlichen Tangenten an zwei Kegelschnitte I und II
zi zeichnen.

Auflésung (Fig. 40). Wir nehmen einen beliebigen Hilfskreis III und suchen
fiir denselben die Pole von fiinf Tangenten, die man an jeden der beiden Kegelschnitte
gelegt hat, dann erhidlt man zwei neue Kegelschnitte als reciprok polare Kurven zn den
beiden gegebenen I und II. In Figur 40 entsprechen den Tangenten in den Punkten
l, 2, 3, 4, b an die Ellipse I die Pole 1, 2, 3, 4, b fiir den Kreis IIT und den Tangenten
in a, b, ¢, d, e der Ellipse IT die Pole a, b, ¢, d, e fiir III. Durch die fiinf Pole 1 bis 5
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und a bis e sind die beiden gezeichneten Kegelschnitte, welche in der Figur Hyperbeln
sind, bestimmt. Sie sind den Kegelschnitten I und IT in Bezug auf den Kreis III reciprok
polar. Diese beiden reciprok polaren Kurven schneiden sich in vier Punlten o 8, v, d,
welche auch imagindr werden kinnen. Jedem dieser Durchschnittspunkte entspricht
offenbar eine Kreispolare, welche eine gemeinsame Tangente an die beiden gegebenen
Kegelschuitte I und II sein mufs. Den Punkten «, g, y, ¢ entsprechen in der Figur die
Tangenten t,, tq, ts, t,

Kapitel Y,

Aufgabe 1. Die imaginiren Durchschnittspunkte einer Graden und eines Kreises
sollen bestimmt werden.

Analysis: Schneidet ein Kreis eine Grade in den reellen Punkten P und P,
und man fillt vom Mittelpunkt M desselben ein Lot MO anf die Grade, dann ist, wenn
man die Sekante als Grundrichtung und den Punkt O als Anfangspunkt der Zihlung
annimmt, OP — L V2?0 und OP, = — Yr*— MO

Beriihrt die Grade den Kreis, wird MO r, daher OP = OP, 0,

Wenn aber wie in Figur 26 die Grade X X einen Abstand vom Mittelpunkt hat,

der grofser ist als der Radius, dann wird r* — MO® negativ und o p=-4i VMO —1°

und op,=—i VMO — r?- op und op, stehen daher auf XX senkrecht und geben
durch ihre Endpunkte die gesuchten imaginiiren Durchschnittspunkte J und J, an.

Konstruktion: Mache MO | XX, ziehe von O die Tangente OC an den Kreis
und mache OJ und OJ, — 0OC.

Behauptung: J und J, sind die imaginfiren Durchsch
XX und des Kreises M oder oi V r2 — OM° und oi, -

Beweis: 0J — 0C = “,-"'{-',L:’;ﬁ?; daher 0i —i0J =V 2 g0

0J,= 0C = VOM' —r*; daher oi, =i0J,=— V2 0.

Die Punkte J und J, liegen zwar nicht auf der Peripherie des Kreises, geniigen
aber sonst jeder Forderung, die man fiir die reellen Durchschnittspunkte einer Graden
und eines Kreises aufstellen kann, So ist z. B. DF . DFy =DJ - DJ,; = (DO-i0J)-
(D0 —i0J) = DO® +0J" = DI*=DJ:= DE®

Aufgabe 2: Man soll mit gegebenem Radius r einen Kreis konstruieren, der
durch zwei gegebene imaginiire Punkte J und J, geht.

Analysis (Fig. 25): Sind J uud J,; die gegebenen imagindren Punkte, dann
kennt man auch ihre reelle Verbindungslinie, als welche die Grade XX (nicht J.J )
angenommen werden mufs, Diese Grade ist die im Centralpunkt O ervichtete Senk-
rechte anf JJ, Der Mittelpunkt M des gesuchten Kreises liegt nun auf der in O auf XX
errichteten Senkrechten. OJ* muls, wie in voriger Aufgabe erlintert ist, gleich OM®— r?

also OM — 0G — =+ Vi@ ;-;' 0J: =2+ VJGE 0J° sein,
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Es giebt also oberhalb und unterhalb der Graden X X einen Punkt M, um den
man mit r einen Kreis beschreiben kann, der die Aufgabe erfiillt.

Anmerkung: Die neuere Geometrie giebt die imaginiiren Punkte J und J, nicht
unmittelbar, sondern stellt sie durch eine elliptische Punktreihe dar, deren Doppelpunkte
sie sind. (Vergl. Kap. IV § 3 Erkldrung.)

In Fig. 26 z B. sind die beiden imaginiiren Punkte durch die elliptische Punlt-
reihe ABA, B, auf dem Triger XX gegeben. Die beiden iiber U A, und BB, als Durch-
messer beschriebenen Kreise bezeichnen durch ihre Durchschnittspunkte die beiden imagi-
niren Punkte J, und J; denn O - 0! = OB - 0B, = 0E - 0E, = (10J)~

Aufgabe 3: Zwei Kreise sind gegeben, von denen der eine ganz aufserhalb oder
innerhalb des anderen liegt, man soll die gemeinschaftliche imaginiire (ideclle) Sekante
zeichnen.

Analysis (Fig. 26): Ist OD die gesuchte gemeinschaftliche Sekante und sind
J und J, die gemeinschaftlichen Schnittpunkte derselben mit den Kreisen M, und M, oder
M;, dann mufs OJ = 0J,, gleich der von O an jeden der drei Kreise gezogenen Tangente
sein, wie in Aufgabe 1 erldutert ist. O muls demnach ein Punkt der Potenzlinie der
beiden Kreise sein, und die gemeinschaftliche Sekante mufls in diesem Punkte aunf JJ,,
also anf der Centrallinie des Kreises senkrecht stehen.

Darans ergiebt sich, dals die gesuchte Grade OD die Potenzlinie oder gemein-
schaftliche Chardale der beiden Kreise ist, von denen der eine den anderen ausschlielst
oder einschliefst.

Aufgabe 4 (Figur 26): Die gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte zweier
Kreise zu bestimmen, von denen der eine ganz aulkerhalb oder inmerhalb des anderen liegt.

Auflbsung: Die gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte der beiden Kreise
sind die imagindren Schunittpunkte ihrer gemeinschaftlichen Sekante, also der Potenzlinie.
Diese Schnittpunkte J und J, miissen, wie aus der Aunflisung der Aufgabe Nr. 3 hervor-
geht, auf der Centrallinie liegen, und ihr Abstand von dem Durchschnittspunkt O der
Centrallinie und der Potenzlinie ist gleich der von diesem Punkte aus an einen der beiden
Kreise gezogenen Tangente.

Anmerkung 1: Die Punkte J und J, verhalten sich wieder, abgesehen davon,
dals sie nicht auf den Peripherien der IKreise selbst liegen, wie zwei reelle 'unkte der
gegebenen Kreise. Zieht man z B. von einem beliebigen Punkte D der imaginiren
Sekante die Tangenten DI, DA, DB, DB,, DE, DE, an die Kreise und verbindet D
mit J und J,, dann ist DYU® — D B2 DE? ete. = DJ -DJ,.

Anmerkung 2: Da OA - QA, = 0B . 0B, = 0C +0C, =0JF-0J, -

0J®% = 0J7 ist, so bilden die Punkte ABCA,B,C, eine hyperbolische Involution, deren
Doppelpunkte die jetzt reellen Punkte J und J, sind

Aufgabe 5: Fin Kreis und zwei imaginiive Tangenten sind gegeben. Man soll
die Beriihrungspunkte derselben bestimmen,

Auflisung: Die imagindren Tangenten sind die Doppelstrahlen des gegebenen
elliptischen Strablenbiischels P(e g e, #,) (Fig. 27) (Kap. 1V. § b letzter Absatz), welches
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anf der leicht zu zeichnenden Polaren MN des Scheitels P eine elliptische Punktreihe
erzeugt. Die imagindiren Doppelpunkte J, und J, dieser Punktreihe sind sowohl die
imaginiiren Schnittpunkte der Polaren des Punktes I’ als auch die Beriihrungspunkte der
imaginiiren Tangenten mit dem gegebenen Kreise (Kap. IV. § 5 8. V).

Anmerkung: Die imaginiiren Tangenten sind die Doppelstrahlen des elliptischen
Biischels P (¢f«;$,) und miissen mit der Normallinie n, die hier mit OP zusammenfillt,
gleiche Winkel bilden, sodals tang. ne - tang. ne; — tang. n ¢ - tang, n #, — tang. *¢p
ist (Kap. IV. § 6 8. I). Drehen wir die Grade J,J, um die Grade MN um 90° dann
ist diese Bedingung erfiillt. Die um 90° wm die Axe MN aus der Ebene des Kreises ge-
hobenen Punkte J, und J, kimnen also als die Beriihrungspunkte der durch das involu-
torische Biischel P (¢f«, ;) gegebenen Tangenten an den Kreis O betrachtet werden.

Aufgabe 6: Es sind zwei imaginiire Grade gegeben, man soll mit gegebenem
Radins r einen Kreis konstruieren, der dieselben beriihrt.

Analysis: Die beiden imaginiiren Graden seien die Doppelstrahlen des invelu-
torischen Biischels P («fa,f,), Fig. 27, dann muls der Mittelpunkt des gesuchten Kreises
auf einem der beiden Normalstrahlen PG oder PR liegen, die man zu den gegebenen
Strahlen nach Kap. IV. § 6 konstruieren kann; denn die Normalstrahlen sind nach Kap. IV.
§ 6 5. 1 als die Halbierungslinien der von den imaginiren Doppelstrahlen gebildeten
Winkel 2¢1 und 2R — 2 @1 zu betrachten.

Der gesuchte Kreis mufs auch die imaginiiren Doppelstrahlen beriihren. Nennen
wir die Linge des vom Mittelpunkt O des gesuchten Kreises und von dem Scheitel P des

o . g - T 4 i -
gegebenen Biischels begrenzten Teiles der Normallinie : x, dann ist = = sin, (¢ 1), wenn wir
X

unter (¢i) den um 90° aus der Ebene gedrehten Winkel ¢ verstehen; daher x=
r ‘\ '1¢-Ebt¢11ig. T(pi). Bezeichnen wir die Normalstrahlen mit n und n, dann ist der
Winkel ¢ durch die Gleichung: tang. en-tang. ¢; n = tang # n-tang. #; n — — (tang.? ¢ )2
= tang.? (y1) oder tang. «n, -tang.a;n, — tang. #n, - tang. #; n, = — (cotang. ¢)? =
cotang.® (p i) bestimmt. Man erhiilt x = == r}/ I — cotang.®¢q oder &=r V1 — tang.? ¢,
je nachdem der Mittelpunkt des Kreises auf der Normalen n oder n, angenommen wird,

Konstruktion. Suche die Normalstrahlen PG und PR zu P (¢ § @, #,), errichte
im beliebigen Punkte D das Lot DS auf PG, konstruiere iiber A A, und BB, als Durch-
messer die Halbkreise, welche sich in G schneiden, mache DG, = DG und verbinde G,
mit P. Ziehe LL, im Abstande v || OG und K@, L 0@, schlage mit r einen Kreis um
Q;, der die Grade PR in Z trifff, und mache PO =PZ.

Behauptung. O ist Mittelpunkt des gesuchten Kreises.

Jeweis: OP=PZ=Vq 7 —q,p°= V' — K Q, cotangZg =r V1 — cotang.t¢
Q. DG DGy . AD =t o
11 (J!.[: ; UP?' | DP)? DP nr

Der Kreis O mit dem Radiusr heriihrt also die gegebenen imaginiiven Tangenten.

Anmerkung. Der Mittelpunkt eines zweiten Kreises, der die Aufgabe lust,
liegt auf der Verlingerung von OP in gleicher Entfernung von P. Die beiden anderen

und tang? ¢ — tang. « n-tang «, n.
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Werte von x werden imaginir, da DG, > DP, also anch tang. ¢ = 1 wird. Ueber-
haupt giebt es immer nur zwei Kreise, welche die Aunfgabe erfiillen.

Aufgabe 7. Kin Kreis soll konstruiert werden, der zwei gegebene imaginiire
Tangenten in zwei gegebenen imaginiiren Punkten beriihrt.

Auflésung (Fignr 28): Die imaginiiren Tangenten seien die Doppelstrahlen des
elliptischen involutorischen Biischels P («fa, #;) und die imaginiren Beriihrungspunkte
die Doppelpunkte der elliptischen involutorischen Punktreihe A BA,B,, dann mufs der
Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf einem der beiden Normalstrahlen PN oder PN, des
Biischels P liegen. Die imaginiiren Tangenten treffen die Polare von P in den Doppel-
punkten der Punktreihe A BA,B,. Durch diese Punktreihe ist die Lage der Polaren PR
zu I, und durch die Involution ABA,B, sind die Doppelpunkte J und J, gegeben.

Nun muls Tangente OC = 0J sein, wie in Konstruktion Nr. 1 ausgefiihrt ist,
daher ist C durch den Kreis mit OJ als Radius und durch die Polare PN des Punktes O
bekannt. Der Mittelpunkt Q des gesuchten Kreises ist also Schnittpunkt der Normalen
PN, und der in C auf OC errichteten Senkrechten.

Aufgabe 8. Man soll an zwei gegebene Kreise, von denen der eine ganz inner-
halb des anderen liegt, die gemeinschaftlichen Tangenten zeichnen.

Analysis. (Figur 29): Der Scheitel der gemeinschaftlichen imaginiiren Tangenten
ist immer reell, und jeder der beiden Kreise O, und O, muls fiir denselben als Ahnlich-
keitspunkt das Bild des anderen sein.

Bezeichnen wir den Abstand 0, P, vom Scheitel des elliptischen Biischels Py (af e, f))
mit x,, den Abstand (,P; mit x, und den Winkel, welchen die imaginiiren Tangenten mit
der Zentrallinie oder einer Normallinie bilden mit ¢ i, dann mufs nach der Analysis der
=y

3 . . R Ea F - hlr . fite ¥ T
Aufgabe 6: x* =r;* (1 — cotang.? ¢) und x,2 = r,? (1 — cotang.? ¢); mithin auch ** = =
' ' a T i Xy Iy

sein. Die Scheitel der gemeinschaftlichen imaginiiren Tangenten teilen also, grade wie
die von reellen Tangenten, die Zentrallinie im Verhiiltnis der Radien harmonisch und
fallen mit dem #ulseren und inneren Ahnlichkeitspunkte zusammen. Die Punkte P, und
P, sind demnach leicht zu finden.

Zwei beliebige durch P, gelegte Sekanten bilden nun auf jedem der beiden Kreise
nach Kapitel 1V, § 5, Satz 5 eine Involution, P, (U U, BB,) beziehungsweise P, (aaq,bb,),
und die Verbindungslinien ba, bya,, ba,, b,a ete. bezeichnen die den Kreisen zugehiivigen
Polaren p,p, und p,p, und auf jeder derselben zwei zugehtrige Punkte a und a, oder
A und A, einer elliptischen Involution. Die Punkte a und A, a; und A, miissen per-
spektivisch sein, da sie auf entsprechenden Strahlen des Ahnlichkeitspunktes liegen; zwei
andere durch P; gelegte Sekanten bezeichnen zwei andere entsprechende Involutionspunkte,
z B. b und by, B und B, Die von I, nach a, a,, b, b, gezogenen Strahlen bilden einen
beiden Kreisen angehirigen involutorischen Biischel, dessen Hauptstrahlen die gesuchten
gemeinschaftlichen Tangenten sind. Die imaginiren Doppelstrahlen des Biischels P, sind
den dulseren reellen Tangenten zweier anseinander liegender oder sich schneidender Kreise
vergleichbar, da der Punkt P, auf derselben Seite der Polaren P und p, liegh. Die
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imaginiiven Tangenten des Punktes P, welche hier nicht gezeichnet sind, miissen mit den
inneren reellen Tangenten zweier auseinander liegender Kreise verglichen werden, da die
Polaren auf verschiedene Seiten von P, fallen.

Als Berithrungspunkte der Tangenten kinnen entweder die imagindren Schnitt-
punkte der Polaren mit ihren Kreisen betrachtet werden, von denen zwei, ndmlich J,und J,
in der Figur 29 angegeben sind, oder die durch eine Drehung von 90° um die Polare
in eme zur Zeichenfliche senkrecht stehende Ebene verlegten Punkte J,, J,, J,, Jy.

Aufgabe 9. Man soll einen Kreis zeichnen, der durch zwei gegebene imaginiire
Punkte und einen reellen I'unkt geht.

Auflésung: Sind in Fig. 24 J, und J, die gegebenen imagindren Punkte und
I der reelle Punkt, dann ist O als der Halbierungspunkt der imagindren Verbindungslinie
JJ; und OX als die reelle Verbindungslinie ‘dieser Punkte zu betrachten. Diese mufs
zugleich Potenzlinie sein, da (X0 +4-10J)(X0—i0J) und X0*-0J2 =X J? =X T? ist,
wenn T den Beriihrungspunkt der Tangente X T bezeichnet.

Nehmen wir also den beliebigen Punkt X aunf dLlaelhcn an und ziehen die Grade
XP, dann mufs XP.-X P, =X J-XJ, sein, mithin 'uu_h < J tf}i

Die Strecke X P, ist also als 4. Proportionale zu drei gegebenen Strecken bekannt,
daher auch der Punkt P, des gesuchten Kreises.

Der Mittelpunkt des letzteren ist der Durchschnittspunkt der in der Mitte ven I'P,
errichteten Senkrechten mit der Graden JJ,.

Aufgabe 10, Einen Kreis zu zeichnen, der eine reelle und zwei imaginiire Tan-
genten beriihrt.

Analysis. (Figur 30). Die gegebene reelle Tangente sei t, und die beiden
imagindren Tangenten selen durch das elliptische Strahlenbiischel P (« g e, () gegeben,
dann mufs der Mittelpunkt M, (M,) des gesuchten Kreises auf einem der beiden Normal-
strahlen PN oder PN, liegen. Konstruieren wir daher nach Nr. 6 mit einem beliebigen Radius
einen Kreis M, (M), der die beiden Doppelstrahlen des gegebenen Biischels beriihrt, und
legen an diesen eine Tangente t, (t,) | t, die den Hiilfskreis in B, (B;) beriihrt, dann ist
dieser dem gesuchten Kreis fiir den Ahnlichkeitspunkt P perspektivisch ihnlich; daher
gehen die Verbindungsgraden von P und dem Beriihrungspunkt B, (oder B;) auch durch
den Berithrungspunkt B, (B,). Der gesuchte Mittelpunlkt M, (M,) ist also der Schnitt-
punkt der Normalen PN mit dem in B, (B,) auf t errichteten Lote.

Aufgabe I1. Ein reeller Punkt und zwei imagindre Grade sind gegeben. Man
soll einen Kreis zeichnen, der durch diesen Punkt geht und diese Graden beriihrt.

Auflosung: Ist in Figur 31 A der gegebene Punkt und werden die imaginfiren
Graden durch den Biischel P (aba,b,) dargestellt, dann mufs der Mittelpunkt des gequchteu
Kreises aunf einer der beiden Normallinien PN oder PN, liegen. Konstruieren wir daher
mit beliebigem Radius nach Aufgabe 6 einen Kreis M,, der die gegebenen imaginéren
Graden P {a. ba,b,) beriihrt, dann ist dieser dem gesuchten Kreis M fiir P als Ahnlichkeits-
punkt perspektivisch. Verbinden wir P mit A, dann mufs A, dem Punkte A entsprechen
und A, M, | AM sein. Daher ist der Mittelpunkt M des gesuchten Kreises gefunden.

7




Aufgabe 12, Einen Kreis zu zeichnen, der eine reelle Grade beriihrt und durch
zwel imagindre Punkte J und J; geht.

Auflésung (Figur 32): Konstroieren wir nach Aufgabe 2 mit beliebigem Radins
einen Hilfskreis M,, der durch die beiden imaginiiren Punkte geht, dann hat dieser mit
dem gesuchten Kreis die reelle Verbindungslinie A A ;| B B, der beiden imaginiiren Punkte
J und J, als ideelle Sehne (Potenzlinie) gemein. Diese Grade wird von der gegebenen
Tangente in dem Punkte T geschmitten. Zieht man nun von T aus eine Tangente T B,
an den Hilfskreis M,, dann giebt diese anch die Linge von TB an. Der Mittelpunkt M
des gesuchten Kreises ist demnach der Schnittpunkt des in B auf T B errichteten Lotes
mit der Graden JJ,.

Aufgabe 13. Es soll ein Kegelschnitt gezeichnet werden, der durch drei reelle
und zwei imaginire Punkte geht.

Analysis. In Figur 33 seien I, Mund N die gegebenen reellen Punkte, wiihrend
die imaginéren J und J, durch die elliptische involutorische Punktreihe A A, BB, be-
stimmt sein mogen.

Nehmen wir an, der Pol S des Triigers der elliptischen Punktreibe, der in der
Fignr nicht gezeichnet ist, wire bekannt und mit M, L und N verbunden, dann wiirden
wir durch die entsprechenden Punkte M,, L, N, auf der DPeripherie des Kegelsclinittes
eine Involution erhalten und die Verbindungen ML und ML, wiirden auf dem Triiger
der gegebenen Punktreihe als entsprechende Strahlen zweier involutorischen Biischel mit
den Scheiteln L und L, die zugeordneten Punkte C und C, bestimmen; ebenso wiirden
die Verbindungen NL und NI, die zugeordneten Punkte D und D, angeben (Kap. IV,
§ 9, Satz I und I[). Der Punkt L, muls also sowohl anf der Graden MC, als auf der
Graden N D, liegen und ihr Durchschnittspunkt sein. Die Punkte C und D sind bekannt,
und die entsprechenden Punkte C, und D, lassen sich mit Hilfe der gegebenen Punkte
A A;BB, leicht aunffinden; folglich wird aoch der Tunkt I,, bestimmt. Nehmen wir
nun L und L, als Scheitel zweier involutorischen Strahlenbiischel, dann sind von
jedem derselben 3 Strahlen, ndmlich LM, LN, LL, und L, M, L, N und L,L hekannt
und wir kinnen mit Hilfe der gegebenen involutorischen Punktreihe beliebige andere
Paare entsprechender Strahlen zeichnen; z. B. LX und I, X,. Jedes neue Strahlenpaar
liefert einen meuen Punkt des Kegelschnittes. Man kann daher beliebig viel Punkte
desselben auf diese Weise angeben.

Anmerkung: L1, ist Polare zn E.
Aufgabe 14. Vier imagindre Punkte sind durch zwei elliptische involutorische

Punktreihen AA, BB, und AU, B B, gegeben und aulserdem ein reeller Punkt 1. Man
soll den zugehiirigen Kegelschnitt zeichnen.

Analysis (Figur 34). Auf den Trigern T und IT der gegebenen Punktreile
lassen sich zuniichst die Punkte C, und €, angeben, welche dem Durchschnitt € oder G
entsprechen. Die durch C, €, gelegte Grade ist die Polare des Punktes C oder € in Bezng
auf den gesuchten Kegelschnitt. (Siehe Anmerkung zn voriger Aunfgabe.)




Nehmen wir an, M und M, seien die auf der Polaren €, C, gelegenen Punkte des
Kegelschnittes, dann kiénnen wir dieselben als die Scheitel der beiden involutorischen
Biischel betrachten, durch deren Strahlen der Kegelschnitt erzeugt wird, Verbinden wir
M und M; mit I, dann erhalten wir zwei entsprechende Strahlen dieser Biischel, welche
sowohl auf I als auf IT zwei den dort liegenden involutorischen Punktreihen entsprechende
zugeordnete Punkte D D, und ® D, bezeichnen, Tetztere Buchstaben sind in der Zeichnung
nicht angegeben. Die Punkte D und D sowohl, als D, und D, liegen auf je einer Graden,
welche durch I, geht. Projicieren wir demnach die Punktreihe der Graden II von L aus
anf die Grade | als aa,bb,, dann entstehen hier zwei involutorische Punktreihen, in
denen die Punkte D und ®, D, und D; zusammenfallen. Die Graden LM und LM,
treffen also die gemeinschaftlichen Punkte der Punktreihen A A, BB, und aa,bb,.
Verbinden wir umgekehrt die gemeinschaftlichen Punkte dieser beiden Punktreihen mit I,
dann erhalten wir als Schnittpunkte derselben mit der Polaren C, €, die Punkte M und M.
Die gemeinschaftlichen Punkte D und D, der beiden involutorischen Punktreihen aber
erhilt man, wie leicht einzusehen, wenn man durch die Schnittpunkte S8 und S, der beiden
Giruppen von Halbkreisen einen nenen Halbkreis DS, SD; legt. Da wir nun drei reelle
Punkte M, M, und L des gesuchten Kegelschnittes haben und aulserdem zwei imaginire,
so ist die Aufgabe auf Nr. 13 zuriickgefiihrt.

Aufgabe 15 (Figur 35). Einen Kegelschnitt zu konstruieren, der drei reelle und
zwel imagindre Tangenten beriihrt, wenn letztere durch zwei elliptische involutorische
Strahlenbiischel gegeben sind.

Analysis. Sind t,, ts, t; die reellen Tangenten und sind die Doppelstrahlen
des Biischels P (¢ e, 8 #,) die imaginiiren, dann kémnen wir mit beliebigem Radius einen
Kreis O konstruieren, auf den wir die gegebenen Graden als Polaren beziehen kinnen.
Sind dann 7y, 7,, r; die Pole zu t,, t., t; und a, a;, b, b; die Pole der Strahlen o, oy, 4,9, in
Bezung auf diesen Kreis O, dann liegen die letzteren vier Punkte auf einer Graden,
nimlich der Polaren zu P, und enthalten, da die Punktreihe ebentalls elliptisch wird,
zwel imaginiire Doppelpunkte J, und J,, welche mit den drei reellen Punlkten einen
Kegelsehnitt bestimmen, der dem gesuchten Kegelschnitt reciprok polar ist. (Kap. 1V,
§ 9, Satz II1.) Konstrnieren wir diesen Kegelschnitt nach Aufgabe 13, dann erhalten
wir die in der Figur gezeichnete Hyperbel. Nelmen wir nun auf dieser Kurve einen
beliebigen Punkt X an, dann entspricht ihm im Hilfskreis eine bestimmte Polare pypy,
diec Tangente an den gesuchten Kegelschnitt sein mufs, Wir kinnen demmnach fiiv den
gesuchten Kegelschnitt fiinf und mehr Tangenten finden, die ihn bestimmen (einhiillen).
(Vergl. Kap. 1V, § 9, Aufgabe II.)

Der gesuchte Kegelschnitt ist die in Figur 35 gezeichnete Kllipse,
Aufgabe 16. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn von demselben zwei
Paare imagindrer Tangenten und eine reelle Tangente gegeben ist.

Auflésung: Die Aufgabe lifst sich mit Hilfe eines Hilfskreises, dhnlich wie in
voriger Aufgabe, auf Nr. 14 zuriickzufiithren. Der hiernach gefundene Kegelschnitt ist
reciprok polar zu dem gesuchten.




Aufgabe 17. Man soll einen Kegelschnitt zeichnen, der zwei gegebene imaginire
Tangenten beriihrt und durch drei reelle Punkte geht.

Auflésung: Is seien in Fignr 36 durch P(23,yy,) die gegebenen imaginiiren
Tangenten dargestellt und durch A, B, C die reellen P'unkte, dann kann man (nach
Aufgabe 6) einen Kreis zeichnen, der die gegebenen imaginiiren Tangenten beriihrt. Sein
Mittelpunkt liegt, wie in der Figur angegeben ist, auf der Normallinie PN, Dieser Kreis
ist dem gesuchten Kreis perspektivisch dhnlich fiir I als Strahlpunkt. Die Seiten der
beiden perspektivischen Dreiecke ABC und B E liefern durch ihre Durchschnittspunkte
1, 2 und 3 die Bildaxe. Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt X auf der Peripherie
des Kreises und verbinden ihn mit einem der schon bezeichneten Punkte, z B. mit G,
dann erhiilt man einen Punkt 4 der Axe, der mit C verbunden einen Strahl liefert, anf
dem der entsprechende Punkt x des Kegelschnittes liegen mufs. Dieser Punkt x mufs
aber auch anf dem Strahl PX liegen und ist also bestimmt. Man kann auf diese Weise beliebig
viele soleher Punkte des Kegelschnittes finden und denselben dadurch punktweise zeichnen.

Aufgabe 18. Drei reelle Tangenten und zwei imaginiive Punkte eines Kegel-
schniftes sind durch eine elliptische Punktreihe gegeben, man soll den Kegelschnitt
konstruieren.

Auflésung: Zeichnen wir nach Aufgabe 2 mit beliebigem Radins einen Kreis,
der durch die beiden imaginiren Punkte geht, dann ist der Pol der reellen Verbindungs-
linie derselben in Bezng auf diesen Kreis der Scheitel eines involutorischen Strahlen-
biischels, welcher der elliptischen Punktreihe der imaginiren Punkte entspricht. Dieser
Strahlenbiischel liefert zwei imaginiire Tangenten, welche mit den Polen der drei reellen
Tangenten nach Aufgabe 17 die Konstruktion eines Kegelschnittes ermglichen, der dem
gesuchten reciprok polar ist.

Aufgabe 19. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, von dem zwei reelle Tangenten,
ein reeller Punkt und zwei imaginiire Punkte gegeben sind.

Analysis (Figur 57). Es seien t und t die gegebenen reellen Tangenten, P der
reelle Punkt und J und J, die imaginiiren Punkte, dargestellt durch die elliptische Punkt-
reihe AA,BB,. Betrachten wir den Kegelschnitt als Bild eines beliebigen Kreises O fiir
den Triger der Punktreihe AA,BB, als Bildaxe, dann kommt es zuniichst daranf an,
den Strahlpunkt C zn finden. Die Tangenten t und t schneiden die Bildaxe in den
Punkten T und T; daher entsprechen die Tangenten t, und t,, welche man von diesen
Punkten aus an den Kreis ziehen kann, und ihr Durchschnittspunkt O den Tangenten des
Kegelschnittes und deren Schnittpunkt Q. Schneidet PQ die Bildaxe in U, dann muls
auch UL den Kreis in dem Punkt P schneiden, der P entspricht. Die Verbindungslinien
der entsprechenden Punkte Q) und PP sind aber Strahlen des Strahlpunktes C.

Da nun der Strahlpunkt C, die Bildaxe T¥ und aufser der Vorlage, dem Kreise 0,
noch ein Punkt des Bildes, nimlich P bekannt sind, so lilst sich das ganze Bild,
der Kegelschnitt zeichnen. Verbinden wir zu dem Zwecke einen beliebigen Punkt X der
Bildaxe mit den Punkten P und 9, wodurch auf dem Kreise der Punkt X, entsteht, dann
ist der Durchschnitt ¥ von CX, und XD ein Punkt des gesuchten Kegelschnittes, der in
Figur 31 eine Ellipse bildet,




Aufgabe 20. Einen Kegelschnitt zu zeichnen, wenn eine reelle Tangente ¢,
zwei reelle Ponkte A und B und zwel imaginiire Tangenten P (e e, 85,) gegeben sind.

Aufléisung: Wir zeichnen einen beliehigen Kreis und suchen die zu der
gegebenen Tangente t, dem Strahlenbiischel P und den Punkten A und B gehdrigen Pole
und Polaren. Wir erhalten dann einen reellen Punkt, eine elliptische involutorische
Punkfreihe mit zwei imaginiren Punkten und zwei reelle Tangenten als Bestimmungs-
stiicke fiir eine dem gesuchten Kegelschnitte reciprok polare Kurve. Diese konnen wir
nach Aunfgabe 19 zeichnen. Ziehen wir an diese fiinf oder mehr Tangenten, dann liefern
deren Pole in Bezug auf den Hilfskreis fiinf oder mehr reelle Punkte, die dem gesuchten
Kegelschnitt angehoren.

Aufgabe 21. Man soll einen Kegelschnitt zeichnen, von dem eine reelle Tangente
und zwei Paare imaginiirer Punkte gegeben sind.

Analysis. In Figur 38 sei NZ die gegebene Tangente, die Grade I der Triiger
der Punktreihe AA,BB,;, welche die imaginiren Punkte J; und J, bestimmen (J, ist
nicht gezeichnet), die Grade II der Triger der Punktreihe AN, BB,, welche J, und J;
bestimmen (J; ist nicht gezeichnet), dann bilden die beiden reellen Verbindungslinien der
imaginiiren Punktepaare, d. h. die Triiger I und IT mit der Tangente ein Dreieck ML N,
anf welches sich der Satz von Carnot (Kap. IV, § 9, Satz IV) anwenden lilst, und es
findet zwischen den Eckpunkten und Schnittpunkten mit dem gesuchten Kegelschnitt die
Beziehung statt:

MJ,-MJ,-NX"-LJ,-LJ, = NJ,-NJ,-LX*-MJ,-MJ,.
Da aber MJ,=MJ,, LJ,=LJ, und NJ,=MJ, ist, so vereinfacht sich die
Gleichung in die falgcmh,.
MJ;LJ{ -NX*=NJ;- MJ} - LX"
oder, wenn wir die Wurzel ansziehen und hier nur das -~ Zeichen beriicksichtigen:
MJ,-LJ, NX=NJ,-MJ, - LX.
Setzen wir: MJ LJ =a® (Fig. 384) und NJ;-MJ, —b?® (Fig. 38y), dann ist
., z Z 4
r5 - ,I\f; oder % — X (Fig. 380), daher = EEN_XL:‘ und NX — —=_NL.
Damit lst der Punkt X bestimmt. X ist der Beriihrungspunkt der gegebenen
Tangente.

Wir haben also jetzt einen reellen Punkt und zwei Paare imaginiirer Punkte der
gesuchten Kurve und konnen diese nach Nr. 14 zeichnen. Diese Konstruktion ist in der
Figur ausgefiihrt.

Aufgabe 22. Einen Kegelschnitt zn zeichnen, von dem ein reeller Punkt und
zwei Paare imaginirer Tangenten gegeben sind.

Auflésung: Man zeichnet einen Hilfskreis, sucht die Polare des gegebenen
Punktes und die Pole der Strahlen der beiden gegebenen Biischel; dann erhilt man eine
reelle Tangente und zwei Paare imaginiirer Punkte. (Kap. IV, § 7, Satz IIL.) Der
reciprok polare Kegelschuitt kann also nach Nr. 21 und darauf der gesnchte Kegelschnitt
nach Kap. IV, § 9, Aufgabe I oder II, gezeichnet werden.
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Aufgabe 23. FKinen Kegelschnitt zu zeichnen, von dem zwei reelle und zwei
imaginire Punkte und aufserdem eine reelle Tangente gegeben ist.

Auflésung (Fig. 39): Wir suchen den Beriihrungspunkt X der Tangente und
zeichnen dann den Kegelschnitt nach Nr. 13.

Sind in Figur 30 P, und P, die gegebenen reellen Punkte, J, und J, die
imaginiren und SN die Tangente, dann kann man auf das Dreieck SMN den Carnotschen
Satz anwenden und erhilt: MJ,-M J,-SX,-SX,-NP,-NP, = 8J,-8J,-NX, - NX,-MP,-MP,
oder, da MJ, = MJ,, 8J, =8J,und SX, =8X,, NX, =NX, (X, und X, die zwei iibex-
einanderliegenden Beriihrungspunkte X der Tangente) ist: MJ}-SX°.a® — SJL.NX' .15,
wenn man NP -NP, = a* und MP,-MP, — b* (siche Figur) setzt, mithin auch, wenn wir
wieder nur das - Zeichen der Wurzel beriicksichtigen, MJ,-SX.a — SJ,-NX-b oder fiir
MJ,-a=n® und 8J,-b=m? ;\.: = T]T& - r';

Wir haben also die Grade SN nur im Verhéiltnis p: q zu teilen, wum den gesuchten
Punkt X zu erhalten. Als eine Auflisung der Aufgabe erhilt man die in Figur 30
gezeichnete Ellipse.

(Figur 39),

Aufgabe 24. Finen Kegelschnitt zu zeichnen, der zwei gegebene imaginiire
Tangenten in zwei gegebenen imaginiren Punkten beriihrt und durch einen gegebenen
reellen Punkt geht.

Auflésung: In Figur 41 sei der reelle Punkt G, die imaginiren Tangenten
seien die Doppelstrahlen des Biischels O(K K, LL,), und die imaginiiren Berithrungspunkte
seien die Doppelpunkte der elliptischen Punktreihe K K,LL,, dann ist O der Pol des
Triigers KL, derselben und umgekehrt KL, Polare zu O. Die grade Verbindungslinie
OG schneidet die Polare im Punkte R; und den Kegelschnitt im Punkte I, der als vierter
harmonischer Punkt zu R,0G zu finden ist; denn im vollstindigen Viereck teilen die
Diagonalen einander harmonisch. (Uth, Ubungssatz 236.)

Verbinden wir £ und G mit zwei anderen zugeordneten Punkten K und K,, dann
erhalten wir ein dem Kegelschnitt eingeschriebenes Viereck EFGH, also zwei neune
Punkte ¥ und H der gesuchten Kurve. (Umkehrung von Satz V, § 9, Kap. IV.) Zwei
beliebige andere zusammengehtrige Punkte X und X, liefern ein neues Viereck mit zwei neuen
Kegelschnittspunkten. Man kann also auf diese Weise beliebig viele Punkte der gesnchten
Kurve festlegen. In Figur 41 stellt der gezeichnete Kreis den gesuchten Kegelschnitt dar.

Aufgabe 25. Einen Kegelschnitt zu zeichnen, von dem zwei imaginiire Tangenten
durch den Biischel O (KK, RR;) (Fig. 41) nebst den imaginéiren Beriihrungspunkten durch
die Doppelpunkte der Reihe KK ,RR, und eine reelle Tangente t gegeben sind.

Auflisung: Verlingern wir die beiden entsprechenden Graden KO und K, O bis
zu dem Durchschnitt A und D mit der gegebenen Tangente, dann ist C vierter harmonischer
Punkt zu K,, O, A, also bekannt; denn die Diagonalen eines vollstindigen Vierseits teilen
sich gegenseitig harmoniseh. (Uth, Ubungssatz 236). Verbinden wir dann weiter D und L,
mit C, dann erhilt man die Punkte R und B. Man hat auf diese Weise ein dem Kegel-
schnitt umbeschriebenes Vierseit R A L, CR dargestellt. Nimmt man zwei belichige andere
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entsprechende Punkte X und X, der Involution nnd verfihrt mit denselben wie oben mit
K und K,, dann erhilt man ein neues nmbeschriebenes Vierseit, dessen Seiten den Kegel-
schnitt einhiillen,

In der Figur 41 stellt der Kreis die gesuchte Kurve dar.

Aufgabe 26. Zwei Kegelschnitte sollen gezeichnet werden, die zwei gegebene
imaginiire Tangenten in zwel gegebenen imaginiiren Punkten beriihven und von denen der
eine durch einen gegebenen reellen Punkt geht, wilhrend der andere eine gegebene reelle
(Grade beriihrt.

Auflésung (Fig. 42): P(AA,BB,) seien die gegebenen imaginiren Tangenten
mit den imaginiiren Punkten der Punktreihe AA BB, Der gegebene Punkt fiir den
einen Kegelschnitt sei M und die Tangente an den anderen t. Wir zeichnen mit beliebigem
Radius einen Kreis 0, der die beiden imaginiiren Tangenten beriihrt, dessen Mittelpunkt also
auf der Normallinie PZ liegt. (In der gezeichneten Figur liegt nur zufillig O anf MN,.)
Derselbe ist die Vorlage fiir die beiden zu zeichnenden Kegelschnitte und zwar fiir P
als Strahlpunkt.

Konstruieren wir die Polare des Kreises zu dem Punkte P, niimlich p,p,, dann
entspricht diese der Polaren pp der gesuchten Kegelschnitte. Den ersten Kegelschnitt
zeichnen wir als Bild des Kreises fiir den Strahlpunkt P und eine noch zu bestimmende
Bildaxe. Der Durchschnittspunkt T von pp und p,p, ist der erste bekannte Punkt der
Bildaxe. Um noch einen zweiten zu finden, verbinden wir M mit I, wodurch wir zunéichst
die Punkte 9% und MM, anf dem Kreise erhalter. Der Punkt I ist hier als der dem
Punkte M entsprechende angenommen. Die Grade MDP liefert anch den Punkt £ auf der
Polaren des Kegelschnittes, der wiederum mit M und P den Punkt M, als vierten
harmonischen Punkt bezeichnet. Verbinden wir jetzt T mit 32 und MM, dann erhalten
wir die nenen Kreispunkte W und N,. TM entspricht T, daher liegt der dem Kreis-
punkte % entsprechende Kurvenpunkt N auf PN ; ebenso liegt der Kurvenpunkt N, aunf
TM, und P%,. Die Durchschnittspunkte U von N, und MN, und U; von ;N und
M, N sind als Schnittpunkte zweier entsprechender Graden zwei nene Punkte der Bildaxe.
Jeder derselben bestimmt mit T die Lage der Bildaxe fiir den durch M gehenden
gesuchten Kegelschnitt. Nehmen wir anf derselben einen beliebigen Punkt X an und
verbinden ilm mit zwei entsprechenden bekannten Punkten der Kurve und des Kreises,
z. B. mit N, und %,, dann liefert der Strahl P einen neuen Punkt A des gesnchten
Kegelschnittes, der sich in der Zeichnung als Ellipse darstellt.

Ist © der Schnittpunkt der fiir den zweiten Kegelschnitt gegebenen Tangente t
mit der Polaren pp derselben, dann entspricht ihm der Punkt S anf dem Strahl P& und
der Polaren des Kreises p,p,. Ziehen wir von diesem Punkte aus die Tangente SD an
den Kreis O, dann erhalten wir den Beriihrungspunkt D derselben mit dem Kreise und durch
PD den Beriihrungspunkt ® der Tangente t mit dem zweiten gesuchten Kegelschnitte.

Wir haben also aufser den beiden imaginiren Tangenten und ihren Beriihrungspunkten
noch einen reellen Punkt der zweiten Kurve und kinnen demnach hei der Konstruktion
derselben genau verfahren wie bei der Darstellung der ersten. Wir erhalten den Kegel-
schuitt, welcher in der Figur durch die Punkte D und D, gelt.
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Aufgabe 27. Zwei auseinanderliegende Kegelschnitte sind gegeben: man soll
ihre imagindren Durchschnittspunkte bestimmen.

Auflisung: Sind die beiden Kegelschnitte die in Figur 43 gezeichneten Ellipsen
und ist O ein Durchsehnittspunkt von zwei nach Kap. IV, § 9, Aufgabe I11 konstruierten
gemeinschaftlichen Tangenten, dann kinnen wir jeden Kegelschnitt als ein Bild des
anderen betrachten fiiv den Punkt O als Strahlpunkt und eine noch festzulegende Grade
als Bildaxe. Um diese zu finden, ziehen wir drei beliebige Sekanten O A, OB, 0C, die
auf jedem der beiden Kegelschnitte je drei Paare von Punkten, nimlich AA ,, BB,, CC,, A%,
BB, CC, und dadurch wieder zwei Gruppen von perspektivischen Dreiecken: ABC,
A;B,C,, ABE, U, B,6, ete. bestimmen. Die entsprechenden Seiten je zweier dieser
Dreiecke schneiden sich nach Kap. IV, § 1, Satz I auf einer Graden. Diese Graden sind
die zwei Polaren der beiden Kurven, denen O als Pol zugehirt (Kap. 1V, § 5, Satz 1V
und V), und die beiden Bildaxen L und L;. Nimmt man Dreieck ABC als Vorlage und
A, B, E, als Bild, dann erhiilt man als Bildaxe die Grade L. Man erhilt z. B. zwei
Punkte von L, wenn man die Graden BA und 8,%,, BA, und 8,% bis zu ihrem
Schnitt verléngert; und man bekommt zwei Punkte von L,, wenn man in derselben
Weise mit BA und B, CB und €8 verfihrt. Bestimmt man zu irgend einem Punkte
der Graden L, etwa zum Punkte @, die Polaren in beiden Ellipsen, dann sind sie ent-
sprechende Grade in der Vorlage und im Bild und miissen sich wiedernm auf L schneiden.
Die Punkte «, # und die Schnittpunkte e, und #, ihrer Polaren sind aber zugehirige
Punkte einer Involution nach Kap. 1V, § 9, Satz VIII (¢ und «, kénnen mit K und K,
in Figur 41 verglichen werden), Die beiden Graden L und L, sind demnach die Triiger
von involutorischen Punktreihen, die elliptisch werden und den beiden Kegelsehnitten
zugleich angehtren. Die imagindren Doppelpunkte dieser elliptischen Punktreihen sind
als die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte anzusehen. In der Figur sind sie durch
Ji, Js, Jy angegeben. J, ist, um Raum zu sparen, in der Figur nicht angegeben. lhre
Konstruktion mit Hilfe der Punktreihen ¢ f5,.... und aa,bb,... . ist aus der Zeich-
nung ersichtlich,

Schluls.

Die Rechnungen in Kapitel 1V und die Konstruktionen in Kapitel V haben uns
gezeigt, dals man die sogenannten imagindiren Werte nicht als unmbgliche, mit denen
nichts anzufangen ist, zu betrachten hat, dals man dieselben vielmehr ebenso gut wie die
reellen zur praktischen Rechnung und zur Konstruktion ebener Figuren benutzen kann
und dafs die mathematische Zeichen- und Wortsprache erst durch die vierte Erweiterung des
Zahlengebietes eine umfassende und einfache geworden ist, sodafs man z B. sagen kann:

m
das Symbol }/a giebt bestimmt und ohne Einschréinkung den Wert und die Zahl der Wurzeln
von a an; eine Grade schneidet einen Kegelschnitt in zwei Punkten; zwei Kegelschnitte
schueiden sich in vier Punkten; von einem Punkte, mag er aufserhalb, innerhalb oder
auf dem Kegelschnitt liegen, kann man zwei Tangenten an denselben ziehen: u. s w.
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Wir haben gesehen, dafs das Imaginire dann entsteht, wenn sich zwei algebraische
Operationen in unvollziehbarer Weise vereinigen, und dals dasselbe anzeigt, dafs die
absolute Grifse, um die es sich handelt, zwar nicht auf dem eingeschlagenen Wege, wohl
aber auf einem anderen zu finden ist, dals z. B. die Gleichung e!” = cos. ¢ —-1 sin. @
bedeutet: Eine Exponentialfunktion mit der Basis des natiirlichen Logarithmensystems
kann die cyclometrischen Funktionen sinus und cosinus nicht in reeller Weise als Summe
oder Differenz angeben, wohl aber die entsprechenden hyperbolischen Funktionen, auf die
man durch Vermittelung des Imaginiiren gelangt, wenn man vom Kreise zur gleichseitigen
Hyperbel iibergeht.

Wir haben erkannt, dafs, wenn man aus der Verbindung der Gleichungen einer
Graden und eines Kegelschnittes Wurzeln von imaginérer Form erhiilt, wirkliche reelle
Durchschnittspunkte nicht vorhanden sind, dafs es aber Punkte gieht, die als solche
betrachtet werden kinnen und die sich mittelst einer auf der Graden darstellbaren
elliptischen involutorischen Punktreihe angeben lassen.

Wir haben endlich gefunden, dafs |/—1, als Operationszeichen betrachtet, die
Drehung einer Graden um 90° bewirkt und dafs die complexe Zahl q - qi sowohl einen
Punkt der Ebene darstellt, dessen Coordinaten p und q sind, als eine Grade, deren
absolute Linge }/p*-q’ ist, und dafs es gleichgiltig ist, ob man eine Strecke 1. =
cos. « —— i sin. « selbst um das mfache des Winkels ¢ dreht oder ihre Summanden
cos. « und i sin. e einzeln. Setzt man fest, dals in dem Symbol a (cos. « -}~ w sin. «)
w nicht das algebraische }/—i bedentet, sondern irgend eine Strecke im Raum, deren
Quadrat — — 1 ist, dann gehtrt dieses Symbol der fiinften und neuesten Erweiterung des
Zahlengebietes an, ndmlich dem von Grafsmann und Hamilton entdeckten Gebiete der
Quaternionen. Dasselbe fafst mehr in seine Zeichen als alle friitheren iiblichen Methoden
zusammengenommen, und diese Zeichen unterscheiden sich von den frither gebrduchlichen
auch noch dadurch, dafs sie aufser den Grifsenverhiiltnissen auch solche Eigenschaften
angeben, welche sich auf Lage und Bewegung der Objekte beziehen. Dieser neueren
Methode bedienen sich demmnach vorzugsweise die Physiker, da durch dieselbe solche An-
wendungen der Mathematik auf die praktische Physik erlaubt sind, die bisher auf grolse
Schwierigkeiten stiefsen. In dieser neuesten Rechnungsmethode wird |/—1 als Strecke im
Raume aufgefalst, welche an keine bestimmte Richtung gebunden ist.

Unter besonderen Umstiinden wird die Strecke p, welche hier Vektor genannt
wird, auf ein System von drei aufeinander senkrecht stehenden Einheitsstrecken bezogen
und durch die Gleichung ¢ = xi--yj--2zk angegeben, worin x, y, z drei gewshnliche
algebraische Grofsen sind, withrendi, j, k den Wert }/—1 haben, aber so, dafs ij = —ji=k
jk=—kj—1i, ki=—ik =3j, wobei also das kommutative Prinzip nicht mehr giltig
ist. Der Quotient zweier Vektoren verlangt zu seiner Bestimmung aufser den Vektoren
i, j und k noch vier gewthnliche algebraische Grilsen; deshalb ist die ganze Rechnungs-
weise von Hamilton als Methode der Quaternionen bezeichnet worden.

Ich habe in der vorliegenden Abhandlung in bescheidener Weise von dieser Methode,
goweit dieselbe in einer Ebene in Betracht kommen kann, Anwendung gemacht, als ich
mich der Richtungszahlen bediente.
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Mir bleibt nun noch fibrig, den Wunsch auszusprechen, dals meine Abhanflung tiber
die sogenannten imaginiren Werte diejenigen Schiiler, welche sich mit derselben befassen
werden, zum weiteren Studium, namentlich in der neneren Geometrie, anregen mibge.

Bei meiner Arbeit habe ich nachstehende Abhandlungen und Biicher Lenutzt, von
denen zum Anfangsstudium in der neueren Geometrie, meiner Auffassung nach, namentlich
das von Seeger verfalste zn empfehlen ist:

Tillich. Grundlage und Ausbau unserer Algebra. Berlin. 1869, i

Riofsler. Die neuen Definitionen der irrationalen Zahlen. Hannover. 1886.

Kimmerer. Zur Theorie des Negativen und Imaginiiren. Sondershausen. 1891.

v. d. Heyden. Anwendung der Hyperbelfunktionen. Essen. 1886.

Grebel. Complexe Werte in geometrischer Darstellung. Zeitz. 1851,

Riecke. Rechnung mit Richtungszahlen. Stuttgart. 1856.

Giinther, Hyperbelfunktionen. Halle. 1881.

Staudigl. Lehrbuch der neueren Geometrie. Wien. 1870.

Cremona (Trantvetter). Elemente der projektivischen Geometrie. Stuttgart. 1852.

Tait (Scherff). Elementares Handbuch der Quaternionen. Leipzig. 1880,

Paulus. Nenere Geometrie. Stuttgart. 1853.

Witzschel. Neuere Geometrie. Leipzig. 1858,

Seeger. Neuere Geometrie. Braunschweig. 1880.

Henriel und Treutlein. Elementare Geometrie. Leipzig. 1897.

Spitz. Ebene Geometrie. Leipzig und Heidelberg. 1869.

Uth (Franz). Leitfaden fiir den Unterricht in der Planimetrie. Cassel. 1894,

Druckfehler-Berichtigung.

In Folge der Schwierigkeit der Wiedergabe durch den Druck haben einige Figuren,
z. B. Nr. 43, 11|1'L= Genaniglkeit eingebiilst,

Seite 6, Zeile 4 von unten lies ab -~ be statt he.
O o5 o *iu. o . agn o
P n 11 n 1 s & E',-l statt AE!? -I’ 1’
s I0s e 200 bagi 23 » ABund A B, statt BCund B, C; und nmgekehrt.
ni b ot » Divisoren statt Dividenden und umgekehrt.
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