Ueber die vollitindige quadratijhe Gleidhung mit jwei Berinderlidhen.

P ———————.

Qic geometrijdje Bebeutung cined analptijden Ausbruds dndert fid), wenn bdie BVerdnderlidien,
beren Function er ift, eine anbeve BVevewtung anmehmen. Wenn wir in der vollftandigen quabratifdhen
Gleidung mit swet Verdnberlidien biejen lelteven ftatt der getwbhulichen Abjeifjer= und Ordinatenwerthe
biefelbe Bebeutung geben, weldie die Conjtanten der lineaven Gleidhung y + ax 4+ b = 0 haben, unb
bemgemilf «, al8 Beviinverlihe gebadgt, mit #, cbenjo & mit s beseichnen, Jo bedentet die Gleichung

as® 4+ 2bsr 4+ er? 4 2ds + 2er + f=0 (1)
einen durd) eine Deftimmte Aufeinanderfolge gevader Yinien gebilbeten geometrifdhen Ovt ober, wad bajfelbe ift,
cine buvd) dic fie umbiillenden Tangenten dargejiellte Curve, jo wie die Gleidung ¥’ + z'r + s=10 (2)
ben Punkt (y'2) als gemeinjhajtlichen Durchjdmnitt aller bdurd) ihn gezogenen geraben Linien ausbriidt,
fofen wir (1) nady s auf, fo ift
R Vior + dF — (o + 2er + [) a
i

8

(3).

: ; : : br (g ; ks : y
Fite jebed o gibt e aljo gwel von bem Werthe s = — J'TT i (4) au beidben eiten gleid) toeit

entfernte Tangenten der Guvve, bie {id) dbaburd) im Wllgemeinen als Centvalewrve dovabterifivt, und beren
’ ; i o 0 L ! L ;
Gentrum  gur Orbinate -;:-, jur  Abjeiffe r: hat. Su bem befondern Falle, baff @« = 0, [liegt bad

Gentrum unendlid) weit.

Gine Tangente (s'+) witdb Tangente fiir einen beftimmien BVeviihrungspunkt, menn
nod) ecine andere burd) denfelben Punkt gehende Tangente mit ihr gujammenfillt; follen nod) gwei, bret
ober mefrere Tangenten in diejer Weife mit ihr jufammen, fo entfteht fiir jemen Punft ein Contact
aweiter, dritter und iiberhoupt Hoherer Orvdnung. Gine Tangente (') wird ferner von ber unmittelbar
auf fie folgenben im Beriihrungdpuntte gefdynitten. Diefer Umftand fiihrt und fofort ju der Gleidung
ihred Berithrungdpunttes, nimlid):

(as' + b' + d) s+ (' + o +¢)r +ds' + o' + f= 0 (5),
weldier wiv aud) folgende Form geben Tomnen:
(as + br + d).s' + (bs + or + ) v +ds + er + [ = 0 (6).
1




e

giir 8 = 0, #' = O echalten wiv hievaus
ds 4+ er + f: 0 [:ﬂ
al8 ®leidung de8 Beviihrungspunties der evjten Ave; cbenfo fitr f, = 0, ‘
bs + cr +e=0 (8B)
afé Gleidung bes Beriihrungdpunties dev jweiten Ave, falls dieje Aren itberhaupt ber Curve begegnen ;
endlid) fiir ;— =), } = 0, b D. jilv eine unendlich tweit [egende Tangente ift die Gleichung des
Berithrungspunttes :
as + br 4+ d = 0,
b. i. dbag Gentrmm, wie Gileicdung (4) seiat. Tiv erfehen aus dem Gefagten, baf die Tangente und
ihr Berithrungspuntt i) voneinander und vom Winfange der Gurve entfernen tonunen, nf diefe Begie:
hung awifden beiden werben wiv jpiter suviidfommen.
Die Gleidumg des Beviihrungspunties einer vom Urfprunge ausgehenden Tangente ift gemif (5)
unb (6):
br' +d) s+ (er' +e)r+e' + =0
ober  (bs +er + ) ' + ds + v + [ = 0;
fitr cine bder erften re parvallele Tangente ift fie:
(as' +d)s + (bs' + &) r + ds' + f= 0
ober (as 4+ br + d) 8" 4 ds 4+ er + f=0
und file eine der jweiten Age parvallele Tangente:
(as" + br') s + (bs' + ) r + ds' + o' = 0
ober  (as 4 br 4 d) s + (bs 4+ v + €) ' = 0.
ud (5) erbalten wir fitr die Goorbinaten des Berithrungspunttes der Langente (s'7*) bie Werthe:
I N S TR TR
} % as' + ' 4+ d’ as' + bt 4 d’
and weldjenn fidy wicbevim Ausdriide von folgender Form ergeben :
wy + fr 4 ¥ E a'y + flax + o
TR R el e S
Denfen i ung bitic in (1) fubftituivt, fo evhalten wir bie volijtindige quabdratijde Gleidhung in = und y.
Dic Gleidung (1) ift jomit der Ansdrud einer Curve weifer Orbnung.  Wir wollen biefelbe in iren
verjchicdenen Wiobificationen naher betradjten,
Yus dem FRadicanden in (3) (dft fich) die Wursel gichen, wenn (B2 — ae)(d:—af )= (bd — ae)? (9).
3n diefemn Falle gibt die Gleidung (3):
i br 4+ d + ?'\'rnr.lg-—frr:' -t ‘!,EP_—E_{I I:’]l-J.l)
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bemfefben tn  geraber ®inie  legende PBunfte bdar.  Tiefe gevabe  ¥imie it Dejtimmt  dureh

: i? — af bd — ae be — ed
rem — \/og— = — o —— b g == —
bt — ae b2 — ge b — ac

mib ftelit jwei vom Punkte s = — b. i vom Gentrum gleid) weit entfornte und mit

—— e

— s |
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At gugleich mit (9) audh) * — ae = 0, woraud weiter folgt, baff be — cd = 0, jo finb
bie Geiben Punfie:

by da @& —af
Bias e R NaY = of (11)
a a
; i . el ] L ;

und fegen mit dem Punfte s = — e T auf einer der jioeiten Ure Pavallelen, beven ¥oge dburd)
& b Ean

e et i 1m "_

= = F bejtimmt ijt

Qft d® — af = 0, fo liegen bie Puntte
e i B A e T
a i

in devjelben Weije auf ciner mit dev ecften Wre Parallelen, beven Yage dburd) s = — Lﬁ beftimmt ift.

Finden dbie Vedingungen 2 — ac = 0 unb d? — af = 0 jugleidhy mit (9) Statt, fo fallen beide
Puntte mit dem Wiittelpuntte jufommen.

Dic Oleichung (9) tounte aud) befiehen 1) wenn fowohl 5 — ae ald audh) d* — af negativ
wiren; 2) wenn B2 — ae = 0 und @@ — af = 0; 3) wenn B — ae<<0 und @ —af = 0.
Qn jedem diejer Flle wiivden die begiglidjen jwei Puntte imagindr, ihre Verbindungslinie aber.veell fein.

Die Gleihung (1) fithrt uné gu folgenden allgemeinen Vegiehungen zwijden eciner Tangente und
ihrem Vevitheungspuntie, Die Tangente (s'47) beviihrt gemdf (3) die Curve im Punkie

(as' 4+ br' 4 d) s 4 (08’ + er' + e) vy + ds' + er' + [ = 0;
cine beliebige 3weite Tangente (s¢*) bevithet im Punkte

(as” 4+ br'' + d) s + (bs" + e + &) v + ds" + & + f= 0.
Begeidnen wir die BVerbinbungslinie beider Berithrungdpuntte mit (sy7,), fo exhalten wiv mit Weg-
(afjung ber ccente in den Paventhejen:

(as 4+ br + d) s, + (bs + cr + &)y +ds + e + =0 (13)
b. 1. bie ®leidung bded Durdfdnitispunttes bder bGeiben Tangenten (s’ wnd (s”r).  LWir nennen
biefenn Puntt den Pol ber Secante (5, #,) und bdicje Secante felbft die Polave jenes Punked.
Seine Gleicdhung laft fid) aud) fo ausbriicden :

(asy + bry + d) s + (bsy + ¢y + ¢) v + ds, + er, + [ = 0.
Der Pol ciner pweiten Secante (s220) ift demnady:

(ass + bro + ) 8 + (bsy + ovs 4+ ¢) » + dsy + ery + [ = 0.
Jenmen wir dic Verbinbungslinie dicfer beiden Pole (BS), jo cvhalten wiv analog wie frither:

(as +br + d)S + (bs +er +e¢) R+ ds + er + =0
fitr die ®leidung ded Bunttes, in weldem fidh die Secanten (s, 7,) und (S273) fehueiden. Wir nenven
aud) diefen Puntt den Pol der Geraben (RS) und letere feine Polave, da feine Gleidhung in Besichung
anj (RS) bdiejelbe Form Bat, wic (13) in Bejichung anf (rys). TWiv jdlicken hieraud, daf die Bers
binbungslinic der Pole jweier Gevaden bdic Polave des Durdhfchnittspunttes biefer Gevaden i, daf alfo
iiberhaupt bie Polaren aller Punfte ener Gevaben duvch den Pol bdiefer Geraden gehen und die Pole
aller durd) denjelben Punkt gehenden Geraben auf bev Polaze diejes Punttes liegen. Der Beriihrungdpunte
einer Geraden hat diefelbe leidjung wie ihr Pol; er geht aljo in den Pol iiber, wenn bie Gevade die
Gurye entweder fchneidet oder gar nidjt trifit. Die Gleichungen (7) und (8), welde dic Vevilhrungspuntte
1-‘i
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ber erften und gweiten e beseichnen, britden dafher allpemein die Pole diejer Geraben aus, und das
Centrum ift der Pol einer unendlid) weit liegenben Geraden. Die Ovdinate und Abfcifje des Poles der
e e e
erjtert xe finb R}
pavallele Tangente, fo ift ihr Berithrungspuntt:

(as, + d) s + (bs; +€) r + ds, + [ = 0.
Der buvd) diefen Beriihrungspuntt gehende Durchmejjer Hat alfo bie Gleidung:

(2 — af) s + (de — If) r = 0.

Der burd) ben Pol ber erften Ure gehende Durdymefjer hat bdie nimlide Gleihung, wie fich diejes aus
bev ®leichung des Gentrums: as + br + d = 0 und bes genaunten Poles: ds + er + f = 0
unmittelbar ergibt. Alfo liegt der Pol einer Geradben auf dem durd) den Beriihrungdpuntt ciner mit
ifr parallelen Tangente gesogenen Durdhmefjer. Segen wiv in der Gleidung der Curve » = 0, fo
erhalten wir aud ber Gleidung:

und bes Poles ber zweiten ye i, % Bichen wir eime mit der evjten re

a2 + 2ds + f = 0
bie Orbinatenwerthe der Berithrungspuntte der mit der erften Aze parallelen Tangentew. Filr bdie biefer
Age sundd)t liegende Tangente it berjelbe;

a VB — o
a it
1 ‘ ; - - a :
wihrend % und ?f bie Ovdinaten des Centrums und bes Poled der erften Axe find. Aus ihuen
erqibt jidy bie Proportion : ' o
d . Vaz — af V2 — 'u,f-'_ (i 43 ,“)
a ° a 2 a i d

0. B. der burd) bem Pol gehende Dalbmeffer ift bdie mittlere Proportionale wifdhen den Abftinden bdes
PBoled unbd jeiner Polare vom Eentrim.

Die Gleidung (1), nad) » anfaelvst, gibt:
— (bs + ¢) £ V(bs + )P — (as® + 2ds + [) ¢

¥y =
i

bs 3 : et ; 5 ] ; G
N N e O E B Pol ber jweiten Aye ift, fo folgt hieraus, daf swei von einem belichigen

Puntte der iveiten Ape ausgehenbe Tangenten mit diefer Ave und mit der vom namliden Punfte durd)
den Pol derfelben gejogenen Geraden ein harmontjches Biffchel darftellen. Bu einem analogen &dlujfe
fithet der aud Gleickung (1) hervorgehende Terth:

j fuil (re’% e f.) I \f(;ﬁ% G _{;)3 o (uf:; 4 '_’e_'J;L_I -+ cr) f
& AT L1 i -

7

=5
En‘.l— + e

T P bev Pol ber evjten Are ift. Febe8 von einem beliebigen
Punlie der evjten Are audgehende Tangentenpaar bildet mit der vom nimlidien Puntte aus durd) den

Pol der erften Are gesogenen Geraden und mit diefer Ape felbjt vier Havmonifalen,

ba wir wiffen, bdaf L
-

e




Die aué Gleidung (1) fiiv s und % fich crgebenben Werthe fonnen wir in folgender Form

ausbriiden ;
: bd — ae
s L pid 2 gt e 1

£ (br + d) + V(b ac) l? Hidg et b l

i a
d ) _", el )E:rl' — qae 1
- & g i kipe =
e (r 4+ 6) = ‘\/{d af) I_i.z + @ —af r 1 ]

3" o

St jedem diefer Ausbritde ift ber rationale Theil dic Gleidhung fitr dag Eentrum. Tritt mun der Fall
ein, bafi 02 — ac = d®> — af, fo folgt, baf filx » = O und =l bie Wurgel jedeSmal ben=

jefben 0evth fat, baf aljo bie mit den beiben Uren pavallefen Tangentenpaare gleidie GEntferming vom
Gentrum haben, in weldhen RNidjtungen wir and) dic Aren annchmen migen. Das Quadrat diefer cous
ftanten Gnifernung ijt:

b2 — ac

=T Bi'll. 3;5,, S — == Ei.i_'l'l 23
a?

wo B ben Goovbinatenwinkel bejeichnet. Sepen wir in diefen Ausdriiden die Conftante a, welde wir ja
willfiivlich annefmen ¥ounen, gleid) sin 23, fo vebuciven fie fid) auf:
b — ac d? — af
P G
weldje Quotienten wiv fury durd) A? beseichuen toolfer. Nenmen wir dic Coordbinaten des Lentrums

y' und @' fo erhalten toir:

i o -{-In, = —L--, alfo & = ¥’ sin 23 unb b = &' sin ¥J;
(1] (15
2 12 R 2
e = --1—- — = 2%sin 38 — B?; f = "r.':},_ — R* = y? sn 38 — B2,
Der Pol ber crjten Ape Hat e Abjeifje: ol = und in Besichung anf diefen Pol und die

d. yanis
erfte Ape finbet nad) bem Frithern bie Proportion Statt:
— . e
‘gin 8: R = R: (—— — a') g8,
y' sin §: B R (_Ff' =55 a ) 7
woraus folgt, daf ¢ = y'z' sin 23 + R? cos f. Demgemif nimmt die Gleichung der Curve fol-
genbe Form an:

[s? 4+ 2a'%sr + @22 + 29's + 2y'ar 4 92 sin 8 = R2 (1 — 2 cos § + »%)
y' 4+ a'r + s sin Y ’
pder: €] : - = R
1 — 2r cos g + 2

Sie jtellt aljo den geometrifchen Ort aller von einem gegebenen Punkte (y'z*) in conjtanter Entfermung K
Tiegenben Gicraden dar, b. i cinen Sfreid
Titr vechtwintelige Coorbinaten it die Gleidumg bed Hreifes:
¥y -+ a'r 4 8)?
(v a 8 s
e e 2




Sm Algemeinen hat s ben TWerth:

— (br _T!'_‘ﬂ VIR — ae) 2 + 2 (bd — ae) r + &2 — af

i
a( y 12 :
o R iy - 2(bd — ae) dt — af 7 ... St g
beffen abicand (0 ac) [1 + & R = il uﬂ] fitv alfe reelfen Werthe von »
: : a S . 2Abd — ae) ke SR o L
pojitiv bleibt, wenn b ac pofitiv ift wnb #* 4 T r o iy fid) in imagindve

Factoven jerlegen [dft, olfo weun
(ae — b2 — (1* — ac) (@* — af) < 0.

Die Gurve hat alédaun in alfen Rihtungen ein Paar rveeller Tangenten und ift in fidy felbit gefchloffen,
aljo eine G(fipje. St der lete Ausdrud pojitiv, fo ijt ber Radicand im Werthe fitr s fury ansges
gebriidt : (b2 — ac) (r — ») (r — 79), Wwo 7, und vy vecl jind. Qe mehr » fi) einem diefer
Werthe nihevt, wm fo niher fowmen bdie beiben pavallelen Zangenten dem Gentrum; fite jeben der
Werthe », und #o felbft fallen dic Tangenten in eine eingige gujnmmen, weldpe durch das Centrum acht.
Fiir Tangenten, deren »r jwijdhen , und 7o legt, ijt, wemn 4 — ac < 0, vad entipredienve s veell,
fitr alle anbern Tangenten aber imagindr; roenn 1?2 —ae =0, jo ijt wmgefehrt s filr die erftgenannten
Tangenten imagindv, filv die leiteren veell. Die Guroe fiegt fomit mu in eivem %Faare ber von ben
Tangenten #, und o gebildeten Scyeitelvinfel; fie nifert jid) biejen Geraben immer mehr und wird in
wnenbdlidher Gntfernung wvon ihnen berithrt, ift baber cine mijchen thren beiben Ajhmiptoten liegenbe

Dyperbel. Zur nihern Bejtimmung ihrer Yage bemerfen wir, baf, twenn 2 — ae und d* — af

sugleich entweder pojitiv ober negativ find, beide Ujymptoten in bad nimiiche Paar Sceitelwinkel dev
Goordinatenagen fallen und im exften Falle die Hyperbel in bemjentgen Paar Scheitelwintel der Afymptoten
liegt, weldjes bdic Coovbinatenayen nidit enthilt, und alsdany jowohl Taugenten hat, bie ber crjten, als

aud) foldje, die ber aweiten ge pavallel find; im legteren Sualle umgefehet. Sind 82 — ae und d? — af’

von entgegengefeistem Borgeiden , fo liegt jebe Afymptote in cinem  bejonbeven Paar Scheitelwintel der
Eoordinatenngen; ift & — ac pofitiv, fo liegt dic Hyperbel mit der evjten Axe im niamlicien Paar
Sdpeitelwinkel der Afymptoten und hat unter ihren Tangenten folche, die ber zweiten Aye pavallel jind;
iit b2 — ae uegativ, jo findet das Umgelehrie Statt.
Dic Afpmptotenwerthe », und »» gehen aus ber Geichung
(B2 — ac) 2 + 2 (bd — ac) r + & — af = 0

heroor. St alfo @® — af = 0, jo ijt eine Ajympfote ber erften Yxe pavallel; bie anbeve ift Deftinumt
2(bd — ae)

burd): — - T

Qjt 2 — ac = 0, fo ijt eine Ajpmptote der sweiten Ayxe pavallel; Ffitr

2(bd — ac)

a@&—af
beide Afymptoten denn Coordinatenagen parallel. Die Bedbingung d* — af = 0 ift gleidhbedentend mit
l':—‘ . J:_e' b. . das Gentrim und dev Pol devr erjien Aye fioben biejelbe Orbinate. Eine einer Ajhmptote
parallele Gerade hat ifren Pol auj der Ajymptote. Die Bebingung b2 — ae =0 ijt gleichbebeutend mit
b =

=i E_b b, . bas Gentrum unbd dev Pol dev jweiten Axe Haben diefelben Ibjeifie.

bie anbeve crhilt man ben Werth: —

Ftuden beide Bedingungen jupleich Statt, jo jind
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Tenn der Ausdrud (ae — bdP — (B2 — ac) (&2 — af) Null ift, o erhilt » den Werth
- bd

ﬁ ber Radicand im HAuddbrude fie & wirh algdann:

m: — bdq?
T == |
(b ac) I-.' = w]
unh die ('sifﬂd]ung llthl 1ich fo fehreiben:
(.-: 5 b=y P —a rrf 0 s “n" e bl ] (s ' b — \-"4-‘:2 — e S i ae — bd

— = (),

it f (1 o o

aVi: — ac ﬁn‘r 1 — o
€ie ftellt jomit ywei Punfte dav, die mit dem Centrum in gerader Linie liegen. Diefe Linte ijt bejtimmt
burdy den Werth:
ae — bd
L TR T

: 3 { b . Sl "
Da bdie Ovbinate und Abfeifje des Centrums % b ﬁ find, jo folgt, dafi, wenn d =0 wnd & =10,

; ; ; S : ] B 4
dag Gentrum im Coovdinatenanfange lieat. Da ferner % bie Ordinate bes Poles der erften Axe, = bie

Ubjcifje ded Poles ber jweiten Are ift, jo muf, je nadipem /= 0 ober ¢ = 0, bie Gurve von ber
evjten ober von der sweiten Coorbinatenaye beviihrt werben. DHievand werden wiv leidt die Bebentung
der umvolljtindigen quabratijden Gleichungen erfenmen. Bunddhjt fehen wir in der Gleichung

s 4+ o + 2er + = 0
bie Gentraleurve, deven Genfrum im Eoordinatenanfange fiegt. Wir crfalten fiir s bie .&EH[};

5 — V__. ""'24"2""“*‘»"(. ‘\/ (3+i: - f)
a 1 ¢

3¢ nacjdem ¢* — ¢f negativ, pofitiv ober Null ijt, Gaben wiv eine Gllipfe, Hyperbel ober jwei vom
Gentrum gleidyweit entfernte und mit dbemfelben in geraber Yinie legende Bunfte. Die fymptoten ber
Dbhperbel ergeben {ich aus ber Gleichung:

— ¢ i.‘-;c*—r:f

r

yo=

Diefe Gleichung bleibt diefelbe, wenn wiv den Wertl i ferleiten, nimlidy:

VG

aus weldper fiilv die Afymptoten folpt:

Iofies ‘.{ — rf

v &Y
Hier fonen ¢ und £ vom nimbicjen oder von entgegengefesten Vorseichen fein.  Im exften Falle liegen
bie Ajpmptoten im nimliden Poar Scheitelwinfel der Goordinatenaxen; find damn ¢ und £ pofitiv, fo
liegt Die Dypevbel in demijenigen Paar Sdjeitelwinfel der Afpmptoten, in weldhem die Eoordinatenagen
liegens find ¢ und / negativ, fo Hat die Hypervel ju beiden Eoordinatenaren pavallele Tangenten. Sm
andern Falle liegt jede Goorbinatenage in einem bejondern Paar Scpeitelwinfel der Afymptoten; ijt ¢
bojitiv, fo fiegt die SHHivperbel in demjenigen Paor Seheitelwinfel, in weldem die jweite Ure liegt; ijt e
negativ, fo liegt fie mit der erjten Aze tm nimliden Paar Scpeitelwintel,
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Yus WVorftehendem erhellt ferner, baf, wemn e = 0 umb ¢ und f jugleich pofitiv ober negativ
find, dic Gurve entweder imagindy obder eine Gllipje ijt; wenn aber ¢ unb £ entgegengejete LWorzeichen
faben, fo ift fie cine Hyperbel. Diefen Fall seigt die Gleichung: as? 4 or® + f=0, aus welder folgt:

s

p
— 6— + ¢
o2 1 ‘\/ 2
J'ﬁﬂi‘\/—ﬁ—,_k—flmb—=:l: bl s
i r i
Die von cinem belicbigen Puntte ciner Gootbinatenaxe gezogenen beiden Tangenten bilben Dier mit ben
4 : : ,, - g ¢
Goor binatenaxen vier Harmonicalen. Fiiv » = 0 exhiilt man §* = — %—; filk o 0 (% = =
qic wollen diefe Weethe, im Falle ¢ und 7 negativ find, durd) B2 und A begeichnen. Der Beriihrungspuntt
: : 2 . el e AR
irgend einer ZTangente (sr) Bat gur Ordinate: y = — ai-.:' e Abfeifje: x = — —=. Subftituiven
it . B? B :
wic demnady in die Gleidung ber Curve s = et ¢ = — ad?, r = =y f = — abB?,

jo ntmmt biefe Gleicdhung folgenbe Form an:
A% + B%? = A2B2,

I Tl = rie: e [ AL 5 R
Seten wir fiic ben Fall, daf ¢ pofitio ift, — — = — A2 imt Falle aber, daf ¢ negatw Y,
= _‘L- — — B2, jo fommt:

A%? — Bu? = + AP,
Die Gllipje und Hyperbel find affo auf conjugirte Diameter besogen, und jwar liegt filr bie Hperbel
im Falle bes obern eidjend ber veelle Duvdhmefjer auf ber weiten, im anbern Falle auf bder erfen
Goordinatenare. Wenn ¢ = [ fo ftellt die Gleidpung
ast + ¢ 3+ ¢c= 0

: S C P . - . &
ginen Sreis dar, da & = — LE unp (-r—)'-* =i == Lﬂ DHier wird 42 = B? = B* unb die

®leicjung dev Gllipfe geht iiber in:
e z2 = R
Wenn €2 — ¢f = 0, Jo exhlt man bie ®leichungen sweier Punfte, nimlicy:

s =x ?:\/’i % \/-—-L — (),
s a
Die Ricdhtung ihrer Berbinbung8linie, weldje, tie dev Anblid dev @leidhungen jeigt, burdy den Coorbi-
nafenanfang geht, it beftimmt ourdy :

- e
r=—VYL=--=%
5 G

Die Gleidjungen as? + o2 + 200 = 0

i as? + 2er + [ =0
finb bem Lorhergehenben gemif Hyperbelgleichungen, wud war ift, twic wir fofort ans der Ajymptotens
gleidung 2 + 2er + [ = 0 erjefien, in der exfteven die Abjcijjenaxe die eine Ajymptote, bie aubdere

Hippmtote ift r= — —CE; in der lesteven ijt die Ordinatenaye bie eine unb r= — ?P die anvere Afymptote.
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Ghenjo ift bie Gleichung:

as? 4+ 2er = 0

eine Hyperbel, deven Afymptoten die Coordinatenayen find. Jn diefer Form der Gleidhung :
i3
i 26 =10
erfermen wir unmittelbar den Yusdrud, dafi die vonm ben Zangenten im Afymptotenivinfel begrenzten
Drelede gleidien Fladjeninhalt haben. Ans der Gleichung der Tangente (s'r"):
us's 4+ er 4+ e = 0

ergibt fid) af8 die Drdinate ded Veriihrungspunties:
er
b bie Gleichung der Gurve as? 4 20 — 0 ergibt fite a8 durd) dte Tangente auf der Ordinatenaye
beftimmite Seqment :

Dep!
e ;
Wworaus hervorgeht, daf bdie Tangente im Beriihrungdpuntte Halbivt wird.
Dic Oleidung: as? 4~ er? = 0 ftellt swei auf der Abjeiffenare ju Geiden Seiten bes Urfprungs

in der Guifernung ‘\fj- T und die Gleichung as® 4 f = 0 zwei auj der Ordinatenare 3u beiven

Seiten bed Urfprungs in dber Entjernung V_{: liegende Punfte dar.

Wenn wir vedytwinfelige Coordinaten vorausjesen, fo hat die OGleidprg, in welder ¢ = 0 und

=i
' a2 + s + o2 4 9ds 4 o — 0

bag Gigenthiimlicye, daf fiiv s=0 r die Werthe + V —1 erhilt. Do mut, wenn fgr—= £ Y —1,
audy tg (¢ + ¢) = *+ ¥V —1, fo bilden die Gelden aus dem Eoovbinatenanfange gezogenen Tangenten,
weldje imagindr jind, mit jedem vedybwinfeligen Axenfyjteme vier Harmonicalen. Sichen wir vom Goor-
binatenanfange auf cine Tangente (sr) ein Perpendifel und nennen feinen Fufpuntt (zy), fo folgt aus
dev Lage diefes Punftes auf der Tangente (s7): y + 1@ 4 s = 0 wnd aud feiner Lage auf dem

Perpendifel: vy — 2 = 0, alfo s = — ¥ (1 +92) wnd »— ; . Diefe Werthe in die Gleidung
ber Guvoe ciugefelst, fithren u dem Nefultate: :
' ¢ i ¢ by, 0?4+ d*— ac
Pl engiza b

weldjes den  geometvijchen Ovt der Fufipunfte aller vom Coordinatenanfange auf belicbige Tangenten
pefiliten Pevpenditel davjtellt. Diefer Ovt ift, wic man fogleich erfennt, ein Sreis, deffen Centrum im
Gentrum bder Gurve liegt, Aus der fleichung der Curve evhalten wiv fie bdie mit dev jweiten Aye
pavatielen Zangenten die Werthe :

s b EVIT—a

J_ 78 [ 8. b

Ghen biefe Werthe evhalten wiv aus ber Gleidung des Kveifes, wenn wir die erfte Are durd) bas Centrim
legent, aljo d = 0 felsen, fitv die Adfciffen der Gudpunfte des auf der erften e (iegenden Durdymefjers,
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&




= g =
Der Kreid ijt fomit wm denjenigen Diameter bejdjricben , weldher bie Beriifrungspuntte jweier auj ihm
- - = H - a4 g @
jenfrechten Tangenten verbindet. Das Product ber ¢hen genanuter Abjeijfemwerthe 1t Vo Qi e bojitiv,

fo (iegen bie bjcijjen auf berfelben Seite bes Goorbinatenanfangd und fiix diefen Puntt ift die Ordinate
beg Sreifed:

5 6
Yo =— ——
J s
alfo imaginir; 3ngleid) wixd der Werth
R "",-"(;b! o e e

g = -
b

ac
At ¢
\f b — ac

weldje veell find, JMull. Die Gurve ift aljo eine Dyperbel. Sit e negativ, jo Tiegen die Deiden FUbjeifjen

fitv bie Terthe

i : =i i . Gy 2 et 2
anf entgegengefelsten eiten bed Goordinatenanfangs imh 42 = — - pibt veelle TWerthe; s ift fiir
, e SR St L 2 RS o ] g 0 p il
feves » veell. Die Curoe ift cine GEllipje. Selen wir bem Falle, oaft ¢ pofitiv, T B2, im

& C = g o A z r = £
andbern Falle — — = B2, und nennen bie Entfernung bes Coordinatenanfangs vom Eentrum ¢, fo dap
L

— ¢, fo find bie vovgenannten Abfciffen bei der DHyperbel: e = Ve — B2 und bei dev Gllipje:

= | o=
7-|~..

e + Ve I B?. Der Gootdinatenanfong ift der Brenupuntt, deren 8, wic man leidt einjicht,
swet i gleidher Entfermung vom Centvum gibt.
’ o . o B S8 R e il l
9us der allgemeinen Gleichung (1) Haben wiv exjehen, daf die Coordinaten des Centrums —- wno -
(L
find, dag affo, weit @ = 0, dad Centrum unendlich weit ficgt. Dic Gleichung deffelben ift alsdann
r4+d=70

wnb aeigt, bafi alfe Diameter unter fid) parallel find und jwar in ber Ridhung r—= — :, . e nadyoent
/)

bafer b ober d Mull ijt, find bie Diameter mit ber Orbinaten= ober Abjcifjenare parallel.  Dic voll-
ftinbige Gleidung der Gurve ift fitv den in Jiede ftehenben Fall:
er 4+ cr: 4+ 2ds 4+ 2er + [ = 0,

Qn e erfermen wiv. die Gigenjdhaft, daf jedem Werthe von » ein cingiger Werth vou s, aljo cine
cingige Tangente entfpridit, wiihvend die andere mit ifr pavallele Tangente unendlid) weit liegt, waé and
folgenber Form ber vorfiehenden Gleidung

A : : Sy |

2 r+d — =+ (420 +f) 5 =0
o L

in mweldyer das Adjolutglicd feblt, fofort erhellt. Diec beiden mit den Diametern parallelen, aljo bdurd

: L thi. :
bag Centrum gehenben Tangenten, weldhe duvd) » = bejtimmt werden, fiegen nach entgegenges
1 {




S [

: ; i o] ; e ; : :
fetten Seiten unendlid) weit, da fiiv fie — = + 0. Gine Tangente (sr) ber Curve hat ur Ordinate
und Abjeifje ihres Beriihrungspunkies:

ds 4+ e+ f bs -+ erl- e
y—_— e & = - - ——
% br 4+ d br + d

Hicvausd crfalten wir dic Werthe von s und », wenn wiv duvd) M, N und P conjtante Andoviide,
burd) X und X rvinfache Binome in 2 wud y begeidinen, in folgenber Form:
e e M + dX
N X! Ty T TR ¢
@elen tiv bicje Werthe in die Gleidhung der Gurve cin, fo crhalten wir cine Gleidyung stoeiten Grabes,
peven quabvatijcher Theil ift; (ed? — 2bde + U3) X2,
aljo in Besug auf die mit y und @ behajteten Glicder cin volljtindiges Tiuadrat biloet, wovin fid) bev
wejentliche Eharafier ber Parvabel ausfpridt.

Die Guroe ¢r? + 2ds 4 2er 4+ = 0 Int, ba b = 0, ifre Diameter mit der Drdinatennye
pavallel,  Vou dem Puntte der Trdinatenoxe

5 =

gz il
21l
; oy 2¢ : ;
gibt ¢8, da fiiv dicjen LWevth von s ' = 0 umd »" = — — , el Fangenten an ovie Gurpe, von
5
benen bic cine der evften xe pavallel ift. Die anbeve Tangente wird bdiejelbe Eigenjdjajt Haben, fobald
e = 0. Folglidy ift e? + 2ds 4+ = 0
eine Parabel, deren Diameter bev jweiten Age pavallel find, und welde im Buntte
8 = — f
' Sl
biefer Yxe cine mit dev evften pe pavallele Tangente Hat.  Jjt wnr = 0, jo jtellt

e 4= 2ds + 2er = 0
eine Parabel dar, an welde vom Urfprunge aus cine Tangente
2e
pf = —
[H
geht, wihrend die anvere Tangente die crfte Are felbjt ijt.  Jft jugleih e = 0, jo wird die Pavabel
cr? + 2ds = 0
im Urfprunge von der erften e beriihrt, Gine Tangente der lebterwifnien Curve fhat jur Orbdinate
wh Ubfeifie bes BVerithrungspunties:
or . da
i Tl Tl aljp ¥ = - =
Davaud echalten wir jolgende Gleidpng derjelben Curve:

2= 2 — Y
?’ ( rf)”‘

Die Gleidung 2bsr + o2 4+ Zer + =0
jtellt die Pavabel dar, beren Diameter mit der erften e parallel find. ns dem Puukte bev erjten e
lL: ‘r- 't £: 2, [ -y ¢ r S o 5 3 LY o
ey fajfen jid) an bic Guvoe gwei Tangenten zichem, von denen die cine Mmit ber gweiten Axe
r 20 i ’

2*




S= 14

savallel ift, wiihrend die andeve durd) 1 R ) T e ;

f I ) 2 4 i = beftimmt wird. Sjt aljpe = 0, {o hat bie

Pavabel, beren Gleidung ift: 2bsr + ¢® + =0, im Punlte — = — T ver erften Axpe eine
r - 5

mit ber jweiten Are pavallele Tangente, Jft ¢ = 0, jo it dic sweite Are felbjt Tangente, wihrend

porn Ucjorunge aué die anbere Tangente
¢
T
ift. Die Gleidung der Parabel ift in diefem Falle: 2bsr + 2er + f = 0. Tivd aufierdem nod
e = 0, fo wird die dburd) die Gleidung 20sr + [ = 0 bdargejtellte Pavabel im Urfprunge von dev
siweiten Uye beriihrt. Die Soorbinaten des Beriihrungspunites eimer belicbigen Tangente im leten Falle jind:
f By i f fu
R — =ity ) el I e £ —_— —
Y bt R b by’ 5 by’
woraus bie ©leidhung decfelben Gurve jolgende wirh:

Wenm ¢ — O und £ = ¢, fo evhalten wir aud der Oleidung: 20sr + er? + 2ds + ¢ = 0
wenn s = 0 gefefst witd, r = + V=

Wir Haben frither bei Vorausjekung redhtwinfeliger Coordinaten gefehen, dafp in dem vorjlehenben
Falle die Fufpuntte der vom Covrvinatenanfonge auf die Tangenten gefitliten Perpendifel auf einer freid-
periphevie (tegen, deven GHeidhung ijt:

a (> + a?) — 2y — 2bx 4+ ¢ = 0.
Diefelbe geht mm, da @ = 0, in dic gevade ¥inie 2dy + 2ba — ¢ = 0 iiber, Denfen wir uns
¢ine belichige, durdh den Goorbinatenanjong geende Gerade #y, jo ijt ihr Pol:
(bs 4 ¢r) ry -+ ds 4+ ¢ = 0.

Um bie tichtung ber von ihm an bdie Curve gehenden Taugenten ju evhalten, fubftituiven wir in bie
®leidjung der Curoe ben aud vorjtehender Gleichung hervorgehenden LWerth

el Beelnroot 1))
br, +d '
wnd erhalten:
o e SRR
d — br, Tl

woraus folgt, baf die beiden Tangenten fenfrecht aufeinauder ftehen, Wenn twir ferner die Goordinaten
jeneé Poles, nimlidy:
& ey

W N
mit den Goorbinaten des Poles ciner yweiten durd) den Anfangdpuntt gesogenen Gevaden »» vergleicdhen,
alio mit

N

i -f'.l":
T AT
jo erhalten wiv fite jede foldje Gerade die nimlicdie elation swifchen den Eoordinnten thred Poled, namlid):
e — dy dx

by ¢ — be




pher: dy + bz — ¢ = 0, b.i. bie Polare ded Eoordinatenanfangs, weldie, wie ifre Gleidung eigh,
mit ber Gevaden, worauf die Fufpuntie aller vom Unfangspuntte auf die Tangenten gefiillten Perpenbitel
licgen, pavallef, aber noch cimmal fo weit, af@ diefe, vom Anfangdpuntte entjernt ijt.  Diejer Anfangs:
puntt it dber Brennpunkt der Bavabel
Yus der allgemeinen Pavabelgleidjung erfalten wir file o bie Terthe:

— s+ ¢) Vs + 2 — @ds + [) ¢

TERL e =i (el
UAus biefem Radicanden (EFE fidy die Wurel zichen, wenn b2 (2 — fe) = (be — cd)®. Die Gleidjuug
ACCRUL Dann in jwel Factoven:

(er 4+ 2bs + ¢ + V& — ¢f) (er + e — \-r:’TT]l =)

wnd ftellt 3wei Puntte dav, von welden ber jweite unendlid) weit legt. Da gomdl der eben auf

geftellten Bedingungdgleidyung c
fosie . i
oV
fo

ud e -+ .111':.(’-"] — ¢of =

. I

i

fo (gt fid) bie Gleichung des evffen Punfted and) fo auddriicden:
edr ¥+ 2bds + fb = 0.

e : e 5 ) T il ; 3 : - :

Seine Ordinate ijt -_--J‘-!—f- wnd feine Abjeijje 57 Die Gileichung des ociten Punfted fann aud) folgenden
Pl A F

Husdrud erhalten: br 4+ d = 0.

Wenn in der Pavabelgleichung & und d sugleich Null jind, fo veducivt fie fidh auf er® + 2er 4+ f =0 ober:
(er + e — Vi — fe) (er + ¢ + Vet — J.faj = 0,
b. i ouf bie Nichrungen weier verfdhicdener Gruppen von Pavallelen oder, was dajjelbe ijf, auf jwei
unendlidy weit legenbe Punbe, bdie veell oder imagindr find oder jujommenfallen, je nadpem e — fe
pofitin, negativ oder Mull it
Wiihrend die Sleichung (1), indem wir fie nad) s auf(@sten, wnmittelbar jur Gleidung des Con-

trums fiihvee, echolten wir aus der in gewdnlichen Ordinaten und Abjeijjen ausgedriicdten GHerdjung:
ay? 4+ 2yx + 92 + 20y 4+ Zep + [ =0 (1),

wenn wit ein Vial nadh », das andeve Mal nad) 2 auflbjen, das Centrum als den Durd)jdnitt jweicr Sevabden :
ay + fr + d =0 -
By yu 4 e =0,
pon denent bie evffeve alle mit der Orbinatenaye, bdie leftere alle mit dev Abfcifjenare pavallelen Sehnen
halbivt. Dic Goordinaten ihres Duvchjduittdpuniiesd find :

: ;’1} At I{'}{. % e —— I"flﬁ
= o S g Bl il
J g2 — oy B — wy

Sn diejen Werthen erfennen wiv die Vedingung, unter weldper fie wnenbdlid) werben ober witer weldyer
bic beiben Glevaben pavallel find, ndmlid:
&
S diefem Falle ijt jugleich ver quadratifde Theil der allgemecinen Gleidpung:
af + 2fys + ya?

p— F o —
ay.— [




et bollftinbiges Quabrat: (Ve + aVy)?
und bie Gurve ift bebanntlich eine Pavabel,

Die Gleichung (1) bedentet in dem befonbdeven Falle, in weldem fie fid) in swei cinfade Factoren
sevfegen [HRt, swei Puntte; die Gleidjung (I) bedeutet in bemfelben Falle wei gerabe Yinien, Lijen
wiv fic namlid nad) ¥ auf, jo i]'l ber Dabicand

(B2 — ay) 2 + 2 (B — we) & + 02 — ul = 0
uwadrat, wenn
{\.'-F -- (:}‘j LI:'E - r:;:',l e {_:";':]‘ - r:!.‘_".ﬁ,
wid dic beiven Sevaden find alsdann folgende:

-

et volljtinoiges O

8 4 VI — ay J 4 Vo2 — el _
i -} ..'I___-?_...:‘.J e _;__ r 4 - -.-I ."l‘._ =S ="} kllw
o [+ §
B e e e
ud  y + - L& Lok ik O T G (IIL).
' i
Yijen wir nad) @ ouf, jo crhalten twiv den Nabdicanden:
1,-— — uy l‘I g2 L.:. — l]"""l ¥ -+ it — }":,
weldier, wm ein volljtanbiges E‘.Lmbmi it jein, “lf t‘u nnl ber vovigen ibentifde Bedingungegleichung fithrt:
(A3 — (e — (Je — dy)?
Die Dbeiben Gevaden erhalten m.:mul,u "*E‘It hmmuf
a 7 )_? = ¢ ."'.'_{ .' F._ :
e -“._} l T ﬂ,.. i _':'____I"______d_- 0 U"l:l
# ;- }'
B Yy el 3 =ik
T 4 7 Vi 5 fi_f_ y 3 _1__ _:‘_ = () U'J
7 7
Die Yinie (V) ift diefelbe wie (II), (TV) bicfelbe wie (II), Beibe Geraden fiud veell ober imaginir,
je uadpbenm p? — ey pojitiv ober negativ ift, ba 42 — el umd & yL omit A2 — ey gemidf den

Bedingungsgleichungen dajjelbe. Beichen Gaben.  Audy weun bie Geroden imagindr find, ift ihr Dovd):

fdmittspuntt veell, und gwar dbag Centvum.  Jn dhnlicher Weife fahen wiv, daf die Puntte der Gleidjung (1)

imagindr fein fanen und bod) auf einer durd) dag Gentvum * gehenden veellen Gevaben liegen, Wenn

fI* — ey =0, fo jind beibe Geraden pavallel und ju beiden Seiten gleidh) weit entfernt von der Geraden
wy 4 o 4= =l

bic in bicjem Falle ibentijdh it mit fy + yz 4+ ¢ = 0; ihre Glidungen find
ay + fr 4+ d 4 ],/T‘l — al = 0,
it nudy 02 — «f = 0, fo fallen fie in eine cm]lgc Gierabe sufmnmen, Tie Gleidungen
il B — ay
S i V' S =0
(14
oL, | T e
e o A Ak e —=U)

i ]
britfen swei mit (I1) und (IND) durch den Goordinatenanfang pavallel gegogenc @evaden aug; fomit find
bie brei erjten Glicder der Gleichung (I) in folgenbem Ansbruce:
ay® + 28yr 4+ ya? = 0
bas Shjtem diejer beiben Parvallelen,
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