
ttefier bte Doöpntige quabratif^e ©letdjwtg mit ^toet $eränberltd)etL

^ie geometrifdje Söebeutung eines anattjtifc^en 3lugbrucE8 änbert ftdj, wenn bte 33eränber(i$en,

beren Function er ift, eine anbere iöebeutung annehmen. SBenn mir in ber uoßftänbigeit quabratifdjen

(Steigung mit gmei SSeränbertidjen tiefen teueren ftatt ber getoöljttüdjen SIbfciffen* itnb Drbinatenwerttje

biefelbe 23ebeutung geben, toeldje bie Sonftanten ber linearen ©teidjuitg y + ax + b = 0 fjaben, itnb

bemgemäfj a, alö Sßeränberticfye gebaut, mit r, ebenfo b mit s begetcf;nen, fo bebeutet bie ®(eid)ung
as 2 + 2 bsr + er 2 + 2 ds + 2 er + f — 0 (1)

einen burd) eine beftimmte Slufeinanberfotge geraber giniett gebitbeten geometrifdjen Ort ober, toa§ baffetbe ift,

eine burd) bie fie umfjüüenbett Sangentett bargefteßte (Suroe, fo luie bie (Steidjung y' + x'r + s — 0 (2)

beit ^ßunft (y'x') «18 gemeinfdjafttidjen 5Durd^fd;nitt aller bitrcf) iljn gejogeneit geraben Sitticn auSbritcft.

ßöfen mir (1) nadj s auf, fo ift

— (br + c?) + V(6r + d ) 2 — (er 2 -+- 2 er + /') a .
a ^

gitr jebe« r gibt es alfo jtüei oon bem SBertlje s = (4) ju beiben ©eiten gleich Weit■

entfernte Tangenten ber (Suroe, bie fid) baburdj im ungemeinen als ßentraleurüe djarafterifirt, itnb beren

Sentrnm jitr Orbinate —, jur Stbfciffe — E;at. 3fit bem befonbern gälte, bafj a — 0, liegt baSG Ct

Zentrum unenblid; meit.

©ine Sangente (s'r') mirb Sangente für einen beftimmten SBerüljruitgSjJunft, mentt

nod£) eine anbere burd) benfetben ^itnft geljenbe Sangente mit iljr jufammenfällt; fallen nod) jinei, brei

ober mehrere Sangentett in biefer Seife mit ifjr jufammen, fo entfielt für jenen ^ßimft ein (Sontact f

jweiter, britter itnb überhaupt fjotjerer Drbnung. (Sine Sangente (s'r') mirb ferner oon ber unmittelbar

auf fie fotgenben im -SSerü^rungSpunlte gefdjnitten. ®iefer Umftanb fiifjrt uns fofort 31t ber ©teidjung

iftreö ©erüljrungäpunfteS, nämlidj:

(as' -+- br' + d) s + (bs' 4- er' + e) r + ds' + er' + f — 0 (5),

toetdjer mir and; folgenbe gorm geben föuneit:

(as + br + d) s' + (bs + er + e) r' + ds + er + f — 0 (6).



giir s' — 0, r' = 0 erfjalten Wir fiierauS

äs + er + f — 0 (7) s' 1
cif$ (Steigung beS 33erüfjrung&pitnfte8 ber evften Slye; cbenfo für — = 0, — = 0

bs + er + e = 0 (8)

(Steigung be8 33evüfjrung$|ttnfte8 ber gtueiten 2(je, falte btefe Ifen überhaupt ber Suroe begegnen;

r' 1enblidj für — = 0, — — 0, b. Ij. für eine itnenbüctj weit tiegenbe Sangente ift bie ©leidjungbeö
s s

©erütyrungspunftes:
as + br + d — 0,

b. i. bo§ Sentrum, wie ©teidjung (4) jeigt. SGStr erfet;en aitö bem ©efagten, baß bie Sangeitte nnb

Ujr 33eritljrung8punft fid) »oneinanber nnb Dom Umfange ber (Surbe entfernen Jönnen. 2luf biefe Skjie»

Ijnng jwifdjen beiben werben wir f(Jäter jurüdSommen.

®ie ©leidjung beö ©eriiljrung&punfteS einer oorn Urfprmtge auSgeljenbett Sangente ift gernäf (5)

nnb (6):

(br' + d) s + (er' + e) r + er' + f — 0

ober ( bs + er + c) r' + ds + er + f — 0 ;

für eine ber evften 21fe .parallele Sangente ift fie:

(■as' -+- d) s + (bs' + e) r + ds' + f — 0
ober (as + br + d) s' + ds + er + f — 0

nnb für eine ber jweiten Sffe parallele Saitgente:

(as' + br') s 4- (bs' + er') r + ds' + er' = 0

ober (as + br + d) s' + (bs + er + e) r' — 0.

21u§ (5) erhalten wir für bie Soorbinateit be§ £Jerüljvung8punfte8 ber Sangente (s'r') bie SBert^e:

ds' + er' + f bs' + er' e

^ as' + br' + d' X as' + br' + d'
ans Weldjent fief) wieberitnt SluSbrüd'e oon fotgenber Sonn ergeben:

s ay + ßx + y u'y + ß'x -+- y'
dy + tx -I- l{ dy + ex + t

Kenten wir uns biefe in (1) fnbftituirt, fo erhalten wir bie botlftänbige quabratifdje ©leicfyung in x unby.
®ie ©leicfyung (1) ift fomit ber 9Utsbntcf einer ßttröe ^weiter Orbnnng. SBir Wollen biefelbe in ifjren
»ergebenen äftobificationen näfjer betrauten.

Sin« bem 9fabicanben in (3) läßt fid) bie SBnrjet gießen, wenn ( b 2 — ac) (d 2 — af) — (bd — ae) 2 (9).

3n biefem Säße gibt bie ©teicljung (3):

br + d + r\!b~ — ae + \Jd 2 — af
a

(10)

itnb ftellt ä w c i com fünfte s = — b. i. oom Sentrnm gtcidj weit entfernte unb mit

bemfelben in gerober Sinie tiegenbe fünfte bar. Siefe gerabe Sinie ift beftimmt bnrdj

be — cd
r

Vd 2 — af bd — ae

7ö — — 75 nnb s —
b 2 — ac b 2 — ae b 2 •— ae'



3ft jug(etcf) mit (9) nttd) b 2 — ac = 0, Woraus weiter folgt, bajj be — cd — 0, fo fittb

bie beiben fünfte: _____

br + d , V^ 2 — af ,,s = ± (11)
a a

l r | ^
unb liegen mit beut fünfte s — — •— auf einer ber ^Weiten 2t$e parallelen, beren Sage burdj

— — — == beftimmt ift.
raa

3fft d 2 — af — 0, fo liegen bie fünfte

br + d . r\b' 2 — ac ,_ N
.s — ± — (12)a a

in berfetben SBeife auf einer mit ber erften Sfje ^araÜeleit, beren Sage burdj s — — beftimmt ift.\ d

giuben bie S3ebingungen b 2 — ac — 0 unb d 2 — af = 0 jitgteidj mit (9) «Statt, fo fallen beibe

fünfte mit bcrn äftittetpunfte äufammeit.

£>ie ©teidjung (9) fönnte attd) befielen 1) Wenn foWof)l b'2 — ac als autf) d 2 — af negatiü

wären; 2) wenn b 2 — ac — 0 unb d 2 ■— af < 0; 3) Wenn b 2 — ac CO unb d 2 — af = 0. ,

3u jebem biefer gälle würben bie bejitgticfien jwei fünfte imaginär, i^re 23erbinbungölinie aber-reell fein.

®ie ©Icidjmtg (1) fitfjrt uns 31t folgeubeit allgemeinen ^3esief)uugen jwifcfyen einer Sangente unb

ifjrern ©eritljrungSpunfte. Sie Saugeute (sV) berührt gemäfj (5) bie (Sitroe im fünfte

(as' + br' + cl) s + (bs' + er' + e) r + ds' + er' f = 0;
eine beliebige jWeite Saugente (s"r") berührt im fünfte

(eis" + br" + d) s + (bs" + er" -H e) r + ds" + er" + f = 0.
Scjei^nen wir bie SßerbinbungStinie beiber 2$eritl)rung8punfte mit (s t r L), fo erhalten wir mit 2öeg=

faffmig ber Stccente iit bett "ißarentfjefen:

(as + br + d) s l + (bs + er + e) i\ + ds + er + f = 0 (13)

b. i. bie ©leidjung beS ®urd)fd)mttgputtfte8 ber beiben Sangenteit (sV) ititb (s"r"). SBir nennen

biefeu ^ßuuft ben ^ol ber ©ecante (s t t\) unb biefc @ccante felbft bie polare jenes fünftes.

©eine ©letdjuug feißt fid) audj fo aitSbrücfen:

(as t + bt\ + d) s + (bs l + c>\ + e) r + ds t + et\ -+-/'= 0.
©er «ßot einer ^weiten ©ecante (s 2 r 2) ift bentnadj:

(as 2 + br-i + d) s + (bso + cr 2 + e) r + ds 2 + er 2 -+• f = 0.

kennen wir bie 23erbinbuugStinie biefer beiben ^ole (BS), fo ermatten Wir analog wie früher:

(as + br + d) S + (bs + er + e) Ii + eis + er + f — 0
für bie © lei djung be$ fünftes, in welchem fidj bie ©ecanteu (^ r^) unb (s 2 r 2) fcfjiteiben. SBir nennen

aud) biefen ^unlt ben ^5o( ber ©eraben (BS) unb festere feine Notare, ba feine (Meidjmtg in Sejietjung

auf (BS) biefelbe gorm I;at, wie (13) in Sejiefyttng auf sj. SBir fd^üeßert IjierattS, baß bie 33er*

binbungätinic ber ^J3ote jweier ©eraben bie polare beö ©urd)fd)nitt^unfteS biefer ©eraben ift, ba§ alfo

überhaupt bie polaren alter fünfte einer ©craben burd) ben ^3ot biefer ©eraben geleert unb bie ^ßote

aller bitrd; benfetbeu Sßunft gefjenbeu ©erabett auf ber ^ola.'e biefe§ ^unfteö liegen. S)er Serü^rungSpunft

einer ©eraben £;at biefetbe ©teid)iuig wie it)r 'pol; er ge'^t alfo in ben ^3ot über, wenn bie ©erabe bie

Surbe entWeber fdjneibet ober gar nic^t trifft, ©ie ®teid)ungen (7) unb (8), weldje bie Serüfirunggpunfte



ber erften mtb jweiten Slye bejcidjnen, brücfen baljer allgemein bic Pole biefer Ökrabett aus, uttb baS
Sentrum ift ber Pol einer uttenblid) toeit fiegenben ©erabett. ®ie Orbinate unb Slbfciffe beS Poles berTO ß C
erften 2(je finb , -y uttb beS Poles ber Reiten S(^e -y, y. ^ie^eit mir eine mit ber erften 3Ife
parallele Tangente, fo ift ifjr SeriiljrungSpMift:

(asl 4- d) s + (bs l + e) r + ds\ + f = 0.
®er burdj biefett SöerüljrungSpititft geljeube 2)urcf)meffer fyat atfo bie ©leicfjung:

(id 2 — af) s + (de — bf) r — 0.
©er burdj ben ^ßoC ber erften 2lje geljenbe SDurdjnteffer fjat bie itämlidje ©letdjitng, wie ficfj biefes aus
ber ®leid)Uitg beS Setitrum«: as + br + d = 0 uttb beS genannten poleS: ds + er + f = 0
unmittelbar ergibt. 2llfo liegt ber ^5ot einer ©erabett auf bem burclj ben SeritfyrungSpunft einer mit
it)r parallelen Tangente gezogenen®urcf)meffer. @e£en wir itt ber ©leidjung ber Suroe r — o, fo
ermatten wir aus ber ®leid)uitg:

as 2 + 2 ds + f — 0

bie Crbinatenwertfie ber 33eriif)ruiiggpunfte ber mit ber erften Slye parallelen Tangenten, ftitr bie biefer
2li-e jiutä$ft liegenbe Slangente ift berfelbe:

d y/d* — af ,
a a

wäljrenb ™ unb bic Orbiitatett beS Zentrums uttb beS pole« ber erften 2l;re finb. 2luS ifjnen

ergibt fid) bie Proportion : ^
d _ yjd 2 — af yjd 2 — af / d f \
a a a \ a d)

b. f). ber burdj ben Pol geljenbe §albmeffer ift bie mittlere proportionale jwifd^en ben Slbftanbett beS
Poles uttb feiner polare com Sentritm.

Die ©leidjung (1), ttad) r aufgelöst, gibt:
— (bs + e) ± V(frs + e) 2 — (as 2 + 2 ds + /') cc

bs i c
®a nun r = ber Pol ber jmeiten W$e ift, fo folgt Ijierau«, baß jwei bon einem beliebigenc
Punfte ber ^weiten 2Kj:e aitSgcljeitbc Stangen ten mit biefer 2ije unb mit ber oom nämlidjen Punfte burdj
ben Pol berfelben gezogenen(Seraben ein Ijarmonifcfje«4Siifcfje£ barftelleit. $u einem analogen ©djluffe
fiifyrt ber aus ©leidjung (1) IjeroorgeljenbeSBertf):

> - (4 + 0 ± Vfe + •)■ - (v + + 0 f
r f '

7 S2 ■+" e
ba wir wiffen, ba§ — = — — ber Pol ber erften Slye ift. 3ebeS öon einem beliebigen

Punfte ber erften 2lye auSge^enbe Sangenteupaar bilbet mit ber bom nämlichen punfte aus burd) ben
Pol ber erften 2lfe gezogenen©erabett unb mit biefer 2l$e felbft bier ^armonifalen.
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SDie au« (Steigung (1) für s unb — ficf) crgebcttben ffiertfjc föitnen wir iit fotgenber gorm

auebriicfen:

(br + d) ± ^/(b 2 — ac) [r 2 + 2 ^f _ ™ r + l]

(y + 6 ) ± V (d '2 "" ö/) ^ + ^ - a/' "r" + 1
r a

3tt jebem btefer 2£nsbritc£'e ift ber rationale £I)cit bic ©teidjung für ba8 Zentrum. Stritt nun ber galt

ein, bajj b 2 — ac = cT- — af, fo folgt, baß für r = 0 unb -i- == 0 bie SBurjet jebeSmat ben»

felben SSJertlj fjat, baf? atfo bie mit ben beiben 2t?;en parallelen SCangenteitpaare gteidje Entfernung tiont

Eentrum fjaben, in melden Stiftungen wir aud) bic 2Jyen annehmen mögen. £>a8 Quabrat btefer cou-

ftanten Entfernung ift:

b 2 — ac . _ d 2 — af .
5 sin 2ß. = sin ß ,a 1 a z

wo ß ben Goorbinatentoinfet 6e^eic£)net. ©e^eit wir in biefen 2tu8brü<fen bie Sonftante a, Wetdje wir ja

wiüfürlidj annehmen fönnen, gteicfy sin 2ß, fo rebucireit fie fidj auf:

b 2 — ac d 2 — af
a a

wetdje Quotienten wir furj burd) R 2 bejeicfynen wollen, kennen wir bic ßoorbinaten beS Zentrums

y' unb x' fo ermatten wir:

y' — —, x' — — , atfo d — y' sin 2ß unb b — x' sin 2ß ;a a

h 2 d 2

c = R 2 = x' 2 sin 2ß — R 2 - f — — R 2 = y' 2 sin 2ß — R 2 .a ' a

®er $oI ber erften Sljie fjat jttr Slbfciffe: ~ un ^ ' u ©ejidjung auf biefen ^ot unb bie

erfte 2X^e finbet nadC; bem griiljern bie Proportion Statt:

y' sin ß: R = R: i y' Sin 2ß ~ *') tgß '

woraus folgt, ba§ c — y'x' sin 2ß + R 2 cos ß. "©emgemäB nimmt bie ©(eidjuitg ber Euroc fol-

genbe gönn an:

[s 2 + 2 x'sr + x' 2r 2 + 2 y's + 2 y'x'r + y' 2\ sin 2ß = R 2 (1 — 2 cos ß + r 2)

(V + x'r + s ) 2 sin 2ß „
ober: ~ —5- = R 2.

1 — 2r cos ß + r 2

@ie ftellt atfo ben geometrifdjen Ort alter üon einem gegebeneu fünfte (y'x') in conftanter Entfernung R

tiegenben (Seraben bar, b. i. einen Jlrciö.

0ür redjtwinfetige Soorbinaten ift bie (Steigung beS Greifes:

(y' + x'r + s) 2 = ™
l + r 2



3m Sttlgemetitcit fjcit s ben SGBcrtfj:

— (br + d) j: V(& 2 — «c) r'2 + 2 ( bei — ae) r + d 2 — af
a

beffeit 9fabicaitb (b 2 — ac) |Y 2 + :1~ r + ^ ] f" v n ^ e m ß clt ©ertlje üon r

pofitiö bleibt, luenn b- — ac pofitio ift unb r 2 + r + ^ fidi in imaginäre

gaetoreit serlegeu läßt, atfo toeitn
(ae — bd) 2 — (l 2 — ac) (d 2 — af) < 0.

®ie Suroe tjat a(«baittt in aßen 9?td)tuttgen ein ^aar reeller Sangenten unb ift in fid) fetbft gefdjloffen,

atfo eine Gsllipfe. 3ft ber le^te Stuöbvucf pofitio, fo ift ber 9^abicanb im Sßertfje für s furj auSge=

gebrüeft: ( b 2 — ac) (r — t\) ( r — r 2), Wo i\ unb r 2 reell finb. $e meljr r fid; einem biefer

SBertljc nähert, um fo näljer fommen bte beiben parallelen Sangenten beut Seutrunt; für {eben ber

SSJertfje t\ unb r 2 felbft falten bie Sattgenteu iit eine einjige äufammen, loctcfje burdj baS Zentrum gel)t.

0ür Saugenteu, bereu r jtoifcfycu r t unb r 2 liegt, ift, »nenn b 2 — ac < 0, baS entfpredjenbe s reell,

für alle anberu Sangenten aber imaginär; wenn b 2 —a>0, fo ift umgefetjrt s für bte erftgenannten

Sangenten imaginär, für bie letzteren reett. £)ie (Sttroc liegt fomit nur iit einem ^aare ber oon ben

Sangenten ?\ unb r 2 gebitbeten ©djciteüuinfel; fie nähert fid) biefeu ©eraben immer tnefyr unb Wirb in

uneublidjer (Entfernung üon iljneit berührt, ift baljer eine äiüifdjen iljrett beiben 2(ftjmptoten liegenbe

§t) gerbet. 3 ur nähern •öeftimmung ifyrer Sage bemerfeu mir, bafj, wenn b 2 — ac unb d 2 — af

Sitgteid) entiriebcr pofitiö ober negatio finb, beibe 2lft)mptoten iit baS nämüdjc ^ßaar ©djeitelnrinfel ber

ßoorbinatenajen falten unb im erfteit galle bie §typerbel iit bemjettigen ^aar ©djeitelmutfet ber 2lfl)mptoten

liegt, meld)eö bie ßoorbiitatenajen nidjt enthält, unb alsbann foluofjt Sangenteu I)at, bie ber erften, alö

audj foldje, bie ber 3h)eiten 2lj:e parallel finb; im lederen galle itmgefeljrt. @inb b 2 — ac unb d 2 — af

üon eutgegengefe^tem SJorjeidjen, fo liegt jebe Iftymptote in einem befoitberen ^aar ©cfyeiteüüiüt'el ber

Soorbinatenajen; ift b 2 — ac pofitiu, fo liegt bie f)t)pcrbel mit ber erften 2lje im nämlidjen ^3aar

©cfyeiteliüinfel ber Slftjmptoten uitb f;at unter ifjren Saugenten foldje, bie ber feiten 3lye parallel finb;

ift b 2 — ac negatio, fo finbet ba8 Umgeteljrte Statt.

®ie 2lft)mptotentuertI)c i\ unb r 2 geljett aus ber (Steigung

( b 2 — ac) r 2 + 2 (bd — ac) r + d' 1 —- af — Ü

fjeruor. $ft alfo d 2 — af = 0, fo ift eine älftjmptote ber erften 2(j:e parallel; bte anbete ift beftimmt

bttrd): — . 3ft b 2 — ac = 0, fo ift eine Slftimptote ber jmeitett Slye parallel; für0 CIC
2(l)cl cte)

bie anbere erhält man ben SBertlj: — —^. ginbett beibe Sebittgungeu jugleid) Statt, fo fiitb

beibe Slftjmptoten beit Soorbinatenafen parallel. ÜDie ©ebingung d 2 — af — 0 ift gleidibebeutenb mit
cl f

— = -y b. I). baö (Zentrum unb ber ^ßol ber erften 2lje Ijaben biefelbe Orbinate. (Sine einer Slf^mptoteCl et

parallele ©erabe fjat ifirett s]3ol auf ber älftjntptote. Sie ^öebingttng b 2 — ac = 0 ift gleidibebeutenb mit

- = y i. t). baö Zentrum unb ber ^3ol ber jiueiten 5lye Ijaben biefelbeti Slbfciffe.Cl 0



3Benn bei- Sluöbrucf (ac — bd) 2 — (b 2 — ac) (d 2 — af) 9?ull ift, fo evfjätt r ben 3BevtI)

ae M feer Ofabicaub im Stußbntcfe für s wirb afebantt:b 2 — ac

<* - *) [' ~
itnb bie (§5[eicf)ung läjjt fid) fo fdjreiben:
r b + \b 2 — ac d ae — bd \ r b — Vft 2 — ac d ae — bd \
I s ^ H —== II s H — r 1 . | = 0.V. U a a\b 2 — acJ V a a a\Jb 2 — acj
<2ie ftctlt fomit jwei fünfte bar, bie mit bem Sentrum in geraber Cinie liegen. SDiefe Sinie ift beftimmt
buref) beit Sßertlj:

ae — bd

' b 2 — ac'

d b£)a bie Drbinate itnb 3lbfciffe be8 (Zentrums — unb — finb, fo folgt, bafj, wenn d — 0 unb 6 — 0,
et Cl

f c
ba§ (Sentrum im ßoovbinatenanfange liegt. ®a ferner -j bie Orbinate beS ^3o(eS ber erften Slje, y bie
Ibfciffe beö '»ßoleS ber ^weiten ?lye ift, fo rnujj, je nadjbem f = 0 ober c — 0, bie Gturoe Don ber
erften ober öon ber ^weiten ßoorbinatenajfc berührt werben. $ierau8 werben wir teicfjt bie iöebeutitng
ber unüollftänbigeit quabratifdjen ©letdjungeit ertentten. 3 u »öc[;ft fe^en wir in ber ©leidjung

as 2 + er 2 + 2er f — 0
bie ßentralcurüe, bereit Zentrum im Soorbinatenanfange liegt. SÜBir erljatten für s bie Sßertlje:

s = ± -I /_ er' + 2er £ ? = ± \/_ ±(,i + Ü£, + £\V a X a\ c c J
3e nadjbent c-2 — cf negatio, pofitiu ober 9iull ift, fjnben wir eine (SKipfe, §typerbel ober jwei oom
Zentrum gteicfjweit entfernte unb mit bemfetben in geraber Sinie liegenbe fünfte. SDie Slftymptotenber
§^perbet ergeben fief) aus ber (Steigung:

— e + Ve 2 — cf
c,

®iefe ©leic^ung bleibt biefelbe, wenn wir ben Sßertl) ~ herleiten, nämlid):

s . 1 / / / 1 2e 1 c \

T - ± V ~i(7 + 77 + 7)aus Wetdjer für bie Stfomptoten folgt:
1 — e ± Ve 2 — cf

r ~~ f
§ier fönnen c unb f com nämlichen ober öon entgegeiigefe^tenSBorjeidjen fein. Snt erften galle liegen
bie 3Iftjmptoten im nämlidjen ^ßaar ©djeitelwinfelber Qjoorbtnatenayen; finb bann c unb f pofitto, fo
liegt bie $ljperbel in bemjenigen Sßaar ©djeitelwinfelber Stfgmptoten, in weldjem bie Soorbinatena^en
liegen ; finb c unb f negatiu, fo Ijat bie §t)pet'bel 31t beiben Soorbinateitajren parallele Stangenten. 3:nt
anbern Salle liegt j,ebe (Soorbiitatenafe in einem befonbern 'paar ©djeitelwinfet ber 9Ift)m})toten; ift c
pofitiü, fo liegt bie §t)perbel in bemjenigen ^ßaar ©tfjeitelwinfel, in weldjent bie jweite 2lye liegt; ift c
uegatio, fo liegt fie mit ber erften Slfe im nämlidjeit $aar ©djeitelwinfel.
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Slu« SBorftefjcnbcmerfüllt ferner, bog, Wenn e ±= 0 unb c unb f juglctd) pofittü ober negatiö
finb, bie (Suroe entWeber imaginär ober eine Sflipfe ift; wenn aber c unb f entgegengefetjteSßorjeirfjen
^a&en, fo ift fie eine §t)perbef. Siefen gatl geigt bie OteicEjung: as 2 + er2 + f— 0, aus wetöjer folgt:

, = ± V/_22 l+l mi L _ ± V_ V
Vc r f

®ie »on einem beliebigen fünfte einer (ioorbinateuayegezogenen beiben Slangenten bitbeu I)ier mit ben
f ^ / & \ ^

Soorbinatenajenuier §armonicaten. giir r— 0 erhält man s 2 — ——; für — = 0 (—) 2 =——•
Sfioir wollen biefe Sßertfye, im garte c unb f negatio finb, burd) B- unb A2 bejeidjiten. ©er 33erüt)runj8punft

f CTirgenb einer Tangente (sr) fyat jur Orbinate: y = , jitr Slbfciffe: x = •. ©ubftituiren(%S eis
Jß2 Jß2 x

wir bemnaef) in bie ©teidjung ber Suroe s — —, c — — nAL2 , r = f.— — a-® 2/i1J U
fo nimmt biefe ©kiefjung fotgenbe gorm an:

A2y 2 + B 2x 2 = A2B 2.

@e|en wir für ben gart, baß c pofitio ift, — — = — A 2 - im garte aber, bag c negatio ift,Oj

1— — — JB 2 , fo fornmt:
Ah/ — Ißx 2 = ± A 2BK

£>ie (Stfipfe unb $t)perbet finb atfo auf conjugirte ®iameter begogen, unb jwar liegt für bie ftyperbet
im garte beö obern 3eidjen3 ber reerte SDurdjmeffer auf ber gweiten, im anbern garte auf ber erfteu
ßoorbinatenaje. SBeun c = f, fo fteßt bie ©teidjitng

as 2 + er 2 + c — 0
c / s \ c

einen ÄreiS bar, ba s 2 = — — unb (~ ) 2 = ~ • ^ ei' A2 = B 2 = R 2 unb bie
®(eid)ung ber ©rtipfe gefjt über in:

y 2 + x 2 = R2.
Sßenn e2 — cf — 0, fo erptt mau bie ©(eidjungen jweier fünfte, nämüd):

s * v~^ = °-
Sie 9?id;tung iljrer SSerbinbungSlinie, wefdje, wie ber Slnblit! ber ©(eidjungen geigt, burd) ben Soorbi»
natenanfang gefjt, ift beftimmt burd;:

,. = _i/Z = _±.\ c c
®ie (Steigungen as 2 -h er 2 + 2er — 0

unb as 2 + 2er + f = 0
finb bem 3Sor^erge|enbett gemaj? £>t)perbetgteicf)ungen, unb jwar ift, wie wir fofort au« ber S(ft;mptoten»
gteidjung er 2 + 2 er + f = 0 erfeljen, in ber erftereu bie Slbfciffena^ebie eine Slftjmptote, bie anbere

2 c 2c
5tftjpmtote ift r— ; in ber (enteren ift bie Drbinatenaye bie eine unb r — — ~ bie anbere Ifljmptote.c /



(SOenfo ift bie ©fcicfjung:

as 2 + 2er = 0

eine grtjperbel, bereit Slftjmptoteu bie Soorbinatenayeti finb. 3>n biefer gorm ber ®teidjung:

as— —h 2e — 0
r

erlernten luir unmittelbar beit Slusbrutf, bajj bie tion beit Tangenten im Slftjmptotentoinfet begrenzten

Dreied'e gleiten gtä^eiiinfjatt Ijaöen. SIuö ber ©feid;uitg ber Sangente (sV): *

as's + er + er' = 0

ergibt fiel] alö bie Orbitiate be§ 33eriif)rungftpunfte$:
er'

as'

xxub bie ®(eidjung ber Sitrbe as' 2 + 2 er' = 0 ergibt für baS buref) bie Sangente auf ber Orbinatenaye

beftimmte Segment:
1er'

äs 7 ' ♦

Woraus Ijeruorgefyt, bajj bie Sangente im 33eriif)ruitgSpiuifte fjalbirt wirb.
®ie (Meidjung: as 2 - h er 2 = 0 ftellt smei auf ber SStbfciffenajce ju beibeit «Seiten beö Urfpruttgö

in ber Entfernung —~ r unb bie ©(eidjuttg as 2 + f — 0 jrnei 'auf ber Orbinateita^e 31t beibeit

Seiten fceö UrfpruncjS iit ber Entfernung ~ liegeitbe fünfte bar.

SBettn mir recljttninfetige Soorbinateit üorattsfcijcn, fo fjat bie ©(eirfjittrg, in wefdjer e — 0 unb

f = c, atfo:
as 2 + 2 bsr + er 2 + 2 ds + c = 0

b a§ ©geuttjümlicfye, baß für s~0 r bie SBertfje ±V — 1 erptt. SDa nun, lnenu tgs=±yj — 1,

aud) tg (z + </)) = ± V — 1, fo bilbett bie beibeit aus beut Soorbiuatenaufaitgc gesogenen Sangenten,

met(f)e imaginär finb, mit jebent redjtluinteügcu SIfcnftjfteme nier §arntonica(cn. .Biefjen >uir üom Soor»

binatenattfange auf eine Sangente (sr) ein "ißerpenbifet unb nennen feinen ^ufjpunft (xy), fo folgt auö

ber Sage biefeö fünftes auf ber Sangente (sr): y + rx + s = 0 unb ans feiner Sage auf bent
oc

^Serpenbifef; ry — x — 0, atfo s — — y (1 + r 2) unb r = ~ - ®iefc SBertp in bie ©(eidjuug

ber Surue eittgefefet, führen 31t bem SRcfuttate:

lnetdjeS bot geontetrifdjeit Ort ber -gufjpunfte alter 00m Sporbinatenanfange auf beliebige Sangenten

gefaßten ^erpenbit'et "barftetlt. ©iefer Ort ift, mie matt fogteiel; erlernt t, ein SreiS, beffett Zentrum im

Seittrum ber Surüe liegt. 2Iu3 ber ©leidjuttg ber Surüe ermatten mir für bie mit ber jmeiten 2Ij;e

parallelen Sangenten bie SSJertlje:

s b + y/tf — ac

r a

Eben biefe 2Bertf;e ermatten mir att$ ber ©feicfjttng bc§ SreifeS, wenn mir bie erfte 9fj:e burd) baö Seittrum

fegen, atfo d = 0 feljett, für bie 3lbfciffen ber Snbpiiufte be§ auf ber erften 3lje fiegenben ©ttrdjmeffers.
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Set- ®rei8 ift fomit um bcnjcnigen £>iameter befdjriebeit, welker bie SerüljtuugSpunfte gtoeter auf if;m
c

feufredjten Tangenten öerbinbet. SaS «ßrobitct bei* eben genannten Ibfciffentoertlje ift —. 3ft c pofitiü,

fo liegen bie Slbfciffen auf berfelbeit ©cite bcö (SoorbinatenanfangS unb für biefett '-ßuntt ift bie Drbinate

beS greif es:

,2 = _ ±
y a '

alfo imaginär; jügleidj wirb ber SBertlj

— br ± V(^ 2 — ac) >'2 — ac
a

für bie Sßertlje

r — ± V/' 2 ÜC— /V o •— ac

wetdje reell fiitb, üftufl. ©ic Suröe ift atfo eine £)typetbel. 3ft c itegatio, fo liegen bie Beiben Slbfciffett

auf entgegengefe^ten (Seiten be8 SoorbinatenanfangS itub y 1 — gibt reelle SBerttje; s ift fürCij

Q

jebeß r reell, SDie Giurüe ift eine Sttipfe. ©e^en toir in beut gatte, baf c pofitiü, — = -B 2 , imet

anbern Saite -—— = 2? 2 , unb nennen bie Entfernung be8 (SoorbinatenanfaitgS Dorn Sentrum e, fo bafjCt

— = e, fo fiitb bie oorgenanitten Slbfciffeit bei ber fnjpei'bet: e ± Ve 2 — -B 2 unb bei ber (S'tlipfe:Ct

e ± Ve 2 + -B 2 * ®er ßoorbinateuaufang ift ber 33 r c it it pu it f t, bereu es, loie mau feiert einfielt,

jwei iit gleicher Entfernung üont Zentrum gibt.
d b

21it§ ber allgemeinen ©leidjung (1) Ijabett mir erfeljen, bafj bie ßoorbinateit beS Sentrumö — unb—■Ct Cl

fiub, baß alfo, tocnit a = 0, baö Zentrum mtenblidi lueit liegt, ©ie ©teidjuitg beffelbeit ift atöbatut
br + d — 0

d
unb jeigt, bafj aüe ©iameter unter fief; parallel fiub unb jtoar in ber Stiftung r = 3e nacfjbem

bafjer b ober d ?*iuü ift, fiub bie ©iameter mit ber Drbinaten* ober Slbfciffcuaye parallel. 5>ie üoö<

ftänbige ©leidjitug ber Surüe ift für beit in 9iebe ftefjenben Satt:

2 bsr + er 1 + 2 ds + 2 er + f — 0.

3n if;r erfemteu toir bie ©genfdjaft, baß jebent Sßertfye üoit r ein einziger SBertf; üoit s, atfo eine

eitrige Sangeute entfpridit, luäfjvenb bie anbere mit iljr paraftele Tangente unenblid) weit liegt, loaS aus

fotgenber gönn ber oorftetjeuben ©teidjung

2 (br + d) — + (er 2 + 2 er + /) ~ 2- = 0,

in luetdjer baö Slbfolutglieb fetjft, fofort erfjetlt. ®ie beibeit mit beit ©iametern paraMeit, alfo bnrdi

baö Zentrum gef;enbeu Tangenten, iueldje bitrd) r = — ~ beftimmt werben, liegen itaefj entgegenge*



festen «Seiten unctiblicf) tueit, ba für fie — = ± 0. (Sine Stangente (sr) bei - (Sttvüe Ijat jur Orbiuates

imb 9Ibfciffe if)veS 23cri'd)ruugSpuuftc8:

ds + er + f bs + er + e

y br + d ' X br + d

§icrau8 erhalten mir bie SBertlje oon's unb r, luettit mir bitrcl) M, N itub P couftante StuSbrtide,

burdj X unb X' einfache ^Binome in x unb y beacidjneit, in fotgenbev gorm:

P + X' M + dX

S — N — bX ' r N — bX'

(gelten mir biefe 2Bevtf;c in bie ©leidjung ber ßurüe ein, fo ermatten mir eine ©teidjuiig jloeiteit ©rabeS,

bereu quabratifdjer Streit ift: {cd 2 — 2 bde + b 2f) X 2 ,

atfo iit iBejitg auf bie mit y unb x behafteten ©lieber ein uoüftäubigeS Ouabrat bitbet, worin fitf; ber

loefeutlicfie ©jarafter ber Parabel auöfpridjt.

£}ie (Surtie er 2 + 2 ds + 2 er + f = 0 Ijat, ba b — 0, ifjre SDiameter mit ber örbinatenaje

parallel. 35on bem fünfte ber Crbinateuaye

• —4
2 G

gibt es, ba für biefen Sßertl) tiou s r' = 0 unb r" —■ — ■—, jluci Tangenten ait bie Surtie, oonc

beiien bie eine ber erften ?ffe parallel ift. Sic anbere Tangente wirb biefetbe @igenfcf»aft fjabett, fobatb

e = 0. go(glM) ift er 2 + 2ds + f = 0

eine Parabel, bereu ©iaineter ber jmciteu 2tje paraM finb, unb wcttfje int fünfte

• L

biefer 2lfe eine mit ber erften 3Ife paraöete Sangente fjat. Qft nur f — 0, fo fteflt
er 2 + 2 ds + 2 er = 0

eine Parabel bar, an wctdje «out Urfpritnge aus eine SEangeitte

' r< = _ 2e
c

gefjt, loaljreub bie anbere Tangente bie erfte 2(fe fetbft ift. 3ft jugteid; e — 0, fo wirb bie Parabel
er 2 + 2 ds = 0

im Urfpruuge tiou ber erften % berührt, (Sine Tangente ber te&terwäfjuteii Sttrtie Ijat jur Crbinate

unb Slbfciffe beö iBerüljruug&punfteiS:
er dx

y = s ' ® = iT' nI, ° r = ~

SDarattS ermatten wir fofgenbe ©teidjung berfetben (Surtie:

** = 2 (~

®ie ©(cidjung 2 bsr + er 2 + 2er + f = 0

fteflt bie Parabel bar, bereu ©iaiucter mit ber erften Slye paraflet finb. 2(itS bem fünfte ber erften 2l?e

— = — laffett fiel; au bie (Sttröe jiuei Tangenten jicfjen, öott beneit bie eine mit ber jlueiten 2Ij;e
2*
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faraM ift, m,mibie«Am tun« 1 = _ feftat »tob. 3 ft äff. f» 1,-1 bi«

s c

Wambel, bereit ©Icidjung ift: 2 bsr c> 2 + f = 0, im fünfte —' = -r bei* erften eineV Ai0

mit bei' jwciteit 2fje parallele Sangente, 3ft c — 0, fo ift bie gweite ?(je felbft Sangente, Wcifjrenb

oom Urfpruitge aus bie anbeve Sangente

— — _ 2l

r — f

ift. 5Die (Steigung bei Parabel ift in biefem gaße: 2 bsr + 2 er + f = 0. Sffiirb aujjerbem nod)

e = 0, fo wirb bie bitrcf) bie ©(eicfjitng 2 bsr + f — 0 bargefteüte ^ßarabet im Urfpritnge oou ber

jweiten 3(fe berührt. 5Die 'ioorbinateit beS iBeritfjntngSputttteS einer beliebigen ütangentc im testen gafle finb:

f s u f f x
y — x = al o r = —, s = ;

br r by by

woraus bie ©leidjung berfelben (Same folgeube wirb:

o* =2 (- f) *■

«Benn e = 0 ittib f = e, fo ermatten wir ans ber ©leidjtutg: 2 bsr + er 2 -t- 2 ds + c — 0

wenn s = 0 gefegt wirb, r — ± V — 1.

9Bir Ijaben früher bei 33oraug)e(5itng rccIjtWinWiger ßoorbinaten gefehlt, baß in bem uorftefjcnben

gaße bie gujjpunfte ber uout (üoorbinatenaiifange auf bie Stangenten gefällten ^erpenbifef auf einer Sreis»

Peripherie liegen, bereit ©teidjung ift:

a (y 2 + x 2) — 2 dy — 2 bx + c = 0.

®iefclbc gefjt nun, ba a — 0, in bic gerabe Siitie 2 dy + 2 bx — c — 0 über, ©eitlen Wir uns

eine beliebige, buref) beit (iSoorbiitatenanfang gefjenbe ©erabe r lt fo ift ifjr *ßo(:

(bs + er) r x + ds + c — 0.

Um bic SKidjtitng ber oott ifjnt an bie (Surue gefjettbeit Saugenten 31t ermatten, fubftituireu wir in bic

©teidjung ber ßuroe beit attö uorfteljenber ©teidjung ^eroorgetjenben SBcrtt)

_ c Oi r + !)

br x + d '
unb erBatten:

* , 2 (b + dr.)
r 2 ^ =—^~ r — 1=0,

d — br Y

woran« folgt, bajj bie beibett Saugenteit feufredjt aitfeiuanber fteljen. Jöeun wir ferner bic Soorbinatcn

jenes ^ßotes, niimlidj:
c er.

V — br, + d ' X = br, + d

mit ben Soorbiitatcn beS ^o(cS einer ^weiten buref) ben SlnfaitgSpunft gezogenen ©erabeit r 2 üergtcicfiett,

atfo mit

C ^ C1--2

y _ br 2 + d ' X ~~ br, + d '

fo erljatten wir für jebe foldje ©erabe bie nämüd)c 9fctatiou ^wifdjett ben Soorbitiateit i^reö ^oteö, nämtid):

c — dy dx

by c — bx
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ober: dy + bx — c = 0, b. i. bie polare beS SoorbinatenanfangS, wetdje, wie iljre ©teidjuug jetgt,

mit ber ©craben, worauf bie gufjpunfte aller com SlnfangSpunfte auf bie Tangenten gefüllten Ißerpenbifel

liegen, parallel, aber nod) einmal fo weit, als biefe, üom Stnfangöpunfte entfernt ift. ©tcfcr 2lnfang§=

punlt ift ber SBreunpituft ber Parabel.

21itS ber allgemeinen ^ßarabetgtcicfjitng erhalten wir für r bie Sßertljc:

— (bs + e) ± V(6s + e) 2 — (2 ds + /') c
c

2luS biefem 9fabicanben läjjt fid) bie Sßitrjel gießen, wenn b 2 (e 2 — fc) = (be — ccl) 2 . ST'ie ©leidjang

verfallt bann in jwei Statoren:

(er + 2 bs + e + Ve 2 — cf) (er -+- e — \e 2 — t cf) = 0

ltnb ftellt § wei fünfte bar, »cm welchen ber gWeite unenblid) weit liegt. 5)a gemäß ber eben auf¬

gehellten 4öebingungSgIeicf)ung ,

e - Ve 2 — cf = ~

unb e + Ve 2 —■ cf = >

fo läjit fid) bie ©leidjuttg beS erften fünftes aud) fo auSbritd'en:
edr + 2bcls + fb = 0.

©eine Orbinate ift itnb feine Slbfciffe . SMe ©leidjitng beS jweiten fünftes faitn aud) folgenbenjjcl äo

SlitSbrud erhalten: br + d = 0.

Söenn iit ber ^arabelgleidjitng b unb ä jugleid) SXJull fiitb, fo rebucirt fie fid) auf er 2 + 2er + f = 0 ober:

(er + e — Ve 2 — fc) (er + e + Ve 2 — fc) = 0,

b. i. auf bie 3iitf)tungctt zweier uerfcfjiebeuer ©rubelt öon parallelen ober, was baffelbe ift, auf jwei

uneublid) Weit tiegenbe fünfte, bie reell ober imaginär finb ober jufammeufallen, je nadjbem e 2 — fc

pofitiö, negatiü ober 3'dulC ift.

2Bäl)renb bie ©leidjitng (1), inbem wir fie nad) s auflösten, unmittelbar jur ©leidjung beS Seit»

trums füljrte, erhalten wir auö ber in gewöljulidjen Orbinaten unb Slbfciffeu anSgebrüdten ©leidjuug:
uy 2 + 2 ßyx + yx 2 + 2 öy + 2fX + C = 0 (I),

wenn wir ein 2DM nad) y, baö anbere SDZal nad) x auflöfen, baS Eentrum als ben üDurdjfdjnitt jweier ©erabett:
uy ßx + <5 = 0
ßy + yx + £ = 0,

ooit beiten bie erftere alle mit ber Drbiitatenaye, bie leitete alle mit ber Slbfciffenaye parallelen ©efjtteu

l)albirt. Sie ßoorbinaten iljres £)urd)fd)uittspunftes finb:
yd — ße ui — ßS

^ ß 2 — uy ' X ß 2 — uy

3 :it biefeit Sßertljett erleuneu wir bie -öebingung, unter Welcher fie unenblid) werben ober unter welcher

bie beiben ©eraben parallel finb, nämlid):
|32 — uy — 0.

$n biefem 0alle ift jitgleid) ber quabratifclje ST^eit ber allgemeinen ©lcid)uug:
uy 2 + 2 ßyx + yx 2



ein ßollftänbigcS Qtmbrat: (yV« + x\!y) 2

unb bie ßitroe ift befmintücl) eine Parabel.

©ic ©Icidjitng (1) bebeutet iit beut Dcfoitbcrcit Safte, in tDefcfjem fic fid) in jtoet einfache gactoreu

jertegeu läßt, jiuei fünfte; bie ©leidjung (I) bebeutet in bemfelbett gaftc jwei gerabe Sinieti. Cöfcit

wir fic näutlid) naefj y auf, fo ift ber SRabicanb

(/S 2 — uy) x 2 + 2 (ßä — ut) x + ö 2 — aL, — 0

ciit uoilftänbigeS Quabrat, wenn
(ß2 _ ay) («J2 _ aC) = (ßö ~ ut \2J t

unb bic beiben ©crabcit fittb alöbamt fotgenbe:

ß +- \ß 2 — uy (5 + V^ 2 — A /m
y x -+- — ——= 0 (II)^ /v u v ^

ß — y ß 2 — uy <)' — y d 2 — «4' „ ,TTT,
unb y H x H — 0 (III).U 6t x

Cöfen Wir ncicfj x auf, fo ertjalten wir beit Dtabieanbcu:

(ß 2 — uy) y 2 + 2 (ße — äy) y + e2 — y£,

Weldjcr, um ein tiollftäubigeS Qitabrat 31t fein, auf bie mit ber norigcit ibentifc^e SBebiuguitggglcicljuug füfjrt:

{ß 2 — uy) (c 2 — y'C) = (ße — äy) 2 .

©ic beiben ©eraben erhalten nunmehr beu 2(u8brncf:

^ + e ± Vi- »y y +>+ v-r( 0 (IV)

* + l-VP- "_13 +' - ri- , 0 (V)7 7

©ic Sinie (V) ift btefclbe wie (II), (IV) biefetbe wie (III). -Seibc ©crabcu fittb reell ober imaginär,

je nadjbeiit ß 2 — uy pofitio ober uegatiu ift, ba t>2 — «C unb <2 — y? mit ß 2 — uy gemäß beit

%binguug«glcidjnugeu baffetbe 3eicl;en f;ctbcn. S(ud) wenn bie ©eraben imaginär fiub, ift ifjr ©urd)=

fdjiiittspunft reell, unb jwar bas Seittrum. 3n üfjuüdjer SEBeife faljen wir, baß bie fünfte ber ©leidjuiig (1)

imaginär fein fönncit unb bodj auf einer burd) baö Sentrnm' gcljenben reellen ©eraben liegen. Sßenn

ß 2 — uy = o, fo fiub beibe ©eraben parallel unb 31t beiben Seiten gleid) weit entfernt 0011 ber ©eraben

uy + ßx + d' == 0,

bic in biefem Sall e ibentifd) if t mit ßy + yx + e = 0; iljrc ©leidjungcu fiub:

uy, + ßx + ö ± y 1)2 — a£ — 0.

3i"t ciud) d 2 — ut = 0, fo fallen fic iit eine einzige ©erabc jufammen. ©ie ©leidjungen

ß + y ß 2 — uy
y + ■' v ' x — 0

ß-yp-*, x = o
a

briiefeit jwei mit (II) ttub (III) burd; beit Eoorbmatenaufaug parallel gezogene ©eraben aitö; fomit fiub

bie brei erften ©lieber ber ©leidjitng (I) iit folgcubcm 21u8bru(fe:

uy 2 + 2 ßyx + yx 2 = 0

batf @t)ftent biefer beiben parallelen.
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