A

Metrische Beziehungen.

Messen, Einheit, Masszahl, Vielfaches, Mass.

Ganze, gebrochene, irrationale Masszahlen.

Kommensurabilitit, Inkommensurabilitit.

Definition des Prodults zweier Streclken:

Sind a und b zwei Strecken, [a/' und |b| ihre Mass-
zahlen in Bezug auf die Lingeneinheit e, so definieren wir
ab=al- [b| qe?.

Bei dieser Definition gelten alle arithmetischen Sitze
itber Multiplikation zweier Zahlen auch fiir zwei Strecken;
denn man braucht auf beiden Seiten der Formel iiber die
zugehdrigen Masszahlen nur die Quadrateinheit als Benen-
nung hinzuzufiigen, um an der Hand der obigen Definition
die Richtigkeit der Formel fiir die Strecken zu erweisen.
Infolgedessen gelten dann auch die Formeln iiber Division
zweier Strecken.

Die gebriuchlichste Liingeneinheit, das Meter, ist der
zehnmillionste Teil des Meridianquadranten:

km, (Hm), (Dm), m, (dm), c¢m, mm.

qkm, gHm=ha, ¢Dm=a, qm, (qdm), qem, qmm.

Ueber den Fliicheninhalt geradliniger Figuren.

Der Flicheninhalt einer Figur ist der von ihr einge-
schlossene Teil der Ebene.
59. Der Inhalt des Rechtecks st
v —ah:
Beweis. L. Fall der Kommensurabilitiit?):
1) die Einheit geht in a und b auf.
Es sei a=ne, b=oe; dann ist R = no qe = ah.
2) Ein aliquoter Teil der Einheit geht in a und b auf.

S e e C
HEs sei a:np-, = 0171; dann ist nach 1)

R =no q( 9):“‘_} 16 = e-2¢ — ab,
D P P P

1) gelesen: Masszahl von a. 2) gelesen: Quadrateinheit.

o
g

') con, zusammen; mensurare, messen,

o
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II. Fall der Inkommensurabilitit:
1) Die Einheit ist mit a kommensurabel, mit b inkom- s
mensurabel. Angenommen R = ab, so muss es, da
der Flicheninhalt eines Rechtecks durch Verdnde-
rung einer Seite um jede beliebige, noch so kleine
Grosse geiindert werden kann, ein anderes Recht-
eck vom Inhalt ab mit den Seiten a und BC, geben.
Trigt man dann einen in a aufeehenden aliquoten
Teil der Einheit, der kleiner ist, als CC, auf b von
B aus ab, so muss mindestens ein Teilpunkt zwi- -t
schen C und C. fallen, etwa in C,. Dann ist das
Rechteck ABC,D, = AB:BC, nach Fall I; nach
Annahme aber ist ABC,D, = AB - BC.
Diese beiden Gleichungen widersprechen einander.
2) Die Einheit ist mit a und b inkommensurabel.
Dieser Fall wird dhnlich auf 1) zuriickgefiihrt, wie
dieser Fall auf den der Kommensurabilitét.
60. Der Inhalt des Parallelogramms ist
B—ght
Beweis durch den Satz vom Inhalt des Rechtecks.
61. Der Inhalt des Dreiecks ust
(Ni=—deh
Beweis durch den Satz vom Inhalt des Parallelo-
gramms.
62. Der Inhalt des Trapezes ist A
T=¢(@-+c)h
Beweis durch den Satz vom Inhalt des Dreiecks.
63. Der Inhalt des reguliren n-seitigen Polygons st
BN —sna0;
Beweis durch den Satz vom reguliiven Polygon in
Verbindung mit dem Satz vom Inhalt des Dreiecks.

<
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Ueber Aehnlichkeit geradliniger Figuren.
64. Satz von der Parallelen vm Dreieck.

- A - g a, a
Wenn im Dreieck A, B, || AB, so ist = = 2 = =
b, b, b
Beweis: Denkt man sich A mit B, und B mit A,
A a A :
verbunden, so ist =+ = ~ und =} = *; es ist aber
A, a, A, b,
a, b :
4, =4, also -+ = *; durch correspondierende Ad-
; a, b,
AL a a
dition folgt dann — = .
z b b,
65.  Umbehrung.
e a a, .
Wenn im Dreieck ;,),‘, — i}— so ist ¢, || c.

i 2
Beweis (indirekt). Durch den Parallelensatz er-
giebt sich nach einer Umstellung ein Widerspruch.
66. Satz von den beiden Parallelen im Dreieck.
Wenn im Dreieck A, B, || AB und B, A, || AC, so ist
S l.);_ LSRG Aata (B DI C.

a, oG e T Doy Crls B g Ao
Beweis: Durch Anwendung des Parallelensatzes
und des Satzes von den Gegenseiten im Parallelogramm,
Definition der Ahnlichkeit von Polygonen.
Wenn in zwei Polygonen

_E_:I{ZEE ....... .......]soist
a, b, (2 Dl P
Iie=—io S B == e ) B SR ; I :

67. Ahnlichkeissdtze.
A~ 4, wenn

a b
1) — =.—und y = ¢, oder 2) « = o, und y—y, oder

)

a b ¢ a b
3) —————" oder4) - —=— a—¢, a=>h.
) a, bl Clv ) a, bla G IR >

Beweis: Trage b, auf b von C aus ab bis A,,
ziehe durch A, eine Parallele zu c¢ bis B,; dann ist
das so abgeschnittene Dreieck , ~ ; ferner ergiebt
sich aus dieser Ahnlichkeit im Verein mit den Vor-
aussetzungen, dass o, = 4, also auch 4, ~ 4.




68a.

Satz wber dhnliche Dreiecke.

. . ; jizis
Wenn 4 ~ 4, so ist — — Al o 1S
A=l hy, m —a—+4b e
Beweis: Durch Ahnlichkeit von Teildreiecken;
der letzte Teil der Behauptung durch den Satz iiber
fortlaufende Proportionen.
68b. Satz diber die Flichenwinhalte Ghnlicher Drevecte.
Qb
4 " a hE
Beweis: Durch Division der Fldacheninhalte der
beiden Dreiecke und den Satz iiber ihnliche Dreiocke.

L : A
Wenn 4 ~ 4, s0 ist = =

69a. Satz iiber dhnliche Polygone.
Wenn.. P. i~ P 80/ ist, i~ day, dh o Ay,
é’(‘_mdcl = s dile iy
Beweis: Die Ahnlichkeit von ., und a, folgt
aus der Vorausselzung; hieraus folgt die Gleichheit
von ¢ und @, und mit Hilfe der Voraussetzung auch die
von ¢ und ¢, ; ferner folgt aus der Ahnlichkeit von 1,
' b f : cidlhies Sl ;
und Ay, dass T R somit auch die Ahnlichkeit
0} :
des zweiten Dreieckspaares, und so fort,
69b. Satz iber die Flicheninhalte chnlicher Polygone.
2 a’ [

Wemn P~ P, so ist I

Beweis: Aus dem vorigen Satz folgt, wenn man
die homologen Diagonalen zieht, die Ahnlichkeit der
Teildreiecke. Da nun diese sich verhalten wie die
Quadrate homologer Seiten, so ergiebt sich die fort-
ﬂ e _dh i
oy by e
korresspondierende Addition folgt
Pk gt

P =

laufende Proportion - - durch

=2 ="
1 ay a4 b,
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Metrische Beziehungen am Dreieck.

70a. Satz von der Hypotenusenhihe.
Wenn im Dreieck y=R, so ist
[Ehs=— e Eas—icp und Jof == (&l
Beweis: 1) durch Ahnlichkeit von 4, und 4,
2) durch Ahnlichkeit eines der beiden Teildreiecke mit 4.
70b. Satz des Pythagoras.
Wenn im Dreieck y =R, so ist a*--b*=c®
Beweis: Durch den Satz von der Hypotenusenhdhe.
/1. Umbkehrung.

Wenn im Dreieck a®--b*=c? so ist y=R.

Beweis: Denke b aufa in C senkrecht errichtet, dann
liefert der Pythagoras und die Voraussetzung: ¢ =c,.

Verallgemeinerung des Pythagoreischen®) Lehrsatzes.

Im Dreieck ist a®*=Db?-1 ¢?—2cq.

Beweis: Durch Anwendung des Pythagoras auf ein
Teildreieck folgt a®*=h?—-p®. Driickt man nun h? aus
demandern Dreieck nach dem Pythagoras und p?nach der
Formel tiber Quadrierung einer Differenz aus und setzt
die gefundenen Werte ein, so ergiebt sichdie Behauptung.

Bemerlung : TFillt H in die Verlingerung von e, so gilt der
ganz auf der Verlingerung liegende Hohenabschnitt als negativ, der
nur teilweise in die Verlingerung fallende Abschnitt als positiv.
73. Satz vom Quadrat der Mittellinie.
Im Dreieck ist a®>—- b*=2m>- ic2
Beweis: Wende die Verallgemeinerung des pytha-
goreischen Lehrsatzes auf die beiden Teildreiecke an;
dann ergiebt sich durch Addition die Behauptung.

=~
b

74. Satz von der Winkelhalbierenden.
Im Dreieck ist ol v}!-.
b v

Beweis: Denkt man von W anf a und b Senkrechte
vofillt sq it DBCW . & i :
gefillt, so ist oW o Es ist aber auch
A BWC U elolich 2 u
—_— lich — — —.,
R e s e

1) modaydgeeos, pythagoreisch.




24

75. Satz von der Halbierungslinie des Aussemwinkels.
' B

LTV

5 . bl
Im Dreieck ist {3_ £

Beweis: Fille von W' die Senkrechten auf a und b;
'hy vad
ﬁt%~ = —]a)—; es ist aber auch

A BW'C u’ u’

Pl
AAWG = v folglich e

dann ist

P

76a. Definition der harmonischen Teilung.

Hine Strecke heisst harmonisch geteilt, wenn sie
innerlich und dusserlich in demselben Verhiltnis ge-
teilt ist.

76b. Satz des Apollonius.
Wenn am Dreieck .~ WXW' — B soMIst BE — EL—.
AX Gh
Beweis: Ziehe durch W eine Parallele zu WX,
verwende die Ahnlichkeit zweier Dreieckspaare und kS
den Umstand, dass AB durch W und W’ harmonisch
geteilt ist zum Nachweis dafiir, dass DW — EW.
Dann folgt die Behauptung aus dem Satz von der
Winkelhalbierenden.

77. Satz von den drei Hohen.
Im Dreick schneiden sich h,, hy, h, in einem

Punkte, und es ist h, : hy : h, :% : Tl,' ; 21 i

. .

C

Beweis: Legt man durch die Spitzen des Dreiecks
Parallelen zu den Gegenseiten, so entstehen drei Paare
von Parallelogrammen, und die Seiten des neu ent-
standenen Dreiecks werden durch die Ecken des ur-
spriinglichen halbiert. Dann folgt die erste Behaup-
tung aus dem Satz von den drei Mittelsenkrechten
des Dreiecks. — Driickt man ferner den Inhalt des
Dreiecks dreimal aus und setzt die sich ergebende
Produktengleichung in eine fortlaufende Proportion um,
50 ergiebt sich die zweite Behauptung.
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78. Satz von den drei Mittellinien.

A Im Dreieck schneiden sich m,, m,, m, in einem
Punkt so, dass jede Mittellinie dreimal so gross ist,
wie ihr unferer Abschnitt.)

Beweis: Zwei Mittellinien m, und m, schneiden
sich in einem Punkte S. Nun ist A\ ABS— A CBS,
da sie gleiche Grundlinie und gleiche Héhe haben.
Aus demselben Grunde ist A BAS = A CAS, also
A ABS= A CBS = A ACS=4%4. Da nun A ACS
und A BCS gleichen Inhalt und gleiche Grundlinie
haben, so miissen sie auch gleiche Héhe haben. Daraus
folgt, dass CS die Seite ¢ halbiert. Nunmehr muss
A ASM, = } A ACM, sein, also SM, = im,_ebenso
SM, = §m, und SM, = {m,.

Bemerkung : Der Durchschnittspunkt der drei Mittellinien heisst
»Schwerpunkt™ des Dreiecks, weil die Fliche desselben um ihn gleich-
missig verteilt ist.
79a, b. Satz des Ceva.

Wenn drei Transversalen®) eines Dreiecks, AT,
BT}, CT, durch einen Punkt gehen, so ist
AT, - BT, - Oy 4
B (OT 2 AT i

Beweis: Setzt man je zwei Dreiecke zwischen je
einer Seite und dem Punkt X in Verhiltniss und wen-
det die Ahnlichkeit dreier rechtwinkliger Dreiecks-
paare an, 80 ergiebt sich durch Multiplikation der
drei resultierenden Proportionen die Behauptung.

T

79c. Umbkehrung des Satzes von Ceva.
Schneiden drei Transversalen die drei Seiten —
oder die Verlingerungen zweier Seiten und die dritte
— in drei Punkten T,, Ty, T, so, dass
- AT ESBIE SET
B SeCs T
Beweis: Indirekt vermittelst des Hauptsatzes.

—1ist,sogehensiedurcheinen Punkt.

1) Der untere Abschnitt ist der nach der Seite, der obere ist der
nach der Ecke zu liegende. 2) transversus, quer durchschneidend.
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84.

80.
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Metrische Beziehungen am Kreise.

Satz von den sich schneidenden Sehnen.

Wenn die Sehnen AB und A, B, sich in O schnei-
den, so ist AO-BO=A,0-B,0.

Beweis: Verbinde A mit B, und B mit A, , dann folgt
die Behauptung aus der Alnlichkeit zweier Dreiecke.
Satz von der Tangente und Sekante.

Wenn die Sehne AB und eine Tangente in B; sich
in O schneiden, so ist B,0°= A0 - BO.

Beweis: Verbinde B, mit A und B, dann folgt
die Behauptung aus der Ahnlichkeit zweier Dreiecke.
Satz diber stetige Teilung.

Wenn die Selme CD und eine Tangente in B sich
in A schneiden, wenn ferner CD = AB und AD — AR
ist, so ist AB.EB= AL,

Beweis: Durch den Satz von der Tangente und
Sekante vermittelst korrespondierender Subtraktion.
Defiration der stetigen Teilung.

Eine Strecke a heisst stetig geteilt, wenn ein
Teil x derselben die Gleichung erfiillt: x?=a (a— x).
Satz vom Bestimmungsdreieck des reqularen Zehnecks.

Wenn im Dreieck a=Db und ¢*=a (a—c), so ist
R

Beweis: Tridgt man ¢ auf a von C aus ab bis D,
s0 ist /\ ACB ~ A\ DAB, also /\ DAB gleichschenklig,
somit auch A\ ADC gleichschenklig; folglich
£ ADB=2yp=a=p. Daraus folgt y— 2R :%t

Der Ptolemdische Lehrsatz.

Im Sehnenviereck ist ef = ac - bd.

Beweis: Man trage ~ (bf) an a in B an; der freie
Schenkel teile e in ¢, und e,; man beweise dann die Ahn-
lichkeit zweier Dreieckspaare. Zwei sich so ergebende
Proportionen setze man nach dem Produktensatz um.
Durch Addition ergiebt sich dann die Behauptung.

759




86. Satz iber Umfang und Inhalt des Kreises.

W =W ) Te=rn

Beweis: Zwei Kreise kionnen als regulire Poly-
gone mit gleicher, aber unendlich grosser Seitenanzahl,
somit als dhnliche Figuren angesehen werden. Be-
zeichnen also u und u, ihre Umfinge, r und r, ihre

[>1

Radien; so ist ;1! :;Tll oder ‘_;‘1_: ;ll,
tient aus Umfang und Durchmesser hat fiir alle Kreise
denselben Wert. Derselbe wird mit = bezeichnet, dem-
geméss ist 1) u = 2rz.

Der Inhalt des Kreises ist nun K = jup = iur,
so dass durch 1) folgt: 2) K = r*z.

Zur Berechnung von = kinnen folgende Betrach-
tungen dienen:

; d. h. der Quo-

87a. Satz iiber den klevnen Radius des requldren 2n-Ecks.

O2n = -IilT?Qn ).

Beweis: Bezeichnen s, die Seite, g, den kleinen
Radius, u, den Umfang, P, den Inhalt des einem Kreise
mit dem Radius r eingeschriebenen reguliren n-Ecks,
S0 ist nach dem Satz von der Hypotenusenhihe
=" [0+ ¥ (r—en)]

T
:5 (l' —|— On ): ﬂ]SO

S T
f20 — E (]' + Qn)
87b. Satz iiber den Inhalt des requldren n-Licks.
Pg,n = 113“ .
On

g
Beweis: Es ist P,=mn - § 8, on

Pﬁn == [‘} Sn On "*_ 3 Sn (]'7911 )]
=mn-:s1rs,, also

Pn On .

B S oder
TR,

13 T e

Qll
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87¢. Satz dber die Ludolfsche Zahl.
T J )
lo1a] - [go4] - lQus] -+« - -

Beweis: Fiir [r|=1 ergiebt sich aus den vorigen
Sétzen, wenn man vom reguliren Sechseck ausgeht:
[P |
[P1s|
Pra|
[Pay]
Pyl

—1os |, W0 Jos | =4¥3"

Durch Multiplikation dieser Gleichungen ergiebt sich

}Pb | | | |
[Poo| = los | - lora] - [o2u] - lous] - - - - -
s

P
[Poo| = — e
|06 |+ lo12] * lo2s! « [oug] « - - -
Da aber |OP—"N —3, und da [Poc| als Masszahl vom In-
¥6
halt des Kreises den Wert = hat, so ergiebt sich
3

012 - [024] '_iéés\ S

e

Satz tiber den Inhalt eines Kreisringes.

Der Inhalt eines Kreisringes, der zwischen zwei
konzentrischen Kreisen von den Radien r und o liegt,
ist (12—¢?) m,

Beweis: Durch die Formel vom Inhalt des Kreises.

e
1
|

1) Das Zeichen ,,| | bedeutet wieder: ,,Masszahl von®,
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89. Satz iiber Bogen und Centriwinkel.

Wenn a und b Bogen desselben Kreises, « und B

ihre Centriwinkel sind, so ist 29
b B

Beweis: 1) ¢ und g sind kommensurabel.

Durch Abtragen des gemeinschaftlichen Masses
werden nach dem Satz von den gleichen Centriwinkeln
auch die Bogen in lauter gleiche Teile geteilt. Die
Division der sich ergebenden Gleichungen fiihrt dann
zur Behauptung.

2) « und B sind inkommensurabel.

Indirekt: Angenommen, die Behauptung wiire falsch,
so konnte sie durch Verinderung eines Gliedes richtig
gestellt werden, etwa in %: “_{L_d. Es muss dann
ein Mass von $ geben, welches kleiner ist als 8. Triigt
man dies auf « ab, so oft es geht, so muss ein Teil-
schenkel zwischen die Schenkel von § fallen, so dass
ein neuer Centriwinkel @, und ein dazu gehoriger
Bogen a, entsteht. Nunmehr ergiebt Teil 1) einen
Widerspruch gegen die Annahme.

Folgerung. Wihlt man fiir b die Peripherie des
Kreises, so ergiebt sich a = 71756‘* rr.

Satz diber den Inhalt des Kreissektors.
o
360° |
Beweis: Durch Zerlegung des Sektors in unend-
lich viele, unendlich schmale Dreiecke und durch die
Folgerung des vorigen Satzes.

T

Si==tar—
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