Dic moderne Forderung, sich im Unterrichte der Begriffe der Funktion
und des Differentialquotienten anzunehmen, tritt immer energischer auch an
das Gymnasium heran. Und ich glaube, dass dies bei nicht tibertriecbenen An-
spriichen, ndmlich bis zur Herausbildung der wichtigen Grundvorstellungen, wohl
angingig ist. Es soll im Folgenden ein Gedankengang vorgefiihrt werden, welcher,
entsprechend einer naheliegenden Auffassung, den neuen Stoff mit den in der Prima
ohnehin zu behandelnden Elementen der analytischen Geometrie verflochten enthélt.

L.

I. Es wird zuerst die graphische Darstellung algebraischer Ausdriicke geubt.
Dabei erscheint es mir didaktisch empfehlenswert, damit der Anfinger klar und ein-
fach den algebraischen Ausdruck fiir sich als die Funktion auffassen lernt, die Form
der sogenannten Funktionsgleichung, wie v = x - a, zu Anfang nicht in Gebrauch
zu nehmen. Erst allmihlich mag zu den abkiirzenden Zeichen f (x) und y tber-
gegangen werden, — Die Grisse x wird als ,unabhéngige variable Grosse® ein-
gefithrt, die Funktion als ,abhidngige variable Grosse®; jedem Wert der unabhéngigen
Variablen entspricht ein Wert der Funktion. Ein solches Wertepaar in algebraischem
Sinne bedeutet einen Punkt in der geometrischen Zeichnung; ,Abscissenachse”, ,Ordi-
natenachse“. — Das Verfahren, neben die Figur jedesmal die Berechnung der Werte
in Farm einer Tabelle zu seizen, ist fir die Schiiler durchaus zweckmiissig. Es sei
erlaubt, hier ein Beispiel herzusetzen, weil sich auf das benutzte Schema spiter ein
anderes griinden soll.
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kommen die Schiiler induktiv zu der Erkenntnis, dass die linearen algebraischen
Ausdriicke in der Zeichnung geraden Linien entsprechen. Und leicht finden sie die
folgenden .Sitze“: Ist die unabhiingige Variable 0, so ergibt der zugehdrige Funk-
tionswert den Schnittpunkt auf der Ordinatenachse, ist die Funktion 0, so ergibl der
sugehiirige Wert der unabhiingigen Variablen den Schnittpunkt auf der Abscissen-
achse. Es soll nun die Behandlung einer Funktion grundsiitzlich mil diesen Fragen
beginnen, wie das in der obigen Tabelle bereits angedeutet ist.

Durch die Zeichnung von Ausdriicken wie =x+ 1, = 2x + 3, + §

Zugleich erkennen die Schiiler die Bedeutung der dabei auftretenden konstanten
Grissen.  Istihnen der  Richtungswinkel® definiert, sind in dem allgemeinen Ausdruck
tge-x b lge als ,Richtungskonstante™, b als ,,Punktkonstante® eingefiihrt, so kiinnen
sie eine weilere Erkenntnis in die Worte fassen: Stimmen lineare ganze Funklionen in
den Richtungskonstanten tberein, so stellen sie eine Schar von parallelen Geraden dar;
stimmen sie in der Punktkonstante Gberein, so bedeulen sie ein Bischel von Ge-
raden, die durch denselben Punkt der Ordinatenachse gehen. IFerner muss ihnen
auf grund ihrer trigonometrischen Kenntnisse bewusst werden: Ist die Richtungs-
konstante positiv, so ist der Richlungswinkel spitz, ist sie negativ, so ist er stumpf.
Auf grund dieser Erkenninisse vermogen sie nun hinterher einen Ausdruck von der
Form tge-x-+b ohne jenes Schema, direkt unter dem Bewusstsein zu zeichnen,
dass durch die Richtung und einen Punkt die gerade Linie vollstindig bestimmt ist,
— Dieses soll vorlidufig fiir die Funktion der geraden Linie geniigen,

2, IIs kommen nun Ausdriicke von folgenden Formen zur Darstellung: x* x5
o 5 . 3 X -4 : : 5 :
x*—3 x (ganze Funklionen), x %, x l. By (gebrochene Funktionen); x=, 1 x®

Fo —x® 2125 — x, V2x-4 x* (irrationale Funktionen). Hier wire wohl auch der
Platz, die durch die trigonometrischen Funktionen sinx, cosx, lgx, clgx aus-
gedriickten Kurven zeichnen zu lassen, — wofern die Zeit es gestattet. Praktische
Anwendungen, wie z. B. Temperalurkuryven brauchen den Schillern zur eigenen
Zeichnung nicht vorgelegt zu werden ; den Sinn und den Wert solcher Darstellungen
(ibersehen sie ohne weiteres, wenn ihnen dergleichen bei dieser Gelegenheit aus
Biichern fertig vorgezeigt wird. Und zwar sind in dieser Beziehung besonders lehr-
reich die Kurven, welche die sikularen Variationen der Hiufigkeit der Sonnenflecken,
der Hiufigkeit der Polarlichter und der Tagesschwankungen des Erdmagnetismus in
einer iibersichtlichen Zusammenstellung zum Ausdruck bringen. — Uberhaupt sollte
im Sinne unseres Zieles nicht durch eine grosse Anzahl graphischer Darstellungen
viel Zeit verbraucht werden. s soll nur zur Einfithrung durch das jedesmalige
Nebeneinandersetzen der Wertetabelle und der Zeichnung der geselzmiissige Zu-
sammenhang eines algebraischen Ausdrucks und einer bestimmten Kurve zu einem
Verstiindnis kommen. Und wichtig ist dabei sodann dieses, dass nach der Vol
lendung der Zeichnung immer, wie zu einer Zusammenfassung, die Funktion ,dis-
kutiert®, der Verlauf der Kurve fiir alle Werte der Variablen von — bis -4 oo ver-
folgt wird; dabei gelangen die Begriffe des Steigens und Fallens, des Maximums
und Minimums, der imagindren Funktionswerte, der Begrenztheit oder Unbegrenzl-
heit der Kurven zu einer Behandlung.
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Durch die Tbungen bis hierher ist nun ein Interesse, vielleicht ein Bediirfnis
fiir eine Umkehrung des Gedankenganges geweckt: Welche Funktion Dbringt eine
kurve von vorgeschriebener Eigenschaft zum Ausdruck, so dass dieselbe konstruiert
werden kann? '

1. Es seien zwei feste Punkte im Abslande 2e gegeben und dazu ein dritter
Punkt. Fir den letzteren hat die Summe seiner Abstiinde von den beiden ersten
eine bestimmte Grosse: ry -1, =2a. Und es wird noch mehr Punkte geben, fiir
welche diese Grosse dieselbe ist. Es sei nun gefragt: Wie reihen sich diese Punkte
zu einer Kurve zusammen? Zur Beantwortung der Frage werde — nachdem zuerst
noch festgestellt ist, dass stets 2a => 2e — die Abscissenachse durch die beiden
festen Punkte und die Ordinatenachse durch den Halbierungspunkt ihrer WVerhin-
dungsstrecke gelegl; so bedeutet die von unserm Punkte auf die erstere Achse ge-
fillte Senkrechte den Funktionswert, welcher zu dem bis zu ihrem Fusspunkte ge-
rechneten Werte von x gehirt. Derselbe werde jetzt mit vy bezeichnet und unter

Verwertung der charakteristischen Gleichung ry -, = 2a aus x, a und e berechnet.
Es ergibt sich dann unter der Einfiihrung a* — e* = h?* die Gleichung
b2 x¥--a® y% = a* b? oder
el
T
a* b

woraus sich die gesuchte Funlktion B Va® — x* findet. Mit der Diskussion derselben

:
soll nun eine Konstruktion wesentlicher Punkte der Kurye verbunden werden,
dieses Entstehensehen der Figur aus dem algebraischen Ausdruck mdéchie ich als

besonders wichtig fiir die Schiiller betonen —, also aus den gegebenen Stiicken ¢
und a; sie findet sich fiir die Schiiler tibersichtlich unter Anlehnung an das Schema:
et (8 T 1)
a=>|"=% b
Sl ctals—c ()
< —a) e
— )
b? |
+ e 2 | = »p“! (Parameter.)

In der Wurzel liegt eine Symmetrie der Kurve gegen die X-Achse, in dem Gliede
x? eine Symmetrie gegen die Y-Achse begriindet. Beim Wachsen der Grisse x vom
Werte 0 nach einer der beiden Richtungen bis auf die absolute Grisse a nimmt der
Radikandus bis auf 0 ab und fillt die Funktion stelig, abgesehen vom Vorzeichen,
von b auf 0. Die so entstandene und beschriebene Kurve heisst Ellipse.

Erst hiernach wiire die Fadenkonsiruktion verzufiihren und die unmittelbar
aus der Definition sich ergebenden Punktkonstruktionen zu berithren, Dann sind
aber nach der Einfiihrung des Begriffes der Excentricitiit einige Ellipsen aus zwei
der Grissen a, b, e, ¢ mit jenen acht wichtigsten Punkten, bei x =0, x = -+ a und
X = 71 e zu konstruieren, — oder aus & allein der Gestalt nach.
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2. Es sei weiter ein fester Punkt und dazu im Abstande a ein zweiter Punkt
gegeben; welche Funktion stellt den Ort aller der Punkte dar, welche mit dem
letzteren von dem festen Punkte denselben Abstand a haben® Es ergibt sich die
«Mittelpunktsgleichung™ x* - y* = a* und die Funktion Va® — x2, deren Diskussion
wie bet der Ellipse verlduft, von welcher die vorliegende Kurve, der Kreis, ecin
spezieller Fall ist: b = a!

2 J ; . : h
Durch Vergleichung der beiden Funktionen 1a® — x* und — 1a® — x* welche
a
einen Kreis und eine Ellipse iiber derselben grossen Achse 2a darstellen, ergibt sich,
dass fir ein jedes bestimmt gewdihlte x der zugehirige Funktionswerl der Ellipse
Gkl il e L : : . i
den Bruchteil — von demjenigen des Kreises ausmacht.  Hieraufl eriindet sich eine

weitere Konstruktion von Punkten der Ellipse und ferner die Berechnung ihrer Fliche,
oleich wab.

3. Es sei wiederum zu zwei um die Strecke 2e von einander entfernten
festen Punkten ein dritter Punkt gegeben, und es werde jetzt der Ort aller derjenigen
Punkte gesucht, welche mit dem ersten die Bedingung r, —r, = 2 a erfiillen: — es
isl in dieser Forderung zugleich die Bedingung 2 a = 2 ¢ enthalten. Es ergibt sich,
wenn wieder y aus a, ¢ und x berechnet wird, unter Einfiihrung der Bedingung
&*— a’= b*die Gleichung

b* x¥—a® y*=a® b oder
x* \-3
Rl
a* b,
P X b : : ; . : : :
und damil die Funktion ~7) x*—a* Die Diskussion derselben welche wicder mit

3
ciner Konstruktion wesentlicher Punkte der Kurve aus a und e zu begleiten ist —
ergibt sich wieder fiir die Schiiler bequem unter Anlehnung an das Schema:

X [ (x)
00— s
tn &— 0
g
i[. = b* ..l.-'l
a

Sodann ist wiederum mil der Quadratwurzel und dem Gliede x2 eine dappelte
Symmetrie der Kurve gegen die beiden Achsen begriindet.  Beim Wachsen von x vom
Werte a bis wiichst der Radikandus und damit die Funktion bestindig, bis ins
Unendliche. - Bei der Konstruktion des Funktionswertes fiir x=-4 ¢ war b aus
b*=e*—a* zu konstruieren, was am schnellsten unter Benutzung des rechten Winkels
zwischen den Achsen geschieht. Es entsteht so, entsprechend wie bei der Ellipse,
cine Nebenachse 2b der Kurve, die als ,jimaginiire Achse® bezeichnet wird und
unmittelbar mit den Punkten derselben nichts gemein hat. Dieselbe hat aber trotz-
dem zu dem Verlauf unserer Kurve eine charakleristische Beziehung. Wie némlich
bei der Ellipse die Parallelen durch die Endpunkte von 2a und 2b zu diesen Achsen

— e
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selbst ein Rechteck bestimmen, welches mil seinen Seiten die Ellipse umschliesst,
indem diese zu Scheiteltangenten derselben werden, so entsteht fiir unsere neue Kurve
auf dieselbe Weise ein Rechieck, bei welchem jetzt die Diagonalen etwas Aehnliches
: 2 ; ; b
leisten. — Die Funktionen, welche diese letzteren darstellen, werden als + — x oder
b 5
a

Vx: ohne weiteres erkannt; und da nun heim Vergleich derselben mit unserer

Funktion l_'}- 1 xi-—-ga* bei einem bestimmien x sich jedesmal der zugehirige
:

Funktionswert fiir die IKurve kleiner als fiir die Diagonale zeigt, jedoch diese Differenz
bei wachsendem x abnimmt und fir x = verschwindet, so ergibl sich damil eine
eigenartig bestimmte Lage der Kurve zu den Diagonalen des Rechtecks aus 2a und
oh: ihre beiden Aeste verlaufen némlich ganz innerhalb des einen Scheitelwinkel-
paares dieser Diagonalen, denen sie sich nach einer stirkeren Kriimmung beim Scheitel
gewissermassen anzuschmiegen trachten.  So ergibt sich dic Bezeichnung der letzteren
als Begleitenden oder Asymptoten. - Die so gefundene und beschriebene Kurve
heisst eine Hyperbel.

Es lassen sich jetzt nach der Einfiihrung des Begriffes der Excentricitiit aus
zwei der Grossen a, b, e u. ¢ die Begleitenden und sechs wichtige Punkte der Kurve,
bei x = + a und x = + e, konstruieren und damit ihr wesentlicher Verlauf tibersehen.
Fiir die Schiiler ist es eine aufklirende Uebung, hiernach bei einem Rechteck aus
2 a und 2 b einmal die dadurch bestimmte Ellipse und dann die Hyperbel zu konstruicren ;

ebenso zweckdienlich diicfte die Aufgabe sein, iiber einer gegebenen Strecke 2a

derartige Kurven mit den Excentricitiiten 0, Lod 1, % & . ¢ zeichnen zu lassen.
Die Schiiler kommen so zu der Erkenntnis: Bei wachsender Excentricitil und tibrigens
unverindert bleibender Hauptachse sinkt die Ellipse von Kreisform zur Geraden zu-
sammen und weitet sich die Hyperbel von einer Geraden zum gestrecklen Winkel
in jedem ihrer Aste.

4. Es seien fir eine neue Kurve eine Gerade und ein Punkt im festen Ab-
stande p gegeben; dazu soll ein zweiter Punkt so gewihlt werden, dass er von der
Geraden und dem festen Punkte gleichweit entfernt ist. Es soll die Kurve, in welchen
sich Punkte dieser Eigenschaft aneinanderreihen, durch die Aufstellung ihrer Funktion
und deren Diskussion festgestellt werden. Es findet sich bei der bekannten Wahl
des Koordinatensystems die ,Scheitelgleichung” y*=2px oder die IFunktion V 2px.
Bei ihrer Diskussion und gleichzeitigen Zeichnung zeigt sich, dass es fiir negative
x keine Punkte der Kurve gibt, dass fiir x = 0 auch der Funktionswert 0 wird
sodass die Y-Achse zur ,Scheiteltangente wird —, dass beim Wachsen von x zwei
gegen die Abscissenachse symmetrisch verlaufende Zweige sich bilden, wobei die
Funktion, absolut genommen, bis ins Unendliche wiichst und dass bei .\:=,|;

der

Wert y = + p wird. So sind ausser dem Scheitel zuniichst noch zwei Punkte, die
Endpunkte des ,Parameters®, bestimmt. Aus der Form y*=2px ergibt sich, dass
bei einem beliebig gewdhlten x der zugehdrige Funktionswert die mittlere Propor-
tionale zwischen eben diesem x und 2p ist; hierauf griindet sich eine Konstruktion
von Punkten unserer Kurve, der ,,Parabel®. Dieselbe ist offenbar durch die einzige
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Grosse p vollstindig bestimmt. Die Funktion wichst nur proportional der Quadrat-
wurzel aus der upabhiingigen Variablen, — Hiernach kénnen andere, unmittelbar
aus der Definition hervorfliessende Punktkonstruktionen eriirtert werden.

5. Zum Schlusse ist jetzt auch die Funktion, welche die gerade Linie darstellt,
noch einmal allgemein zu entwickeln. Eine Gerade ist bestimmt durch einen Punlkt
und ihre Richtung oder durch zwei Punlkte.

Ist der Punkt (0,b) und der Richtungswinkel ¢ gegeben, so stellt sich ihre
Funktionsgleichung, wenn man wieder zu einem beliebigen x das zugehirige v sucht,
unter der Form dar: y = tge-x -+ b.

Ist der Punkt (x, y;,) und der Richtungswinkel ¢ gegeben: vy = tg e~ (x—x,) Vi

. A . Yi — Y3 s
Sind zwei Punkte (x;y,) und (x, y.) gegeben, so ist tg « = -“ —— mitge-
Xy — X
geben, und es wird
Vi — Y
y==—== . (x —%) + ¥i.
; S ! ¥i

Die letzten beiden Formeln sind mit einigen Zahlenbeispiclen einzuiiben.
L=

111

Es kommt nun einiges Zusammenfassende iiber die neuen Kurven zur Be-
handlung.

I. Lisst man durch Verlegung der Ordinatenachse die Mittelpunkts-
gleichungen der Ellipse und der Hyperbel in die Form der Scheitelgleichungen iiber-
gehen, so erhiilt man

fiir die Parabel y® = 2px,

et el e 2 i e
fiir die Ellipse y? = 2px — E—L.\'--,
Wil * ) [} ] ko
fiir die Hyperbel y* =2px L Iﬁ i

woraus sich die Erkldirung der Namen herleitet.

Sodann ist die gemeinsame Bezeichnung als Kegelschnitte an einem Modell
zu erkldren und wenigstens fiir eine von den Schnittlinien der geometrische Nach-
weis zu liefern, — es muss fiir die Verhiltnisse am Gymnasium ja unausgesetzt
Bedacht genommen werden, wie Zeit zu gewinnen ist — dass sie die in der Deli-
nition geforderte Eigenschaft hat.

2. Werden die Koordinatenachsen fiir unsere Kurven durch Parallelver-
schiebung in solche Lage gebracht, dass der Mittelpunkt, bezw. bei der Parabel der
Scheitel durch die Koordinaten (a, b') gegeben ist, so nehmen die Gleichungen die
Form an

fiir die Parabel (v —Db)*=2p (x —a),
fiir die Ellipse {X-T_,_a--]-_ it _h] )
a* b*
fiir den Kreis (x—a)?t - (y—h)2 =2,
fir die Hyperhel &—2)°  G—b)* .
* a® b
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Hier sind einige Aufgaben der bekannten Art aus den Aufgabensammlungen an-
zuschliessen, bei welchen aus den gegebenen Zahlen der Gleichungen auf die Lage
der Kurven und die Grisse ihrer Achsen zu schliessen ist und dieselben zu kon-
struieren sind.

3. Speziell fir die Hyperbel, die bei den graphischen Darstellungen mehrfach
aus gebrochenen Funktionen gewonnen wurde, ist — wofern die Zeit es gestattet
— zu wiinschen, dass auch ihre Asymptlotengleichung zur Besprechung kommt.
Es ist auch die dabei erdffnete Aussicht aufl die Mdglichkeit der Benutzung schief-
winkliger IKoordinatensysleme nicht wertlos.

Ist der Winkel zwischen den Asymptoten 2¢ und sind die Koordinaten eines
Punkfes in Bezug auf das neue System mit x° und y' bezeichnet, so ergibt sich

X=X Cos¢g | v cos¢
vy = X sing — y sing
; ; a : b
oder, wenn beachtlel wird, dass cosgp = < Sing = =
: e
; e
% =g (s ) s
o b
y=@x'—y) = -
R
Dies in der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel eingesetzt, ergibt :
o e O St rg a.-, i L i el AT ! ]-IE ER
bAi(ed 2 iy ) S af(x*—2x'y +y 9 “2=11"|J', oder
4x'y' =e?
(5 it
\'_— - N 3
b

[st in speziellem Falle die Hyperbel ,gleichseitig®, a=bh, so bilden auch die

Asymptoten ein rechtwinkliges Achsenpaar, und es ist e? = 2a*:
5 i'l:" 7 1
:' = 2 "X

Hiermit ist dann also dieselbe Kurve ausgedriickl, die — wie bisher auf ihre

eigenen Achsen als Koordinatenachsen bezogen die Gleichung x*—v?*=a® hezw. die
Funktion Vx*—a?* lieferl, — jedoch in einer neuen Lage, niimlich um 45" gedreht.

Ist wiederum in speziellem Falle die Halbachse a=1V 2, so ergibl sich eine
gleichseitige Hyperbel von der Funktion x —%

So erhalten die Schiiler in einem einzelnen Beispiele einen Einblick in den
Zusammenhang einiger der zuallererst mechanisch mit Hilfe von Wertepaaren kon-
struierten Ausdriicke, nidmlich der gebrochenen Funktionen, mit den hinterher syste-
matisch entwickelten Funktionen, —

Nebenher kann hier aus der obigen Gleichung xy= :_ der Salz von der
lKonstanz des Inhalls der durch die einzelnen Hyperbelpunkte und die Asymptoten-
richtungen bestimmten Parallelogramme hergeleitet werden.

4, Wird mit dem Ausdruck y=1V2px der andere y =V—2px verglichen,
so bedeutet derselbe offenbar eine zur ersteren symmelrisch liegende Parabel, mit
der Offnung zum negativen Unendlichen der X-Achse hin. Entsprechend bedeuten

2
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F2py und V' — 2 py dieselbe Parabel in abermals neuen Lagen, niimlich solchen,
bel denen ihre Achse mit der Y-Achse zusammenfillt, und zwar das erstere Mal mit
der positiven, das andere Mal mit der negativen Richtung derselben, Hier ist jetzt
y als die unabhiingige Variable und x als die abhingige, als die Funktion be-
trachtet.

Es sind die vier Parabeln unter bestimmter Grisse von p zu konstruieren.

5. Entwickelt man aus der Gleichung der Parabel y®= 2px nicht y als Funk-
tion von x, némlich: v=1V 2 p x, sondern umgekehrt x als Funktion von y: x— ,)-p-y-_.

so ist hiermit dieselbe Parabel dargestelll; es sind in diesem Falle nur zuerst auf
der Y-Achse bestimmie Werte von y abgetragen zu denken und dann in der Rich-
tung senkrecht hierzu jedesmal der zugehtrige Wert von x als Funktionswert. Die
beiden Funktionen stellen dieselbe Kurve dar, sie sind aber von verschiedener Art,
die neue niimlich ist rational, withrend die frithere irrational war. Entsprechend geht

1

die Funktion y = ¥— 2px in die Form iiber: x = — 55 LY

Denken wir nun an die beiden anderen obigen Parabeln x = V' 2py, und
x = V—2py, so nchmen diese jelzt die Form an: y = ;p-x? und y — — 5’ X
Soll dann zum Schluss x als unabhiingige Veriinderliche iiberall festgehalten werden,
so haben wir mit den Funktionen V2px, V—2px, pr'-', — E—E—)x'-’ dieselbe Pa-

rabel in vier verschiedenen, bestimmten Lagen ausgedriickt.

6. Derselbe Gedanke werde nun fiir die allgemeinere Form der Parabel-
gleichung durchgefithrt, hei welcher der Scheitel durch die Koordinaten a und b
bestimmt ist! Die beiden Gleichungen

(v —h)=2p(x—a) und
(y —b2=2p(a—x)
liefern zuniichst die Funktionen
1) y = V2p(x—a) + b und
2) y=V2p(a—x) + b.
Entsprechend lauten die Gleichungen fir die Lage der Parabel mit der Achse parallel

zur Y-Achse: (x —a)*=2p (y—b) und
(x —a)=2p (b—y).

['nd diese liefern die Funlktionen :

: | -9 A _ i'l il |

i — 25 X 5 x - 55 b und
N | £ i) % S s |

B s T F e P 2p :

Wiederum ist hier die Parabel in der neuen Lage durch eine rationale Funktion aus-
gedriickt,
Das Charalkteristische bei allen Ausdriicken fir die Parabel bleibt dieses, dass
die eine der beiden variablen Gréssen nur linear, die andere quadratisch oder unter
einer Quadratwurzel auftritt. Es wiichst eben die Parabel in der Dimension parallel
zur Achse quadratisch im Verhéiltnis zu der hierzu senkrechten Dimension,

e =
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Die neue Funktion kann in allgemeinen Zeichen geschrieben werden:
ex?4dx+e, wobeic = + ;j:—j-

Hier miissen die Schiler beachten und merken, dass das Vorzeichen des quadratischen
Gliedes einer derartigen Funktion dariiber entscheidet, ob die Oeffnung der Kurve
in die positive oder in die negative Richtung der Y-Achse gewendet ist, und dass
der absolute Wert des Koefficienten dieses Gliedes den reciproken Wert des Parameters
angibt. — Die andern konstanten Grossen der gegebenen Funktion gestatten, die
Koordinaten a und b des Scheitels zu bestimmen; sie bleiben aber, damit nicht das
(Gedichinismaterial unndtig anwiichst, besser unbenutzt, da der Scheitel anders
siehe das folgende Beispiel! —, besonders auch als Maximum oder Minimum bestimmt
werden kann, — siehe Beispiel 5 im Schlusskapitel!

Jedenfalls ist mit diesen ganzen rationalen Funktionen wieder eine Ankniipfung
an frithere graphische Darstellungen erzielt, und zugleich ist die Grundlage fiir ein
Verstindnis weiterer Uebungen gelegt. Es soll — um ein bestimmtes Beispiel zu
behandeln — die Lage der Parabel x4 2x—38 bestimmt werden! Das qua-
dratische Glied hat positives Vorzeichen, also liegt die Oeffnung der Parabel nach der
positiven Richtung der Y-Achse hin gewendet. Die Funktion verschwindet fiir
%, = 2 und x, = —4; und hiermit miissen zwei Punkte symmetrisch zur eigenen
Achse der Parabel bestimmt sein; sodass ihre Achse in der Mitte zwischen ihnen
verlduft und durch x = — 1 bestimmt ist. Der Scheitel hat jetzt also die Koordinaten

I.—9. Wird auf diese Achse nun einer jener beiden Schnitipunkfe der X-Achse
bezogen, so ist sein Abstand von derselben y =3, und gemiiss der Parabel-
gleichung  y*=2px entsteht 3*=2p-9 oder 2p—=1, d. h. der Parameler
ist gleich 1, was auch aus jener obigen Bestimmung hervorgeht, da der Koeffi-

zient des quadratischen Gliedes in unserem Beispiel 1 ist: 1 = op’ 2p=1! Nunist also
| ) f 5 : o s 7 Tt B

p =5 j} T 20 hat ‘der Brennpunkt die Koordinaten —1, —84: die Gleichung

der Leilgeraden lautet y = — 91, — So ist die Funktion, die frither nur mechanisch

durch das Aufsuchen von Wertepaaren dargestellt werden konnte, jetzt systematisch

zeichenbar,

7. Versucht man in derselben Art, wie es im vorigen Paragraphen fiir die
’arabel durchgefithrt wurde, die Vertauschung der beiden Verdnderlichen auch bei
den Gleichungen der Ellipse, des Kreises und der Hyperbel vorzunehmen, so erhélt
man unvermeidlich wiederum irrationale Ausdriicke, weil stets die beiden verdinderlichen
Grossen in quadratischen Gliedern vorhanden sind. Dass man auch hier die Ellipse
und die Hvperbel in neuer Lage erhélt, ist leicht zu zeigen; aber es ist fiir die
Schiiler kaum erspriesslich, nach dieser Richtung hin Zeit aufzuwenden. Ein kurzer
Hinweis geniigt.

IV.

Es soll sich jetzt in unserm Gedankengange einer fortschreitenden Funktions-
behandlung darum handeln, einen Weg zu dem Begriffe des Differentialquotienten
und ein Verstindnis fir seine Beziehungen zur Funktion anzubahnen.

o%
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I. Nimmt man auf einer Geraden irgend zwei Punkte (Xy; ¥r) und (xy; ye) an;

s0 wird stets Vo — ¥,

Xy — X

an welcher Stelle und in welcher Entfernung von einander die beiden Punkte auch

gewihlt sein mdgen, Liegen die beiden Punkte sehr nahe bei einander, so dass der

zweite Punkt durch die Koordinaten x, - 8, v, -~ 5 bezeichnet ist, wobei & und y schr
kleine Gréssen sind, so wird wieder

[gf.’,

Werden diese beiden Zuwachsgrossen unendlich klein gedacht, =o hat man fir sic
die Schreibweise dx und dy und bezeichnet sie als Differential von x bezw. Ve Dier
zweite Punkt heisst also (x; +dx, , v, +dy,). Wiederum bleibt der Quotient

dy

e o f".
dx

fo)
fir jeden Punkt der Geraden, oder fiir jeden Wert x der Funktion vy =tga-x+h.
So kommt der Schiiler zu den Siitzen :

Die lineare algebraische Funklion hat einen konstanten Differentialquotienten,
wie die durch sie dargestellte Gerade eine konstante¢ Richtune hat: derselbe ist die
Richtungskonstante.

Ist der Differentialquotient oder die Richtungskonstante einer linearen Funktion
positiv, so ist sie mit wachsendem x steigend und der Richtungswinkel der durch
sie dargestellten Geraden (gegen die positive Richtung der X-Achse) ein spitzer; ist
der Differentialquotient oder die Richtungskonstante negativ, so verliuft die Funktion
mit wachsendem x fallend, der Richtungswinkel ihrer Geraden ist ein stumpfer.

2, Sobald es sich nun aber nicht mehr um die gerade Linie, sondern um
eine Kurve handeln soll, ist die Richtung nicht mehr konstant. Die Kurve hat in
jedem neuen Punkte eine neue Richtung, und fiir die Gewinnung derselben kiinnen
nicht mehr zwei beliebig von einander entfernte, sondern nur noch zwei unendlich
nahe zusammenliegende Punkte zur Bestimmung einer Geraden gewidhlt werden,
welche letztere alsdann die Tangente der Kurve an dieser Stelle darstellt, — Die
Richtungskonstante tge der Kurven-Tangente wiire wieder durch den Guolienten
dy : ; e : . -

e bestimmt, der jedoch nun in jedem Punkte der Kurve einen neuen Wert bedeuten
miisste. Wie dies moglich ist, werde an einem Beispiele klar gemacht.

Es mige eine einfache Funktion, ‘T x4 gewihlt und einige Punkte derselben

Pox

gezeichnet werden (S. Fig. 3 S.17!). Es soll nun die Richtung der Kurve in einzelnen

\ : : dy .
dieser Punkte, also jedesmal der Wert fgr 1-\ festgestellt werden. Dem Werte

a

der unabhiingigen Variablen x = { entspricht der Funktionswert -:. : einem ein wenig
grisseren Werle 1 46 der Funktionswert |1. (129 --47) . Es wird also die Differenz
beider 5 =36+ 1 4? und daher — siche die schematisch entworfene Figur 2| —

= f"{_—]_..l.'
tgr.-—‘.’. = T




(Fig. 2)

—— et
i-4 1 1+4 tZ

Dies wiire zunichst noch immer die Richtungskonstante einer Sekante, die durch den
Punlkt (1, Ilh verlaufend eine, wenn auch nur kleine, Sehne in der Kurve hiitte ; mit
kleiner werdendem & wiirde diese Sekante sich drehen und die Sehne in der Kurve
zwischen den Schnittpunkten noch kleiner werden.

Es sollen nun mit demselben Wertepaare x = 1, y = | einneuer, ein wenig

kleinerer Wert x =1 —8 und der dazugehdrige FFunktionswert - (1—2 9-4-0%)

verglichen werden. Es wird jelzt 5 = i) 1 a* und also
U8 1 |
bt ¢ =+ = = - d,
£ o 3 [H

Wiederum wire dies eine durch unsern Punkt (1, ) verlaufende Sekante. Bei kleiner
werdendem 8 wiirde diese jetzt eine Drehung im umgekehrten Sinne, wie die vorige,
heschreiben: beide aber wiirden in dem Momente d = 0 zur Tangente in unserem
Punkte werden und beide zugleich den Wert

{]}') 0 e
fi.‘\'_ x—1 = =]

Wie die beiden gedrehten Sekanten sich der Tangente als einer Grenzlage

annehmen.

nihern, so bildet der Differentialquotient ;l; einen Grenzwert zwischen den beiden
Reihen _.l;
Seiten her durchgefithrten Anniiherung an den Grenzfall, meine ich, kommt der
Schiiler voller zu dem Bewusstsein, dass es sich bei den Werten dx und dy wirklich
um Null handelt. — Hinterher ist nun auseinanderzusetzen, dass es in einem
schnelleren Verfahren geniigt, den einen der beiden Fille zu verfolgen. Wenn fiir

= and = L 8. — Bei einer solchen ein erstes Mal von beiden

g s . ]
einen benachbarlen spéteren Punkt festgestellt war, dass ‘,; =z .’s E I’. d, so0 konnte

schon hier zum Grenzfalle geschritten werden, indem ¢ und damit 5 immer kleiner
angecnommen und zum Verschwinden gebracht wurden, womit sich schon
el
0 dx 8
ergab.
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3. Den Schiilern ist es iiberraschend und befremdend, dass hier ein Bruch ,“I
einen bestimmten Wert annimmt, und dass derselbe Bruch, wie sie schon hier iiber-
schen, fir jeden underen Punkt der Kurve einen anderen bestimmten Wert annehmen
muss. Man muss wohl bei diesem neuen und so ungemein bedeutungsvollen Ge-
danken einen Augenblick verweilen und ihn durch Beispiele von anderer Seite her
beleuchten.  Dies kann in den folgenden Formen geschehen. Lisst man in den
Ausdriicken

3—1 ge—12 : 32— 148 il a
—rrey S =l e e
3—1 F—1 3—1
tiberall 3 bis auf 1 abnehmen, so erhilt man zuletzt
0 Ly Ol
el e
Es nimmt also der Quotient f: Jje nach seiner Entstehungsweise verschiedene Werte
und jedesmal einen bestimmten Wert an. — Oder anders :
Es ist 7a—3b = 7a—3b, oder
7a—7a = 3b—3b, oder
7(a—a) = 3(b—h), oder
7-0 =30, oder
3
0 = = .0,
'}
Die 0 auf der einen Seite ist nicht gleichwertiz mit der 0 auf der andern Seite,
sondern betrdgt einen bestimmten Bruchteil von ihr, — Wire man von andern

Zahlenkoeffizienten ausgegangen, so hitte man ein anderes Verhiltnis der beiden
Nullen erhalten, etwa:

Ja—2b = 5a —9b,
Dl =gy
. 2 :
0= =210,
o

Es besteht also fiir eine Zahl 0 ein besonderer Wert im Verhiltnis zu andern
Zahlen 0, je nach ihrer Entstechungsweise. Und dies ist ein Gegenstiick zu dem,
was den Schiilern lingst bekannt ist: dass die Zahl > die verschiedensten Werte
annchmen kann im Verhiiltnis zu andern Zahlen -o. Es mag hier an das Beispiel
erinnert werden, dass man aus der Ellipse in einem speziellen Falle die Parabel
hervorgehen lassen kann, wenn man sich vorstellt, dass der zweite Brennpunkt sich
ins Unendliche bewegt, wobei dann unvermeidlich auch der Mittelpunkt zugleich

ins Unendliche riickt. Es bildet sich hier offenbar der Quotient — = 2.

4. Nach einer derartigen eingefiigten Betrachlung ist nun der Gedanke auf-
zunchmen, dass wir oben die Bezichung gewonnen hatfen :

tg f-’) _{I} e
2 S x= dx 0 3

Wenn nun auch fiir einige weitere Werte x — 2, x =3 u. s. f. der Differentialquoticnt
unserer Funktion L x% bezw. fir einige weitere Punkte unserer Kurve die Richtungs-




konstante der Tangente festgestelll werden soll, so michte ich hierfir im Nach-
stehenden ein schematisches Verfahren in Vorschlag bringen, wie es mir didaktisch
vorteilhaft zu sein scheint und wie es sich an das bisher benutzie Schema anschliesst.

X 1 X
[
2 2
24 48 |+ (4-+408+ 8%
i o e
| _5‘: — "L‘J ",‘E'a'
1
L . =1 s - . . -
‘) = 2 !’— d; Grenzibergang, 8 nimmt ab bis auf 0:
f b Ll
ll\') ol
Lz — — L
dx/x=2 3| R
he E. X2
L1
o A
(o)

r‘l=[' i L g2

T . - ail
; — 1+ ’U d ; Grenziibergang:

..... . ) ; =1 ‘ = g us.

5
116+ 86+ 0%
T 'i\lg') —]'- 'I 0-

li:\"‘ 4
dx/x=i 5

Nun pachtriiglich auch noch:

1 @
'\ =
Eivaal
0 %0
0+ 8| 590
JF‘ ‘ll ".!
Ll st 1, 0
fi] 5

‘]':") = l_lJ = I oy
dx/x=o0 |
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Es ergibt sich so fiir den Schiiler der Satz: Der Differentialquotient einer Funktion
hatfir jeden Wert der Variablen seine besondere bestimmte Grissse, entsprechend wie
die Tangente in jedem Punkte der Kurve ihre besondere Richtung hat.

5. Hinterher ist der Differentialquotient nun auch allgemein aufzustellen :

X 1 .2
| ex
X L ye
L
X -+ @6 11;(\_- L2xd-L429)
| IS 1 ’
” /i s d - g 0°
H 2 .]. xosleoilig
i 4 B
!I}\.’ 1 2 i l
= X = F [,
dx ] 8

Hieraus lassen sich dann die obigen besonderen Werte alle kurz ableiten:

dy
— oder lg «

X
dx

0 0

i 1 I

3 1

4 4

1

i ‘ £y

— 2 |2

So ergibt sich fiir den Schiiler ein neuer Satz: Wie die Funktion eine all-
gemeine Form hat, welche fiir jeden Wert der unabhiingigen Verdnderlichen einen
besonderen Wert annimmt, so gibt es auch fiir den Differentialquotienten der Funk-
tion eine allgemeine Form, welche fiir jeden Wert von x einen besonderen Wert
annimmt.

Es sind nun die Tangenten in den behandelten Punkten nachtriiglich ein-
zuzeichnen; vergleiche Figur 3!

Ich glaube, dass der hier beschriebene Weg zur Gewinnung dieser Einsichten
aus einem konkreten Beispiele firr den Anfiinger der angemessene ist und dass er
Jedenfalls fir das Gymnasium ausreichen muss. Bei einer erneuten Durchfithrung
des Gedankenganges an einem anderen Beispiele gehen den Schiilern dicse Vor-
slellungen schnell in Fleisch und Blut iiber,
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% | A xe Figur (3)
{ bk

0 0 r
| o 1
S I g
: 2

..'_- 2 1 3 +E'I
\ +3 |42
3o -

6. Bevor nun weilere Zusammenhiinge zwischen der Funktion und ihrem
Differentialquoticnten aufgesucht werden, michte ich empiehlen, diese Bezeichnung
<Differentialquotient® jetzt eine Reihe von Unterrichtsstunden hindurch zuriicktreten
zu lassen und sie durch ,Richtungstangente® zu ersetzen, Es liegt fiir den Schiiler
tatsiichlich in jener abstrakten Bezeichnung cine Erschwerung fir die Eingewdhnung
in den Umgang mit dem neuen Begriff, der ihm an und fiir sich gar keine Schwierig-
keit bereitet. Dagegen bietet ihm das Wort ,Richtungstangente® cine Ankniipfung
an altgewihnte Vorstellungen, Dasselbe ist an und fir sich ja lediglich in trigono-
metrischem Sinne zu nehmen, um etwas Numerisches zu bedeuten; aber es hilt mit
seinem Klange gleichzeitig die Vorstellung der geometrischen Beriihrungsgeraden
der KKurve wach und kommt so den Vorstellungsreihen fiir den Schiiler erleichternd
zu Hulle. Er denkt an den analytischen Ausdruck und seine geometrische Be-
deutung zugleich,

7. Es ergeben sich ohne weiteres die Einsichten:

Solange der Differentialquotient oder die Richlungstangente mit wachsendem
x positiv, der Richtungswinkel also spitz bleibt, ist die Funklion steigend:; solange
die Richtungstangente negativ, der Richtungswinkel also stumpf bleibt, ist die Funk-
tion fallend.

Aus der umstehenden schemaltischen Figur 4 ist dann noch zu erkennen:

Solange bei wachsendem x der Richtungswinkel wiichst der spitze
von 0% auf 90° und damit die Richlungstangente von O auf (1. Quadrant der Figur!),
der stumpfle von 20" aul 180" und damit die Richtungstangente von — auf 0
(111, Quadrant!) —: ist di¢ Kurve nach oben offen; solange bei wachsendem x der

3
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Richtungswinkel abnimmt — der spitze von 90" auf 0° und damit die Richtungs- I’
langenle von aul 0 (L. Quadrant!), der slumpfe von 180" auf 90" und damit !
die Richtungstangente von 0 aufl —- (IV. Quadrant!) —: ist die Kurve nach :

unten offen.

(Figur 4)

Wo der Richtungswinkel 0° oder 180° betrdgt und damit die Richtungsltangente
gleich == 0 ist; liegt ein ,ausgezeichneter Punkt® der Kurve; es gibt hier ecinen
Weehsel in der Lage der Kurventffnung, Wende- und Rickkehrpunkte, oder einen
Wechsel im Steigen und Fallen, Maximum und Minimum.

Dass es auch da, wo der Richtungswinkel 90" betrigt und damit seine
Tangente gleich o= ist, einen ausgezeichnelen Punkt der Kurve in cinem- gewissen
Sinne geben muss, sollte nicht unbeachtet bleiben, bedarf indessen nicht einer
weiteren Ausfithrung,

Die Schitler gelangen zur vollen Beherrschung dieser newen Erlkenntnisse
und ilrer Bedeutung durch die Ubungen des ndichsten Abschnittes.

V.

Es kann jetzt die Aufgabe behandelt werden, vermitlelst des Differential-
quotienten oder der Richtungstangente fir die Kegelschnitle in einem jeden Punkte
ihre Richtung zu bestimmen, bezw, die Gleichung der Tangente aufzustellen.

I. Zuecrst werde fir die Funktion der Parabel T x? die Richlungstangente

in ihrer allgemeinen Form enlwickelt




=6 ==

S ST
e
2p ©
il
X =+ 4 Ep-[.‘{*—,—ﬂxﬁ—,—dj
r;:! - (2x34-4%)
2p
:: = _—;-ﬁ « (2x+40); Grenzibergang:
dyi oix
d% = P

Hierauf griindet sich nun eine neue Betrachtung iiber den Verlauf der Kurve.

‘ sy = : : : S \
Es wird % oder lge fir negative Werte von x negativ, die Kurve muss hier also

dx
stumpfe Richtungswinkel haben, fallend sein; und wenn dabei genauer die Richtungs-
tangente mil wachsendem x von — his 0 wiichst, so muss das Fallen der

Kurve in solcher Weise geschehen, dass der Richtungswinkel wvon 90" aul 180"

wiichst, d. h. dass sic nach oben offen ist und im negativen Unendlichen cine Tangente
senkrecht zur X-Achse im Punkle 0 eine Tangente, die mil der X-Achse zusammen-
fallt, besitzt. Von hier ab, also fir positive Werte von x ist die Richtungstangente
positiv, hier steigt die Kurve in demselben Sinne, wie sie vorher fiel; die positive
Richtungstangente wiichst von 0 bis co, der spitze Richtungswinkel also von 07 iz
90", d. h. die Kurve ist fortgesetzt nach oben offen und besitzt im positiven Unend-
lichen wieder eine Tangente senlkrecht zur X-Achse,

Nun werde ebenso die Parabelfunktion 1'2px  untersucht:

X ' Y
X Vapx
X =90 ¥2px49)
1 :'IEIH:\'_T' o) " ]-E['." 7

dies mit der Summe der beiden Wurzeln erweitert:

Jpx+2pd —2px

i : ; = , oder

¥2p(x+d 4 ¥F2px

=

JI =P : ki s e :
1 = : ¥ ;  Grenziabergang :
(i} 2P (xR0t V2px
dy p
dx I2px .

3 ; dy Hedt, : : Foo : : .

Es  wird = oder tg a fir negative Werte von x imaginiir, hier gibt es also keine

Tangenten; fiir x =0 wird es gleich <=, die Tangente steht hier senkrecht aul der

Abscissenachse und fdllt also mit der Ordinatenachse zusammen. Fiir positive x
a*
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. : ; {3 s e '
gewinnt die Quadratwurzel und damit auch [y “inen positiven und einen nega-
X

tiven im Gbrigen gleichen Wert, die Kurve muss hier also zwei Zweige hesitzen,

cinen steigenden und einen fallenden, und zwar in einem symmetrischen Verlaufe,

weil die beiden Richtungswinkel bestindig Supplementwinkel sind. In dem einen

Zweige wird tge oder -} ]., mit wachsendem x immer kleiner und fillt von

&P X

auf 0, es muss also auch der Richtungswinlkel fallen, und zwar von 90° auf 0°,

so dass der Zweig nach unten hohl ist und im Unendlichen eine Tangente parallel

v . - ' . ) .

zur X-Achse besitzt. In dem anderen Zweige wird tge oder — Il = mit

2px

auf 0, es muss also der Richtungs-

winkel von 90" auf 180" wachsen, so dass dieser Zweig nach oben hohl ist und im

Unendlichen gleichfalls eine Tangente parallel zur X-Achse besitzt. Die gesamte
Kurve ist mit ihrer Oeffnung nach der positiven Richtung der X-Achse gewendet.

wachsendem x immer grisserund steigt von —

3. Dasselbe Verfahren wird nun fiir den Kreis durchgefithrt ;

X ¥
X Jepie=anss
X + 84 Vrr—(x-+0)°
i it — X — Ay _ig
2xd —o2
,‘: 1 T ] LTy ¥
Vee—(x+8)*  Vri—x?
1 —2x— 0
0 'r-—h Fo)? - KFri—x®
dy X
dx Vre—x2
Dies liefert reelle Werte nur, solange x innerhalb der Grenzen — r und +r
’ e e : wsime AT 5 ; :
bleibt; bei diesen Grenzfillen wird o = , die Kurve hat hier senkrechte
oux =
Tangenten gegen die X-Achse, Fir Werte x zwischen — r und 0 gibt es wegen

des doppelten Quadratwurzelzeichens zwei Werte, die wieder auf einen steigenden
und einen fallenden Zweig unter symmeltrischem Verlaufe hinweisen. Aehnlich weiter
fiar'x="0 mnd x =<'t
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4. Fiir die Funktion der Ellipse wird ebenso:

S
b e
X ey . :
‘ = Val—x
it
Xl f“: = Jal =
y [
= Var—x¥*—3x0—48* — Va'—x*
g |
h ]
= | —2x6—4? |
s el -|__“ |
J p
Va:—(x-1+o)? + Va*—x?

Hier durch & dividiert und den Grenziibergang vollzogen :

AV bk

dx aVa?® — x®
Wiederum lidsst sich hierauf eine Diskussion iiber den Richtungsverlauf der Kurve
begriinden.

Eine gleiche Betrachtung gilt fur die Hyperbel, deren Funlktion !: Yarti—ar
die Richtungstangente liefert:
dy 3%t
dx  af Yx'—at’

5. Mit Hiilfe der in dem Vorstehenden entwickelten Richtungstangenten der
Kegelschnilte lassen sich jetzt ohne weiteres die Gleichungen der geometrischen
Tangenten derselben aufstellen. — Die Gleichung einer jeden Geraden, die durch
den Punkt (x;,v;) verlduft, lautet

v = dgei(x—X{) = Y

= : 1 y S e w1
Soll nun (x;,y;) ein Punkt der Parabel 2 x* sein, so gilt fir die Tangente in diesem

Punkte die Beziehung:

X
tga = i";-' Entsprechend
fiir die Parabel V2p x tge = p o S
V2px, Vi
= s 5 - X X
fiir den Kreis 1 a?— x? tga = ——= g Sl Sptcis
KFr2—x,? Yo
e b b x By
fir die Ellipse = Va®* — x* b= — e =L SR AR
i 4 Fa?—x,? a ¥
4 b 5 ; bh =x h? x
fiir die Hyberbel = V x*— a? g e = pecel = =
2 a a Fy* gt as w

Und man erhédll nun durch Einsetzen dieser Werte in jene Gleichung die Gleichungen
der Tangenten fiir diese Kurven:
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» e SEa X | =
Parabelfunktion 1: v — = X=X} -y loder
A I 5
XX, - Al ;
R — o [ £S5 {.‘,’l“
] p D )
Xi :
="2v;, also
P i
XX '
y = - ¥y 5 oder
3 p GERLY!
I
Vi=t= ¥ ¢ XXy
b D
Parabelfunltion II: yvi=p&idx):
Kreis: XX~ vy —=al .
o N,
Ellipse : EER U
at bidtiss;
XX, Wy
Hyperbel: = — A
: a’ h*

6. S0 wiire auf diesem Wege die Grundlage fiir die iibliche Behandlung des
bekannten hier cinschlagenden ‘Aufgabengebietes der analytischen Geometrie ge-
wonnen. Indessen kinnten dabei jetzt nach der voraufgegangenen Ubungen die
Gleichungen der Tangenten gegen die Formeln der Richtungstangenten der Kurven
zuriickireten,

Zwei Beispiele migen dies erliutern!

a) Die Ellipse ’: V45— x* |, fiir dic also a=45 und b*=5, und der Kreis
V13 —x* schneiden sich in vier gegen die beiden Achsen symmetrisch licgenden
Punkten; fiir den im  ersten Quadranten licgenden von ihnen wird durch Gleich-
selzen der beiden Funktionen erhalten: x 3, y=2,

Nun ist

) be x, o
t:';() _— -_-—-‘I‘-'_';—[
&)k, atiyy Pk G
: 7 .
Iz lc} == |
& JKr. Ni & |
Also gill fiir den Schnittwinkel ¢ der beiden Kurven :
1 3 4
i i B e e i
g g T e e R G B
1 I 1

Sollen die Gleichungen der beriihrenden Geraden noch besonders aufgestelit
werden, so gilt allgemein :

¥ lga(x—x )} -y, . also

fiur die Ellipse; y—— Il.{.‘; 3) + 2
L 4]
: T 2
fir den Kréis: . y=-3(x—3)1L 3
y=-—gx+412.
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b) Es sollen von dem Punkte (2,5) an die Parabel V12x die Tangenten ge-
legt werden! — Die durch den Punkt (2,5) gehende Gerade hat allgemein die

Gleichung:
y=toex—2)-13 .
[hr soll nun auch der Beriihrungspunkt (x', y') geniigen:
y=tga(x —2)1+5.
Ausserdem ist die Richtungstangente der Parabel in diesem Punkte:
G
tga= p, =
' i F12x

also ergibt sich zur Bestimmung von x’

6(x+2)=5V12x", oder umgeformt :

x?— g x --4=0. Und dies liefert die Werle:

3

AT 4

X =3 .\'.J:=:{
vi==1+7112-3="+6 Yo="4"

Von den Vorzeichen kann nur das positive Geltung haben, wie aus der Lage

cegebenen Punktes hervorgeht. So wird

g =B =1 oy =B —1-
¥i )
Die beiden Tangenten schliessen cinen Winkel ein, fiir welchen gilt:
: 1 |
i L
Und ihre Gleichungen selbst lauten, falls es ihrer bedarf:
Ly=(x—2)+135 oder . y=% (x —2) 45 oder
y=x-+3. y=%x+42.

I]i'.‘-'-

7. So diirfte denn erst hier der geeignete Platz sein, wo die kleinen Formeln
fiir das Schneiden zweier Linien, den Schnittwinkel und die Linge der Sehne, ein-
suliihren sind. um dann vielseitig in Aufgaben iiber die Kegelschnitte benulzt zu
werden. Far den Hauptsatz iber die Tangente der Kegelschnitte brauchte der
Beweis jetzt nicht nach der synthetischen Methode, die den Primanern genugsam ver-
traut ist, gegeben zu werden, sondern er wiire analytisch zu bieten, indem die Winkel,
welche die Tangente mit den beiden Leitstrahlen bildet, einzeln berechnet werden.

Es ist z. B. bei der Ellipse

| DR T . : :
tge= — —-— , fir die Leitstrahlen gilt
A
t hez 1
Oy — = W ZW. oa. - — :
[l o] B2 X, Fa

so dass sich fiir jene beiden Winkel ergibt:
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welche Ausdriicke denselben Wert, e liefern. — Es blieben hier dann noch einige
1

wenige hiermit zusammenhéngende “igenschaften der Kegelschnitte zu erirtern.

VL.

Nachdem imvorigen Abschnitt der Wert des Differentialquotienten einer Funk-
tion fiir die Richtungsbestimmung der Kurve an den Beispielen der schon bekannten
Kegelschnitte fiir den Schiiller eine Art von Probe bestanden hat, kann nun der
hier vorgeschlagenen Entwickelung des Funktionsbegriffes ein kronender Abschluss
angefiigt werden mil einer Verwendung des Differentialquotienten zur Feststellung aus-
gezeichneter Punkte. Und zwar diirfle das hier vorgeschlagene Verfahren nicht nur
den Vorzug der Kiirze besitzen, sondern es bietel auch zugleich ein Mittel, ohne Miihe
zu entscheiden, von welcher Art der ausgezeichnete Punkt ist. Es sei erlaubt, ein
paar einfiihrende Beispiele hierherzusetzen: und zwar zunichst solche, die sich auf
frither gezeichnete Kurven beziehen.

I. Besitzt die Funktion x* ein Maximum oder ein Minimum ¥ — Durch unser
Verfahren erhalten wir

.'(|N?

X+8| X! 2x0 - o

—=2xd-4 4%

Ay
rl;{ St
Dies wird gleich 0 fiir x=0, sodass an dieser Stelle ein Maximum oder ein Minimum
liegen muss. Und nun bedarf es der Feststellung, ob die Kurve in den folgenden
und vorhergehenden Punlkten fllt oder steigt. Es ist
dy”

=20, also positiv, und
d.\:)x-_-t]—f—fi el

dy . : .
== = — 24, also negativ .
dx/x—0—4

Die Kurve ist also unmittelbar hinterher steigend, vorher fallend; es liegt ein Minimum
vor. — Es ist so bei dieser Behandlungsweise die Frage, ob ein Maximum oder ein
Minimum vorliegt, entschieden, ohne dass dem Schiiler noch der neue Begriff des
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zweiten Differentialquotienten zum Bewusstsein kommt.  \Wohl aber liegl in dieser Art
eine weitere Ubung zur Befestigung des Begriffes des Differentialquotienten tiber-
haupt.
2. Entsprechend fir x*! Es wird
X X::
x3L 3ty -3x o247

=3x8 - Jx0*4-0¢

=3x2- 3xd - 07

[ind dieses wird 0 fiir x=0. Nun ist wieder das Verhalten der Kurve vor und nach
diesem Punkte zu untersuchen,
dy

t[x)x:l%—{—fﬁ
‘]-‘:] S a5
dx/x=0—19

Dies ist in beiden Fillen positiv, die Kurve ist sowohl vorher wie hinterher steigend,
wihrend bei x=0 selbst eine Tangente von der Richtung der X-Achse liegt; es be-
steht hier ein Wendepunkt, — daher der Name ,Wendeparabel®. -

Nun ecine Bemerkung iiber die Ausfiihrung des Verfahrens! Dasselbe wird
kiirzer, wenn die Schiiler cerkennen, dass Glieder mit einem Faktor. 62 4% die ohne-

— Jd="1nd

hin gegen 8' sehr klein sind, beim Grenziibergang verschwinden, sodass sie besser
von vornherein vernachlissigl werden.

Die obige Ausfiihrung wird dann kurz:
¥ ‘\:.'.
x-+& x5 3x%

iﬁ——ﬂxw
ay -

CY gy,
i dx

Ehenso fiir xi! Wir erhalten durch unser Verfahren:
o _I VX
x40 Vi(x+a)
| =1 x*43x%0 — I x* oder
_3x%
i 5 Fx® ;_.'-_{_w;'-‘n + Vx#
ol
Vx¥-3x%0 4 1x®
3y 3

ST -.-_2_1':\'.
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Dies wird 0 bei x=0. Und nun zeigt sich
dy
dx/x=0+4
'U) STy

x=0—4 =

dx/x-

Da der letztere Wert imagindir ist, so hat die Kurve vor unserem Punkte (0,0)
keine Tangenten, keine Punkte; hinterher ist sie mit einem Zweige steigend, mit einem
symmetrisch dazu fallend. Dabei ist hier aber, wie sich aus dem Wert der Richtungs-
langente fiir x =0 ergibt, im Punkte 0 selber die Abscissenachse eine Tangente beider

=+2¥d und

—ai.

Zweige: es handelt sich um einen Rickkehrpunkt, daher ,Rickkehrparabel®. Fir
X wird die Richtungstangente <o; hier ist eine Tangenle fiir beide Zweige scnk-

recht zur X-Achse zu denken.

4. Es sind bisher Funklionen untersucht, die frither bereits graphisch dar-
gestellt waren; es soll jelzt ohne voraufgehende Konstruklionsausfihrung der aus-
gezeichnete Wert der Funktion x*—8x —1 festgestellt werden.

X xt=—8x—1

x-8 (x+d)—8(x+a)—1

Dies wird 0 fiir x=4; es ist positiv fiir x>>4, hier steigt die Kurve; es ist negativ

fiir x<24, hier fillt die Kurve: bei x=4 liegt ein Minimun.

5. Es soll die Kurve #x*46x—2 in ihrem Hauptverlaufe konstruiert, auch

die Tangenten in ihren Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen hinzugefigt werden.
Die Kurve ist eine Parabel mit der Achse parallel zur Y-Achse. Zur Bestim-

fsten Punktes, kann der Differentialquotient

mung des Scheitels, des hiichsten bezw., ti

dienen : [(x8)=28 (x--0)*+6(x1-0) —2
f(x)
J‘"
Iy,
Y —%x16.
B
Dies wird 0 fiir x=—35. Und dazu wird f (x)=y=—17. Also sind —5 und —17 die
Koordinaten des Scheitels.
Ferner wird
avy — $(—5-+8)+ 6=+ 60
dx/x=—54+4 ° i

Dies ist positiv und damit der Scheitel als ein Minimum bestitigt; die Offnung der
Parabel liegt in der positiven Richlung aer Y-Achse.
Zur Bestimmung des Parameters dient die belkannte Beziehung fir den Koel-
ficienten des quadralischen Gliedes:
3 1 D5 == Iw : S S . Fa _‘:
: O 2 2

YR )
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So hat der Brennpunkt die Koordinaten — 5 und — 165, die Leitgerade die Gleichung

y=—17"%.
Die Kurve schneidet die Y-Achse im Punkte y=—2, Die Richtung der Tan-

gente ist hier bestimmt durch
dy

i.rr( — . =%,

&= qx/x=0

Die Funktion verschwindet fiir x,=—2,1 und x,=

dy’ i :
)x___ _2,|:'_ - 8..911 6, oder

-79. Fiir diese Punkte wird

oo, ="
ESsiesiay (]

tg o, =— 25-1-6-

dy % :

‘) _ =—4.79-16 oder
dx/x=-79 :
fga, =95+6=— Bi0 1%

Hiernach kann die Zeichnung der Kurve in ihrem wesentlichen Verlaufe vor-

=

und lgeo, =

genomimen werden.

6. Es soll untersucht werden, ob der Ausdruck ,f,x"‘—%x'—‘-! 6x—4 ein Maxi-
mum oder Minimum hat.
SR
X | sx—gut6x—4
x+8| L (et 8)P—E(x+0)* 4 6(x-+08)—4

p—1+-3x29—%.2x8469

g\:; A= 5N—1=6
Dies gleich Null gesetzt, ergibt zwei ausgezeichnete Punkte, in denen die Tangentc
parallel zur X-Achse verlduft, bei x=2 und x=3. Zundchst soll fir den ersteren
Punkt das Verhalten der Kurve unmittelbar hinter- und vorher festgestelll werden

dy - uh . : im0y
d"‘) s (24-0)2-5(2--48)-+6; hierin ist
AfSK—L
2:—5.24+6=0, also

1y - :
ﬁ\) s Uit 82 . Entsprechend wird

X/ x=24

L) S gl

dx/x=2 -1

Der erstere Wert ist negativ, der letztere positiv: bei x=2 liegt ein Maximum.
Fiir x=3 wird:
dy

aix)_\-;-.s_|_,\s'_

(34-0)'—5(3-+0)+6 und da

32_5.-34-6=0 ,

']-\-] — d--4%:; entsprechend
dx/x=345
dv
o — — §-§2 .
l|_\’)x:3—»\’ g g

Es handelt sich bei x=3 um ein Minimum.
4
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7. Es soll fiir die Funktion x*--2x*—11x—12, welche fiir drei ganzzahlige
reelle Werte der unabhiingigen Verdnderlichen verschwindet, diejenige Grisse der-
selben festgestellt werden, fiir welche sie den grissten, und ebenso diejenige, fiir
welche sie den kleinsten Wert annimmt. In dem hierdurch begrenzien Gebiete soll
nun der eine von jenen drei Werten, welche die Funktion zum Verschwinden bringen,
aufgesucht und danach die beiden andern berechnet werden.

Die durch diese Funktion dargestellte Kurve geht dreimal durch die X-Achse.
sie muss also in den beiden Gebieten zwischen den drei Schnittpunkten einmal einen
hichsten und einmal einen tiefsten Punkt besitzen. Zur Bestimmung derselben ist
der Differentialquotient zu bilden:

f(x4d)=(x40)"F2. (x4-0)2— 11 (x-+6) —12

[x=—x%2x*—11x --12
n=3x*0-F4xd — 114

dy
I =3x?+4x — 11

dx

Dieser Ausdruck ist gleich 0 zu setzen:
o4 11
X4 ox—-—-=0,
3 3
woraus sich ergibt, dass die beiden ausgezeichneten Punkte bei x' =14 und x" = —2.7

licgen miissen.
Es kann nun zugleich entschieden werden, von welcher Art dieselben sind.
Es ist
dy? : a
) =3 14°44:-1,4—11=0 und

dx/x=i4"

dy

—= —9 1 0, g b
1].‘\'):{:],.14—,& (142140407 F4(1 44-0)—11

=844 4 3d2-}-44 .
Dies ist positiv, also liegt bei x=1,4 ein Minimum. Da es nimlich aus dem Sach-
verhalt hervorgeht, dass es sich nur um ein Minimum oder ein Maximum handeln
Kann, so geniigt diese Bestimmung des Vorzeichens der Richtungstangenle nach der
einen Richtung hin,
Entsprechend wird

:1\') )
: =307 3T 1] —

dx/x——27 o 2.7 —11 0 und

dy? E. . 3
3(2,72—2- 270 +0%) -4 (— 2,7 1-0) — 11

Ei.i)x.. =271
= —16,20-+3d2-]-44
=c 12.20 -} 362 .
Dies ist negativ, also gibt es bei x=—27 ein Maximumn.
Es liegen nun zwischen diesen beiden ausgezeichneten Stellen die ganzzahligen
Werte —2,—1, 0 und --1; und es ist durch Versuch festzustellen. durch welchen
derselben die Funktion zum Verschwinden gebracht wird: es ist dies x, — — 1.
Nun muss unsere Funktion durch x4 1 ohne Rest teilbar sein: und es
zeigt sich:
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so dass unsere Funktion nunmehr auch bei denjenigen beiden Werlen von x ver-
schwinden muss, fiir welche x*+ x—12=0 wird; das ist bel x.=3 und x; = g
der Fall, Diese beiden neuen Werte kinnten auch bequem aul Grund der drei
Beziehungen zwischen den Wurzeln und den Koefficienten der kubischen Gleichung
bestimmt werden.

Die Kurve schneidet die Y-Achse im Punlte 12. Die Funktion wird fiir
i selbst oo, fir x -0 selhst — oo sie nimmt an den beiden ausgezeich-
neten Stellen, niimlich bei x=14 und hei x - 2.7 die Werte 20,7 bezw-

-+ 12,6 an,

Es bleiben die Tangenten in den behandelten Punkten (— 4,0), (— 1,0), (0, —12)
und (3,0) festzustellen: es ergibt sich aus dem allgemeinen Wert der Richtungs-
tangente

i:':z-ix’i-!\ I
L;"\;H)x- i 12
l:_',r-.)x_ = 11 -

L:‘-"rﬁ_)x;,‘i. =08

Fiir die beiden ausgezeichneten Punkte (-——2.7, 126) und (1.4, —20,7) isl
o ?
lge=0. So konnen jetzl sechs endliche Punkte mit ihren Tangenten konstruierl
werden, woraus sich der wesentliche Verlaul der Kurve iibersehen lisst.

8. Einer Kugel soll der miiglichst griisste Zyvlinder eingezeichnet werden!
Fiir einen beliebigen der viclen miglichen Zylinder sei der Radius x. dann wird
der Kugelradius gleich r geselzt die halbe Hohe V r*— x* und das Volumen
2ax? Vrr—xi% Es stelll sich das Volumen als eine Funktion von x dar, wobei x
zwischen den Grenzen O und r variiert. Dass bei dem Wachsen von x von 0 her die
Funktiion von 0 an wiichst und schliesslich bei x =r wieder 0 wird und dass sie also
bei einem gewissen mittleren x einen grossten Wert erreicht, ist leicht zu erkennen.
Es gill also, den Differentialquotienten der Funktion zu bilden und ibhn gleich 0 zu
selzen, um den gesuchten Wert von x zu erhalten.

Man kann aber auch die Héhe als die unabhingige Variable auffassen und

mit x bezeichnen, dann wird der Zylinderradius | I3 (=) und das VNolumen

| L

o ( Tl J) X oder wrix— X Hier kann x zwischen o und 2r variieren, und

die Funktion wird sowohl fiir x=10, wie auch fir x=2r selbst gleich 0, so dass
also unter allen Zwischenwerten einer am grisseslen sein muss.,
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Es werde nun zuniichst diese letzte Funktion, die rational ist, behandeit.

]':F sl I rdx % i
X=KI"XK ——7FX"
]
f(xd4-0) == (x4 0) — i (x4 3 x*d)
n= ;F— I.l xRl
df(x) e a
- =mri— fa X .,
dx
Wird dies gleich 0 gesetzt, so ergibt sich
LA,
X=-=—=—+T  0Oder
Fa
X—=- 23

Und nun die andere Funktion :
fx=2xx*Vr*— x*
f(x-40)=2x (x*}2x8) Vit —x?—2xd

m=2zX|(x20 VrE—x*—9x§d —xVri*—x? | , oder

2ax : .
N = : sl -4xd) (rP—x?—2x0) —x*(r?—x?)

C(x+20)Vr——x*—2x0+-x ViE—x2

Hier der letzte Falctor zuniichst allein behandelt :
rix?— ot —DOx3§ - Artad —4xtd—rix?-x' oder
4rixd—axto .
S0 wird
g - 2mx-2x(2r'—3x%)
3 (xtloNVrer—x—2x0-FxVrefr—x* und

di(x)  2ax(Erf—3x7)

dx Vr2—x*
Dies wird 0 einmal fiir x=0 — und damit wire ein Minimum bezeichnet —, sodann
far x=VE-r .

Diese aus den zwei Funktionen erhaltenen Ausdriicke sind beide [fir die
Schiiler leicht zu konstruieren und auch als aul dasselbe Ergebnis hinauskommend
nachzuweisen,

9. Welches von allen gleichschenkligen Dreiecken, bei denen die Grundseile
und die Hohe eine konstante Summe ausmachen, hal eine Schenkelseite von aus-
gezeichnetem Wert? (Aus Martus, Raumlehre 11 5. 192,) Fiir das Dreieck gibt es
zwel Grenzfille: entweder die Grundseite ist 0, dann wird die Schenkelseite gleich
der konstanten Summe s; oder die Grundseite ist s, dann wird die Schenkelseile

gleich . Grisser als s, im ersteren Falle, kann dieselbe niemals werden : nimmt sie
nun bestindig ab, bis zu jenem Endwerte 5> — oder gewinnt sie im Abnehmen ein-

mal eine geringste Liinge, von der sie dann wieder auf die Grosse 5 ansteigt? —

&

Aus der blossen Anschauung her ist dies nicht zu entscheiden.
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Es werde der Differentialquotient der Funktion gebildet, welche die Schenkel-
seite darstellt. Es isl, wenn die Grundseite mit x bezeichnet wird,
o
Flx)= l.'{;, } - (5 —x)* oder

f(x) =} 4x*—2sx+s’

f(x+0)=y}x+5x0—2s5x—250 | s*.

Die Differenz dieser beiden Wurzeln mit der entsprechenden Summe erweitert,
gewinnt fir den Zihler den Wert 5 xd-—2s4, so dass der Quotient entsteht

df(x) 3X—28

dx Y Fx*—2sx+8?

Und dieser wird O fiir x 'JH Es gibt also tatsiichlich in jenem Verlaufe einen
ausgezeichneten Punkt, und zwar kann hier bei der entwickelten Sachlage nichts
anderes liegen als ein Minimum. — Die weitere Untersuchung des Differential-
quotienten hestitigt dies: es ist die Frage, ob die Funktion nach diesem Punkte
steigt oder ihr Differentialquotient positiv ist. Setzt man in dem obigen Ausdruck
desselben x =% s - 8 ein, so bleibt der Radikandus positiv. und die Wurzel reell,
wie sie das in dem behandelten Gebiete auf jeden Fall tun muss, da sie an sich die
Schenkelseite bedeutet,  Aus demselben Grunde ist ihr Vorzeichen aber auch von vorn-

= o s et 5 (4 . 0 & - o
herein nur positiv gerechnet. So ist der Zdhler §(5s-+0) —2s allein massgebend.
Und dieser ist -2 8, so wie er zu einem unmittelbar voraufgehenden Werte — 2 8 wird:
die ausgezeichnete Schenkelseite ist eine kiirzeste,

Zur Feststellung ihrer Linge ist in der Funklion x = : 5 einzusetzen; sie wird
i —— S AV 5 = S
alsdann } (; 3)? -+ (" 8)? oder = V5, d. i. 0,447 s, also weniger als il Die Schenkel-

linge sinkt, wihrend die Grundseite von 0 auf s wichst, nicht direkt von der Grisse

s auf 7, sondern sie sinkt, bis sie bei einer bestimmten Linge der Grundseile, ‘. s,

sy = ] ; : I
die Grisse 0,447 s angenommen hat, um dann hinterher wieder bis auf - zuzunehmen

Die vorstehenden Entwickelungen bedeuten einen Versuch, den Schiilern ein
Verstéindnis der Begriffe der Funktion und des Differentialquotienten mitzugeben,
ohne die bestehenden Lehrpline anzutasten, allein durch eine gednderte Einfuhrungs-
weise der Elemente der analytischen Geometrie. Gewiss wiire es leicht, von der
hier vorgeschlagenen Art, welche bestindig konkrete Einzeliibungen vornimmt, zu
einer allgemeinen Behandlung des Differenzierens den Ubergang zu machen, aber
fiir die Verhiiltnisse des Gymnasiums mag es doch richtiger sein, wenn man sich
darein figl, auf ein Weitergehen verzichten zu missen. Es scheint mir das Driingen
in unserer Zeit, den mathematischen Standpunkt der Prima bestindig heben und
von dem, was uns Freude bereitet, immer mehr auch den Schiilern bieten zu wollen,
mancherseits zu weit zu gehen. Es darf hier nicht vergessen werden, dass seit 1892
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hereits die Elemente der analytischen Geometrie und der sphiirischen Trigonometrie
mit umfangreichen Aufgabengebieten, seit 1902 auch ,eine Anleitung zum perspek-
tivischen Zeichnen riaumlicher Gebilde® dem Lehrplane eingefiigt sind, ohne dass
cine Erweiterung der Unterrichtszeil statigefunden hiitte! Und wenn auch einzelne
Gebiete der Schulmathematik sich noch kiirzer behandeln lassen migen, andere
vielleicht. wie die Kombinatorik, auch ganz ausgeschieden werden kdnnen, so diirfte
es doch im Interesse der tbergrossen Mehrzahl der Schiller angezeigt sein, in
weitergehenden Forderungen masszuhalten. — Bei einer Behandlungsart, wie der
vorstehenden elementaren, gewinnen die Schiiler einen Einblick in eine Grund-
vorstellung der Infinitesimalrechnung und lernen sie zugleich i dem Gebiete der
Maximalaufgaben Dbereits eine den Anfinger liberraschende, wertvolle Anwendung
derselben kennen. Damit kann es fiir eine allgemeine Bildung genug sein!  Anderer-
seits hat die kleinere Anzahl derer, die wegen des spiiteren Berufes an eingehenderen
Kenntnissen nach dieser Richtung ein Interesse haben, in den hier angeregien
(Tbungen eine wesentliche Grundlage fiir ein weiteres Verstdndnis mitbekommen;
damit miisste es im allgemeinen auch genug sein! Indessen ist damit ja nicht aus-
geschlossen, dass der Lehrer einzelnen fiir dieses Lehrfach besonders interessierten
Sehiilern auf ihren Wunsch mit Ratschligen und Hilfen zu eigener Beschiéftigung
zur Hand geht; nur sollte dies auf die Gestaltung des gemeinsamen Arbeitens in der
Klasse keine Riwckwirkung ausiiben, Fiir das Gymnasium muss es die eigentliche
Aufgabe bleiben, seinen Ziglingen eine systematische und eindringliche Schulung
auf bestimmt umgrenztem Gebiete zu gewiihren.  Mit je griosserem Erlolge diese

Aufgabe erfallt ist, um so leichter und um so sicherer werden sich die jungen Leute
hinterher in die Entfaltung der freieren und selbstindigeren und umfassenderen Télig-
keit hineinfinden, die auf der Universitit nitig ist.

Wenn endlich den Realien auf der Oberstufe des Gymnasiums noch Zeit zu-
sewiesen werden konnte, so miisste auch der Mathematiker dafiir stimmen, dass
dieser Gewinn einer anderen Seite zugute kiime, nimlich den Naturwissenschaften.
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