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Wissenschaitliche Beilage
zum Jahresbericht des Stddtischen Realgymnasiums in Konigsberg i. Pr.
Ostern 1912,

Uber rationale Dreiecke.

Von Prof, Dr. Benno Hecht.

A]s rationale Dreiecke werden im folgenden solehe Dreiecke bezeichnet, deren
Seiten und Inhalt rationale Masszahlen besitzen. Multipliziert man in einem solchen
Dreieck die drei Seiten mit derselben rationalen Grisse, so erhiilt man ein rationales
Dreieck, das dem gegebenen dhnlich ist. Unfer allen Dreiecken, die auf diese Weise aus
ginem gegebenen abgeleitet werden konnen, gibt es immer eines und nur eines, bei dem
gich die drei Seiten als ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler ergeben., Untfer drei oder
mehr ganzen Zahlen chne gemeinsamen Teiler sind hier und im folgenden solehe Zahlen
zu verstehen, die keinen ihnen allen gemeinsamen Teiler enthalten, wihrend je zwei von
ihnen gemeinsame Faktoren besitzen ktmnen. Das oben erwiihnte Dreieck soll als ratio-
nales Primdreieck bezeichnet werden.

Berechnet man aus den Seiten a,, a, und a; eines solchen die Radien der vier
Berithrungskreise g, 0., p; und p, so werden diese zwar rationale Griissen, im allgemeinen
aber nicht ganze Zahlen sein. Durch Multiplikation der Seiten mit einem geeigneten
Faktor F“ kann man dann aber ein Dreieck ableiten, in welchem ¢/, = F‘o,, o', = F'o,,
o'y = F'oy und o' = F'o ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind.

In 5 1 woldcu nun zunichst alle miglichen Kombinationen von ganzen Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler bestimmt, die als Radien der Beriihrungskreise eines Dreiecks
auftreten ktnnen. In § 2 werden sodann die Zahlenkombinationen ausgesondert, fiir die
auch der Inhalt eine ganze Zahl wird. Aus diesen wird dann eine allgemeine Form fiir
die drei Seiten aller rationalen Primdreiecke hergeleitet. In & 3 sind schliesslich noech
die Anderungen behandelt, die die Resultate in besonderen Fiillen (rechtwinklige Dreiecke,
g]ﬁlt,llbchenhlwe_ Dreiecke) erleiden.

§ 1. Ganzzahlige Losungen der Gleichung: —;- - - L ;1] Nennt man eine

s e
ganzzahlige Losung der Gleichung i il
(D 1
& 3 i

bei der die o Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, eine eigentliche Lisung, so gibt
es immer eine und nur eine eigentliche Lésung der Gleichung, fiir welche

ﬂlli’],:f}J — r’[ :'/:.al?’
ist, wenn die # drei beliebige gegebene ganze Zahlen smtl Setzt man

oy taary 1y = q,




so folgt:
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Enthalten die z einen allen dreien gemeinsamen Faktor, so kommt dieser in jedem

Nenner in der dritten Potenz vor, Sucht man nur-die eigentlichen Losungen der Gleichung (),
s0 kann man einen solehen Faktor von vornherein fortlassen, also annehmen, dass die # Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler sind. Ebenso kann man ohne die allgemeine Giiltigkeit der
folgenden Betrachtungen zu beschriinken festsetzen, dass

020,204, also auch #,>u>xy
sein soll. Setzt man nun ¥

e = % = dem grossten gem. Teiler von sy und sy,
e = dem grusston gem, Teiler von xp. und (#y—F2): #nx,
= "l&fl‘l;"l' Ao = Ha 7111‘-.; Wy = .4'31/'1;3.";1.
f = ’=‘1"'51’tajfﬁ'sT3lf1*
so wird:
Hydaty = r:aa '{31 -“:10 ) .‘1.1?31
q = Zaghy s (Rogholotay hehi—t2100ns).

Da nun #s, #3 und %, zu einander, 4;, 4, und A; zu einander xy,; zu 4y, #y 2Zu

Ao und s, zu i, teilerfremd sind, so erhilt man als eigentliche Losung der Gleichung (I):
(I10) 0i — mq. b 0y = wgtt oy — s it @ — oanon ok

Sind #,, #, und x; teilerfremd, so ist f

Diese Gleichungen (I1I) geben siimtliche eigentlichen Liosungen der Gleichung (I)
und jede Losung nur einmal, wenn die fiir die # festgesetzten Bedingungen beachtet werden,

Einige Beispiele hierfiir sind in Tabelle 1 zusammengestellt.

§ 2. Bestimmung der Seiten aller rationalen Primdreiecke. Sollen die
0 uldicn der Bertihrungskreise eines rationalen Dreiecks sein, so muss ihr Produkt
#4220 - B eine Quadratzahl, also auch q eine solche sein. Bezeichnet man diese mit
.; , 50 folgt aus

Hottg—tstgty - g = A2
fiir #y der Wert (A%—uyap) @ (5+) und es besteht die Pmportmn
011 0g: 0y = % (1) : #e(oty—2) : #%).

Bezeichnet man nun mit g, ¥, und y, drei ganze Zah]en ohne gemeinsamen Teiler,
die den Bedingungen:
¥>ve und yo(y =) (s —r179)>0
geniigen, und nennt man g den gwaﬂten gemeinsamen Teiler von y,-1p, und 9,*—4,7,, S0
erfiillen die Grossen
A= pn1e) i & # = B i & % = ("7 8
die in § 1 aufgestellten Bedingungen. Man er hiilt dann
#rgng = Prvalritre)*(ys’ )t g% und q = (r+re)rs” ¢ g%

Bezeichnet man den grissten gemeinsamen Teiler von p, und p; mit y, den
grissten gemeinsamen Teiler von g, und ypy mit yoq und g4 & (y57s) mit dy, s0 ergeben sich
aus den Gleichungen (IIT) fiir rationale Dreiecke, deren Bertihrungsradien ganze Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler sind, die folgenden Gleichungen:

(IV) 0y = f’l(u‘l—fﬂ‘)i g, 0 — ~+72)05" ! B
o'y = ("0 : & o = nvalrs™—r1vre) ¢ (871577es):

Diese stellen stimtliche eigentlichen Losungen der Gleichung (I) fiir rationale
Dreiecke dar und bei der Beachtung der filr die y festgesetzten Beschrinkungen jede
Lisung nur einmal.




Aus den Gleichungen (IV) ergibt sich:
A = p7a(ntre) (15" —1172)05" ¢ (E%15¥a)s
s'—a’; YolVa—Y170)03 © (8hiavas), 8—a'y = pi(™—7172)0 * (BV1a¥es)s
s'—a'y = 77117200 * (8F1aYas); 8" = (117073705 * (Bl1avas)
a'y = y(rs”+7:")05 : (BY15Y0n), 8% = 7a(Vs2 411205 ¢ (871572), 8%s = (11-12) (a™—r172)03  (Bi1a72n):
Diese Ausdriicke fiir die drei Seiten enthalten den gemeinsamen Faktor F' = y;,
0;40090;, Worin y,, den grissten gemeinsamen Teiler von 7 und 7y, 03 den grissten
gemeinsamen Teiler von p; und 3 : 73 und dyg den grissten gemeinsamen Teiler von p,
und 7, : 75 bedeuten. Dividiert man die Ausdriicke fiir die Seiten a’ durech B und setzt
man noch

gr1572st12015023 = F,
so ergeben sich fiir die Seiten der rationalen Primdreiecke die folgenden Resultate:
V) a, = 1> F, ay = 1™ F, ag = (y-172) (%" —n1e) ¢ F.

Diese Ausdriicke geben bei Beriicksichtigung aller fiir die y festgesetzten
Beschriinkungen die Seiten jedes rationalen Primdreiecks nur einmal. Withlt man
dagegen ftir die y drei beliebige ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, die nur der
Bedingung 7% 7,7 gentigen, so erhilt man im allgemeinen je 6 ecinander kongruente
Dreiecke, die durch Vertauschung der Seifen in einander ibergehen,

Mit Benutzung der Gleichungen (V) ergeben sich nun fiir die rationalen Prim-
dreiecke noch folgende Resultate:

8 = (ntras®: B, s—ay = n(’—nn): T,
. ST AR | PR M v ¥ ap o | . |
s—a, = 1717 i F, 5—ay = = TareliT va) + B,
A = pyore(iitre) (ts—r17e) + F?
o Oy Ty &2 Aty W i gt [P TS AP o L
fg e Y1 = Yo tg == ¥a 1€ ) = (Vs .r]-".a:J : [ul"i"u"d]-r':r

Fin Dreieck ist also stumpfwinklig, wenn 3 =y, rechtwinklig, wenn 3, = y;, und
spitzwinklig, wenn 7y < yy ist.

Tabelle 2 enthilt fir eine Reihe von schiefwinkligen ungleichseitigen Prim-
dreiecken die Werte der Grissen 7, der Seiten a und des Inhalts 4. Ferner ist darin der
Faktor F* angegeben, mit dem die Seiten multipliziert werden miissen, damit die Radien
der Berithrungskreise o’ u.s.w. ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler werden. In dieser
Tabelle sind unter anderen alle rationalen Primdreiecke enthalten, in denen keine Seite
grosser als 100 ist.t)

§ 3. Besondere Fille. A. Rechtwinklige Dreiceke. Bei einem recht-

winkligen Dreieck ist y, = 7. Die Grenzbedingungen fiir die y nehmen dann folgende
Gestalt an: 7=y (V 2—1).
Ferner ist: 0 =90 = 0g =03 =1, 73 =7 und g =2, wenn und 7, un-

gerade Zahlen, dagegen g — 1, wenn eine der Zahlen y, und p, gerade ist. Man erhiilf
dann aus den Gleichungen (V):

ai— [:;J'J']"—_]I’;_,L"} L g 8y = 29,799 g 8y = (n2—d : g,

4 = nrn—r) i g5 O = ) Ff = 1, :

op = nntw g 0 = Yalri—1-7e) 1 & 0y = l—7ra) i g 0 = Yalyi—V¥a) ' B
iy

ct 3 I
tge g = LtgF=r:n, tg5 =01 @t

Einige Beispiele sind in Tabelle 3 zusammengestellt.

1) Vergl.: Sachs, Tafeln zum mathematischen Unterricht. Leipzig 1908, p. 120.
1’
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B. Gleichschenklige Dreiecke (a; = a;). Sind in einem Dreieck die beiden
grosseren Seiten einander gleich, so ist 3, = 3. Als Grenzbedingung erhdlt man:

1 1'.3}:’“:’}‘1-

Nun ist: =19, s =7rs=19d3 =10y =1 und g = 2, wenn hnid_n Zahlen 3,
und y; ungerade sind, dagegen g — 1, wenn eine dieser Zahlen gerade ist. Aus den
Gleichungen (V) folgt dann:

Die Dreiecke sind immer spitzwinklig,

Beispiele finden sich in Tabelle 4.

C. Gleichschenklige Dreiecke (a, — a;). Wenn in einem Dreieck die beiden
kleineren Seiten einander gleich sind, so ist 9,* = (29,-7.)ye. Hierzu kommt noch die
Grenzbedingung >,

Schreibt man die obige Gleichung in der Form: 74(ys : vas) = (271-72) (72 : Yo3), 50
geht daraus hervor, dass der Faktor y, : y., der rechten Seite, der ja zu jy : ya, teilerfremd

ist, ein Teiler von y, sein muss. Iis ist also 7, : ¥ = dur. Ferner ergibt sich leicht:
i .‘__‘I_II o b - =
fig = %13 = O3 = 1 und g = y-+4. Aus den Gleichungen (V) folgt dann:
By — 2, 8y = '
= Yi¥s U
2 i A Y =
£"| = ¥i¥a™ : Yas% =T Ta1"y
I e o
1g g ,"] = {8 tg T

] 3

Um nun noch die Zahlen y zu bestimmen, die der obigen Bedingungsgleichung
gentigen, mdgen die quadratischen Faktoren in y, von den nichiquadratischen gesondert
werden, so dass man p, = px* erhéilt. 7; muss dann ebenfalls die Faktoren p und x
enthalten und man kann y; — pxy setzen. Nun folgt dann aber 7, = p(y*—x2) : 2.
Damit nun die drei Grissen y ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, miissen erstens
x und y teilerfremde Zahlen sein und muss zweitens p = 2 sein, wenn cine der Zahlen
x und y gerade ist, dagegen p = 1 sein, wenn x und y ungerade Zahlen sind.

Da 7>y, sein soll, muss y>xV 3 sein.

Beispiele solcher Dreiecke bilden die Tabelle 5.
D. Dreiecke, deren Seiten eine arithmetisehe Reihe bilden. Soll

a—ay = ay—ay sein, so ist yu(37,° 1747 L "?!;?'1?:.‘;' :[-;“m.m.ls e
Yii¥e Vs = By 2yt naBr i)

Da gemeinsame Faktoren der drei Grossen ¢ fortzulassen sind, so erhilt man:
7 = x(3x*1y%) : hk, y. = 2xy®:hk, 9 = y(8x2}y?) : hk,
worin x und y teilerfremde ganze Zahlen sind, h = 2, wenn x und y ungerade, dagegen

h = 1 ist, wenn eine dieser Zahlen gerade ist, und k = 3, wenn y den Faktor 3 hat,
aber k = 1 ist, wenn y nicht durch 3 teilbar ist. Die Grenzbedingungen fiir die y ergeben

dann noch: x¥V'3>y.

In Tabelle 6 sind fiir eine Reihe von Werten der Zahlen x und y die Grossen 7
berechnet. Die anderen Stiicke dieser Dreiecke finden sich dann in Tabelle 2 mit Aus-
nahme des einzigen hierher gehdrigen rechtwinkligen Dreiecks mit den Seiten 5, 4, 3, das
in Tabelle 3 angefithrt ist.




Tabelle 1. Ganzzahlige o. Tabelle 2. (Fortsetzung.)

1 | A | q £ €1 | {‘-3| 23 e Lo B 88 O R e ) o B 4 ¥l oy | 0% | 0% o'
| 1 i

e : o S R S ol e 8| a0l 20 5| 7212
D 1 5 1 i (B B 3 9 8 12| 26| 25| 17| 204] 6
+ 2| [ it 8 + 41 4 2 1 10 1| 4| 85| 58| 331 660] 2
i S P 7 18 (W] T ISl 10| 2| 5 29| 25! 6| 60| 2
: ! [ 11 1 33| 22| 11 i 10| 8 6| 75 68 12| s890] 1
B || 16 4| 12 gl 8| 3 10{ 5| 8| 89 82| 21| 840]20
i 3| Al 1 15 3 15 151 .5 3 10} 9| 11 100f 91| 51| 2310]11
| 3 | T a1 3 o I e R 10, 9| 15| 68/ 65 57| 1710| 8
i il 2 31 | 1] 155 98| 62 | 30 11| 4 8| 44| 37] 15| 264| 2
15 | 10 i 300 300 15 10 6 i 44| 390 17| 330| B
42 | T 3 441 441 42 T : 9 hh| 53| 20 52812
105 | 80 | 14 | 5040 | 1260 | 420 | 120 1 51| 40| 13| 156] 1
| | 3 73 52| 35| 840l 6
FE: : 4 97| 75| 44| 1584|12
; Tabelle 2. Ungleichseitige schiefwinklige 5 750 61 34| 1020| 2
Dreiecke. 2 52| 41| 15| 284| 3
il 01| 78| 60| 2184] 2
| = = i = R 12 52| 51| 25 624] 4
| val e [ie e ee |1 40 B 0 | 0| 2| 53| 33 24| 836 2
. 12 16| 14 13 84| 2
A1 a T S e ) SR 24| 2 48] 16 1 30/ 23| 16| 120] 1
4 2 3| o 250 3 36| 6] 216] 108 2 100/ 87 17| 510f 1
4 3 5|136/128) 91| s460] 5| 700| 525 4 87| 65| 38| 1140| 2
| s 1| 3| 25 17 12 90| 3] 135] 27 5 53 51| 4 90|15
h 5 21 4| 50| 41f 21] 420| 2| 140{ 56 ] 68 65| 7! 210] B
f 5 3 4|i125(123] 8| 480 4| 640! 384 3 73 Go| 19| 456] 2
5 8 6| 75 61| 56| 1680] 2| 1600 94| 5 1oo| 89 21| &40] 2
5 4 6| 65 61| 361 1080] 6] 405 324| 9 a6 29| 251 360| 2
5 4 7|325 296]261]36540] 7| 2205|1764| 10 40/ 37| 13| 240| 6
6/ 1| 3| 20/ 15| T 42) 1 T 13 68 65 20| 936(18
6 2 a| 87 61 52| 1560 1200/ 400 8 51| 37| 29| 306| 3
6] 8 5| 68 61| 21| 630 1350 €75 1 37| 20| 19| 114] 8
6 4 5|123(122] 5| 300 1500, 1000 4| g7l 90| 11| 396) 2
6] 4 7| 890 34 25| 420]14| 588 302 1 63| 52 25| 630] 1
6 5 7|444)425/209]43890] 7| 3234 2695 10 65| 61 14| 420] 6
6 5/ 8|267 250 187 |22440] 4| 1056 880 14 01| 85| 48| 2016/ 6
il 5l 9212195/ 187|16830| 3| 594 495 16 41| 40i 17| 836]42
70 1 3| 35 20/ 8| 84| 3| 252 a6 | 15| 95 87| e8| 2850] 5
71 21 4] 70| 65| 9] 252] 2] os2 12| B T 20{ 19| 30| 97| 95/ 78| 3420| 6
7l 205|203/ 148 99| 6930] 5| 1575 450/ 275 154 a1l 4| 12| 56 390 25| 420] 1
7 3 &5|119{111] 20| 1050] 5| 875 375 60| 42 21| 5 14| 51| 35 28| 420| 2
i T 3 3| 21 17| 10 84] 2 56 24 12 T 21| 14] 18] 52| 51] 5 126121
- 91 4 6| 91| 85| 22] 924] 6| 693 396 72| 56 22f 8| 11| 52| 33| 25| 330| 1
1/ 7| 4 8|140{113) 99| 5544| 2| 308 176 144 63 a3 6| 14| 92| 75| 29| o966| 7
{ i 5 6 |425) 12| 2520| 6] 8024|2160, 86/ 33 231 6| 15| 69 52 29| 690 5
- 70 B 8623 565 348 |97440] 8| 5376| 384001856/ 1015 23 16| 24| 92/ 85 39| 1656] 6
T 5l 9871 325|276 |43470) 9] 3402 2430\ 1863 805 24 1| 6] T4 B 25 00| 2
Tl 6 8|350} 339 143 124024) 4] 14561248 352 231 24( 11| 22| 66| 53| 85 924] 2
T 6 9] 21f 200 I3 1261 3 63} Bdl 2T 14 24| 17| 30 58| 51] 41| 1020{10
7|6 10]478| 447 377 |79170} 5| 2275 1950) 1460, 609 24| 21| 28| 35| 34| 15| 252| 6
8 1| 3| 80 73 9| 216] 8] o648 81 9| 8 250 2| 10| 52| 29f 27| 270| 5
8 1 4| 17 10| 9 6] 2 7ol ol ooe | 4 25| 6| 15| 87| e8] 81| 930] 5
Bl- 8 6| 30l 25 11| 132| 2 Bel 33 12/ 8 25| 8 20| 58 41f 33| 660]10
8 5 10| 50| 41| 29| 780| 2| 104 65 60| 24 25 18| 30| e8] 61| 43| 1290{15
9 2 6| 20/ 13| 11 66| 3 g9t 93 18 9 26| 4| 13| 37| 26| 15| 156] 2
9 3 7| 87| 65 44| 1386|21| 264G, 882 539, 297 271 2| 9] 85 [iﬂl ag] 522] 3
9 4| 7| 45| 40| 18| 252| 7| 441| 196 49| 36 21| 5| 15| 75| 53f 82| 720f 3
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Tabelle 2. (Fortsetzung.) Tabelle 3. Rechtwinklige Dreiecke.

Y| ve| vs B |8 8| 4 [F] 01 | 02| €5 @ el ve | & | B | By 4 g, | 0a | O3 | [
27 s 18| 97| 78| 35| 1260] 6| 945 2s0| 108 72 o I | [ e | B 2| 1
27 23| 36| 73| 60] 50| 1656/12] 864 T736| 432 207 3 | e | 5 [ 301 15f lo| & 2
270 24 28| 90| 89| 17| 756|42] 3969|8528 892 324 RIS ) o PO O 1) 84| 28] 21| 4| 3 J
28 7| 18] 61 52| 15| 3886}28| 3136G] T84 192| 147 5| 3 17| 15 8 g0l 20| 12| b 3 |
28/ 9| 20| 91| 72| 87| 1260] 5| 00| 225 100| 63 5 | 4| 41| 40| 9| 180| 45| 36| & 4 |
u8f 19| 21| 39 35| 10| 168 4| 224) 98] 21| 16 6 | 5| 6| 60| 12| 330| 66| 55| 6| &
30| 9 20| 37 30| 13| 180| 6| 360| 108/ 40 27 7| 8| 29| 21| 20 210| 35| 15| 14| 6
30| 11| 24| 85 66| 41| 1320] 4] 480, 176/ 96, 55 7| 4| 6| 66| 83| 24| 77| 44| 20| 12
20| 21| 35| 28) 25 17| =210] 3 90! 63 35| 18 7. 5| ‘ar| cam| 12| 20| 42 e 7| b
a0| 22/ 33| o5 51| 26| evo] 2| 120, 88 a3 20 7 | 6 | 85| B4 13| Bde] o] a8 w6 .
31| 3 12| 93/ 65 34| T44| 4] 992 96/ 48 3l s | 5| so| so0| 891560 104 r..-1| 241 15 -
32 1| 8| 65 34| 33| 264] 4| 1056 :3:-si a2 16 8 | T |113| 112| 15| &40 120 1t15i 8 T '
820 2| 9] 80| 65| 17 288]18] 5184 824 81| 6 | | | | [
32| 9 24| 78| 50| 41| 98412] 1312 369| 288| 144 | |
320 25| 40| 89| 82 57| 2280|20| 1824 1425 800| 400
43/ 2| 11| 75| 44| 35] 462§ 1] 3231} 14 11 &
a3l gl 11| 65| 55 12| 198 3| 594 b4 11 9 ; e
33 =l 91| 77 51 40| o24| 1| 132 2 2 1 Tabelle 4. Gleichschenklige Dreiecke (a; = ay).
33 20| 36| 88| 75/ 53| 1980) 3] =297 180| 108 55 . |
33l 82| 48] 88| 87 65| 2640 2| 165 160| 06 44 71 ()| vs |eilag)| 8 4 B ftoslea)] ok o’ '
84 6 17| 65 b1} 20| 408) 2] 273] 48 17 12 ,
asl 26/ 42|100| 01 A1| 2730f 3] 315 234 126| 65 9 g| 13| 10 Go| 6 72 45 20 |
35 83| 66| 77 15| 68) 23101 1} 70 06 55 21 3 | 4| 95| 14| 168) 12| 288 112 63
36| 14| 271 74/ 63| 25| 1756 6] 648 252 81 56 RE [ R Rt AT 190 15| 225 200 92 I
38 1/ 8] 93] 58 39 4567 4] 1824 48 32 19 4 | 5 41 18 260 | 20 200 295 | 144 !
38 3| 14] 95| 60 41 98] 7| 1862 147 98| &7 5 (i Gl 99 GAO | 801 1800 396 | 275
381 3] 13| 89 65 28 h46] 3 819 63] 26 18 5 i 47 | 24 4201 35 1295 HR8 300
39| 36 52| 40| 39| 25| 468] 3| 117 108 B2 27 5 8| 89| 78| 8120 40| 3200| 2406 | 975
42/ 3 14| 41| 28 15| 126| 3| 378 27 14 9 6| 7| 8 | 26| 1092] 42| 3528 637 | 468
42| 83| 44| 77| T4 25| 924] 6] 504 396) 88| 63 71 8| 13| 30| 1680| 56| 6272 060 | 745
45 44; 72| 100 99| 891 38960 2| 180 176 144 &5 = | ol 45| s2| 1008| 63| 2989 | 1206 784
49 2 14100 53| Bl T14] 7| 2499 102| 98 49 7 | 10| 149 | 102]| 7140] 70| 9800 | 5100 | 2499
52| 18] 39| 82| 65| 35| 1092| 6] 728 252 117 72 i 85 | 72| 2772 | 77| 5929 | 4356 | 1764
a4 A0, T3 TH| T3 52| 1800) 6; 432 400| 225 108 i 12 | 193 | 190 15960 | 84 | 14112 | 18680 | 4655
6al 24| 56| 48| 85| 20| B04| B8] 1890 73| BB| 27 .
701 15) 42| 89) 29 17| 210] 5] 350, Ta| 420 25
75| 36/ 80| 52| 89| 37| 720|601 8600 1728 1600; 675 |
76| 24/ 57| 51| 88 25| d56] 4] 304 98| 57 32
7i| 42| 68| 60| 55 17| 462| 7| 539 °04] 66 4 . - .
7 7 19| 5 55 51| 1110|13| 102 613 o3 325  Tabelle 5. Gleichschenklige Dreiecke (ay =ay).
84| 80/105| 85| 84| 41| 16s0| 4] 3836{ 820 105 64 — — _
03 24| 62| 85| 62| 89| 1116] 6] 837 216 124 72 o e | K [ el N [P PR !
99| 3 22| 87| 55 34| 396| 6| 2376 72! 1] o X|3)nn|r]m @) 418 o jesey) e
105 80/112| 96| 91| 87| 1680| 5| 525| 400| 112 5 o e e e T = 9 9 I
120) 96| 172| 97 86/ 75| 3096|12] 1161 864 683 288 ils i ‘1‘| § E 5 :: % l,al :; : _
188] 45| 115|100| 69| 61| 2070 8| 414/ 135 115 54 1l 4l 15| 2| 8| 30| 17| 120] 2 ‘,,;_wl qa | 15 A
1820 21| 78| 75| 52( 29| 546] 7] 1274 147 78 49 115132l 11 sl 22] 18] 60l 51 200! 25| 12
185/120{ 222§ 87| 74| 61| 2220[10] 925 600] 444 200 alslorl slool 2| 20| 220l10] 525 | 200| st
196/ 8] 490|145 98 51| 1176 4] 2352) 95 40| 82 1l6l3l 2/ 12| 0| 37| 20| 6lizso| 72| 35
266|189 842 | 87| 76| 65| 2394121| 1862|1323 1026) 441 1l 7l 2¢| 1! 7] 48| 25| 1681 Th1s| 49| 24
280( 7| 60| 89| 80| 41| 420{42|17640| 441| 360 196 e el sl | e aans | ags .
e [P o o Etond bt Pl onl ey 27| 4| 8| 23| 90| 53 [1260|142205 | 392 | 180
2921 200( 865 | 169|146/ 128 | B8760|20] 3504 2400/ 1825 800 al=laal ol 21| 40! 20| 420121 980 | 441 180
497| 168| 366 | 159122 85| Bl24[14| 29801176 732| 392 1171351 32 561 66! 65 lisis{2slierr | 1368 | 528
. 1(8]63| 2| 16|126| Gb 1008 | 8|4082 | 128 | 63
. b 3| B 55| 18| 48 [110| 73 |2640 |24 |3520 | 1152 | 495
| | ‘
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Tabelle 2. (Fortsetzmn T o — “"-—?. Rechtwinklige Dreiecke.
o e e "1! By | 8 | A JF 0f [“-3 i a; | 4 | o | 02 | 0a | O
o7l 8| 18| 97| 78| 35| 1260] 6] 9 4| 3 o T o
o7 23| 36| 73| 69 50| 1656{12] 8 19" 51 sol 35) 0] “wlEa
27 24| 28| 90| 89 17| TaG|42| 34 o [T 84| 28| 21 1 3 '
98| 7l 16| 61] 52| 15| 336{28] 31 15 &l el 20| 12| 5| 3
28/ 9 20| 91| 72| 37| 1260| 5| 1 40| 9| 18| 45| 36| 5| 4
98l 12| 21| 30| 85| 10| 168| 4] ¢ 60| 11| a30| 66| 55| 6| 5
30 9| 20| a7 8ol 13| 180| 6f & 21| 20| 210| 85| 15| 14| 6
30| 11| 24| 85| o6 41| 1320 4] 4 56| 83| 94| 71| 44| 21| 12
30/ 21| 35| 28 25| 17| 210| 8 95 12| 2tof 42 80| 7| 5
30| 22 3| 55| 51| 26| 660l 2| 1 84| 13| 56| 91 ?.'s| 7|48
31| 3 12| 93| uai 34| 744| 4] ¢ 80| 39| 1560 | 104| 65| 24| 15
32l 1) 8| 65 34 33| 264] 4| 1 112 | 15| 840| 120§ 105 8| 7
33 2 9| 80| 65| 17| 288|18| 5 !
8| 9| 24| 78 50| 41| 984{12] 1;
32 25| 40| 89 82| 57| 2280|20| 1
331 2| 11| 75| 44| 35| 463 1 | '
33| 8| 11| 65 55| 12| 198 3 o ; =
a3l 7 21| 7 51| 40| 924] 1 ’ 1le1chschenk!lge Dreiecke (a;, = a,).
33| 20 36| 88| 75 53| 19s0] 3 i - , .
33l 32 48| 88| 87 65| 2640] 2 bl a5 | 4 | B |owten)| o9 | @
34 6 17| 65| 61 20| 408] 2 U - '
35 26| 42|100| 91 61| 2730{ 3 (| 10 60| 6 72 45| 20
35| 33| 55| 77| T 68] 2310] 1 14 168 | 12 agn 112 63
1 %] 3 58 30| 430l 4| 1 5| 30|20| 80| 23| 14
93| 58| 8¢ ht 18 260 | 20 =0 225 :
14| 95| 60| 41] 798| 7| 1 99| 60| 30| 1800| 396| 275 ]
R el e T §| 2¢| 420|35| 1225 &8s 300
6 52| 40| 89 25| 468] 3 u 1| 78| 3120 40| 3200| 2496 | 975
s e a6 | 1002| 42| 8528 | Tear| 468
441 77 T4 25| 9241 6 30| 1680 56| 6272| 960 T35
12100 99 89 3860) 2 5| 32| 1008| 63| 5969 | 1206 | T84
14 {100 53 51 T14) T I ) | 102| 7140 ] 70| 9800 | 5100 | 2499
39| 82| 65 35| 1002| 6 | 12| 27i2| 77| 5929 | 4336 | 1764
Ta| 75 T3] 521 1800} 6 B | 190 | 15960 [ 84 | 14112 | 13680 | 4655
56 35 20| 504] 8 n | ;
42 17| 210] 5 | |
80 37| 720]60 | :
5T 25| 456| 4 1
2 2 A |5 .
1 e 53 52 1,1 SR O leichschenklige Dreiecke (a, = ag).
0] 105]| 85 gai, % ie;r-‘.o é — ==
| 62| 85 62 39| 1116 | " o . |]:‘f o il o
93| g7/ 55 81| 396| 6 I I 01 00D} €
112| 96 91| 37| 1680| 5 3| 2 TRy ey [ i
[172| 97| 86/ 7a| 3096[12 : é f: s ig § ]’iﬂ :]| ; |
i S el | > gl a0 17| 120( 4| 220| 82| 15 t
| 78| 75 &2 20 a6l T ] | 51 24| 13| @0l 5] s00 95 | 12
(222} 871 T4 61y 2220110 8| 20| 42| 20| 420|10] 525 | 200 84
e B 2 Lo i N | 12| | 87| 0] efizs0| 2| 35
e Bl O Bediles P | 7|48 25| 168| 7[1176| 49| %
P PLO S | R 5| 28| 90| 53 [1260 |14 [2205 | 392 | 180
|65 1169, 146/ 1231 8760120 9| 21| 40| 29| 42021] @80 | 441 | 180
427) 165860 [1oop122l S0 D144 2| 56| 66| 65 |1818|281617 | 1368 | 528
2| 16126 65 [1008 | Ble032 | 128| 63
; . {8 | 48 110I 73 [2640 | 24 |3520 | 1152 | 495




Tabelle 6. a;—a, — a,—a,.

SR—

X ¥ 11 | Ve | 3

1 1 2 1 &
2 1 26 4 18
2 } 14 e 21
3 1 42 4 | 14
3 2 03 24 | G2
3 4 129 96 172
3 2 8 75 130
4 1 196 8 49
4 3 6 o4 | 57
4 5 202 20 | 365
H 3 TO 15 42
o G 185 120 222
T 3 182 21 78
T G 427 168 a66
T 9 266 185 342

—

Hartungsche Buchdruckere:, Kinigsberg I. Pr.







	Abschnitt
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	[Seite]
	Seite 7
	[Seite]


