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Zur Integration der partiellen Differentialgleichung
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§ 1. Angabe des Problems.

Dem Probleme, den stationdren Temperaturzustand eines homogenen Kor-
pers zu bestimmen, wenn die Temperatur seiner Oberfliche eine gegebene und un-
verdnderliche ist, ldsst sich in analytischer Auffassung ein anderes an die Seite
stellen, welches dieselbe Behandlung in Bezug auf die Ehene erfordert, wie jenes in
Bezug auf den Raum. Dasselbe lautet:

18 ist die Function V so zu bestimmen, dass

I. a) in jedem Punktejinnerhalb einer begrenzten ebeneun Fliche 4#¥V* = o,

AL L
) W_ stetig, end-

b) daselbst V nebst den ersten Differentialquotienten
lich und eindeutig ist;*¥)
II. dass die Function V in jedem Punkte des Randes einen gegebenen und
unverdnderlichen Werth besitzt.”
Die Gleichungen unter I sollen im Folgenden, weil sie nur von der Gestalt
der vorliegenden IKliche abhingen, Hauptbedingungen, digjenigen unter II, weil
sie ausserdem von gewissen Grenzwerthen abhingig sind, Nebenbedingungen genannt

e : : VW
#) Unter a4~V soll im Folgenden stets der Ausdruck =—-— verstanden

2 oy
werden.

) Fir den IFall, der hier nieht in Betracht kommt, dass die gegebene
Fliche m-h bis in’s Unendliche erstreckt tritt noch hinzu [110 Bedingung,

[. ¢) dass fiir einen unendlich fernen Punkt V: log r endlich ]:lcibt, Wenn
unter r die Entfernung des Punktes x y vom Aul'angspun!-:te verstanden wird.



werden, KEs ist somit klar, dass fiir eine und dieselbe Fliéche unzidhlig viele Lo-
sungen existiren je nach Festsetzung der Werthe, welche die Function V in den
Punkten des Randes annehmen soll. Dieselben lassen sich jedoch sémmilich auf
eine einzige zuriickfihren, némlich auf folgende Aufgabe:

B8 ist die Function G so zu bestimmen, dass sie I. den Hauptbedingungen
Geniige leistet,

11, in ¢ineém; ‘beliehigen Pnnkte (o) 'des Randes den Werth L, evlangt,
wenn man unter L;, den Werth des, log. naf. der Enifernung des Punkies (o)
von einem beliebigen, aber festen Pupkte (1) innerhalb der Fliche versteht.”

Ist nimlich die Funetion G fir irgend eine Fliche ermittelt und versteht

man unter Js die Grisse ;
, _ ALy, dG)
O n dn ’
wo n die Richtung der im Punkfe (o) nach Aussen errichteten Normale andeutet,

so findet man den Werth der gesuchten Function V im Punkte (1) durch folgende

Gleichung:
DV, / Ji ¥, do,

in welcher do das Linienelement im Punkte (o) darstellf und die Integration iiber
alle Elemente des Randes auszudehnen ist.

Diese Beziehungen sollen angewendet werden, um den Werth der Funection
V zunidchst fiir eine von zwei concentrischen Kreisen oder im speciellen Falle von
zwei parallelon Gevaden begrenzte  Fliche zu ermitteln. Das erhaltene Resultat
wird sodann auf eine Uruppe von Curven ibertragen® werden, von denen nicht
wenige zu den wichtigsten und bekanntesten gehdren.

§ 2. Losung des Problems fiir eine von zwei concentrischen Kreisen
begrenzte Fliche,

Bezeichnet man mit ¢ einen Punkt des #usseren, mit ¢ einen Punkt des inneren
Randes, ferner mit do und de die Linienelemente in den Punkten ¢ und r, so ist die
Gleichung, durch welche die Function 'V bestimmt ist

97V, =/'Jlﬂ Ve der - / 3V, dr,
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in welcher die Grissen J die Werthe besitzen:
dL, ¢ ds

e o ol
2 dn dn
3 e Gy
FEDT e - e

Beriicksichtigt man, dass die in do errichtete Normale dieselbe Richtung hat, wie
der Radius vector g, die in d¢ errichtete aber eine der letzteren entgegengesetzte,
go lassen sich die obigen Werthe auch folgendermaassen darstellen:

: dli, dG!
.J'ﬂ = _|.. = L g

do do

1L 4G,

¥ ) i DAYy
d de 2 dp *

Da in denselben L;, und L,, bekannte Functjonen sind, so handelt es sich darum
die Function G zu ermitteln.

s sei (1) ein in der gegebenen Fldche beliebig angenommener, aber fester
Punkt, dagegen (0) ein variabeler Punkt; es seien ferner ¢ w und o, @, ihre Polar-
coordinaten. Dann ist, ‘wenn der Abkiirzung halber w — w, = ¢ gesetut wird,

Lip = 7 log [o* — 2¢p, cosg A o3
Dieser Ausdruck lisst sich auf doppelte Weise in eine nach den Cosinus der Viel-
fachen von ¢ fortschreitende Reihe entwickeln.
Bezeichnet man nédmlich mit K einen dchten Bruch, so hat man

/ ip "T¥ . ming

]ug(l —iiKe ) o l ,]']“ f

n=1
. n=% L0 —ing
=ty ..yl
fog‘(T = Ke ) i e :
n=1
mithin durch Addition
(e 5% L
Ing‘(l 2K cosgp 4ol | ="—'2 2 —1-]-1{ COSIE.

i |

=l

s 5 g - £
Jenachdem man in dieser Formel X =2 oderK — = getzt, erhilt man
£ 1] €
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=

log o — :El ¢ "cosng 2 >0
— eu
Ly, = N fiir
2 ‘l ] .-al'.
| log ¢, — 1:11 n prcosng e<e

Es lasst sich nun leicht zeigen, dass jedes Glied der obigen Reihen

1
log ¢, , ¢" cosng ,— cosng
U“

-

der Gleichung geniigt

1
4 log ¢ = 0, A pv cosng :D’JQ" cosng = o,

Aus einfacher geometrischer Anschauung erhellt ferner, dass Jede von diesen Grossen
sammt ihrem ersten Differentialquotienten, so lange der Punkt (o) innerhalb der
ringformigen Fliche bleibt, stetig, endlich und eindeutig ist. Es folgt daraus, dass
Jede von ihnen den Hauptbedingungen Geniige leistet. Dasselbe gilt auch von jedem
aus ihnen beliebig zusammengesetzten Ausdrucke

H=M-+4 Nlogo -+ = (Ag" - B;;,,)co.-an'.

Da diese Fnnction ebenso, wie die Function G den Hauptbedingungen gentigt, so
wirh sie mit derselben identisch sein, wenn beide auch denselben Nebenbedingungen
gentigen; es ist demnach zu untersuchen, ob sich die bisher willkiirlichen Constanten
M, N, A, B so bestimmen lassen, dass die Functionen H und G, oder was dasselbe
ist, die Functionen H und L dieselben Randwerthe besitzen, d. h, dass die (Fleichungen
statt finden

[‘L; —— Llﬂ HIH] H; = L|r.

Nach der obigen Entwickelung hat man aber

n=ms

L5 Ly

x4 0

Lj; = log 0 — _\_ n e
n=1 =0

COE}II’{'IG

1 07"
-_Q_ COBng, r,

T
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)msne;,.f

v [ 1
Hy = M + Niloges + (Acs + B~
o

Lo

: T |
Ho —'M - N logo, -+ }_i\ Ay - BE;) cosugp, 1.

die Funetionen H
=]

Daraus geht hervor, dass, wenn

einerseits die fiir H entwickelte Reihe von n biR n —

und G identisch sein sollen,
o0 summirt werden

muss, andererseits, dass die willkirlichen Constanten M, N, A, B so bestimmt werden

wiissen, dass

M “"" N ]'J_‘—_’C&‘r-

loges

1
1050y

E 1 u
Ant 25 B calile. S
Ag H B = — =
{Jn il Q”
; 1 !
Agi LBt Lt
iy Ik ,_}
Aus diesen Gleichungen ereieht sicli
EIJQ_‘ } -— I< PRy
\I —— =, DL [u g
loger — logog
N IUE-__-','ch —_l_u}._i'g_;
1(!-_‘;_:'LJL, —_ l{l:'_'{_”
1 el
1 1 o &
A = — 1 i et 2
Q) 0 — ¢
g ahn =t
B 1 e o 4
[ == e
"Ga' QI :‘;.'

Function dar:

n=e |
¥ = M 4 N loge —{—2 ('1 o' - B bu\ cosnep.
n=1

Hs sind gegenwirtie die Grissen J selbaf zu bestimmen,

Verstent man unter M, N, A, B die genannten Grossen, so stellt si

die gesuchte

Da die Funetion

L bekannt, die Function G soeben ermittelt ist, hat man beider Differentialauotienten

zit bilden. Man erhilt




SR
L S
s Ve T g, 00°nY ¢ > o
40, - 1 n=1 i
T :;! e g fiia
| {— By, é',' - COSDy P <o
=1
esgleichen
GO o N o i
_a.g“ — .{J -~ }-;“ ( A" '— B ps ) COSLg.

Setzt man diese Werthe der Differentialquotienten in die Gleichungen, durch welche
die Grissen J bestimmt werden, ein, so erhilt man

G =
,]ﬁ. [ 9[_.1 £ 5 L’;r”"]—l_ n B r%-' ' COSN,

:———|— il

Qa m=1i "\ Q; o
= o& 1j—1
| N 3 iR i 1 |
rI b— =1 : 1 o' +n Ao 2= B prEs qu.ﬁ'nrf. T
T

n=y
Werden jetzt fir die Grossen N, A, B ihve Werthe substituirt, so ergiebt sich nac

einigen Reductionen

: U= g1—1 N fj'.'ll
| I loge, — loge, | w56 (= e ng

o ——. — e il S i Sn COBNGY, o
487 : S i Ui 2
o logo logos g o2
U= n=—1 ' TS e 21l
1 loges —loge: |, oW 0r 0, [h

= 2 : 5. COBIP, 7.

rI = 3 - 3
o SRR a— Ppzit i
¢or loges ]U-'.‘»i-"‘ u=1 @1 Og &

1 I . g - & .
Bedeuten J, und J; die oben aufgestellten Ausdricke, so ist der Werth der Funetiou

V im Punkte (1) bestimmt durch die Gleichung
2aVy = [ IV, da +/ 5V, de
= gglws und de = g;dw,, so geht dieselbe iiber in

Py RS \-'”m,;,;_l_/'l{; V. dar,

die folgenden Ausdricke verstanden werden:

Setzt man hierin deo

-1 =]
wenn unter Kg und K;
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==

K' s loge: —/loge’ | , v % g’__..._ IR cosn (@ — wy)
¢ loger — loges a1 Q10000 - g8

K1 g loge | 5608 T &
T [0{;95 i ]-"g@'r ”: y.in E’f;“ STk Qi;l

=

§ 3. Uebergang auf eine Fliche; welche von zwei. parallelen Geraden
begrenzt wird.

Man denke sich um-den gemeinschattlichen Mittelpunkt M der beiden Gren:-
kreise einen dritten Kreis U mit beliebigen Radius construirt. HS sei O irgend elu

—

Punkt desselben und O = die 'Richtung der Centralen, es seien ferner Q° und Q,
diejenigen Durchschnittspunkte der Centralen mit den Kreisen = und T, welche
dem Ponkte O am nichsten liegen. Lésst man nun wihrend die' Punkte O, Qg und
Qr festgehalten werden, das Centrum M sich'in 'der Richtung der Centralen bis in's
Unendliche forthewegen, so gehen die 3 Kreise U, =, T in Gerade iiber; welche
auf der ‘Richtung 'O 5 senkrecht stehen, within parallel'sind. KEs ist hieraus er-
gichtlich, dass die Untersuchung einer von zwei parallelen Geraden eingeschlossenen
Fliche nur ein specieller Fall derjenigen ist, welche sich aunl einen concentrischen
Kreisring bezieht.

Um dies analytisch durchzufiihren, sei u der Radius des Kreises U, sowie &
der kleinste centrale Abstand irgend eines Punktes (o) von ihm. Dann ist

o/ ='mi—F,

Ist ferner (1) ein beliebiger anderer Punkt, und bezeichnet man den Bogen des
Kreises U, der zwischen den centralen Projectionen der Punkte (0) und (1) aut den
Kreis, U liegt, mit g, so ist

Pro —"=r
Durch Substitution dieser Werthe gehen die Bestimmungsgleichungen fir J; und J!
iiber in




J,I- 1 \log (u—%,) — log ( (u E:)+ \"("_Eﬂ)”[‘u_-m =Gha " I ‘osn"f%

R {lob (u—&,) — log (u - &) = \u—§ / (u—&)2(u—E) ™
1 1 "-.Lu“’ (n—%s) — log (u—%) \' fu—EN H(u—E) 2 (u—§ )" g
= 5 o it = Tos b 2 (i) R B S

oder in anderer Form

loz 11_:_'-'-1. u—§, j”_. 1
1 1 L P S u—_E;) e
J '_'_ — i +2 o (____:u) e T e COBR S
o u—Eg - \u—E (]:ca> s | &
Mg g u— &,
S5 Ny e C
log 3 B t.l_f'_') I
: 1 {-. n=a k
1 ! -.-0 _ —gryo \U—&gy n
J % 2 V(s iR ey . cosnLt)
[ El"l E{Jf: l__:"' it .._:_-1( u—&; ) (11_—-_5,_,)-__ 1 u
U—Eq u—§

Lisst man nun u his in’s Unendliche wachsen, so bleiben die Grissen & und g
gelbst endlich und zwar gehen dieselben iiber in die gewthnlichen rechtwinkligen
Coordinaten. -

Eg ist nun :u uutersuchen, welchen Werth die obigen Ausdricke fiir n=o0
annehmen. Zundchst ist klar, dass

1 TRl
u—§,; u
ek ThE &
§ e
u
fiir u = oo gegen 1 convergirt. Dementsprechend stellt sich der Ausdruck
‘u — E) u
u— &

in der Form 1% dar. Indem man ihn nach den Regeln der Differentialrechnung
auswerthet, erhilt man




mithin aunch

log o= :':‘.l ;_:.I.\ T A
i e —
2u— g u
unel
ks sl et
—=—10- =
n— &5 n

Mit Rucksicht hierauf gehen die obigen Gileichungen iiber in

= Tty =
i A 3 mare J.l.l e :{.’Hb; =1 = [
. L= : I-___ -_"‘.E"F ST R ST ” e i ¥ cum‘:1_+r,*
D1y =5 L
£ i1
i = = JI:] _ _:r > ||:;-“_ EL ST l \
e e e
TR ] =) S0 =z = R . COSL—
7 n— Ef S 3 ol oS¢ — &7 1 Ties
Pt
2 1
oder. da das erste Glied der obigen Summewn fir u = oo verschwindet,
I
gllﬁ 2 cosn 2
0 1 Eg I' u
€ ki e
s 57 =
e 2 20 e |
¢ u e u
rle e Yo T r-o*jnf”'
S 1 T =g CoOsn—-;
Pl 5 /e AR LR ty
o 11

Eine jede der Grossen Jg und Jy ist mithin als Summe einer unendlichen Reihe zu
betrachteu, in welcher jedes (zlied eine Funetion von u ist; sie hat also die Form

e TR G i - AR S R T R

Lisst man in einer solchen Reihe u bis ins Unendliche wachsen, so stellt sich ihre

oy
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Summe als ein bestimmtes Integral dar. Setzt man n#mlich in dem allgemeinen
- : . l ;

Gliede £, n=up, 80 wirdn +1=u(p — ii_}' Betrachtet man daher dasselbe
als eine Function von p, so entsteht aus ihm das folgende Glied dadurch, dass man

1 3 y ! o T
p um die (fw‘a‘ﬁsaeﬁ wachsen lisst. Man erhilt somit, wenn man noch mit = multiplicirt,

=

5 il B Waiim | | ; 15| el S

_=1(— 4+t =)—+.. + f(p) =410 p+— )=+ ... in inf,

u u u/u u us u

Lisst man nun u bis in’s Unendliche wachszen, so wird = unendlich klein und die Reihe
1

geht tber in das bestimmte Integral

o
g ;
— i in
” / [ (p) dp.
]
Man erhilt somif

o
B =/ rLu f (p) :1:]]1
0

und hat nur nothig zu untersuchen, welchen Werth der Ausdruck unter dem Inte-
coralzeichen bel unendlich wachsendem u annimmt.
Wendet man das so eben gefundene Resultai zur Ermittelung der Wenrthe

fiir J! an, so ergiebt sich

o
2p (& — &)
igrveesy (L B SR Y e SR B e O
Jo=2f 1= D —gg - ORmel
i @ o
0]
oo " . :
9 (, e 2p (5 —%) i
, u p(E == Ede —-
— o Bt =l -- . COBpo 7 dp.
e 2 u— & 2p( Ec — &) *Rfexiek
e s

e ————m————————————————

4
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Lisst man jetzt n= oo werden, so convergiven die Quotienten und —-

0— &g u___EJ

gegen 1, und man erhilt in verinderter Form

SP(E — &) plE—E)
— P

|TI: 2 K

g e — &) P& —E) O Phe 9P
=] e

= s
» P(& — &) P& — &)
Tt o O Wl SV I
J- =2 ) p(E — &) COBPY, 7. dp.
e L] e
()
Man erhilt daher schliesslich das Resultat:

Bedeuten die Grossen J: und J; die so eben entwickelten Ausdriicke, so ist
fir die in Rede stehende Fliche der Werth der Function V

2wV, = [ ULV, do + /‘.J; V_dg,

oder, wenn man bericksichtigt, dass do = dy ist, und dass 7 von — oo bis -4 o0
wachsen muss, damit der Randpunkt o den ganzen Rand durchliuft,

X +00
27 V, — /.J;I Ve dg +/‘J; V, dis.
e -o0

§ 4. Uebertragung des in § 2. und § 3. erhaltenen Resunltates auf eine
gewisse Gruppe von Curven.

Bs seien x y und & ¢ die Coordinaten zweier Punkte in der Ebene und '
zwischen ihnen finde die Beziehung statt

Eitip ={(x 4 dy),
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eine Gleichung, die durch Gleichseizung des Reellen und lmaginiiren in zwei andere
zerfillt. Hs sei hierin f (x - ¢y) eine homogene Function von x - <y und so be-
schaffen, dass, wenigstens unter gewissen linsehrénkungen, jedem Punkte x y im All-
gemeinen nur ein einziger Punht &y entspricht und umgekehrt. Nennt man nun,
der bequemeren Ausdrucksweise wegen, deni Punkt xy, das Bild des Punktes &y, so
ist klar, dass, wie das Bild eines Punktes wiederum ein Punki, so auch dasjenige
einer Linie, einer Fliche wiederumn eine Linie, eine’ Fliche ist, deren Gleichungen
durch die obige Transformationsformel gefunden werden. Bevor indess hierauf
niher eingegangen werden soll, ist erst eine weitere Untersuchung nothwendig,

Betrachtet man in der obigen Formel die Grossen &y als constante Parameter.
go stellen die Gleichungen

= (onst. und % = Const.

i

zwei Systeme von Curven dar. Dureh Differentiation nach x und y ergiebt sich aber

)& b g
s P e

- r " —
ox = Ox
D5 D
LV n}r

Eliminirt man jetzt [' und trennt das Reelle vom Imagindren, so erhdlt man

DE — Q’i i DE + a"l + 0
E oy ax
Hieraus ergiebt sich durch nochmalige Differentiation
ANE =0 und 4% 5 = 0,

sowie durch geeignete Multiplication

06y , 05 dn__

T - =0,
X Jx oy oy

Die letzte Gleichung driickt nun aus, dass sich die beiden Systemc der § - und g5 -
Curven gegenseitig rechtwinklig durchsetzen.

Eg sollen nun in der Gleichung 4 W — o an Stelle der Coordinaten xy
die Coordinaten &y eingefiihrt werden. Betrachtet man die ersteren als Functionen




—_—

der letzteren, so erhidlt man durch zweimalige Differentiation der Function W nach

X und y
SOW — [(a:s)'-' ( as_s)'i]a'w [y, -M)’JB“W
R o e [\J',‘_r' R _'th?'x)"’F(D,\u n?

+ Ay

Al an

4 o[98 0% w] AEW il L D A\

ox 3x "oy dy

W QW QW

Da nun, wie eben erwiesen, die Coefficienten von - verschwinden, die-

05001 0E! 0y
i O W 0w TR TIEATY HH T : :
Jenigen aber von Ty und fya einander gleich Sind und einen im Allgemeinen
0E* q* :

von o verschiedenen Werth besitzen, so folgt, dass fiiv /%W = o anch 45y W = o ist.
Bezeichnen nun & und w xzwei Functionen voun x undi v, die mit ihnen dureh
die Doppelgleichung

4“-5’ + {o=1f(x}-iy)
verbunden sind, so stellen die Gleichungen
¢ = Const. und w = Const,
zwei orthogonale Curvensysteme dar. Von diesen lisst sich eine Higenschaft sofort

erkennen. Aus der letzten Gleichung folgt nimlich

o £ ir

© =1(xE — &y},

gowie durch Multiplication beider

29 : fa ol

= = f{x—ey). f(x —zy).

e AL Y
Da sich hierin ohue Aenderung —-p mit — 4 vertauschen lisst, so ist ersichtlieh,
dass die + - Curven eine zur X - Axe zymmetrische Lage besitzen. s werden

forner zufolge der in Betreff der Function  gemachten Voraussetzung die ¢ - Curven
pinander nicht schneiden, soundern #hnlich wie ein System confocaler Ellipsen
einander umschliessen.

Ganz dieselbe Betrachtung lisst sieh in Betreff zweier anderen Curven-

o
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systeme anstellen. Setzt man nimlich
A 4 is = f(x + 1),
80 stellen die Gleichungen
4 = Const. und & = Const.

ebenfalls zwei orthogonale Curvensysteme dar, von denen die 4 - Curven zur X
- Axe symmetrisch sind und einander nmschliessen,

Es soll nun die im HEingang gestellte Aufgabe fiir eine Fliche geldst werden,
die entweder von zwei & - Curven oder zwei 4 - Curven begrenzl ist und zwar
durch die schon besprochene Transformation

& -+ ig = f(x + iy
Durch Anwendung derselben ergiebt sich einerseits

G4 + tw !
e = & - i1,
oder durch Trennung des Reellen vom Imaginiiren

B | 5rd st
e =VE+tqt=g¢

tgw — -

Wl e

woraus ersichtlich ist, dass die & - Curven in ein System concentrischer Kreise
ibergehen und die Variabele w mit der frilher angewendeten Polarcoordinate iden-
tisch wird.

Andererseits ergiebtsich

L+ie=E§-+ vy,
d. h. die 2 - und & - Curven gehen iber in die beiden Systeme der mit den =
und H - Axen parallel laufenden Parallelen.

Es folgt hieraus, dass eine Fliche, welche von zwei # - Curven begrenzt
wird, in einen concentrischen Kreisring, eine solche dagegen, welche von zwei A-Curven
begrenzt wird, in eine von zwei Parallelen eingeschlossene Fliche transformirt wird.
Es ist daher von Wichtigkeit zu untersuchen, wie sich die Bedingungsgleichungen




der gesuchten Funetion W transformiren. Nun ist friher gezeigt worden, dasg¢ die
Bedingungsgleichung #=W = o iibergeht in die analoge #5¢yW = 0. Da  ferner
innerhalb der urspringlichen Fliche W uebst ihren ersten Differentialquotienten
endlich, stetig und eindeutig bleibt, so muss dies offenbar auch innerhalb der trans-
formirten Fliche der Fall sein. [Es geht hieraus hervor, dass innerhalb der letzteren
die Function W den Hauptbedingungen Genige leistet. Da endlich jedem Rand-
punkte 8 und t der urspringlichen Fliche ein Randpunkt o und ¢ der transformirten
entspricht, so ist W. = Wg und W; = W,.

IMes zusammengefasst ergiebt:

yDie Funetion W geniigt I. innerhalb der transformirten Fliche den Haupt-
bedingungen; sie nimmt II. aul dem Raunde die unverdnderlichen Werthe W, und
Wi an.”

Eg war aber in § 2, und § 3. die Aufgabe gelost worden, eine Function V
zu finden, welche I. innerhalb derselben Fliche den Hauptbedingungen geniigt, I1.
auf dem Rande die festen Werthe V, und V, annimmft.

Da durch diese Angaben die Functionen V und W vollstindig bestimmt sind,
so muss, wenn Y, =— Wy und ¥, = W, gesetzt wird, auch V, = W, sein.

Man erhilt daher schliesslich das Resultat:

I. Fir eine Fliche, weleche von zwei & - Curven begrenzt wird, ist der
Werth der Funetion W im Punkte (1)

2o 2t

W — /‘I\r.' W. d ws /]\IJW. dw,
(0 0

wenn unter K! und K! die folgenden Ausdricke verstanden werden

: i ll(l‘}'! _'U;j I.“;:}-'.l_l"‘-’}
rrl ¢y — w e =
S —— e 2 i - -, cosn (wg — @
SR ly — by _i_ ':-1 N{ oty — obr ll(-"';'— "'}‘F.)- ;i ( 0 ]J
e ==t
e (K — ) nf e -— o)
1 g— & o e =
K b 2 : ri f O ey GUBL (e =— i)
g g ey = Oy (e —r ). L

e =L
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LI. Fir eine Flache, welehe vou zwei i - Curven begrenzt wird,” ist ‘der’ Werth
der Funetion W im Punkte (1)

27W, = /'Kl Vi «d 8, 4—_/ Kiwiodeg
o] =00

wenn K! und K! die folgenden Ausdriicke darstellen

- PLA — A7) P4 — Ay)
1{1:_.2 Sulisaeiti abl SO St eosp(as — & )udp
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Es bleibt mithin in jedem einzelnen Falle nur iibrig, zu untersuchen, welche
Bedeutung die Variabeln ¢+ und w, resp. 4 und & hesitzen. BEs soll dies an einigen
Beispielen erliutert werden.

Die bisher noch willkiirliche Tranformationsformel

s = f{(z),
in welcher zur Abkirzung E-iy={ und x4iy=z gesetzt ist, sei jeist
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Da diese Gleichung sowohl in Bezug auf z, als auch auf { linear ist. so ist ersicht-
lich, dass jedem Punkte xy nur ein einziger Punkt &y entspricht und umgekehrt;
die Function f(z) ist demnach von der oben vorausgesetzten Beschaffenheit,

J)—f—f.'m- i—a

8 = z+ta




Um die geometrische Bedeutung der Gréssen & und w zu erkeuneu, nehme man auf
der X - Axe zwei Punkte A und A, im Abstande 4 a und — & vom Anfangspunkte
an und bezeichne die Entfernungen des Punktes xy von ihnen mit ¢ nnd e, sowie
die Winkel, welche diese letzteren mit der X - Axe hilden mit y und y, so ist

Ly
Z - 84 = 8

Ly
2 + a4 — e,
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Trennt man jetzt das Reelle vom Imaginiren, so erhilt man

Es ist nun bekannt, dass der geometrische Ort aller Punkte, deren Kntfernungen von
A und A, ein constantes Verhiltniss haben, ein System von Kreisen ist, deren
Mittelpunkte auf der X - Axe liegen. Die Formeln unter L enthalten demnach die
Lisung des Problemes fiir einen excentrischen Kreisring. Die Grosse o stellt hierbei
den Winkel dar, den die beiden Radii vectores e und e; mit einander bilden.

Ks werde ferner an Stelle der allgemeinen Gleichung

si= )
die folgende zn Grunde gelegt
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aus welcher ebenfalls sofort hervorgeht, dass die Funetion [ () die vorausgesetzte
Beschaffenheit hat. Setzt man nun
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tind ‘trennt' das Reelle 'vom Imagindren, so-erhidlt man
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Hieraus GI‘giBU'- #ich, dass die A- und # - Curven zwei Systeme von Kreisen dar-
stellen, welche sdmmtlich durch den Anfangspunki hindurchgehen und von denen
die i - Curven einander und die Y - Axe, die # - Curven dagegen einander
und die X - Axe beriihren. Die Grossen 4 uml # selbst reprisentiren die reci-
proken Werthe der Durchmesser dieser Kreise und zwar ist A negativ fir Kreise
auf der rechten Seiteder Y — Axe. Die Formeln unter [I. enthalten mithin die
Losung des Problems fir eine von zwei sich beriihrenden Kreisen eingeschlossene
Fliche.
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