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Uber
begrenzte Ableitungen mit komplexem Zeiger.

1.

In der Theorie der Ableitungen mit beliebigem Index kann man drei Entwicklungsstufen unter-
scheiden: Die erste, durch die Namen Leibnifz, Bernoulli, Euler, Laplace und Fourier bezeich-
nete Stufe legt ilren Entwickeluugen noeh keine Definition zu Grunde, sondern sueht gelegentlich
durch Analogie die Werte einzelner Ableifungen mif gebrochenem Index zn ermitteln. Die zweite
Stufe wird hauptsichlich durch Liouville') wverfreten: er stell6 zwar eine bestimmte Definition
an die Spitze seiner Betrachtungen, aber er sucht unbestimmte Ableitungen mit beliebigem Index
d. . Funktionen, welche fiir negafiv ganzzahlizen Index iibergehen in das mehrfache unbestimmte
Integral mit seinen willkiirlichen Konstanten. Auf demselben Standpunkt stehen Oettinger?), Kel-
land®) und iiberhaupt die englischen Mathematiker; soweit ihr Kalkul ein nicht bloss symbolischer
ist. Den Usbercane zur dritten Entwickelungsstufe bildet eine Jugendarbeit Riemann's.') Er ge-
langt auf einem freilich nicht einwurfsfreien Wege zu einer Definition der begrenzten Ableitungen,
aber er bheschrinkt dann doch seine Befrachtungen auf unbestimmte Ableitungen. Unabhiingig
von ihm und unter einander sind dann zu derselben Definition der ,begrenzten Derivationen* ge-
langt die Herren Griinwald®) und Letnikoff.%) Ihre Arbeiten, denen sich eine Abhandlung des

1) Journal de U'éeole polytechnique, eah. XXI:

Mémoire sur quelques questions de géométrie et de mécanique, et sur un nonvean genre de caleul ponr résoudre
ces (uestions,

Mémoire sar 1e caleul des différentielles & indices quelquongues.

2) Crelle’s Journal, Bd, 44: Zweiter Nachtrag zu der Theorie der analytischen Facultiiten,

") Transactions of the Roval Society of Edindurgh XTIV, XVI:

On general differentiation.

4y Riemann’s Werke, Nochlass., Abschnitt XIX: Versuch einer allgemeinen Auffassung der Integration und
Differentiation.

o) Yeitsehritt fiir Mathematik und Physik XII: Ueber hegrenzte Derivationen und deren Anwendung.

Abhandlungen der Konigl. bohmischen Gesellschaft der Wissensehaften. XI: Usber die Entwickelung der be-
grenzten Derivationon nach positiven ganzen Potenzen des Index und die damit zosammenhiingende Logial-Rechnung.

) Die russischen Original-Abhandlungen sind fiir mich nicht zugiinglich gewesen, sondern nur ihre Ausziige in den

X e

Fortschritten der Mathematik.® VI: Recherches relatives i la théorie des intégrales de la forme ’ (x—u) f () du. —

="

NIV: Neus Untersuchungen iiber trigonometrische anctionen. XVII: Ucber hypersphiirische Functionen und fiber
die Entwiekelung einer willkiivlichen Funetion in Reihen, die nach hypersphirischen Functionen fortschreiten.
}iif




Herrn Mosth und eine Laurent’sche® anschliessen, bezeichnen die dritte Entwickelungsstufe der
Theorie der Bruchableitungen. Die Definitionen dieser Stufe verlieren jedoch ihwen Sinn ganz oder
teilweise, wenn die abzuleitende Funktion nicht in der Umgebung der unteren Grenze eindentiz ist.

Schon vor lingerer Zeit bin ich zu einer Definition der begrenzfen Ableitungen gelangt, die
von vornherein fiir beliebie komplexe Gebicte der unabhingig Variabeln und fiir beliebie komplexen
Zeiger auch in dem Falle Geltung behiilt, dass die abzuleitende Funktion nicht mehr in der Um-
gebung der unteren Grenze a eindeutiz ist, sondern zn jener wichtigen Klasse von Funktionen
eehiirt, die mif einer bestimmten, endlichen Potenz von x—a multipliziert, in der Umgebung des
Punktes a eindentiz werden, s sei mir im folgenden gestattef, einige HErgebnisse meiner Unter-
suchungen iiber diesen Gegenstand mitzuteilen:

[nbetreff der verwendeten Bezeichnungen sei von vornherein bemerkt:

x hedeutet eine beliehiz komplexe, unabhéingig variable Grosse, a, b, e, e, f§, »
o, ¢ bheliebige endliche, komplexe Zahlen, die in Bezng aunf x konstant sind. f(x), g(x)
bezeichnen Funktionen wvon x, die in der Umgebung wvon einem Punkte & eindndrig sind.
I'qu}-_.-{x- a)“ f(x), g,(X)=(x -u_‘]""'q-[x”] gind vieldeutice Funktionen mit dem Verzweiguneswert a,
und dem ".'vrzwvim|n_l_'-'.~_a-I".-xg.uuwnrvn e bezw. §; |a| bezeichnet den absoluten Betrag von a; m, n,
aln—1)a=2)..... (a—n+1)

p, k bezeichnen positive, ganze Zahlen. a o >

ist der Binomial-Koeffizient,
X

nenne ich
il
pine . zwischen a und x genommene Ableitung®; o soll ihr ,Zeiger®, a die ,untere Grenze®, x
dnfe(x)

die .obere Grenze®, f (x) die .abzuleitende Funktion® heissen, wihrend i == mur als nter
i i ax"

n! = 1. 2. 8. ...n, IT und F sollen die (Gauss’sche Bedeuntung haben.

b '\I 1'” t_x}

Differential-Quotient, nicht aber als ,Ableitung® bezeichnet werden soll. X
Auseehend von der Ableitung einer Potenz stellte ich nun an die Grosse [6°(x—a)"| fol-
] = | X |

gende Forderungen: L g

(]

[l i) s l e () dxodx e sodional)
=l

Ox

;‘2:1'.\: —a) " (x—a) - (x—a) 4 - - :i =

X r X ‘
[1I. dy(x—a) | +|éx(x—a)’| |

il - a B |i|

X X X
I“l.' ..l‘u-i—-i[‘{ _I_”r." i t""‘J Il:-'”{\'---'”rrl- ‘
e P.\' |+ el | | — X ¥ oW L I |

s

x| |
'a
| X

s r\[\ — A

- G—f o 3 = g 2
=g (e, o) (x—a) , Wo (e, 0) eine von x unabhingige Funktion von ¢ und o
a e

allein bezeichnet.

1) Feitsehrift fiir Mathematik und Physilk: XVI: Usber dis Anwendung der Differentinl-Quotienten mit all-
comeinemn Index zum Integriren von Differentialgleichungen.
%) Nouwvelles annales de mathématiques (3), ITIL: SBur le caleui des dérivées i indices quelquongues,
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41X - X . o X
v o o S b e o ] 8 | = > ::-|
VI. [8i(x—a) (x—a)"| = (x—a)" [6(x—a) | -+ 0,= |9 (x—a) If:-N (x—a) R
H il

il !
!

Dicse Fordernngen fiihrfen zu Funkfional-Gleichungen fir ¢ (¢, o), als deren Lilsung — ab-

cesehen vom Faktor e Slmdie 2
e ,

o (e, 0) = ”[:(—]'Lh sich ergab, so dass

s S R (S e o

dy (X—a) | E ”{r__' 5 (F—a)" folgfe.
I ., g

Nunmehr wurde ich durch die Enfwickelung von der Funktion fix) nach dem Taylorschen
Lehrsatz und die Ersetzung der Differential-Quotienten durch geschlossene Infegrale auf die fol-
gende Definition geleitet:

X X .-
Lot (&) (x—8)* ¢ [ £(2) 1, X—a
1. h )| = [ 12 (x— 1 ¥ = : / / 2 Fiet+1,1,a+1—g, 7
v 1.(x) : BS 1) H.\}_.I il ¢ =9z
’ e (a)

das Integral in posifivem, einmaligem Umlanf aunf einer die Punkte x und a umfassenden ge-
schlossenen Kurve innerhalb des Gebietes gefiihrt, in dem die Funktionen fiz)n. ¥ (e+1,1, e+1—p, = L) ein-
deutiz, endlich und stetiz sind, die Funktion F selbstverstiindlich abgesehen vom Punkte z=a.

Die durch 1) definierte Ableitung hat in dem ganzen Gebiet, in dem f(x) einiindrig bleibt — und
dies Gebiet will ich das ,Ableitungseebiet® nennen — Sinn fiir jedes komplexe o und jedes nicht
negabiv ganzzahlize «: sie ist im alleemeinen endlich, da die Funktion unter dem Integralzeichen
in allen Punkten des weschlossenen Integrationsweges endlich bleibt, Nur fiir x=a wird die Ab-
leitung unendlich, wenn der reelle Teil von «—p negativ ist. Fiir jeden Wert von x wird sie
unendlich, wenn & eine necafive, canze Zahl ist, falls nicht zugleich ¢—o eine negative, ganze
Zahl ist. Mit der abzuleitenden Funktion f,(x) teilt ferner ihre Ableitung die Eigenschaft, dass
sie mit einer bestimmten, endlichen Potenz von x—a multipliziert, in der Umgebung des Punktes a
eindindrig wird. Die Ableitung ist also selbst eindeutiz, wenn wir unter (x—a)“ * den ,Haupt-
wert* im Weierstrass'schen Sinne des Wortes verstehen.

Die Funktion ]:F-EE',: (x) }\ kann nun auf mannigfache Arten dargestellt werden: entwickeln

il

wir zundehst B (e+1, :.c-;—e—1--—-p._:__f:;l in die gleichmissig konvergente, hypergeometrische Reihe

o1 x—a | (1) (eep-2) ".\-—i:')'-' [

o+1—p 2—2 ' (x+1—0) (c+2—p) ':.r. e AR,
so erhalten wir durch gliedweise Integration mit Hiilfe des Umstandes, dass

f(z) 1 k) .
1 e b = G R 3 o
S / (T—a)+ 1 | T )
“a) I
f X : =i : - - o - .2 1
2. la% () __(x—a) Hrk_ﬁ)ql.“” i (o1) (x—a) £ (8) - (e1) (242) (x—a)” oo R }‘
e 5 I {ee—p) > 1, (¢-F1—0) 1.2 (¢4+1—0) (e+2—0) : I

1y Der spezielle Fall « = o dieser Entwickelung ist zuerst von Herrn Griinwald veriiffentlicht worden: Zeit-
sehrift fiir Mathematik und Physik XIL S. 458,

Riemann erwiihnt diesen spegiellen Fall ebenfalls; vergleiche: Riemann's Werke. S, 541 Anmerkung 2), wo
wohl n--» statt »—n zu lesen ist.
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eine Entwickelung, die innerhalb desselben Gebietes konvergierf, in dem f(x) eindeutig, endlich
nnd stetig ist.

i ite E ] : X=il iy e
Die zweite Kuler'sche Relation I (e+1,1, e4-1—0,— B (1, —0,a+1— {:r: .:) ergiebt ferner
| A==
fiir | e
i—7 |
X _ "f
afp (X—¢ f (Z) 1 X—a
Ox ]-ri«.x.'1 \ LJI ”I[{{-j / E 1, Q.{"JJ,—]. -0, J iz
1 uﬂr.”{rf- f]} Z—X ' Ao

Dureh gliedweise lll['{‘"1 ation erhalten wir dann mit Hiilfe des Umstandes, dass

T 1 ()
I_’ ——dz— o 1 "(x) ist, die Entwickelung:
:::;'[ -; I./'_:‘JJ 1 v & e e e A 1
: ;
r ]',\ - 12 )
. (X —i X—a (X—2&) ph |
J. -r\f I\l \ l] lrf[f'l’} ||"|.\ E'E}| E"'.\'l-'{J_. — = — ] [ I : s
L | H(: . a--1—p [e—-1—o) (c—2—po)

die sicher innm halb des lrf‘]llﬂht‘\ Imnwrulml in dem die Entwickelung von f(x-}-x—a) nach stei-
genden Potenzen von x—a konvergent ist; sie konvergierf aber im allzemeinen iiber dieses Ge-

biet hinaus, stellt also eine stetize Fortsetzung von 2) dar.
1 X

Auch als bestimmtes Integral lisst sich unser {; ;[,,:x-; unter gewissen beschrinkenden Be-
dingungen davstellen: I3
Wenn der reelle Teil von ¢+ 1 >0, und der von g <0 isf, so ist

1 a
X—i II( X—i bl 2.4
B (1, 1,041 9_-:;_;] — ."';’[EQ'}_:-'}['. t;]-l, n (1—u) ° I:1 - \ 1; n) du, oder dureh die Sub-
stitution a4 (x—a)u=t o :
: X—il I (e—ap) e =7t L z—a 1
F T i3y — S : z . ¢ it
(Lo Lotl—e ) I () IT(—g- H," (x—a)* (x—a)—¢ ' Zz—t X—a
ik X
”1“ DX 1']""'"5’-““{ (x—0) _1 (t a)” dt.
”(\r: ”i‘ 0—1) : s
Also ist nach 1) &
{f 1 [ [ f2) (t—a)” (x—t)—¢—!
g 8 s et AT it dz
1”{\} = M ’ , =y it dz
IU'
—_ _._I 3 I (t—a)™(x- 1.:~_’-"“1'l ""--uimit
H(—p—1); ' |z f;
i (a)
X
1

— 7 f [\— t.]_"i" -1 (T a)Y{f(t) dt oder
| —0-—1)

— il
1) Den Fall e=g dieser Entwickelung giebt Tardy: Intorno ad una formola di Leibnitz: Bulletino di hibliogratia
g i storia delle science matematiche e fisiche 1868, S 153, (1)
%) Kummer, Crelle’s Journal 15, 8. 142,
Goursat, annales de U'éeole normale supérieure (2) X, supplément 5. 9,

-
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4, | a5 f (%)

o X
- e L 1 5 §
: X—t)7f 1 () dt.
il .5;---IZ'I.I ( i )
il
Dies ist im wesentlichen der Ausdruck. zu dem Riemann, und unabléineie von ihm die Herren

-

Grinwald und Letnikoff gelangen; der Ausdruck verhilt sich zur Definition 1) etwa so, wie das
Euler’sche Integral zweiter Gattung zur Gauss’schen Funktion I7. Obgleich er sich durch Fin-
fachheit und ,Geschmeidigkeit* empfiehlt, eignet er sich meines Erachtens als Definition der Ah-
leiting deshalh weniger, weil er fiir ein o mit positiv reellem Teil, also namentlich fiir positiv
ganzzahligen Ableitungs-Zeiger seinen Sinn verliert. Das von den genannien Mathematikern ge-

wiihlte Auskunftsmittel, . unnter é:z, falls o = o0, dasjenige zu verstehen, was aus &;"‘”'z (wo
m > g) durch mmalige Differentiation nach x hervorgeht®,") versagt mannigfach den Dienst, wie z. B.

X X
[l i1 i—1 ] p—
bei [dex® | und (@5 (x*—1F , wo die Funktionen ¢ und (t*—1)*"" gie Integration bis
1 0 - ~=] :
zur unteren Grenze nicht gestatten, falls der reelle Teil von o <0 ist. Ueberhaupt hat unfer

X

r AP nooals . Y L Ea . o .
Zugrundelegung der Gleichung 4) als Definition die Groese 0 (lx—a) fix)| keinen Sinn, falls der

¥ i
reelle Teil von «-+1<70, wiihrend nach der Definition 1), wie sich sogleich ergeben wird,
X

- €
% oodzix—a) fix) . i - ; ; ;
miihelos in —— ithergeht, sogar in dem Falle, dass « sich einer negativen

3 dx
ganzen Zahl unbegrenzt nihert.

’{- :{x—n]ryl}n

2.

Wir gehen iiber zur Behandlung spezieller Fiille:

Fiir p=e¢=0 geht die Entwickelung 2) in den Taylor'schen Lehrsatz iiber.
Fiir g =n wird ferner nach 2)

3 X

X T
’V:’.\jui'\]l — e’"xl;:};—:!l]r"}_\']

ik o |

Il ) il Moty | P S L I ¢e19) Bl g
— {ta) : X—¢ R e —" X—¢ B
I{e 1||L"l Y L) 1. {41 ;|,|q'\ ) AL 1. 2 I{e+1 .“_3“ L) P+
also wind
e 1 X F A
| [l d® (x—a)“f(x arf, (x)
b |a;.(@)| = & :] 13 B =
i i dx dx
Fir o= —n wird dagegen nach 2)
Hy
e | .I'r.f,'.fi:' | ! l:f" r_r_l_l] I ,_,._i_”_i_ T ‘TTLR._I_LJ‘] y "-’+]1"|'2 .
T S= X—1f el g x—1 - v o fleai b
= r’-’“'J.] Marn) 2 f) L otniD) - T2 Merugz) Y (8) Th b

also ist

) Riemann's Werke S, 341,




X AR AKX AKX
6. el (x) fl , I ______ f(x)dxdxdx...(nmal), falls der reelle Teil von « > —1.
’ L1 4 . o
:l - - o
_.'I i i ! ) . 2 " . :
Fiir ganzzahlic negativen Zeiger geht also die Ableitung iiber in das mehrfache bestimmte

X

unterscheidet sich jedoeh vom mehr-

o = . .3 T s A"l n
[ntegral, falls dieses einen Sinn hat. Die Grisse |8, f (x)

fachen Integral insofern, als sie im allzemeinen noeh Sinn behilt, wenn der reelle Teil von

=]

b

e--1<"0 ist, wilhrend in diesem Falle die Integration bis zum Verzweigungspunkte nicht o
stattet ist: nur fiir negativ ganzzahlizes ¢ werden beide Grissen unendlich.

Wenn f(x)=1 ist, so erhalten wir nach 2)

by o \]..— Iie) I: .}.'.'— 0 i
v lguX—n) | === x—a) -, spezieller
¢ 4 'I ff-:rr__gl = » 8l
1 X
I a—
8. |8ix°| == x" " also 2. B,
' X 1 ee—aq) )
(1}
1 Ko fiok
E., (-"'}; == _I - = 3!
X (5 T
)
Fs ist dies der historisch merkwiirdige Wert, zu dem Euler durch Tnterpolation gelangt.")
X %
il . i . Flomern Kt | . . .
Fir e =—1 wird |d}x und auch speziell | d, x unendlich; bel unserer Auffassung

i} (}]
der Bruch-Ableitung sind wir jedoch nicht genitizt, in diesem Falle eine Ausnahme zu konstatieren,
«X
. 1 . :
da ja anch l x dx unendlich wird.

0

. e d . . i LI . . - &
Wenn x, wie sich eben gezeigt hat, fiir pewisse Werte von « das Ableiten bis zum Punkte

3

x=0 nicht gestatfet, so erlaubt es stets diesen Prozess bis zum Punkte 1. Wir erhalten, da x"
in der Umgebung des Punktes 1 eindeutig ist, also das ¢ von 2) verschwindet:

ol dmety R R S B s e R
I-XT( 1— jfl—{j) ll _1_{)[-\ ]} I RE—Q] [J—{”E\_] | (TSR
S : _I ——g
10. a5 x| = .-::.;:: _”_:;. F(—f,1,1—0,1—x)

1
innerhalb des mit dem Radius 1 um den Punkt 1 geschlagenen Kreises.
Spezieller ergiebt sich
X
S i
oy X

11. =E—1F(1,1,2,1—x)=1x.

1) Euler, Comment, acad, Petr, 1730 A, 1731. T. V § 29,

N
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Es ordnet sich also bei unserer Auffassung der Ableitung einer Potenz der Fall, dass ihr
Exponent gleich —1 wird, dem allgemeinen unter, withrend Liouville') bei seiner Aunffassung eine

Ausnahme konstatieren muss, wie er es auch fiir das unbestimmte Integral I:{ dx thut, wiihrend

WX AX d

. : —1 ! F—1 i X—=] 1 N -
bei der Auffassung ,‘ x dx=lim " x dx=lim —— =Ix eine vollstiindige Unferordnung
s ﬁ--r'li d=0 0
X
(v

unter den allcemeinen l":il[f x dx stattfindet.

Ist die abzuleitende Funktion in der Umgebung der unteren Grenze der Ableifung eindeutig,
g0 ergiebt sich auns 1) fiir ¢ =10;
g :

o

0 (x—g) * f(z) I X—0
(\ i

12, fi(x)

2 i I 0) . Z—a A lr—a

: : ; : o1y f(z) v :
ein Wert, der mit dem Laurent'schen, — ’f dz.”) weder formell
noch sachlich iibercinznstimmen scheint.

Lassen wir in 12) das p sich der positiven ganzen Zahl n ndhern, so verschwinden die n

a i J (z—x)eT

. . . - / X—4a ] - i
ersten Glieder der Entwickelung von F(1,1, 1—g, ] nach steigenden Potenzen des lefzten
Z—4a
Areuments, und es ergiebt sich
i 1 X i ] " j ] ; n_:[
el () i Gy e (n-E T g \
| dxf(x) 5 | ||.'[ :' q ( } e | iz
| 2 < F—A \ Z—ia 1 \E—a
'a (a)
F 1 I : =1 1
n!(x—n) (z—a) ; fiz) I Iz
1, i A
oy ) [t e Z .iJ
{myha=="
n/! " i)
= —— dz,; also ist
“lf|.||llz X) s
| o iy
m | d® fix)
13 | g 1{xX)| ——
[ 7% | dzn
il

— ein Resultat, das insofern hemerkenswert ist, als von einer eindeutigen abzuleitenden Funktion
poone untere

-

Grenze in den-nten Differential-Quotienten iibergeht.

dic Ableitung mit ganzzahlie positivem Zeiger n fiir jede im Ableitungshereich ge

In ganz einfacher Weise ergiebt sich ferner nach 2) und 12)

0 e ! —alx—ch .. latz—c)| __ . ;
4. i (aX—11) (ac—Lb) B (—ea, 1, 1—0, . fiir 1, falls nicht etwa
} G I{—yg) g ; *7 oAb )i a.c--b

b.
[ 151.

a
{ Journal XI 8 8: Mémoire sar le théoréme des fonetions complémentaires,

v das Nihere: Nouovelles annales de mathématiques (3) IIT 8. 240,

o
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Kin spezieller Fall von 14) nemlich
X — i
L, ¢ -1 |\—u| . -1 X—4a
5. |aSp—x : SRR T e 1
15 _(lI\? X) ,1.1 o] = e 8 = I}—J

verdient Erwihnung; dmm aus ihm ergiebt sich durch Vergleichung mit 12), dass man die in der
1 'l f() :
— dz nach x zwischen den Gren-

Umgebung des Punktes a eindeutige Funktion f(x)= e e
&= J t.l_‘!) i

: ; » : f(x) s
zen a und x ableitef, indem man von der Funktion A unter dem Infegralzeichen nach dem

#

Parameter x zwischen den Grenzen a und x die Ableitung nimmt.

Besonderes Interesse beansprucht die Ableitung der Funktion x“(1—x)”:
Fiir |x| << 1 ergiebt sich nach 2):

%
o ; ..',‘. ALl J”-[f:‘]' _rc-- -2 {[’i—" 1 i Iﬂ . {g_l_]) (N"l _)'} ]'i (ﬁ_ |) 2 \
{‘ S A s s P G e SR o B Ly m e )
' L 1 I{e)
| al = A Lo E—p i) y
5 | 1— — — - X B = — e | — X).
16 ir.lh‘\. | x) Me—) X B (-1, —f, a1 g,X)

Die hypergeometrische Reihe ist also im wesentlichen identisch mit der Ableilung von
id |‘F s - . . .
x (1-—x) : filr andere hunumn'fm ergiebt sich nemlich

X
- —~ L 1) ]_—f -—_.‘":‘—}' I_."f 1 G S L
17, F (e, B, 7,%)= ” j_” [f.r_“ X (1—=x) | “*
Ferner erhalten wir fiir |1- x| <Z1 durch die Darstellung 2)
'.I (( !ir i —i
18. \‘( L(x—1)"x ”_'\_;_’,I_J_” l[.\'—lj"p " F(B4-1, —a, f--1—p, 1—x),

: §

also ist eine stetige Fortsefzung von

X
Al .‘.'.—:
dpX (1—x) I :

il : 0

o Ao
dr{(z—1)"x%

e, i = Sy Fo e ; 5 - ‘i e .
Eine andere stetige Fortsetzung liefert die Darstellung 3) anf die Funktion x (1—x)" an-
gewandt:

{.—?ix"{j—ﬂ'?-:i_ _ﬂ‘:% £ l“ —"J .__1 &_’_1_“ [I-—xj" L8 I.'l )I:r?__flj_{:f%%ﬁi)—z A
19. _Ef_':'cx“[l—x,}ﬂl = 'HE—T@J 3 CE (B g0l o, \—lj) fiir |ﬁ‘<1
und ebenso: 2 ; A% b
[ St = -“_,’,rf,i._ufﬁ‘ﬂ G+ ey w“n;:rl—e; e e
20. {5{(}\'—1}523”]&— - (:f_:)_—:;{i Fi{—a,—o, B-1-1—p, \%1) fitr |\—_{l‘{1
15 .
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X

11
" ? - - L - o (14 s
Fiir die Funktion (x°—1)° ergiebt die Entwickelung 2), da (x1)" in der Umgebung des

=i : S
< 1 eindentig ist,

Punktes 1 fiir

9 II(e) ol o o e e (a+1) (e+2)(x—1)° m[p_-w :
Gl e R e e e e e
(ee—a) 1. (e—+1—0) (e-1—0) (e 0)
X L L E—i
p 3 L E l’l! X f.‘{—l} e = & 1-—.\'-
21. l:‘-;-(xe—- 1) l = “}hr{__i” 2 F(—ea,a+1,04-1—0,- -2--]?
und ehenso
. S0 B it [J—,'E-]R.Irlrl{'.'] ¥ L ]—J—.\- el 1 : X =
22, |a8s(xT—1)| = o (x4+1) °F(—e, o1, 0-F-1—p, _I)_ fiir 2| =7l

Frsetzen wir in 21) o durch o—1, « durch p—} nnd beriicksichtigen den aus der Definition 1)

X - -X
|
- - ~ - i LI ~ ~0 5 R | - . # s
sich unmittelbar ergebenden Satz | d,Cf (x)| = C l"\ ()], unter C eine beliebige Konstante
[¥3 L4
verstanden — so erhalten wir:
I 1
i 9. ¥ | se—b o b —Hoe~i —x|
[ L]—\ ) = ({—1) ' (x—1)*" 1) 20 K (t—p, i+o, j- I,
. f1—Xyi . 4 2t i i
oder, wenn wir ( = ) — sin 1, infolgedessen x = cos 2t, 2 = arc, cosx setzen’)
<X p—1
| — [ DyE=Sry Ly -
ap—1 T (—2) (o—%) . B | :
23, d* I—x®) = v ol gini(phare. cos X)) il 5= s
o ) 0 0 i =3 :
1
(Ganz fhnlich ergiebt sich fiir L 2158
S 1X o 1
d=d e ekl 28" o—4) .. ]
;l-—-x ) | = =27 sin (o [ — arc. cos x])

| 0. Tk )
Heichung 23) und ‘_’1} dehnen jene elegante Formel, die wir Jaeobi verdanken, aus auf den
Fall eines beliebigen Zeigers -—— 0 nicht ausgeschlossen —; denn wenn ¢ zur positiven ganzen Zahl n
wird, so gehen 23) und 24) iber in

(3] I_ ! E 5
[ 4 |
L&

gall—1 X Y - '_'|
R ) TR S R ? _ sin (n. are. cos x)
S T = (—1) y Bebo T (Bn—1)— o
dx = -
Setzen wir ferner in 21) g—1 filr ¢ und ¢= —4, so ergiebt sich
X ; o : e
-1, 3 ) I—Hx—1y—*¢ . 1 —x I — Yy (x—1)—¢ .
(Za s =" = L F (33,8 —0;- .'.“) — ———F (1—p, 35 — &%
15 Ii(k—o) 2° o s b2 T ) (x| 1) SRt
’ ['\_-- 1)6—¢; II(—§) S =) x—l (1—op) (2—o0) 13#) [ x- }3 i
S b (x+4-1)% \ ”L" -0} ng —g) x-+1 ' 1.2 j_f[__; 0) '\ 1 Gasans
1) Ganss’ Werke, Bd. TIT 8. 127. XVL
3 Jacobi, Orelle’s Jowrnal XV: Formula transformationis integralium definitorum. 5. 4.
k3




Es ist aber!)
1 _ sin g (op—k—4)

¥ (2)} cos (wo) TT(20—2k—2)

: (=1
: Hip—k—1—}) = "———— unid
ko) Uptmon e o s ey
O]
Ik—}) == fii2 Ulu ?J—, demnach
"7 (k) 23" 2}
(1—0)(2—g) (3—0)..... (k—n}ﬂ[k—g) {D\(’mj”{u—'l] 11(2k) _ 1I(2 g—2k—2)
I1(K) I(k+§—o) 92(e—1) TI(k) (k) II(e—k—1) H{p—k—1)'
: ”{rc) : :
sets rir als S rjebt sic
setzen wir also @) Ie—p) — = &,, S0 ergie it sich
L1E
25 e
1
(x—1)5 € cos (wg) Mo—1) [, o T x—1 e i
BT TG g s e e i e e [ I. 1}4

fitr !\_ ] ]ic:_’_ 1 als Ausdehnung einer Steinbrink’schen Formel auf beliebigen Zeiger; denn fiir
|- Cop o I

n Sain = % n—j k2
d"arc.sinx n—1)! (x41 Ak . x—1 )
o —=n folzt - — (u - )( ' 3 —— X (2 k) (2n—2k—2) { - l :
dx A lJ{]—x‘:}' 9 K n—k=— 1 X1

Ganz dhnlich ergiebt sich aus 22

I X
op TR i -3
2 R e S L

=
I g
x-+1)27F cos (7o) HM—?} v 11 2 x--1
=il e 1.{_0__3 e (g=—1) : l- -4 (29—06) ( : —|—....:
(x—1)% 92U ) g=1 T e—g x—1 e g—3 \Xx—1.

: | x-+1
fiir |—— <1,

IX—11 —

Sefzen wir in 21) und 22) endlich @« =g, so erhalten wir

-\ o 1 -I

e g, 9 a Al R —X\ L. —X
29, t'_;:rkx —1)*| =1T(p)2 Fi—p, 0+1,1,— ) fitr == = 1, und

I X i -
ag 582 e " (1%
28, | oi(x"—1) J = Il(p) { ’} B (—p,p+1,1, — \} fiir ') ==,

Jet 2 2
Die Grissen in 27) und 28) sind — abgesehen von den konstanten Faktoren — Kugel-

funktionen mit beliebig komplexem Index.

Fiir die Ableitung der Funktion x® e* erhalten wir die in der ganzen Ebene giltige Ent-
wickelung

X
! W g¥at| !.-r{i-:'J L o | o1 i (a+1)(a-+2) <2 \
| x % Iae—p) | " l(af1—p) 1. _ch—l—r;]lrc -;—2—:1] Eg )

) Gauss' Werke, Bd. IIT S. 150 [57].
) Bteinbrink, Theoria derivatorum altiorum ordinum, (158).

N ol sl o
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d. h. im wesentlichen jene merkwiirdige Funktion, die Herr Kummer im § 26 seiner Abhandlung
iiber die hypergeometrische Reihe behandelt und als Grenzfall derselben betrachtet; es ist also

X
= o X I ::—.nn
29, |8%x"e"| — (@) lim F (¢—1, m, ¢—-1— x)
X H(:c—ﬂl o "m
0 =

1X

D o0 X 3 X —
Fiir @«=0 ergiebt sich bei beliehigem Zeiger {H;E nicht als e* . Dieser hervorragende

Wert wird vielmehr erst auftreten, wenn die untere Grenze der Ableitung —oo ist,
In dhnlicher Weise wie bei 29) zeigt sich
e) _a—pf af1 (1) (e+2) (e4-3) 3

: TS0 Bkt S it G ]
H(r:—g}x IIl[rf—-—l—-u) 1.2.8(a+1—¢) (a-+2—0)(at: )—TJ}‘{ B

{e1-1) l'\:‘c—|—")) | |

e e ._-.-'\C — e

L2 (et2=0) of

9 X
30, {i‘c finx| =

.l‘ll‘i.r() e—p |

31. T e

T g [
dy X CoS 4 .
; 3

Die Funktion Ix gestattet sicher das Ableiten bis zum Punkte 1: nach 2) ist fiir Punkte x
innerhalb eines mit dem Radius 1 um den Punkt 1 geschlagenen Kreises

| X1 er—1 Lix—1) 1.2(x—1)"
[“-’t'x_ _("ﬁ[_a—{i:g l 'E::l{ﬁ'{*_i'_gj' + 'u'._g,‘)“‘l_'f--li;.~.='s—:_n"_+""':
; X i _J.III_:J .
2. |t IZ{“}J’U—.—.EJ‘J P (1,1,2—¢1—%)
X X X
— ein Wert, dessen Vergleichung mit 11) zeigt, dass |65 'x " - : R R g : ist.
1

; 1 = _
Bis zum Punkte 0 gestattet aber die Funktion Ix nicht ohne weiteres den Ableitungs-Prozess,
da Ix in der Umgebung des Punktes O den Charakter einer eindndrigen Funktion verlierf. Nach 2)

=y X
kann also | é;1x| npicht berechnet werden. Wohl aber konnen wir -:;'\Ix‘ und  allzemeiner
~ 0 il

- X

‘E‘Fic s—u;“lr.x-——:ul als Grenzfall von T7) behandeln:

% ol

s ist
x—a)—1] 1§ Ietd) , 1

P L x_lll — Ay L1} i [l H': 1 4 "| l
o (X- -ulIrrt c A L = 1 - (x—a) TR s 7 X—a) I

i 0 o H{e+d—p 1 H{e—op)

— i
Gehen wir nun zur Grenze filr 8 =0 iiber, so erhalten wir:

- X

: I(e) o (1T (&) IT (e—p)\

O.(x a) 1{x—a)| = ¢ =1 { = 4 1(x—a)— T il

- J, HMe—o) I1(c) I{ee—0)

; : A1 7 (e) .
oder, wenn wir mit Gauss ST Tle) setzen:
LI 14




14

1 X 2 &e—g
ar LT o L \ lrfil'.""] (N_ﬂ-" i | . = T » |
33. {”x'-_-\‘-- -a) 1(x— ﬂ-?Jw:—- = e {1 (3—a) 4 F(e) — Fle—0) |
und spezieller fiir ¢ =0:

B I8 (x—a)
‘ e

34, |0 ]l @E—a)| = i : I {(x—a) - T(0)— ‘Ifl—yJ}

=9
fiir jedes beliehige ¢— ein positiv ganzzahlizes o=n nicht ansgeschlossen; in der That ist, da

a0
H—p) = ———+ -, nd
. I{g) sin (7 0)
— P —p)=— — W(p) — x cotg (wo) 15t
0
I X n ¢ A
: e | i o AL n a* 1 (x—a)
lim ‘(-‘3\.1{.‘!—1!.\]' = (—1) Hn—1) (x—a) =—=——-—.
b—ni ; .||.| dx
Die Formel 83) ist noch insofern von Interesse, als ihre Vergleichung mit 7) lehrt, dass man
. - -0 it irffl'\l P w— 0 L aah e = .
die Ableitung ColX—a) | = T — (x—a) ~ nachdem Parameter o differentiiert, indem man die
: I \e—a)

abzuleitende Funktion (x—a)® nach e differentiiert.

Nach 2) ergiebt sich endlich

K
510 fape 3 B B B e e R R efe—+1) f(p-+11d(d—+-1) 2 |
Ll S G e e e e me s e e e l

fiir [x| <"1 d. h. eine I|3']uc_‘-|'c;'lnlz|u|11L‘tri::uhﬂ Reihe dritter Ordnung in dem Sinne des Worts, wie es
die Herren Thomae und Gounrsat, Herr Pochhammer aber in seiner 2ten Abhandlung ither Verall-
gemeinerungen der hypergeometrischen Reihe gebrauchen. Dass man in ganz #hnlicher Weise von
der hypergeometrischen Reihe Ster Ordnung zu der 4ten Ordnung und allgemein zu der nten
durch wiederholtes Ableiten aufsteigen kann, ist ersichtlich.

3.

Bei der Aufstellung der Forderungen, die ich an die Grisse |65 (x m“'l stellte, wurde ich
il

von dem Gesichtspunkt geleitet, dass diese Forderungen die fiir mehrfache Differentiation und In-
tegration charakteristischen Eizenschaften aussprechen sollten. In der That ziehen nun die Horde-
runigen TIT—VT des ersten Abschnitts die Haupteigenschaften mehrfacher Differentiation und Inte-
gration nach sich, d. h. fiir die durch 1) definierten Ableitungen gelten die Hauptgesetze der
mehrfachen Differentiation und Integration. Es ist

X

T Al ~po :
36. [6.C.f ()

[, ' 2l

i | a

— unter € eine beliebige inbezug anf x konstante Zahl verstanden — wie schon aus der Definition 1)
unmittelbar abgeleitet wurde.
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Ebenso einfach ergiebt sich aus ihr, dass, wenn f, ), T Ax), £

2

(xy..... £, _(x) -einzeln

3.
mit L\—-U dividiert eine in der Umgebung des Puul\tea -1 mmleuuwe ]_+|1nfmnn GTEGHBH

X
37, :\{ f l"\"J +f, u(” - 1',3 f{.‘;] i f Iﬁx)} J
y 3o n,c i
- X " E\ X n =X
= fﬁﬁf“ (.‘!‘J} - 'f'ﬁ f'_z."ix)} Al E-’i’ t\}J -+ .. { :f“ (x)

i H| a
ist. Auch zeigt sich, dass man die Uslulu]]s: giner unendlichen Reihe solcher Funktionen durch
gliedweises Ableiten unter denselben Bedingungen findet, wie bei der Integration, also wenn die

urspriingliche und die resultierende Reihe gleichmiissiz konvergieren.')

Enthilt ferner die abzuleitende Funktion den Parameter p, so zeigt die Definition 1) un-
mittelbar, dass unter den fir die ].Jiif(!rfniiatim] eines Integrals geltenden Bedingungen
ala £ (x, 0]
P X ! k
T L s = = | ist.
Jdp gp 1
Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass dieser Paramefer die Grisse « sei; es ist viel-
mehr anch
r"['-;‘x—-- a)® ﬁN}]j‘: T o 1*
39. - = = |dj(x—a)" 1(x—a)f(x)
o _I_]
wobei selbstverstindlich f(.) als unabhiingig von e« vorausgesetzt wird. Die rechfe Seife der

[ g {l.\ f=+ d { ._Ll}-.’e= It\} ]:i

:‘:ri (X, ]u|

il

Gleichung 39 kann ndmlich aufgefasst werden als lim x| a, und der
A e R

Wert, dem dieser unter der Form § erscheinende Quotient zustrebt, wird ja durch partielle

X
-! nach « erhalten, wie es die linke Seite der behaupteten

. o . . nil o W& -
Differentiation von !-'-‘.(-\—'.1) fix)

Gleichung 39) mimdml
Ebensowenig ist a als Differentiations-Parameter ausgeschlossen: vielmehr ist anch
E:-[ l:_‘i'\i-l:\ -H"“ r{x} ]1\;: [ - £ %
4, e -— - = — — D;l.’}{-—'xl_-'

oa

X
ftxy |
. !
wie sich durch Differentiation der Entwickelung 2) nach a ergiebt.

=1

Auch der Satz vom Ableiten eines hestimmten Integrals nach einem Parameter gilt fiir be-
liebigen Zeiger: wenn f,(x,u) = (x—a) fix,w), und flx,u) eine in der Umgebung des Punktes
x—a einwertige Funktion ist, wenn ferner k und 1 konstante Zahlen sind, so ist

1) Thomé, Crells’s Journal Bd. LXXL. Die Frage iiber die Bedingungen fiir die Integrierbarkeit einer unend-
lichen Reihe harrt leider noch ihrer endgiltigen Losung.
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1 X bty . nl o
[t\f f (x,u)du —@x—a) "I f o b ’ f(z,n)du Flrf‘Ti,l._rc—l—T—y,;-_—l--) iz
3 I Sy Iy 2xillle—o) J 2—8 . Z—a
i L&) i
ol B .
(o ai gy ety s x—a
== I (x—a) " Hie) ,‘ IV W Bat-1, 1, e-+-1—a0, \——) dz du, also
Qmi Ll —p) J Z—3 Z—4a
k (a)
A X 9|
41. {r'\ J’ f (x,u) |Inw = ,‘ [e"i[',_, (x, ul ]‘; du,

1 i "1-
falls f(x, ) eine solche Funktion von x und u ist, dass fiir sie die Umkehrung der Reihenfolge von
Integrationen gestattet ist, also gewiss, wenn f(x,u) eine auf den betreffenden Integrationswegen
stetige Funktion zweier Variabeln ist.

Der Satz

£ 1
1 [P
oxic. 1 (%)
X% f j.‘l

42,

gilt ebenfalls fiir ilc\ljiiﬂri;':‘ Zeiger, Il':'lﬂﬂ die Ableitungen iiberhaupt Sinn haben, und falls durch
das erste Ableiten nicht eine oder mehrere Potenzen der nach steigenden Potenzen von x—a ent-
wickelten abzuleitenden Funktion zum Verschwinden gebracht werden; denn es ist

-[_-'jj- |--(_~i.\. x B e | .['|7-| dz - Hl{f 1) [:_\;—-ii_lr( i‘I iz)

1 LA | 2mi Ille—o) () E—4 2oi H{in—o--1) “)[_; a)”
ein fiir jedes endliche ¢ innerhalb desselben Bereiches ,'J.']i]-iL']lllli:il"::'ii‘_'.' konvercente Reihe, innerhalb

=t 1

dz = ..vvees

dessen f(x) ausnahmslos analytisch ist; also ist nach 37), 36) und 7)

R = o—0—q & Yl - r—p—a— 1 ks
S e RS Ie) (x—ay ° l‘ fiz) e -1)(x—a) / f(z)
r\'\_lr;‘lpf,\,-l | = e - - dz - ST - = dz o
s 2 2xi Illae—o—0) (2R Qi Il(g—op—06-1-1) i (z—a)®
o) a—a) f £(z) X—a
. X Hlg--1, 1, a+1—p—ad, ) dz
2aillla—p—¢) -\ 7—a ' : 7—a,

d. h. der Satz ist im allzemeinen bewiesen. Er erheischt jedoch in dem Falle eine Einschrinkung,
dass der zuerst vorgenommene Ableitungs-Prozess eine oder mehrere Potenzen der Entwickelung

von f (x) zum Verschwinden brinet, — ein Umstand, der namentlich dann eintritt, wenn die ab-

zuleitende Funktion in der Umgebung der unteren Grenze eindeutig ist, und zugleich der Zeiger

der ersten Ableitung eine positive, ganze Zahl ¢ = n ist, denn dann verschwinden wegen
T

".’.n’|.].-,;u_| — () eins oder mehrere Glieder von I-":f':-\-‘ wiithrend die entsprechenden Glieder von

X J a

bleiben soll, die auseefallenen Glieder wieder ergiinzt werden, Diese Einschrinkung der Giltizkeit
von 42) darf iibrigens nicht wunder nehmen, da ja in dem Falle, dass der erste Zeiger ¢ positiv

ganzzahlig, der zweite p negativ ganzzahliz ist, eine ganz analoge Hinschriinkung nitig ist.

b
4

d; " f(x)| im allgemeinen nicht verschwinden. s miissen dann, wenn die Gleichung 42) richtiz
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Eins der wichtigsten Theoreme iiber Ableituncen mit eebrochenem Zeirer 18t zweifellos der
Leibnitz’sche Satz itber die Ableitung eines Produkts. Durch den Gedankengang, der mich zur
X
Erfilllung der im ersten Abschnitt an die Grisse |di(x—a)®| gestellten Forderungen I—VT fithrte,
H
wurde fir mich die Vermuthung nahe gelegt, dass bei dem Liouville’schen Wert fiir é.(x—a)" das
Leibnitz’sche Theorem nicht gelte: Liouville gelangt zu dem von 7) abweichenden Ausdruck

(—1# Fmlw Y
] ' “y, Wiire nun

[T

f\_‘{-rl 3 J.{]]} .__x][-l- T
1 1 T3t g AxE iy o ARl

c'-“_'(- — ) = —otx" - g, —— g xT" L e — g o ket iR -

i dre b T AL L S bR

80 miisste

{(—1)* I'fp—+-n--p) (—1)*  IT{etny | JJ"ru— -n—1) | e Flp+n—2) |
- T e iop- s e s ol N e O S

o+ "n-F-p)  rgmaaa A (Y 6 (1 L 1 I'(n) bl I'in) : I

sein, was bekanntlich fiir ein beliebig gebrochenes p nicht der Fall ist, da der Tnhalt der ver-
schlungenen Klammer im Falle der Konvergenz wenn der reelle Teil von 1—n—p > o0 —
den Wert
T " . 8in (n=) sin M-Fptuyx Ta-Ln-t-p

—— — |[__u: I, 1 —u—n, 1) = —— # ‘___' | L bl el T . .ll
sin (h—wlm I'm) I (1—p—n) sin (n--u) 7 sin (n4p) I (n—+-p)
hat. In der That gilt also das Leibnitz’sche Theorem fiir zwei beliebice Exponenten bei dem
Liouville’schen Wert fiir o0 x“ nicht, und kann demgemiiss auch nicht fiir den entsprechenden
Wert von ¢ f (x) Geltung haben.

Um nun das Leibnitz'sche Theorem fiir den allgemeinsten Fall zu beweisen, den die Definition
1) zulisst, bedarf ich einer Formel, die zwar ein spezieller Fall dieses Theorems fiir beliebicen
Ableitungszeiger ist, die aber an dieser Stelle anf anderm Wege abgeleitet werden muss. Diese
Formel heisst:

=X
{é';(l—x} = I
.i'n
e 71X 5 X gl X
i ¢ 2T - = p R — 3 - ,.-l
— %7 ab(1—x) Lx® +o E]x_ A s o, i\ [6% © (1—x) 5 | S D
5 ldx [ * 2 oa.2 | |
=) il 0 dx 7 0
oder nach 16G)
IT{e-t8) ; ¢ : {e) o :
G e i R T (R e <L R, e e S I B R B [
43 Tiat—) F(e--p-1,1, a-p-1—p,x) T F (-1 -] 0,X)
: (ol S il 3
Lt s SR e MRt )] o VR o I SR

1,{((—-'::]-;{1} E [".“il:l::-:-l-j.-_] -_—-()"Jl,'(f—,-—‘i—gl |’
wenn |xX| <71 und der reelle Teil von o311 =0 ist,

Der Beweis dieser Formel lisst sich leicht durch Koeffizienten-Vergleichung erbringen: Die

1) Crelle’s Journal XI 8. 3. A.
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Reihe auf der rechten Seite von 43) konvergiert gleichmiissig; denn die Reihe
0.0 o(p—1) B(p—1)

" T .(a+1—0) ' 1.2 (a-+1—0) (a+2—g) "
konvergiert sicher, falls der reelle Teil von e--f--1 == 0 ist, und die absoluten Betriige der Glieder
ier Reihe
F(at+1,1,e41—p, %), F (a1, 1, e4-2—p,%), Fle+1,1,e¢43—0,%):....F (e41, 1, e+n—p, X)
nihern sich mit unbegrenzt wachsendem n dem festen Grenzwert 1 fiir jedes der Bedingung
|x| <~ 1 geniigende x. Die gleichmiissige Konvergenz der Reilie 43) folgt also ans einer der Be-
merkungen, die Dirichlet zur Konvergenz der Reihe Xa b hinzufiigt.’) Die Reihe 43) geniigt so-
mit den Voraussetzungen des Weierstrass'schen Doppelreihensatzes,®) und wir diirfen infolge dieses
Satzes die rechte Seite von 43) formal nach steigenden Potenzen von x orduen. Aus der Formel

H{a+n) el of G _ ole—1)A(p—=1) | \
”{rf—'——t'l—u'l | "1 (etnt+1—p) ' 1.2(e-tn-1—o)(e-tn}-2 D= ul ¥ IR I
N =012 00 ergiebt sich dann die Richtigkeit der Gleichung 43) in ganz einfacher Weise.

Nunmehr g‘ohe ich zum Beweise des Leibnitz'schen Theorems selber iiber:
Es ist nach 1)
T 1A -+ f—p

L & |\lr; “| nﬂ_*n I1 (- ”([u:: fﬂr.f;“;}_q‘:lnz] e ldseirlse, K_ﬂ_) %

Entwickeln wir nun ¢ (z) nach dem Taylorschen Lehrsatz und ¥ (e4-$-+1,1,¢+f41—p, ;—_(;
nach 43), wobei wir fiir den Augenblick der Kiirze halber F(e--1,1,e-1—p, :%:J — F m: {:;
setzen, so erhalten wir :

seia i 4 ___hl__éx ) TP 1e) | f(2) { o i (2—X) 9 , R e T \
|30 0] =05 GO LB o+ T O gt )

FR e 0. S U ele=1) i[itl:' o l
| (@,0) 1, (e--1—q E o=t 1.2(e+1—p) (a+2—0) Heo=2) e LE:
(x—a)" *H(e) A f(z) . .
_:-a;;..”.m_ ?) - (x—a) fpl[.‘\rll 1{———[1;4' (¢, 0) dz
(x—a)"’ H(n: f(z)(x- = {0.0F (¢,0—1) (z—x) F («, 0) |
b et Sy <} S Lo ! T SO s mi e aeond) (s 1, 30 " =
s H(H o) @) oo S ) P 1 i) e

Gea I1{e) .f(z}['x—la';"f_? ;_._ olo—1)p(p—

E g T e . Iy (%}
= 2aill(ee—p) (.-l-,) Pl Lk 2 ,,_‘_1_‘”[& | 2 ) (&, 0—2)p(x)

0.p(z— ORI R T
e 1_ ) B0 e—1)¢(x) + 5 F e, 0) ¢ (¥)} dz

1) Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, § 143,
%) Weierstrass, Monatshericht der Kinigl. Akademie der Wissenschaften zu BL11L|1 August 1880; 2

ik
S8

A
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Nach Gauss (Werke, Band I1T S. 130 Formel [8]) ergiebt sich aber, wenn die dortizen Grissen
: : ; X—a . i :
e, B, », X der Reihe nach durch 1, l’f'i'iﬁf':"'!_gr}"'.; ersetzt werden, die anch fiir komplexe

Argumente geltende Beziehung

Z—X X-
O=(e+t+1—p)—F(e,0)—(a-t1—p)—a =i (e, 011},
Z—4a —4
also ist
F—X o(x—a)
—— |, gl=1"F— | (e, 0—1
g—a Ve |r.-a_|_1 —p s )
und u]!t-'mnﬂinm' IIIlf(!l'm".]ll’ll’iE}lL Mr‘h, wie die wiederholte Anwendung dieser Formel ergiebt,
(z—x)" \ olo—1)..... (e—n+-1)(x—a)" : : : :
— F (e, 0) von ————— e — » B (@, 0—n) nur nm eine gauze rationale
Z—a rd—,—'!—ejhrf—|—)—r1] ..... (cc=+n- =
Funkfion von z, also ist
| 1 y I [
(e—x)-f (2 o(o—1)...... (g—n- IH\—- ) lu
He=t by = cle Dot P (L &) e o
iy 8 y (e I—g_:l_r: - —gl ..... {rr—,—n— —rw J!—d

da das geschlossene Integral einer Funktion, die innerhalb ile. Integrationszebietes nirgends un-
endlich wird, verschwindet. Wir erhalten also

o T L TR P P
!_{ X f o |_x} ‘-F? :\\F |Il= g4 “-) {.2_‘!.‘ _“[{n__y} (X—4a) q" {:\.}I_I_Ill 7—a, I* (“f‘. 9) tl?‘
A = .':—r_l—l—[ l:.lirife_ [ A— f'f}’.) ae
7= RilE=t) SrrHie—obil| e L9 () +6—2) 9 ) I"z 5 o= 1)da

t.lJ

20 () +2 f—a) @)+ x—a) e

—pf 2 o
_ll(\—d) T () P’u fr:l X) P (e, 0—2) dz

-I '.J'...p.;.ff“:’——eJJ—)'l Jay 2

d. h. nach 1) ¢ x - t

44. {6?&1",{x)rr_,;{x} = qalx) | 65 T, ml +91rp‘,ir,x:1|ﬁ§; ‘!'r.(xJ] +92q~“,,~(x)ﬂ?;f'lf“{xJJ il
-9 = =ik - i

unter der Bedingung, dass :linm T{rilm gleichmissig konvergiert. In der That schliesst diese Be-
dingung die andre fiir die Giiltickeit der beim Beweise benutzten Formel 43) in sich; denn unter
der Voraussetzung der gleichmissigen Konvergenz darf man die Reihe auf der rechten Seite won
44) in Gemiissheit des Weierstrass'schen Doppelreihen-Satzes formal nach steigenden Potenzen von
Xx—a rn'(lnnn. Nach dem ersten Teil dieses Satzes muss dann der Koeffizient von (x—a)*ti—e,
nidmlich - [.“) 5| —|— —ﬂﬁ -+ - 0 (0-_1”} 'd_ ) AR |

I (¢ --—0}1 nrf-{w]n—-u) 1.2 (e+1—p) (e+2—0) I
eine bestimmte endliche Zahl sein, und dazu ist nntuuuhu, dass der reelle Teil von e--pg-+1=>0
sei., Uberhaupt kann der Satz 44) auch an der Hand des Weierstrass'schen Doppelreihensatzes
dadurch bewiesen werden, dass man die rechte Seite unter der Bedingung der gleichmiissigen Kon-
vergenz formal nach ﬁteigr}mir}n Potenzen von x—a ordnet.

3$




20

Ersetzen wir, um eine bemerkenswerte Folgerung aus 44) zu ziehen, die dortigen Grissen o,

[(x), @5(x) der Reihe nach durch

0 7 X
|

-1, LC: i {x]| , ©5(—x), so erhalten wir nach 42):

'|£| Py
|\' T : 1% X
i | Y -._-—1 el () |'.’-‘_'—’ e T sty b e :
45. |8, ’f‘ ‘,.(\} Ps(—%)) = 'H'-\'| pa(—X)+ (% L&) @a(—x)+ |9 "f, (x) q +....
z - L i
a i) a L
falls diese l{cihe gleichmiissig iirmwl',:'ﬂ.'r'[. Es ist dies die Verallgemeinerung jener 11111!]1{11011
Formel, die Herr Kronecker abgeleitet und mannigfach verwendet hat; denn fiir ¢ =n, =10, =0
oeht 45) iiber in ~
.
(n) An=1) L (n—2) L T T s A i | Jn—mn) . (n=1}
l‘ f Me(x)di=1 (5)p(—x+ (x) @' (—x) 4-1 (Dol —x) . .1 T (X p (—x)
b |
X . |.\
+ |6 1| ¢+ | o P I TV (—x) ... .
| | a
W | X
v wh—1) (n—") | in= Ay u ¢
—.lh:f'! 1) (x) ¢ "|—Xl}—i' |F'..{{J-_‘\I‘;EI (—x)| , d. L. e
: 3
i
X X 1
() o = o (1) ; : ‘ (i—=1) v (n—h) Al
I f ..\,lr‘n—.\}li:\---l {2y (—x) dx = t,|l (X} (-—X)j.
III I.'I -
Durch Differentiation erhalten wir aus 45):
. 1 a2~ £, ] (—x) t]{ 1 Oe —) df¢ 2533 fHI_'Xi],\I";” (—x) i
46, |8 r ()| waf—x)— e 2k e ) O T ]
i X ekt .Iq'.- dx |]\ v dx R4 ?
unter der Bedingung der gleichmiissigen Konvergenz dieser Reihe. In ganz fdhnlicher Weise, wie
die vorige, geht diese Formel fiir p=n, ¢=0, =10 iiber-in:
{n}) . (n} ", I_II l.-:l_ll :.‘;} l-”-_.:lll Klr] .'."
I XNl —1{xp (—x)=2 = e
Auch die Haunptsiitze iiber das Ableiten einer Funktion von einer Funktion gelten fiir be-
liebig komplexen Index: zunichst ist
T % '|.\'
47, |03 f.()| =1lim [é? e R >
L 9 E=1)L e
Zeet e Ve f
B i et e (X1) aX
denn |6 T (x-1¢) — “-—L,- e ) F (e+1, 1, a41—p, & o | du
£l A=y 2mwi I (a—p) Wiy Il—-_L-|—\ i U—a-Xx
—X (8—X)
geht durch die Substitution 1=z — x iiber in
(e—a+x)" * I () R e—aX Tl :
—— B (a1, 1, g-1—p, — E — se Grisse wird fir s =
ey g F (a1, 1, ed1—p =5 ] iz und diese Grisse wird fiir ¢=0 e

(&)

Sitzungsherichte der

1y Kronecker, * Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1885 F. J.

2) Ebendaselbst I, D.
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1 X
(x—a)*—*¢ {.fl./.l - —)
Z - e SR F (a1, 1, a-L-1—p, |'ri,f_ (x)| .
= 2willo—p) 4 72— (et ¢ z— )
¥ =4 (a) a
Ferner ist:
q1L
F[; f“{H'JJ fiir n =ax-Fh;
ac+h
denn, ist ¢ Windungspunkt von f (ax-+b) und zwar dergestalt, dass (x—e) “f (ax4b} in der

Umgebung von ¢ eindeutic wird, so ist nach 1)

48.

X
as £ (a x--:-h}} — ot

1 X

J oy f‘,,laL.\'—I—h_‘J| —

L

I:.K—-{'l}" ¢ !‘.Irlr(:l - f” lﬂ /—- ]I} l/ —) —ir A

AR ka0 R 55 ) R
2xi ll{a—p) s F (e+1, 1, a-F1—g, = U'J .

Substituieren wir nun in das Integral az—+b=rv, so erhalten wir

I 1A — \ Com——p} o s o, . S

4T a>  (u—ac—Dh) ‘H{r:':-" f,(v)a*(v—ac—b) ™" u—ac—h)
e (ax=l-1 = : s Pz i) ! el edel—p . r
|7 i I}IP 2xi [l{e—p) Geby, Y ac=b el “’\'—'d.u.—h}h

d. h.,, da der Punkt u=ac- b dergestalt Windungspunkt fiir f (u) ist, dass £ (u).(n—ac—h)—=
in der Umgebung des Punktes u=ac--b einindrig ist:
X . 1

|
dufa(axdb)[ = af| 82 £ (u)] , wenn nach vollzogenem Ableitungs-Prozess u durch ax--b er-
- Sl L actb
setzt wird.

Der Satz 48) scheint mir besonders dringend fiir die Einfithrung der begrenzten Bruch-
ableitungen zu sprechen; zu welchen Konzessionen man hinsichtlich dieses Satzos boi der Theorie
der unbegrenzten Ableitungen getrieben wird, zeigen die diesen Punkt betreffenden Bemerkungen
Oettinger's ')

Auch der allgemeine Hoppe'sche Satz iiber die Ableitung einer Funktion von einer Funk-
tion gilt fiir beliebig komplexen Zeiger unier einschriinkenden Konvergenz-Bedingungen. Fiir den
Bewels desselben ist der Gedankengang, den Ubbo H. Meyer?) im Falle eines positiv ganzzahligen
Zeigers einschliigt, auch fiir den Fall eines beliebigen Zeigers verwendbar: es sei Y=u(x), fly)

[qn}] Dann ist nach 47)

X

|
I

d: f{q-['x | 1;‘ = lim e'-';'fir;;x]-{-r;:{x -:—:-j—r;-f:x]}‘
g ) =\ a—x e=0L A—X

= lim

»

io_;c ia;;:(x_l

Setzen Wir nun @(x--¢)—gp(x)=©, und entwickeln f(y i-®) in die Birmann’sche Reihe, so
erhalten wir
.- f 1+ ol i 33 G‘JE o (_‘):1 \ -
| : r,r H}I [|n1“ a l1 (y)-f () @-4-1"(y) Tor f U] 578 e
'.'| E=U l r

e -

Da nun f(y) und seine hiheren Differential-Quotienten von & unabhiingig sind, so ergiebt sich:
1) Vergleiche Crelle's Journal Bd. 44. 8, 43,

#) Sur les dérivées d'une fonction de fonction. Granert's Archiv IV,
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X

49. ‘ﬂif!qstx) ﬂ =B _{(y)+B f®+B, "G+

fiir y= o (x) und

5 1 lim {De(}k“ — ]Lrslilﬂ%‘ {ﬁ?[x—}'f}_":’m;'k
5 Ji « O S N

&

oder nach 47)

)
a—X

x = FE:{)

1 (Tiaad’
T I g8 X
I‘} =_il {.-x!r

e ki

3 % o X
ne o k=2 | I (T R
o, X l —T__,.tkk} \f’x-‘f } }, oder
¥ a

-a

, falls  beim Ableiten als konstant angesehen und nach demselben durch y

@

ol TR
B~ |46
ersetzt wird.

Bedingungen fiir die Giiltigkeit von 49) sind, dass die urspriingliche Biirmann’sche Ent-
wickelung sowohl, wie die resultierende Reihe 49) gleichmiissig konvergent sind.

Der ehen bewiesene Satz bildet die Verallgemeinerung zu der ,Entwickelung der hiheren
Differential-Quotienten einer Funktion won z nach denen der Potenzen von z.*') Diese Verall-
gemeinerung konnte von Liouville?) seiner Zeit nicht wohl gefunden werden, da der spezielle
Hoppe'sche Satz noch nicht bekannt war,

Endlich ein Satz, der die Verallgemeinerung bildet zu der Thatsache, dass man den nten
Differential-Quotienten einer Funktion durch eine Rekursionsformel finden kann, falls diese Funktion
eine lineare Differential-Gleichune mit ganzen rationalen Funktionen als Koeffizienten befriedigt:
50. Geniigt die abzuleitende Funktion einer Fuchs’schen®) homogenen Differential-Gleichung mter
Ordnung mit k singuliiven Punkten, so befriedigt jede, zwischen einem dieser singuliren Punkte
einerseits und der unabhiingig Variabeln andrerseits genommene Ableitung eine ebensolche Diffe-
rential-Gleichung hichstens von der Ordnung mk mit denselben k singunliren Punkten.

Beweis. Es gentige die abzuleitende Funktion y der Differential-Gleichung

m {i_]”_‘i,' m—1 [l RS m—2 I! el L'

¥ =F (5 S +F_ @ —% ... +F

: e (x)-y
[j_xul— lem z 1

m k=g "
Wwo 15.-:{.\'—u,]) {x—u‘:) ..... (x—a,), und
F' (x) eine ganze, rationale Funktion hichstens vom Grade 1 ist.

Dann ist diese Gleichung eine Identitdt; leiten wir sie also mit g+mk—m nach x zwischen
einem der singuliren Punkte a, und x gliedweise ab, so haben zunéichst die Ableitungen der ein-
zelnen Glieder gemdéss der Definition 1) Sinn}; ferner sind wir sicher, durch das Ableiten wiederum
eine Identitdt zu erhalten, da ja der Ableitungs-Prozess eindeutig ist. Wenden wir nun beim Ab-
leiten der einzelnen Glieder den Satz 44) an, so bricht die Entwickelung nach diesem Satz ab,
falls wir als die zu differentiierenden Funktionen ¢ ,(x) die ganzen, rationalen wihlen. Diese Ent-

1) Hoppe, Theorie der hiheren Differential-Quotienten 8. 39. T. (6).
_ ) Sur de changement de la variable indépendante dans le caleul de différentielles & indices quelgnonques. —
Journal polytechnique, cah. XXIV (1835),
#) Zur Theorie der linearen Differential-Gleichungen mit verfinderlichen Koeffizienten. 4. Borchardt's Journal LXVI,
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wickelungen gelten also ohne beschrinkende Konvergenz-Bedingungen. Ferner ist es nach 42)

) el S 333]} . . B e d
gicher, dass [dg.. 2 —— — ~list, falls a, wirklich ein Windungspunkt von y ist, aber nur
dx" 1q dx" y
dann, wegen der Einschrinkung zu 42). Wir erhalten also, wenn \\'irlé‘ij‘J = Y setzen, eine
Identitit von der Form: B
i mkxr = [lmli—l\l- - . == {EMk_i‘l' A I}
p ri\"} =B . G e qRiT +F & i e ¥ ’ (x) Y.

X

; Al oy o . . . “ o s {1 - ; .
d. h Y= [“i-" geniigt einer Fuchs'schen Differential-Gleichung mlkter Ordnung mit den k sin-
. a
guliiven Punkten der erzeugenden Differential-Gleichung.

In besonders einfachen Fillen erhdlt man auns der erzemgenden Differential-Gleichung in y
dadurch, dass man sie mit o ableitet und 6{y=Y setzf, eine Gleichung in Y, welche dieselbe
Form hat, wie die erzeungende. Dadurch findet ein Punkt seine Erklirung, den Spitzer beriihrt,
wenn er sagt®): ,es ist eine, mir #unsserst merkwiirdiz vorkommende Erscheinung, dass die Glei-
chung (19) (m—+-x)z" +[A 4B (e-—p)m+-x))z' + A (¢ —p)z=0 imal differenziert, genau dieselbe
Form der Koeffizienten hat, wie die Gleichung in W, zu welcher man durch Annahme der Glei-

Al

g
chung (19) in der Form Z—--I (:-C—lt')l_l W du gefiihrt wird. Ganz Ahnliches begegnete mir bei
'-u]
andern linearen Differential-Gleichungen, die komplicirteren Ban haben, als die Gleichung (19).%
Inderthat liefert nach 4) eine Summe von Ableitungen der Funktion y ein Integral von der
1l

Form I u(.‘;—u)z_l W du.

o

1

Die Beschriinktheit des mir zu Gebote stehenden Raumes zwingt mich, hier abzubrechen: es
muss einer spiteren Gelegenheit die Behandlung von Ableitungen mit unendlicher unterer Grenze,
und die Anwendung der aufgestellten Prinzipien vorbehalten bleiben,

1) F] (x) bezeichnet wiederum eine ganze rationale Funktion hichstens vom Grade 1, aber selbverstindlich eine
andre, wie oben.

%) Spitzer, Studien fiber die Integration linearer Differential-Gleichungen. 8. 21. Anmerkung 1)
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