Theoretische und praktisehe Untersuchungen iiher die Verteilung der Elektricitit
beim Durchgehen dureh eine Metallplatte von der Form einer Lemniseate.

|
Einige Untersuchungen iiher die drei verschiedenen Formen und iiher die Konstruktion
der Lemniscate.
Punkte, die so beschaffen sind, dass das Produkt ihrer Entfernungen von zwei festen
Puankten konstant ist, bilden die Lemniscate. Hs ist also F P. F, P — Const. (Siehe Figur 1.) Es
ergiebt sich hieraus die Gleichung der Lemniscate, wenn wir die Entfernung vom Mittelpunkte bis
zum Bremnpunkte, also M F = | setzen:
Vil4-x) 2455« V(I—X)4-¥* = a® |
und in Polarkoordinaten: VIR r24-2lrcosp - V1E+H1r*—2lrcosp = a®
oder: V1 al4rtcos2p 4+t = o e BB s G S
Ausg Gleichung 1 folgt, dass die Kurve in Bezug auf ihre Achsen symmetrisch gebaut
ist. Setzen wir nun x = 0, so folgt weiter aus Gleichung 1: 1*-y® a4 vy = +pai—1?
[st nun: l. a << I, so ist ¥y imaginir,
2.8 = 1, soist ¥y 0.
3. 8 = L so ist ¥ reell
Setzen wir ferner y = 0 in dieselbe Gleichung ein, so erhalten wir:
P—x? = 4a? % = LylE—at
Xg V1% a®
Von diesen beiden Werten ist x; immer reell, dagegen x; nicht immer. Ist:
l. & < 1, so ist x, reell
2ota =Ll 5o gt b= ().
3. a = 1, so ist x; imaginar.
1)
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Hierans folgen nnn die drei verschiedenen Formen der Lemniscate:

Ist 1. a =1, so erhalten wir zwei getrennte, symmetrisch lisgende

eschlossene Kurven. (Siehe Fip, £

2. a=1, so erhalten wir eine geschlossene Kurve, die im Punkte x 0 ¥
Doppelpunkt hat.  (Siehe Fig. 2))

3. a =1 so erhalten wir eine einfache

geschlossene Kurve. (Siehe Fig. 4, 5. 6.)

Aus Gleichung 1 ergiebt sich durch Differentiation:

dy _ [+ —x]—[0—x?+ [+ x]
dx  y[d4+x)4-2y -0—x)
dy . x(I? T )
dx v(EFx*v9 !
und durch nochmalige Differentiation:
i e % = dy) i A o dv v
“ y(l2 -x"“-‘["—fixl—\'-—fx\' ;I x(PP—xf—y®| (1Bl x3 Ly -2\{.\; 1y }
ks i el | : * dx) * "I__I‘ "'fl.‘il A MLRET
dx?® N= N=
Unter N verstehe ich hier der Kiirze halber den Nenner.
iz folgt nun, dass = 0 wird fiir x = 0 und fir x*} ¥y = 12 |
J X : |
Untersuchen wir nun zuniichst den Fall x*-}-y* = 1®, indem wir dieses zunichst in
die Gleichung der Lemniscate einfiilhren, Es folgt dann:
£ (5] S ) b L ) i l”l 'IEI
(2IF—2lx) 21°*4-2Ix) = a* und daraus x = 4 5
R
nnd o,
: 2]
S b S S '
Fiihren wir diese Werte in 1'” ein, so erhalten wir;
dx®
%y 2yl
dx¥ = 2
Demnach erhalten wir fiir pllr;'lfi\'x.‘ o ein Maximum, fiir I1|_‘;-_:';[i'_i1,'(- ¥ e Minimum, [
Damit nun aber der Wert von x reell ist, muss a < IV2 sein. Es hat demnach '
die Lemniscate immer ein Maximum, wenn a < 1¥2. Dieses ist immer der Fall bei ML
den Formen 1 und 2, aber nicht immer bei der Form 3. TDieses Maximum ist Jeicht .
zu finden, denn die Bedingung x*-y® = 1* bedeutet einen Kreis mit dem Radius 1. BEs

werden demmach die Schnittpunkte dieses Kreises und der Lemniseate die Punkte sein, in
denen ein Maximom stattfindet.

Es ist nun weiter !' — 0, wenn x = 0 ist. Hier kann nur die Lemniscate von
dx '

der Form 3 in Betracht kommen, also nur wenn a = 1 ist.




Es ist nun fiir x = 0 y = +va'—1® und
dy @y (—yd
dx* T NZ
[aE__ 12 ao2role g
i '|'.lm—l a2l a¥)
};!
Hieraus folgt nun:
diy | S ¢
1s 15t positiv, wenn a <7 1y2 ist,
dxct

und negativ, wenn a > 1y2 ist.

Es wird dann im ersten Falle fir x = 0 vy = ¥a®—1® ein Minimum und im zweiten
Falle ein Maximum stattfinden. Demnach hat die Lemniscate 3 auf jeder Seite der x Achse,
B . ; : Tie=io) | gL Valt—at a®
wenn a < 12 ist, zwei Maxima, respektive zwei Minima, nimlich fir x = + 51 F= o]
und ein Minimum, respektive ein Maximum, niimlich fiir (Siehe Fig. 4): x = 0 und y = Va?—I&
Ist a > 1¥'2, so hat diese Kurve nur e¢in Maximum, respektive ein Minimum, nimlich fiir
X = 0 und y = ¥a®*—I1®. (Siehe Fig, 5.
Ist schliesslich noch a = 1¥/2, so fallen die beiden Maxima und das Minimum zu-
: -y ; d*y " :
sammen, wir erhalten den Punkt x = 0 y = L Es ist dann auch weiter i-'” = 0. Unter-
X"
: MRS e liS v 4yD® Bl
suchen wir nun an dieser Stelle den Kriimmungsradins g s Wir finden dann, da
s o nnd byt 0 ist, ¢ = =0, d. h. in diesem Punkte ist der Kriimmungskreis eine der

x Achse parallel lanfende Linie. (Siehe Fi

Wir wollen nun zur Konstruktion der Lemniscate iibergehen und hier immer der Ein-

fachheit halber 1 = 1 annehmen. Behandeln wir zuniichst die Form 2 a = 1 = 1. Hierbei
werde ich die Gleichung der Lemniscate in Polarkoordinaten benutzen: 31— 2rfcos2p 41t = a?
in unserem Falle also 2rfeos2p = 1%, r* = 2cos2p.

Fir v = 0 ist cos2p = 0, also p = I d, h. die Lemniscats schneidet im 0 Punkte
die x Achse unter einem Winkel von 459; fir p = 0 ist r = V2. Es folgt nun aus der
Gleichung r* = 2 cos2p folgende Konstruktion:

Uber der horizontalen Halbachse M A (siche Figur 2), welche = 2 ist, ist ein Halb-

kreis und mit M A von M aus ein Kreis geschlagen. Dann ist durch einen Punkt R des Halb-
kreises die Linie 5 R () senkrecht anf die Achse gezogen, und es sind die Punkte Q upnd R
mit M verbunden. So ist:

MR* = y2 . MS und MS = ¥2 . cos QM A, daher M R®* = 2 cos QMA,
Wird nun G M A = 2 p gemachf, so ist MR = r, und man kann so zu jedem p den

zugehorigen Radiusveltor r bestimmen. Halbiert man demnach QM A und schliigt auf dieser
Winkelhalbierungslinic ME = MP ab, so ist P ein Punkt der gesuchten Lemniscate.
1#
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Die Konstruktion fiir die Lemniscate von der Form 1 und 3 ergiebt sich aus folgender
r* und 1 die Seiten eines Dreiecks, so driickt

Gleichung: a* = 14-1r*—21%0s2p. Sind hier

diese Gleichung direkt den cosinus Satz aus, und man kann zu r und a dann ¢ Lkonstruieren.
Man kann also auch hier zu jedem Wert von r den zugehtrigen Winkel p finden. Schlagen wir
demnach vom Brennpunkte aus einen Kreis mit der Linge a® und vom Miftelpunkt M aus mit

den verschiedenen 1* Kreise, so bilden die Verbindungslinien der Schnittpunkte, die durch die
Kreise entstehen, mit M und die x Achse die gesuchten Winkel 2 p. Halbiert man dann einen
solchen Winkel und friigt ant der Winkelhalbierungslinie r ab, so erhiilt man einen Punkt
der gesuchten Lemniscate. (Siehe die Figuren 3, 4, 5, 6.)

Gehen wir nun zur theoretischen Behandlung unserer Arbeit iiber.

Die Wechselwirkung zwischen zwei auf einander anziehend oder abstossend wirkenden
materiellen Punkten kann man leicht ans einer Funktion, dem Potential, bestimmen, Sie ist
niimlich gleich dem negativen partiellen Differentialquotienten des Potentials genommen nach
der Richtung, in der die wirkende Kraft ausgeibt wird.

Bei den clektrischen Strimungen durch Flichen gilt das logarithmische Potential, daher
ist das Potential des mit der Elektricitiitsmenge m behafteten Punktes anf einen die Binheit

der Elekiricititsmenge enthaltenden Punki in der Entfernung ¥, V = m lg ». Dann ist die
; : : o N m
zwischen den Punkten wirkende Kraft — —%° —= — —,
or r

Fiihren wir nun Polarkoordinaten ein, indem wir die Entfernung des Punktes m vom
Anfangspunkie 0 mit r und digjenige -des andern Punktes won 0 mit' p bezeichnen, und den
Winkel, den diese beiden Linien bilden, 1 nennen, Dann ergeben sich fiir das Potential zwei
Werte, je nachdem ¢ = v ist:

h « % b
o V= I:l;r;.-- - 5 : (J ) cosh |r.]
7 i h \
e b ] fohh
o<_T = m[];_';l'---- > (L’) cosh rf']
; hilr

Haben wir nun eine geschlossene Fliche und lassen durch diese durch zwei Zuleitungs-
stellen @ und y einen konstanten elektrischen Strom hindurcheehen, so muss auch die Verteilung
der Elektricitit fiir jeden Punkt eine bestimmte sein, und ebenso muss auch das Potential der

Fliche auf jeden Punkt ein bestimmtes sein. Demnach ist das Potential eine Funktion der
Stelle = f (x, y). Suchen wir nun diejenigen Punkte auf, fiir welche f (x, y) = Const. ist, so

erhalten wir die Kurven konstanten Potentials, die Niveaukurven. Durch diese erhalten wir
dann ein Bild von der Verteilung der Elektricitit in der Fliche, und da die Richtung des
Stromes aunf diesen Kurven senkrecht ist (d. h. die Stromungskurven oder Trajektoren schneiden
die Niveankurven senkrecht), so erhalten wir anch ein klares Bild fiir das Durchstrémen der
Elektricitit durch die Fliche.

Bs bestehen nun fir das Potential folgende Bedingungen: Fiir alle Punkte der Fliche

mit Ausnahme der Zuleitungsstellen 2 und ¢ ist:




Fiir die Stellen # und y und ihre unmittelbare Umgebung ist das Potential V in

folgender Weise zu bestimmen. Denken wir uns um # und y kleine Kreise q mit dem Radius r
ausgeschnitten, so wird nach den Ohmschen Gesetzen durch eine dieser Flichen ¢ die Blektri-

citiitsmenge —llf..“-‘ in die Fliche hineinfliessen, wo & die fiir diese kleinen Kreise konstante
o

Dichtigkeit der Klektricitiit bedeutet. Bezeichnet o die Dicke der Fliiche, so ist q = Afrdgp = 4. 2ru.

Demnach wird durch die Zuleitungsstelle ¢ die Elektricititsmenge J = e , 31'.r(r. )

= or ) s

hineinfliessen, und es ist:

¥ J A I
— 1 ]'| et RO
(E"'),'-' —2mred g 2 Il'_l N

Ferner muss senkrecht zur Begrenzung der Fliche keine Strfmung stattfinden, woraus
sich dann noch die letzte Bedingung fiir die Bestimmung des Potentials der Fliche ergiebt, es

SN :
muss © = 0 sein.

oIl

Hier ist die geschlossene Fliche eine Lemniscate, durch welche ein konstanter elektri-
scher Strom durch zwei Drihte hindurch geleitet wird, wobei sich die Zuleitungsstellen 8 und
ganz nahe am Rande befinden. s wiire nun fiir die Lemniscate das Potential zu bestimmen

und dann die Kurven konstanten Potentials zu untersuchen. Ich gehe aber hier nicht diese
direkten Weg, sondern nehme die Theorie der konformen Abbildung zu Hilfe. Man kann
néimlich durch eine komplexe Substitution den Kreis so auf die Lemniseate abbilden, dass einem
jeden Punkt der eimen Fliche ein Punkt der anderen entspricht. So werden denn auch
die Kurven konstanten Potentials des Kreises denselben Kurven der Lemniscate entsprechen®)
und durch Abbildung «

es' Kreises auf die Lemniscate werden sich dann auch die Niveau-
kurven der Lemniscate erpeben.

So ist nun zunidchst das von Kirchhoft gefundene Potential des Kreises in Bezug auf
einen seiner Punkte aufzusuchen, wozn bereits die Bedingungen vorher im allgemeinen aunfoe-
stellt sind. Hs muss eine Funktion V gefunden werden, welche allen jenen Bedingungen ge-
niigt. Dieses leistet folgende Funktion:

—m, s JeB
1K 1 l'-l",[l

f) / il i

V = m, . le oI leB . +m, .lgkK
Eyc und E,. sind hier die Entfernungen der Zuleitungsstellen 2 und y von einem
Punkte (x, y) des Kreises, und E;x B,y sind die Entfernungen dusserer Massenpunkte von
demselben Punkte (x, ¥). | &
Unter Benutzung der vorher in Polarkoordinaten gefundenen Werte fiir V folgt nun:
h 1 ¢ Tant

. gy I ; ! '] h 1 /T, 5k ¥
r m | lep— % ( ") eash(opp—9 ) 1 - m_,l op— ( cozsh I |
# | oF h'o ’] v a _| ; e hle (g i }.

h | o \b 2 3 h | 0 h
+m_|lgr — = (“ J wosh (g—3 ) |—-m,, l ler, — = ( ) cos higp—9. l
I -""JI = e AR By Y fiy e e TS il ol

71 )
¢ 18t hier der Winkel, den p mit einem festen Radius bildet, und die verschiedenen
sind die Winkel, welche die verschiedenen r mit demselben Radius bilden,

*) Es wiire noch nachzuweisen, dass bei der konformen Abhildung die Niveaukurven auch dieselben bleiben.
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Nun soll 25 = 0, also [',. ==}
o'l oe :
¢ =R
A ; I.'!l I rh
At I = ; \ 1 . ¥ -
8 = m | =+ =-F_coship—+2 ) |—m, = cosh(p—3)
oe flLo ght1 # g o ]
h ”I: -1 : I|‘{J]-. ]
—m, >~ —cosh(p—3, )+ m, Z=—cosh(p—3,,)
B 2 Y1 yh \ e
1 !
Nun ist cosh(qp— ) = sinhgsind —-coshgpcoshd . Damit nun dieser Ausdruck
. 7 & I
av o Y - e
— fiir p = R verschwindet, muss sein: om
(el
o
I b
m.—sinkd. — m sinhd
SR 4 4,1 inh 4
#
rh e
5l i [{I i
. — coshds — m . cos had
7 Bh 7 Bt el
A
Gleiche Bezichungen folgen auch fiir die Punkte 5.
Durch Division der heiden Gleichungen ist: tghd, — tghd , also &, = &,, d. h
: p B AT ; 8

die Punkte 2, 2, und der Mittelpunkt des Kreises liegen auf einer geraden Linie. Dann folgt

' s Rb
" i Ll T . - . .
welter: m pE — Mg Nun kann h jeden beliebigen Wert von 0 bis o annehmen, daher
= i I'JI ll“. i ]
21
te R g
m & = m . Daraus folgt m_ = m, und r, =~ Also gind die zn Hilfe genommenen
il R H I i feg! 3§ L =
f 3

¥

Massenpunkte 8, und p die Spiegelpunkte von den Zuleitungsstellen @ und j.
Demnach ergiebt sich fir das Potential der Kreisfliche auf einen ihrer Punkte

. E':.N . 11\ ! X . a ]1:..-'.\ . 1‘\
Y = mlg-= <= qund fiir die Kurven konstanten Potentials: ! = (Gonst.

= J. § - |< ||‘

AR T it ST
Lassen wir eine der Einstromungsstellen z B. » auf den Rand der Scheibe riicken,
B J : .
go dass My = R wird, so erhalten wir My, = My = R und E . B = . Filltweiter
b #1X

die andere Zuleitungsstelle in die Mitte der Scheibe, so dass der zugehirige Spiegelpunkt in

der Unendlichkeit liegt, und setzen wir _‘tII_" = r, s0 erhalten wir die Gleichung konstanten

Potentials fiir die Kreisscheibe in folgender Form ' = C. =
. -
Hieraus folgt denn die Gleichung der Niveaukurven, in rechtwinkligen Koordinaten aus-

gedriickt: (Siche Figur 8)
l]i"__:\]'_'___‘,'-‘_
1'_.‘- @ ,|_
Und in Polarkeordinaten ausgedriickt:

r* - R*—2rReosp

T
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» auch @ auf die Peripherie der Kreisscheibe, so dass

Riicken wir nun ebenso wie ;
= 1y ist, so lautet in diesem Falle die &leichung der Kurven konstanten

C. Diese Gleichnng gilt also, wenn die beiden Zuleitungstellen auf der

Peripherie liegen; und zwar sind diese Kurven Kreise.
Wir wollen nun die Gleichung dieses Kreises fiir den Fall ableiten, dass die beiden
duleitungsstellen in den Enden @, § eines Durchmessers liegen. (Siche Fig. 8.) In Polar-

koordinaten lautet dann die Gleichung:

rt-R:—2rReosp a
r*-R*--2rReosp
oder: 1':{1_'__1\_;..'_ :_’!-]-:_g-.\_\;l}.:f_'-;-];.—.I-i-l’_?{:ﬂ__; = |:| —
L
- 2rReosp=——-+R® = 0
—1
Fiir C = 1 erhalten wir rcosp = 0, d. h. x = o, also ist die Niveankorve fiir diesen

besonderen Wert von C eine grade Linie und zwar die y Achse.

Mit Hilfe folgender Substitution lisst sich nun die Lemniscate auf den Kreis abbilden

die Ebene des Kreises mit den Koordinaten x und y, Diese Formel gilt aber nur fir den Fall,

% E-4iy ist hier die Ebene der Lemniscate mit den Koordinaten & und 4 und w x-;iy ist

dass a < 1 ist. also nur fir die Lemniscate von den Formen 1 und 2. In der Formel bedeutet
fermer B den Radius des Kreises, 1 die Entfernung des Mittelpunktes vom Brennpunkte in der
Lemniszcate und ¢ eine Konstante. Diese Konstante werden wir nun dadurch bestimmen, dass
wir- mit Hilfe der Substitution aus der Gleichung des Kreises die der Lemmiscate ableiten
werden, Zundichst folgt auns der obigen Formel:
o ;

e --1* und

TR,
¢ (x+iy) |

(&1 i,J‘l'- b L1° hierans nun weiter:
G i f
TR | ‘f l' ‘- - 2 |
c - =181 = “_.\- 1 _..\ i
G5 |2 5
£ R iy . 3 &
) ' 4
P j" = l{ _1. 3 : = - = = 4
R gy
und hieraus: x = —(&—n'—1)
{ Mgt
2R
T 51
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Setzen wir diese beiden Resultate in die Gleichung des Kreises ein. in:

X"+ ¥ = R2 =0 erhalten wir:

Wir haben hier so genau die Gleichung | der Lemniscate erhalten. wenn wir noch

¢ = & setzen. Wir haben demnach die Substitutionen 3 und 4 so zu schreiben:

a?

¥ Feck] 7 i | ]

Do g - J .H.\ -1
y i a?
5 i ra at a Fullody | il

Aus 3 und 4 folgt nun weiter:
st = = 0 und y = 0, so ist & —n? |
2&n ¢ demnach & +1 n 0.

Hs entspricht demmnach der Mittelpunkt des Kreises M dem Brennpunkt 1 der Lemnis-

cate. (Siehe |'-'5-§-_L'l||' 9.
Hir B = x und y =0 ist a2 — OralsoiE— yats 12 g = 0
Demnach entspricht der Randpunkt des Kreises dem Randpunkt B! der Lemniscate.
Ist x = —R, v = 0, dann erhalten wir o -a%-12
2En 0 also & = ¥V —a*+4-F und = 0,

demnach entspricht der Randpunkt A dem Randpunkt A, der Lemniseate. Es bildet sich also
der Kreis nur auf cinen Zweig der Lemniscate ab, daher branchen wir auch nur einen solchen

#u behandeln. Dieses ist auch physikalisch klar, auch in dem Falle, wo wir die Lemniscate

mit dem Doppelpunkt haben, denn durch diesen Punkt wiirde keine Elektricitit hindurch-

fiessen kiinnen.

Wir wollen nun die Formel 3 und 4 in Polarkoordinaten ansdriicken
X I 0 P ‘_: G Cos
¥ = rsinp 1 = osing; dieses eingesetzt in 3 und 4
Faie A a® i)
o~ (Cos® p—sin*p)  reosp--12
L
& ia ; HEAp : ; aey
“Q°COR@EMy = = rsinp oder, indem wir noch den Radius
i
I R T R — 1 setzen: g""t*t]sﬁ.f = a*reosp--1°

DI F e s e e e g R e*sin2¢g = a’rsinp
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Wir wollen nun die Gleichung der Kurven konstanten Potentials fiir die Lemnis-
cate 1 und 2 ableiten. Die Zuleitungsstellen befinden sich im Brénnpunkte und in dem Rand-
punkte, welcher dem Mittelpunkt am niichsten legt, also béi der Lemniscate von der Form 2
im Mittelpunkt selbst, bei der anderen Lemniscate in dem Anfangspunkt eines Zweizes. Diesen
beiden Zuleitungsstellen entsprechen auf dem Kreise der Mittelpunkt und der Randpunkt auf
der negativen Seite des Kreises. Wir werden demnach in die Gleichung der Niveaukurven

St 2 |—2l'1:|'|.~5]} L = . e
des Kreises: m = U folgende Substitutionen einfiihren:
pfeosZy atreosp 12
g'sin 2 = a%r'sinp.
Hi d 2 (62008 2ep—12)2 - ptsin? 2
Hieraus folgt: r? fe*cos2p—1%)7+-g'sin?2q
al
ot—21%a% cos2¢p 1

a*
und weiter:
e
]_ o cos2g

TCosp = -
qs

Wir erhalten daraus die Gleichung fiir die Niveaukurven der Lemmiscate a <

Q'I'-——'.’I:Q? UlFSElJ‘ Llé ]”—[;Eq:flf_q'_hr-

1—2
a* g a?
: - C
l fo*t—21%97% cos2¢p 414
at
L. D212 e ™ anal L /18 —a iy
(4] <0 l.\_l. i ]11!.-\_?’ tl a :l e
V o' —21%0%cos 2¢p 14
Diese Gleichung 7 gilt also fiir den Fall, dass a < 1 ist.
[st a = 1, so erhalten wir folgendes Resultat:
I
g & I.L\_FEI

Voet—21° 0" cos 2 -1

Um dieselben Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten zu erhalten, haben wir

folgende Gleichung: :

l—-x)t -yt : griny
¢ \ O C die Substitutionen 3 und 4

' R
I8yl g oy
x =" 2 qupnd y = =1
a® a®

einzufiihren und erhalten dann folgende Gleichungen:
I:it:—lﬂ—-- ._'_‘:"—- ?,il:): _5__1__:-2”:

wenn a < | : a*C.
A
wenn g — 1 — RIS

in

10,
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Wir erhalten also fiir die Korven kenstanten Potentials Gleichungen achten Grades,
die wir nun weiter diskutieren und berechnen wollen. Zuniichst ergiebt sich aus der Form
der Gleichung, dass die Kurven in Beszug auf ihre Achsen symmefrisch liegen, Fiir ¢ .=:0
erhalten wir aus Gleichung 7 diejenigen Punkte, in denen die Kurven die £Achse schneiden, es ist:

o' —20°(12—a?)  (I1—a?)?

— 1 LT E
II pl—2]%p2 L 14
8 | |

Ql_glr‘,z('lﬂ__na} Ll2—at)? = +Ca(lz—p?)

st hieraus die quadratische Gleichung zur Bestimmung von p:
ot {J"’['j_"ri"‘_f—‘-_’ﬂT-—:J*}] = +a*C—(1?—a%)?
of — taz)/ O(C ) —[+a?C—2(1*—a?)]
Behandeln wir zuniichst den Wert, in dem C das - Zeichen hat, also
Pici—- gl a®) CO-L4)—a*CH2(1* —a*)

Ist hier \/ C(C4-4) positiv, dann giebt es fiir p,* immer einen reellen positiven Wert,
denn a2}/ C(C

Falle immer «

t4) = a*C, daher wird auch g * > 1* —a? sein. Wir erhalten also in diesem

en brauchbaren Wert; es ist auch leicht einzusehen, dass }/'C(C+44)—C < 4

ist, also p ¥ << a* 1% Ist dagegen die Wurzel negativ, so erhalten wir einen Wert fir 0%
der << 1°*—a? ist, der also nicht zu brauchen ist. Ks bleibt demmach nur:

1 1z T
wenn a < 1 = _)|11""! C(C+4)—-a*C ‘_){|'.’__‘.1-_-';,J

e e L
wenn a =] 0" = J['l GO+ -],:-----{':I

Hat U das negafive Zeichen, so erhalten wir:

A — ])[ a?} C(C—a) a0 2012 —:

]

s kann nun g.* nur dann reell sein, wenn C > 4 ist. TIst dann weiter die Wurzel
a*l/ 0(C—4) positiv, so muss gp” immer = 1°4-a® sein, giebt uns a
Wert. Ist diese Wuarzel da
Wert fiir ¢,% nimlich:

80 einen unbrauchbaren
xgen negativ, so erhalten wir immer einen positiven brauchbaren

g
=]

1 . J 3
wenn a < 1 Pyt — LJ[—--;i"] C(C—4)4-a2C+ E[I'-'——:l'-'hJ

Demnach muss die Kurve, wenn die Konstante O > 4 ist, immer zweimal die EAchse
schneiden. Ist nun C = 4, so erhalten wir;
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Die Kurve muss also fiir den Fall C = 4 durch den Endpunkt der Lemniscate gehen. Ist

a = l, so erhalten wir:
s : -
ot = M-V oo—5+0]

Wir wollen nun diejenigen Werte von ¢ aufsuchen, fiir welche die Niveaukurven die
Lemniscate schneiden. Hs geschicht dieses unter einem rechten Winkel, da der elektrische
Strom am Rande parallel dem Rande geht, und die Lemniscate selbst einer der Trajektoren
ist. Wir werden diese Werte darch Elimination von ¢ aus folgenden beiden Gleichungen
(2 und 7) finden:

(I'—a*) | p*—2p*cos 2 (1'—a")

s e e
VE—2¢° L cos2g + ¢*
| T TP B I o i o B R e

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich:
a'—-l'—p
1.'

Fithren wir nun diese Werte in Gleichung T ein, so ist:

[ P s
_ﬂl [.L?h_JJf

at—l'—pg* . !
(IF—a)y o' -+ : = - (I'—a') = a'C
a'p' = a'Cl—(B—a*) 1I* 4 (I* —a') (IF—a*)

wenn a <= | o = Vb a! Cl* —(I*—a’)
4 -
wenn & — 1 o —= 1V
Ist ferner ¢ = 4, so erhalten wir ¢ = V/a‘-}-I°, dasselbe Resultat haben wir schon

vorher gefanden.

Bilden wir nun den Differentialquotienten aus folgender Gleichung 9:

[(af—-1% e
— =
(IF—&
Wir setzen hier: (a*—I1")*4 2(a! i = naund
:':-'!r-" = ¥ AR S L L 11.

3 W i n—vt—(a"—%"
Daraus folet: EBE—p' = T R T
1ran . _ i 3G — 1)

Fiithren wir diese Substitution in die Gleichung ein, so erhalten wir;

El M LU= e fa®— -I'-"J'-’ :
e — :L'{_—[U_[. = it e
a‘—]*

n*(l*—a®) v at0*—uatl*C? —afIPC(1F—a®) = 0 o PR S R s [ 1

oder:

L




Diese Gleichung zweiten Grades stellt die Gleichung einer Ellipse dar.
wir Gleichungen 11 und 12:

Differenzieren

28dE+2qdy = dv
do—2vdy

2 o o 5 W L
25dE—2ndn = ——
b = I.’[_;L' -l:]

und dureh Division:

>
EdE—ydy; du—2vdy
SdE- |- qdy 2(a*—1%)dv
o Qa2 1P P [ » T
i dy ™ 2(a*—12)dv—dun - 2vdy
£dg 2(a* —17) dv 4 du—2vdy o e
. - do | J
. 21— —d2y
dy & dv |
5= g 4 S )] |
> 2t —19 44— —2y |
: dy ‘
. . 4 {llj o 2 i i i
Hieraus folgt nun, dass fiir n = 0 2 = 20 wird, d. h. die Niveaukurven schneiden ’
: dE
die & Achse senkrecht, was auch schon aus der Symmetrie der Kurven zu erwarten war. Ferner
i il st - ; ; : . . :
wird l'“E = 0 fir § = 0. Dieses giebt aber nichts, da einmal die Lemniscate von der Form 1

diesen Punkt garnicht hat und die andere von der Form 2 in diesem Punkte & = 0 n =0
eine Zuleitungsstelle besitzt.

; cx oy = du .
Nun wird I'f = (. wenn 2(:1*-----!‘)—[ +—2v=0 wird.
: T

as e

|
|
Bkt du e " i
Wir bilden nun [, us Gleichung 13; es ist:
ay
Zudu(a®—1%)—2vdvafC2 - dua'l2C? = o
du 2yails
dv = Z2u(a’—19) 4 atl* ("

Diesen Wert setzen wir in die vorhersehende Gleichung ein. so ist:
=] o 1

vaf(?

R L st sV = 0
Zu(a® —I1%)4-adl*C®
2uv —2u(I*—a)—vatC:tall®C? — 0. . . . . . . . 14
Diese Gleichung zweiten Grades stellt die Gleichung einer gleichseitizen Hyperbel dar. -

Aus Gleichungen 13 und 14 werden wir nun diejenigen Werte von u und v

erhalten, fiir die
unsere Niveaukurven Maxima oder Minima haben; es

sind also die Schnittpunkte der Ellipse
und der Hyperbel. Aus Gleichungen 11 und 12 finden wir dann die entsprechenden Werte
fiir £ und #.

Aus Gleichungen 11 und 12 folgt fiir 4 = 0:

vi = E und

u o= (¥4a—]¥e
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Aus Gleichung 13, welcher wir folgende Form geben wollen:
uffa*—1%)

M = a40® folgt
a’12(a*—18)—1%u+via2 folgt

duiisy 2uyg?
dv = E;IL’J"’t_;lﬂ—IL"}—i"'ti_-i--:i a1
o B : : A [ ke OTE i
Setzen wir nun diese Resultate in die Gleichung 2(a®—1%)- d +3v = 0 ein, so er-
3 el 7
halten wir:
2(a%8 - a®—1%) 25 % (E2 a1 0
=i ; 4o H(¥ %) —12(F at—1%)f | 2Elgs —
oder S—E8@'2) = —Pai41e
§= Vat+]* und & =1
=0 und £ = | ist der Brennpunkt der cinen Zuleitungsstelle. s ist aber weiter
i > I g
i x S i r - . .
-i.f- =0 fiir » = 0 und & = V/a®+-1% daher muss diese Kurve, deren Konstante € — 4 ist,
d&

die £Achse in diesem Punkte, im Endpunkte der Lemniscate, berithren: sie wird also hier eine
Spitze bilden miissen,
Fiir die Lemniscate von der Form 2, wo a = 1 ist, nehmen die Gleichungen 13 und 14
folgende einfachere Formen an;:
vi—u = (
und 2uv—vylC - I°Ct = 0
Hieraus folgt zur Bestimmung von v folgende kubische Gleichung:
(SR |
v

R
oo : sare ; y ]IL" L Jl'-',(‘!'; L .'} I
Diese kubische Gleichung hat nur eine reelle W urzel, wenn —— = -~ oderC << |/ G,

sonst drei reelle Wurzeln,

Aus Gleichung 11, g2l i = v, welche einen Kreis bedeutet, ergiebt sich dann, dass
da, wo dieser Kreis die Niveaukurven schneidet. dieselben Maxima oder Minima haben,

Um nun einen Vergleich mit der praktischen Beobachtung aufstellen zu kinnen, ist es
notwendig, dass wir einige Kurven numerisch berechnen., um dann ihre Lage auf der Lemunis-
cate genau bestimmen zu kinnen. Zur Bestimmung der Lage der Kurvenpunkte benutzte ich
em Polarkoordinatennetz, indem ich die Strecke vom 0 Punkt bis zum irennpunkt in zehn
gleiche Teile teilte und in dem Abstande eines solchen Teiles vom 0 Punkt aus konzentrische
Kreise, richtiger Kreisbogen, auf die Lemniscate zeichnete, Dann trng ich zu beiden Seiten
der EAchse unter gleichen Winkeln Radiivektoren an (sishe Tafel) und berechnete nun
die Schnittpunkte der zu berechnenden Kurven mit diesem Koordinatennetz. Die Rechnung
ergab sich aus den Gleichungen 7 und B, und zwar ergab sich, wenn ¢ gogeben war, eine
Gleichung vierten Grades fiir g, die sich durch Anniherung losen liess, und war ¢ gegeben,
so folgte eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von .

Gehen wir nun zur Beobachtung dieser Niveaukurven iiber.
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Als Metallplatte benutzte ich eine sehr diinn gewalzte Bleiplatte, welche den Vorteil
gewiihrte, dass ich derselben leicht die Form einer Lemniscate geben konnte, und dass sich
auf ihr leicht ein Koordinatennetz anfzeichnen liess.

Diese wurde auf eine Glasplatte g (siehe Fig. 10) geklebt und dann das Ganze in
einen Zinkkasten gelegt, der mit Petroleum gefiillt war. Das Petroleum als schlechter Wirme-
leiter sollte die Platte méglichst gut von der umgebenden Luft isolieren und den Einfluss der
Temperaturveriinderung fernhalten. Zwei Messingfedern, m, und m,, die isoliert auf zwei Holz-
platten h angebracht waren, driickten die Enden zweier Kupferdrihte auf die Punkte A und If
der Lemniscate, durch welche der elektrische Strom eingefithrt werden sollte. Ich verband
dann die freien Enden der Drihte mit einer Daniellschen Kette und fiihrte so den elektrischen
Strom durch die bewussten Punkte in die Lemniscate ein. In dieser Leitung stellte ich noch
ginen Kommutator ein, um jederzeit den Strom schliessen und iffnen zu kinnen,

Es waren nur die Kurven konstanten Potentials zu beobachten, d. h. solche Kurven,
in denen der elekirische Strom iiberall gleich stark ist. Wenn nun auf unserer Bleiplatte in
irgend zwei Punkten einer solchen Kurve die Enden eines Drahtes befestigt werden, der durch
einen Multiplikator gefiihrt ist, so wird, wenn der Kommutator geschlossen ist, ein Strom durch
diese Schliessung hindurchgehen, der aber keine Ablenkung der Magnetnadel hervorbringen
wird. Verbindet man dagegen zwei beliebige Punkte der Platte in der eben beschriebenen
Weise, so wird eine Ablenkung der Nadel stattfinden. Mit Hilfe dieser Thatsache beobachtete
ich diese Kurven,

Bevor wir noch weiter zur Beobachtung iibergehen, wollen wir noch ein einfaches
Hilfsmittel beschreiben, das von Kirchhoff und Quincke angewendet ist, um bequem irgend
zwei Punkte der Lemniscate mit dem Multiplikator verbinden zu kénnen. FEine kleine Blei-
platte A rubt auf drei Fiissen, von denen zwei, niimlich b und e, von Glas, der dritte a von
Kupferdraht ist. (Siehe Fig. 11.) Dieser Draht fiihrt durch die Platte hindurch, so dass man
an seinem oberen Ende einen anderen Draht befestigen kann. Zwei solche Biinkchen stelle
ich nun auf zwei zu beobachtende Punkte auf und bringe dann diese mit einem Draht durch
den Multiplikator in Verbindung.

Zur Beobachfung des Multiplikators benutzte ich Fernrohr und Skala.

Um nun eine bestimmte Niveaukurve zu beobachten, verfuhr ich so: Das eine der
Biinkchen stellte ich auf einen Punkt der Kurve, den ich am Rande withlte, weil dadurch die
Beobachtung genauner wurde, denn nach der Mitte zu dringen sich die Kurven ZusamInen,
wiihrend sie nach dem Rande zu mehr auseinandergehen. Dieser Punkt sei z. B. a (Siehe Fig, 12).
Das andere Biinkchen stellte ich der Reihe nach auf zwei benachbarte Punkte des Koordinaten-
netzes, zwischen denen nach der Berechnung die Kurve durchgehen sollte, z. B. auf die beiden
Punkte b und c¢. Dann beobachtete ich fiir jeden dieser Punkte, wiihrend der Strom hindurch-
ging, die Ablenkung der Magnetnadel des Multiplikators. Diese seien definiert durch die beiden
Zahlen 3 und y» der Skala. Zwischen diesen beiden Beobachtungen beobachtete ich die Ruhe-
lage der Nadel, sie sei durch die Zahl ¢ bestimmt. Liegt nun die Zahl &« zwischen 2 und y,
so muss auch der Kurvenpunkt zwischen b und ¢ liegen. Wenn wir nun die Entfernung der
beiden Punkte b und ¢, die ja auf dem ganzen Koordinatennetz nach Graden gleich ist, mit




I bezeichnen und die Entfernung des Kurvenpunktes P von dem der EAchse niichst liegenden
Punkt b mit x, so ergiebt sich folgende Proportion:

Xl = a—fi9—4.

Hieraus finden wir nun x und kinnen dann die Beobachtung und die Rechnung vergleichen.
Ich fithrte nun jede Beobachtung doppelt aus, indem ich das feste Biinkchen einmal iiber der
Achse anf den bestimmten Punkt am Rande stellte und dann eine Reihe Kurvenpunkte be-
obachtete und das andere Mal auf den entsprechenden Punkt unterhalb der Achse stellte und
wieder dieselbe Reihe Kurvenpunkte beobachtete.

Die Form und Grisse der aus der Bleiplatte geschnitfenen Lemniscate habe ich nach
dem vorhandenen Material eingerichtet, indem ich eine miiglichst grosse Fliche zu erhalten
suchte. So habe ich den Parameter der Lemniscate von der Form 1 a — 09 gemacht
1 =1 = 32 cm, daraus folgt dann: MA = 0436 = 13,95 cm MB — 1,345 = 34,04 cm
(siehe die Tafel), Bei der Lemniscate von der Form 2 ist 1 — 1 — 22 cm, darauns folgt:
MB = 1,1414 — 31,108 cm.

Von den Niveaukurven habe ich digjenigen zur Untersuchung herausgewiihlt, die in
ihrer Form am meisten verschieden waren.

In der nun folgenden Tabelle ist immer die schon vorher bestimmte Entfernung x, wie
sie sich aus der theoretischen Behandlung und wie sie sich aus der Beobachtung ergiebt, an-
gegeben, wobei die- Entfernung zweier benachbarten Punkte — 1 gesetzt ist. Und zwar ist
dabei immer nur der Punkt b als Bezeichnung aufeefiihrt, dessen Lage ich durch seine Koordi-
naten bestimme. Ich habe niimlich die Koordinaten vom 0 Punkt aus mit den Zahlen 1.2 . ..
bezeichnet (die Radiivektoren sind mit 0,1 0,2 ... bezeichnet). Wenn da also steht (e, ),
80 heisst das, der Punkt hat den Radiusvektor ¢ und den Winkel 8. Ob ich nun den Schnitt-
punkt der Karve mit einem Radiusvektor oder mit einem Kreise untersuche, ist jedesmal ange-
geben. Ferner habe ich diejenigen Punkte, welche oberhalb der Achse liegen, in der Tabelle
durch ein oben heriibergeschriebenes - und diejenigen, welche unterhalb liegen, durch ein
unterschieden. In der ersten Horizontalreihe jeder Tabelle ist immer die Lage des Schnitt-
punktes und der £Achse behandelt.

Zur folgenden Tabelle siche Tafel 1.

Bei der ersten Kurve sind die Schnittpunkte mit Radiivektoren, in allen {ibrigen mit
Kreisen angegeben.

Unter ,becbachtet* sind in den Tabellen in den beiden ersten Vertikalreihen, welche
durch einen horizontalen Strich iiber den Reihen, mit einem - Zeichen versehen, zusammen-
gefasst sind, diejenigen Beobachtungen zusammengestellt, bei denen das feste Biinkechen auf der
positiven Seite der fAchse steht. In der dritten und vierien Reihe, die wieder ein Strich mit
dem — Zeichen znsammenfasst, sind die Beobachtungen, bei denen das feste Biinkehen auf der
negativen Seite steht. In der fiinften und sechsten Reihe sind diese beiden Beobachtungen

eines jeden Punktes zu ciner zusammengestellt, indem ich zwischen den beiden das arithmetische
Mittel nahm,




[0,75. 0]
[0,75. 2]
[075. 4]
[0,75. 6]
[0,80. 8]
[0,80. 10]

berechnet

0.2136
0,243

0,3261
0.4476
0,0842
0, 1199
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Lemmiseate 1.

Kurve L
+ =
0.25
0.256 0.26
0.541 (.34
0,43 045
0,06 0.06
0.165
Kurve IT.

=155
beobachtet

0.23
0,25 027
0,341 0.57
0.44 0,449
(.069 0.055
0,14

¢ = 1.

0,23
0203
0,341

0435

0,064
0.14

0,261
( _,1'..': 5
0,449
0,067
0,165

Bei dieser Kurve sind die Schnittpunkte mit Kreisen angegeben, ebenso wie bei allen

folzenden.

geteilt und dann die nitigen Kreise gezowen:

[0;80. 0]
[0,85. 3]
[0,875
[0,90. 6]
[0,925. 7]
[0,95. 9]

.

[0,90. 0]
[0,95. 2
[1,00, 3]
[1,05. 3]
[1,10. 4]
[106: 4]
[1,20. 4]

[090. 0]
[0,98: 1]
[100. 2
[105. 2
[1,10. 2]
[115, 2

berechnet

0,31
0,16
0.97
0.42
0.84
0.57

0,116
027
0,17
0,68
0,04
037
0,68

0,28
0,50
0.36
0,61
0,58

0,35

0.03
0,88
0.34
0,84

0,33

Kurve II11.

0,101
0.344
024
0,73
0,068
04356

Kurve IV,

0,287
0T
0,446
0.73
0,65
0,39

(.226
0,176
0,69
0.04
085
0.75

0,54
0,45
0,7

0,69
0,46

beobachtet

0297
0.259
0.96
0,53
0,91
”.\'_TI 2

¢ = 3,

0,102
0327
0.25
0,74
0,069
0,437

0,87

Sl

0.24
0,59
046
0,71
0,65
042

0,043
0,39
0,42

0,40

0.21
0,14
0,70
0.07
041

0,56
045
0.7

0,66
041

0,302
0,262

0.98
0,58
0,91
0,45

0.102
0,327

0,25
.74

0,069
0437

0,87

0,238
058
045
0,72
0,65
0,40

Es ist deshalb die Fntfernung FM in 20 Teile, fiir i]lL Juuw IT sogar in' 40 Teile

0,036
0.885
0,38
(.84
0,37

0,22
(L1568
0.695
0,05
0,38
0,75

0,55
045
0.7

0,67
043

=
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berechnet

= =
[1,20. 1] 0,94 1,06 1
[125. 1] 0396 0,62
[1,30. 0] 0,72 135 13

Kurve V,

[0,80. 0] 0,391 0,87
[0,95. 0] 0,91 0,99 0,33
[1,00. 1] 0,84 094 091
[1,05. 1] 097 1,0 0,99
[1,10. 1] 0,56 0,53

[1,10. 0] 0,443 0,449

beobachtet
+ =
1 1.1
0,51
1.3 1.3
¢ = h.
0,36

0,96 0,91
0,97 0,94
1,0 1.0
0.69

0,46

Lemniscate 2.

Bei den beiden ersten Kurven sind die Schnittpunkte derselben mit den Radiivek oren,

bei allen andern mit den Kreisen behandelt. (Siehe Tafel 2.)

Kurve . C = 0,01.
[0,3. 0] 0,08 0,109 0,13
[03. 4] 0,09 0,11 0,123 0,13 0,09

[03. 8] 0,107 0,101 0,126
[03. 12] 0,130 0,142 0,156

[03. 16] 0,15 0,19
Kurve IIL
[05. 0] 02 0,19
[05. 3] 022 021 021
[05. 6] 0.27 0266 025
05 9] 035 0,355 0,306
[05. 12] 046 0438 042
[0,65. 156] 0,07 0,021
Kurve IIT.
[0,75. 0] 0,55 0,386
[080. 2] 068 0,7 06
[0,85.. 6} 008 '—08 —01
[0,90. 8] 0,18 0,01 0,03
[0,95, 10] 0,08 — 0,06
[1,00. 11] 100 1,1 0,8
Kurve IV.
[085. 0] 039 0,39
090, 1] 0,38 0,24 0,32

0,130 0,117
0,145 0,187

0.19
6= 0.
0,224
0239 028
0296 0258
0369 033

048 045
0,097

C = 1.

0,383

0,75 0,85

000 —0a

0,17 0,02
— 0,02

1,1 1.0
0 = 3

0,39

0,34 0,31

0,365

0.97 0,87
0,95 092
1.0 1,0
0,59 0,53
0,454

0,119 0,107
012 0,121
0116 0,147
0,144 0,19
019 0,19

0,207

0,224 022
0,28 0,254
0,362 0318
0459 0435
0,097 0,021

0,384

0,73 0,73
— 015 —0.1

009 0,03
— 0,02 — 006

1,1 0.9

0,39
0,29 0,315




[0,95.

[1,00.

[1,05.

[1,10.
[1,15.
[1,20.

[1,25.
[1,30.

[0,90.
[0,95.
[1,00.

[1,05.
[1,10.

[1,15.
[1,20.
[1,25.
[1,80.
[1,35.
[1,40.

[0,90.

[0,95.

[1,00.
[1,05.
[1,10.
[1,15.

[1,15.

Wir wollen nun zur Behandlung der dritten Form der Lemniscate iibergehen, wo also

o= ] st

Um hier den Kreis auf die Lemniscate abzubilden und die Niveaukurven zu bestimmen,

2]
?]
2
1]
0]

bD = D

L)

—_ { %]

=

berechnet

0,066
0.85
0,3
0,62
0,87
0,13
044
0,84

0,1

0,16
0,88
0,13
0,13
0.95
0,62
0,18
0,62
0.96
0,14

0,24
0,68
0,29
045
0.13
0,12
0,26

+ —
0,06 0,12
0.86 0,87
0,29 0,39
0,61 0,59
0,80 0,79
0,09 0,156

032
092 0,71

Kurve V.

0,1
013 021
0,86 0,39
0,12 0,1
0,1 0,07
0,89 0,93
0,58 0,53
0.07 0.07
05 04

0,47

0,44

Kurve VI

0,24
0,60
0,25
0,37
0.02

0,18

045
0,25
0,36
- 0,01
0.03

miissen wir folgende Subsfitnfion benutzen:

il ik itp . i
Setden wir hier 2 = 41y = per‘r und w = x 41y = 18
4 i
|

Rici—1Pw®

=ty

L]

beobachtet

HE alE
0.1 0,15
0,87 0.91
0,33 0,32
0.66 0,61
097 082
0,22 0.1
0.4
0.95 0,83

0 =4,
0,08
0,26 0.21
049 0,91
0,138 0,13
0.19 0,1
0,97 0,91
049 053
011 0.07
0,49 043
0,62

— 0,06

Oii=i b,
0,25
049 0,50
0,28 0,29
040 0,37
0.1 0,03
0,15
0,17

ct—]4

C R¥F—1Ew®

1l i
0,08 0,135
0,865 0,89
0.31 0,365
0,635 0,60
0,82 0,800
0,165 0,125
04 0,32
0,935 0,77
0,09

0,19 0.21
0,88 0,90

0,15 0,12
0,14 0,09

0,93 092
0,50 0.63
0,09 0,07
0.5 042
0,62 047
— 006 — 044
0,245
0,495 0,475
0,256 0,27
0,385 0,365
0,06 0,01
0.15 0,03
0,176

1]

80 1st:

F_
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— Bigp g o2
e ¢ _ Rect—lrte”?
¥ i a5 =
g e ﬂdm (et —19
— By
Mo B -
fer—1Y ——— = — 1#
o
e 202
o e Sl b
i (cos2¢p—isin2g) = - (cos 2p—isin 2p) —1#
o N

hieraus folgt nun:

1 L 2.9

[ R ails :
AMBm = gin A s SRR T e e LGy

&
o RE o
C . i~ O a 3 v
—,,—-Uusl’:‘rjr = = lL'-L\\:'-:‘f-[.l—--l‘]. o T R s SR 2 (S
a° 3tk

Mit Hilfe dieser Substitutionen wollen wir nun aus der Gleichung des Kreises die der
Lemniscate ableiten, nm die Konstante ¢ zun bestimmen. Dazu wollen wir aber noch die
Gleichung der Lemniscate etwas umformen. Diese lautet in Polarkoordinaten:

\/1t—3]

Q'—-Z"]:‘{;sut]:ﬂfq 4-M—gl —= {

pcosZg—+p* — a* hierans folgt nun:

Multipliziert man diese Gleichung mit a*—1* so ist:
ol (al—19—21%p(at-— 1) —(a*—1Y2 = 0
1;1511-5 2E2E2{1l1_].!;:'—i—[ﬂj—]'l':l: — g"i'lﬂ."'

212(at —1%) i (at— ].u}-:

hip — ]
1% - i . —p
{‘J ')

5

(Juadrieren und addieren wir nun Gleichungen 15 und 16, so erhalten wir:

((‘.J |.|\l|‘_' : :E[l.'_a{f-l ld}(, v i I H_l[.!
- ; osdp-1* —
{rl } 9'. IT . r-i
Nun lautet die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten r — R. Es folgt nun

hierans die Gleichung der Lemniscate:

o |: :'._I___|1'-'2
o™ (O }
d_a18 AT \ Sy i
121 p cos g e ==y
.. e
Dieses ist dieselbe Gleichung, die wir vorher hatten, es ist nur zu setzen ¢ — a. Es ergeben

sich demnach folgende Substitutionen fiir die konforme Abbildung des Kreises auf die Lemnis-
cate aus Gleichungen 15 und 16, wenn wir noch R = 1 setzen:

3 i 1
a? o at—l -
P R e e 1 G e e e ]
T o’

2 4 L

fn at—I1b |

sHINdpi=—— R @iR Tl o L e o e s o DB
r* o*
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Aus Gleichungen 17 und 18 folgt: (Siehe Fig. 18), indem die beiden Gleichungen
quadriert und dann addiert werden:

at e (at—1%2
[ R 22__ . cos > |
e e e M =; 1= 4 2] & cos 2 4 o
und durch Division der beiden:
(a*—1*)sin 2¢
o y Oy —
20: o ahy e et ISR St l'—'g”—]—{u"-——]"_ﬁt—uszq
Hieraus folgt nun: Ist p = 0 und r = 1, so ist auch g = 0 und o = V/a2+1* d. h. der
Punkt B entspricht dem Punkt B,. Ist p — 0 und r = 0, so ist auch =0 und ¢ = 0,
daher entspricht der Mittelpunkt M dem Mittelpunkt M,.

Wiihlen wir nun auf der Lemniscate als Einstrémungsstellen den Mittelpunkt M, und
den Randpunkt B,, so entspricht dieses auf dem Kreise auch dem Mittelpunkt M und dem
Randpunkt B. In diesem Falle lautet die Gleichung der Niveaukurven auf dem Kreise

1 S F ;
- —2cosp — C. Hierin haben wir einzusetzen aus Gleichung 19:
v

il{?

'I" e é.\_::_ :‘?{‘-3]-; oS L;-.r;_ l:d_l_ ]1) : _ [:'.!'l : 1,,)._.

. I it
Ferner ist cosp = J,-‘/ - (l 4 . )
il V1-+tg®2p

Unter Benutzung von Gleichung 20 ist dann:

G L Pt (At —IYcosCe
cosp = ' 1}(1 3t : ]ufJ + (a ‘ljulﬁ.__, ‘ )
i b ot 2E 0 (at— 19 cos 2 + (a*—14)?

Setzen wir nun statt r und cosp diese Werte in die obige Gleichung ein, so erhalten
wir die Gleichung der Niveaukurven fiir die Lemniscate. Es liisst sich aber auch sofort iiber-
sehen, dass diese Gleichung eine sehr komplizierte Form annehmen wird, mit der sich wenig
machen lisst,

Wir wollen daher andere Binstrimungsstellen nehmen, um zu einfacheren Gleichungen
zu gelangen, und zwar wollen wir dazu die beiden Endpunkte der Achse A, ond B, nehmen,
Im Kreise entsprechen diese beiden Punkte auch den beiden Endpunkten A und B des Durch-
messers. Ks ist in diesem Falle die Gleichung der Niveaukurven fiir den Kreis (siehe Seite T):

r*+42rRcosp Ei : +R =0

Wir setzen hier R wieder = 1 und erhalten dann, indem wir noch der Gleichung
eme andere Form geben:

(e T
C4-1

(r* + 1;2(

) a® = 4a®ricos?p




Aus Gleichung 17 folgt nun weiter:
2 4 B3

akt-

cos2¢p 12 = —;(2cos’p—1) und hieraus
= J
i s AT : T
{..-—— cosdp=1°+— — —cosp, mit 2r multipliziert
3 I T
Jat—1* Ll X
2r e -COS e -{-J"-]—TE = 4a®r*cos?p
i §

Nun kiinnen wir p eliminieren und erhalten:
| ! s
at_] goad gy avaf G—1 3
L’l"'( 4 t.'tlsf."rlr--f-]"{'-l.,) = ("4 lj?( : ) as
v DT r? C=E
Hierin fiithren wir den auf voriger Seite angegebenen Wert von 1 ein, wobei wir
noch folgende Abkiirzung einfiihren wollen, wir setzen
4

lf__,.-"m-'- 1=,]'-:+31j—'(a'—_-.|1]

cos2p-1* = u, =0 ist

o' 0*
il
e 1
Dann erhalten wir:
Zat at—]4 ) 0—13\2 a .
“1_1 (1 .. L'LJHL.'r;--!-fz—|—1l=') == L - J} a? l1t1"+ l]
Y J"l" - y 3
und hierauns:
o fat—14 L g C—1\( . At
..’et—( o {‘{-;'-Jq-f*l*-f—n‘] — [_?+1) (zi"-{-ll']

Setzen wir nun wieder den Wert von u ein, so erhalten wir:

]-l.

at—]4 "‘.'q____ 12 418
Z’-u?(lﬂz 1_‘1'!52<;+J“-|-| & gjlj -I—HI'*'{t o 2 C0S fr;-+|'l}

0= Aat—10% @ —1% ; ;
_—_[:;.?_JI_]) ['.v:--i—l_-u .:]_}'_f.fl.l'* '_']j"l”ﬁlllr"r-!_]i) e OO TR

{'J {J
als Gleichung der Niveaukurven der Lemniscate.

Aus dieser Gleichung 21 folgt nun fir C = 1;

ad 1 2 (A —]14%  O]F(ad_]¢ !
(] \,]-L'I}E\':_'.:rlf'+ L ) 4 it ’i:rusfq + 1
it ot

a
52

}
und cos*2¢p = 1 cosdp = 4l
: = . 3 . 7
Daraus folgt 20 = 0 und 2¢ = % Nun haben wir schon gefunden, dass fir C =1 p=

ist. Aus Gleichung 18 und aus den gemachten Annahmen folgt, dass fiir p = - auch ¢ =

ist, und wir finden als Niveaukurve fiir diesen Fall die iAchse der Lemniscate, dasselbe, was
wir auch beim Kreise gefunden haben. Es entspricht demnach die yAchse des Kreises der
gAchse der Lemniscate,




Es folgt nun weiter aus der Form der Gleichung 21, dass die Kurve symmetrisch zn
den beiden Achsen liegen muoss, es muss daher die yiAchse das oanze Kurvensystem der
Lemniseate in zwei kongruente Teile teilen.

Fiir ¢ = 0 wird aus Gleichung 21, wenn wir noch setzen:

at—]4 ==
I* = x s H—
+ x und O+ 1 m

Q!
l' @ W o (> P
m\_.(il‘:z: x)* = Zaix4-2alx
| Nun folgt aus Gleichung 19:
i — L
"{:1‘--—]’\3': L (at—19) a® 1
I,f L 492 W) ogop 1 = 2
ol 0° 1

dass die Wurzel nicht negativ genommen werden kann, da wir sonst ein ARt
halten. Demnach "kinnen wir nur folgende Gleichung haben:
(a4 x)2 — 4am?x
x = a2m?— 14+ VT +(2m*—1)Y
Setzen wir fiir m seinen Wert ein, so erhalten wir:

(O 41\ Gl oo
e 0| (7] — E A0
1 [ (U ) — 14 I

B i
= = = G142 .
o—iptvt Vc] |
Nun ist ||
o ai—]4
05— ——= mnd
% x—I|*
n (al —-]']H'-—I':.‘-'
C]" i S8 A T :
a®(0+ 121/ C) —1(Cc—1)
Es darf nun of = a®41* sein, daraus folgt:
@ —1)(0—1)* < a?(C+1+2V/C) —1B(C—1)
BEEng | e +14 ;,1. o
=1 = +V0
st }/C negativ, so erhalten wir }/C < 1. Dieses geht aber nieht, da C —= 1 der -

Grenzfall ist. Wir erhalten daher zur Bestimmung derjenigen Funkte, in welchen die Niveau-
kurven die EAchse schneiden:
v O
" afC+142) i) A LGRS

Wir wollen nun denjenizen Wert von C bestimmen, fiir den die Kurve durch den

Brennpunkt geht, also ¢? = 1%, dann haben wir:
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Ba3(C + 1 +21/0)  —12(0—1)* = (at.—14(C—1)?
|[G+1+L’-"."{'J =a(C—1)

(.J,_w[1]=+u"' [ __[:i+:l}”

(I—a)? — : (l—a)*

s, (ﬂ—f—] 5

a—1

Wir wollen nun diejenigen Punkte bestimmen, in denen di
niscate schneiden. Aus der Gleichung der
haben, folgt:

g Niveaukurven die Lem-

Lemniscate, wie wir sie vorher umgeformt

gt—14 (at—]%2

114 21° cos 2y — + =
[t 0!
(at—1%)¢
It 4-q4—>
g2 dl-_JE_]-..i‘ g"ll
cos 2y - — :
4 o? 212

Fihren wir diese beiden Werte in die Gleichung 21 der Niveaukurven ein:

: . l~1-F—m_l"."4 AR
rial“(t_1'] ='a? e 4 o
Ct1 E s
[\‘.12_|-:"|'.’ e s A | B
19 (et (CT)
it - (at—14)"

L R T (g
/ [_l--f—;1*,.-“—-1-:1-|--(‘J|+_J)

Ist C = 1, so erhalten wir ¢ == }/a*—12, was mit dem friiher Gefundenen stimmt,

Bei der Berechnung der numerischen Werte

der Kurve verfahre ich ebenso wie vorbin,
indem ich zuerst aus den oben abgeleitefen Formeln

die Werte finde, in denen die Kurven die

£Achse und die Lemniscate schneiden. Die iibrigen Werte bestimme ich unter Benutzung der

auf Seite 21 abgeleiteten Substitutionen:
(at—1%)® ,ad—]4

> : + 2eos2pl*—— 4 1* = u?, hieraus folgte
[t o 3 I¥:
= 5

251‘3[“'-7"' Iiﬂ:ﬁfr}'-—i-]:—l—lls] = (l’
0"

, ll"[';n"—f— ufy
C41r7 > :

Ist nun ¢ gegeben, so lisst sich aus den beiden Gleichungen leicht u und ¢ be-
stimmen und ebenso, wenn ¢ gegeben ist, der Radius .
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Die Beobachtung fiihrte ich genau so aus wie bei den anderen beiden Lemniscaten.
Es kommt nur noch hier hinzu, dass ich auch Punkte auf beiden Seiten der nAchse unter-
suchen musste. Alle fibrigen Bezeichnungen sind auch so geblieben wie vorher.*)
Der leichteren Berechnung wegen wiihlte ich von den drei Formen der Lemniscate
3. diejenige, bei der a —= }/'2 ist. (Siehe Tafel 3y MF=1=1=10cm. MA — 173205 cm.
und MB — 10 em,
Kurye I. G = 1,
berachnet beobachtet
o Lt L A hohy Sl _ + .
T T L

[0,1. 0] 0,1 0.1 0,106 0,103

[0:2. 10] 2 2,08 1,88 2,16 2,08 212 1,98
[04. 11] 1 1 1,14 1,08 1,14 1,04 1,07
[0,6. 11] 1 1,04 094 1,02 0,94 1,03 1,00
[0,8. 11,5] 0,5 053 043 0,66 0,43 0,69 0,46
[1,0. 11,5] 0,5 0,52 0,46 0,69 0,46 0,55 0,47

Kuorve IT. 0= 2.
linke Seite der yAchse.

[0,2. 0] 0,12 0,10 0,18 0,14
[0,3. 5] 0,96 0,88 0,88 0,63 0,52 0,755 0,69
[04 7] 0,65 040 070 0,44 047 042 0,085
[06. 9 0,11 0,10 0,17 006 015 0,08 0,16
[08. 9 0,78 0,74 0,80 0,75 0,75 0,745 0,775
[1,0. 10] 0,21 0,28 0,24 0,24 0,28
rechte Seite der nAchse.
[02. 0] 0,12 0,19 0,17 018
[03. 5] 0,96 0,61 0,50 1,14 0,91 RG] 0,705
(04 T] 0,65 0,68 0,43 0,84 0,71 0,71 0,57
[0,6. 9] 0,11 0,00 — 0,07 0,22 0,15 0,155 0,04
[08. 9] 0,7 0.80 0,67 0,92 0,80 0,86 0,735
[1,0. 10] 0,21 0,08 0.29 0,29 0,08
Kurve [II. @ = 4.
linke Seite der ai.—b.'ltse.
[04. 0] 0,20 0,10 0,18 0,14
[05. 4] 0,22 0,32 0,48 0,2 0,32 0,26 0,40

::":I Es ist hier Iil'IE{"l' fl‘.l{Ll_]'I'ilJl‘i in 12 pleiche Taile _L.’L'lL'iHJ welche vom OPunkt ans die Zahlen 1. o |‘i‘l|l['i.‘ll|
o dass ein solcher Teil anch Einheit der Bogenlinge ist. Dann habe ich noch jeden dieser Teils halbiert und

diesen Halbisrungsradius so bezeic

enfiigte. Diese Teilung ist nit

inet, dass ich zu der Bezeichnung des miichst niedrigsten Radins moch 0.5 hin-
ig bai den Kurven, die am Ende der Lemniscate liegen. Ferner sind fiir alle Kurven

L

die Schnittpunkte derselben mit Kreisen betrachtot. Bei der Kurve I ist auf jeder Seite der yAchse in gleicher
Entfernung von ibr ein Punkt beobachtet worden.




(0,4

[(3.5.
| :ﬂJL
J 10,7,
! (0.8
! [0.9.
! é],li ).
}

0.6

0.7

|08,

[0.9.
: 1,0,
. R
- [1,2
i [0,60.

|H_T,

[ 0.8,

[0.9.

(1,0,

Iy
¥ 1.2

[1,0.

0]
4]
5]
fi]
1]
7]

8]

i

4]
5]
."1'|
6]

berechnet

0,83
0,76
0.45
0,91
.29

g

0.20
022
0,83
0,76
(.45
.91

0,29

0,5466
0,62
0.21
017
.84
(.54

0,74

(.5466
0.52
021
017
().=d
0.34
(.74

0,44
().26
079

.18

+
_|..
0.92
0,80
(.54
(.96

rechte Seite der yAchse
0,12
0,39

Kurve IV,

linke Seite der .«'..-";c']liﬂ:.

0.567
0.36
02

012
078

(.29

1.0
0,92
0.63
1,0

0,38

i

0.43
[ﬂHH
0,87
0,52
0.95

.29

0.42
tﬂLT
0,15
(.23
(.34

0,73

3]

beobachtet

_|_

0,81

0.77

041

(.89

027

0,19
0,36
0581
+£x¢
(.47
0.94

.33

=

(.50
0,50
0.26
0.16
0.80
0.81
0,70

rechte Seite der yAchse.

044
1%
.39
0,23
(.92
04

Kurve

linke Seite der gAchse.

0075

0G
042
(1,34

.21

077
0.4

.32
(195
(.44

()84

Y:

04

0.26
77
.16

(.51
(.61
.20
|L1w
0.3

0.26

.83

= 33.96

.49
0.35

(.55

{).2H

(.92
084
057
.98

0.28
(0,85
.84
0,42
(.91

10,65
(.22
0.21
(.86
0.4

(.04
0.24
112

.85
0,34

.49
.33

.52

0475
0,926

0.27

0,185
(1.575
0.835
(.26
0.5
(.94

oo
(Lo

.03
.45
(.225
{0.135
0,79
()30
0,70

0475
.64
.52
0,21
0.RG
0.38

(.85

l]l_l 6T
0,456
(.335
(.85

.25

0.96
0,88
(.60
0.99
0,38

0.355
0,865
0.805H
0,47
0.93

().24

0,535
0,195
0.18
0,346
0.37

0,73

0.62H
0,32
026
(.89
(.39

(.83

l ]__.].j_‘,
(0.295
0.795

0,16




[ 1,0
[1,1.
[1.2.
[1:5:
[14.

[1.2.
[1.3.
[14.
[1:5:

[1,6.

1,
1,
1,

1,9,

[16.

S

o

b

0]

8299 g

-

rechte Scite der mAchse.
— 0,09
0,49

0,28
0.79

Kurve VI,
rechte Seite.
0,29

(.52
(1,24
(0,62

linke Seite der yAchse.

0.18
056
0.26
{ 'J__i}:_[.

b

(==]

beobachtet

(.39
0,25
0,78

0,43
012
0.66

0,66
0,23
(1.H8

+

— 0,052

0,40
(.22

-]

0,74
0,09

TR

0.2TH

0,47

0,205

(.60
(L.80)

0,265

.55

.24

0625

.78

047
0,31
0.83
(.5

0,48
0,17
0.5675

.91

(0.505H
0.25
0,60
0.00

In den Tafeln bedenten die ausgezogenen Linien die berechneten, die punktierten die

heobachteten

I‘L":J}' VEN.
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