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Ist 2 4 it eine Funktion der komplexen Variabeln « + 7y, so kann
man den in einem Punkt # + ¢y der X Y-Ebene vorhandenen Funktions-
wert durch einen Punkt im vierdimensionalen Raum mit den Koordinaten
@, 4y, #,t zur Darstellung bringen. Dadurch wird im R, iiber der X Y-
Ebene eine zweidimensionale Fliche ausgebreitet, welche das Bild der in
den verschiedenen Punkten der X Y-Ebene existierenden Funktionswerte
ist. Wir haben diese Fliche cine Riemamnsche I'ldche oder kurz eine
R-Fliiche®) genannt, weil sie funktionentheoretisch dasselbe leistet, wie die
Riemannsche Fliche im gewGhnlichen Sinne.

Die vorliegende Arbeit, welche die Untersuchung der R-Flichen zum
Giegenstande hat, gliedert sich nun in zwei Kapitel. Das erste Kapitel
behandelt die Kriimmungsverhiltnisse allgemeiner zweidimensionaler Fliichen
des R,; man vergleiche hiezu meine Digsertation**); in der die Flichen des
R, ausfithrlich behandelt sind. Im zweiten Kapitel werden speziell die
R-Flichen untersucht: dieselben sind geometrisch und funktionentheoretisch
interessant. Der in der Normalebene jedes Flichenpunkts liegende Kegel-
schunitt, der die Kriimmungsverhiltnisse vollstindig charakterisiert, ist fiir
alle Flichenpunkte ein Kreis mit dem Flichenpunkt als Mittelpunkt.
Darum sind die Kriimmungshalbmesser aller Normalschnitte in einem
Punkt der Fliche einander gleich. Weiter zeigt sich, daf die R-Flichen

* Herr Blumenthal macht mich in freundlicher Weise darauf aufmerksam, daf
Herr St. Kwietniewski in seiner Diss. ,,Uber Flichen des vierdimensionalen Ranmes,
deren siimtliche Tangentialebenen untereinander gleichwinklig sind, und ihre Beziehung
zu den ebenen Kurven, Ziirich 1902 dieselben Fliichen betrachtet. Die indessen
Herr Kwietniewski einen von dem meinigen wesentlich verschiedenen Standpunkt
einnimmt, und unsere Arbeiten nur wenige Beriihrungspunkte zeigen, so nehme ich
keinen Anstand, meine Arbeit ungeiindert zu vertffentlichen, In einigen FuBnoten
werde ich auf die Dissertation von Herrn Kwietniewski verweisen.

**) Die Kriimmung der zweidimensionalen Gebilde im ebenen Raum von vier
Dimensionen, Tiibingen 1897. (Im folgenden kurz mit Diss. zitiert.)
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Minimalflichen des R, sind; man erhilt so eine geometrische Deutung
fiir das Dirichletsche Prinzip und den Greenschen Satz. Durch Projektion
einer R-Fliche in eine Schar dreidimensionaler Riume erhiilt man eine
Schar gewthnlicher Flichen, die wir assoziierte Projektionsflichen genannt
haben, weil sie in naher Beziehung zu einer Schar assoziierter Minimal-
flichen stehen. Diese Projektionsflichen sind alle aufeinander flichentren
bezogen, haben in entsprechenden Punkten dasselbe KriimmungsmaB und
besitzen quadrierbare Asymptotenlinien. Zu diesen Flichen gehoren die
von Dini und v. Lilienthal untersuchten Flichen; einzelne derselben
hat Dyck modellieren lassen (vgl. die FuBnoten zu § 9 und § 13). Alle
aufeinander abwickelbaren R-Flichen sind kongruent oder Spiegelbilder
voneinander in Beziehung auf einen R,.

Die Projektionen der R-Fliche auf die X Y-Ebene und die Z7-Ebene
sind konforme Bilder der Fliche selbst und die R-Fliche vermittelt so in
einfacher Weise die konforme Abbildung der X Y-Ebene auf die Z7-Ebene.
Die Tangential- und Normalebenen der R-Flichen sind eigentiimlich im
R, orientierte Ebenen und bilden einen Komplex. Die Giiltigkeit des
Cauchyschen Integralsatzes ist eine Folge dieser Orientierung der Tangential-
ebenen der R-Flichen.

Am Schlusse der Arbeit haben wir noch das Produkt zweier kom-
plexer GroBen durch ein Rechteck im vierdimensionalen Raum gedeutet
und dieses Rechteck den Produktvektor genannt: man erhiilt so eine ein-

fache geometrische Interpretation des Integrals fF(rb+iy) (dz+1idy), die
eine Verallgemeinerung der bekannten Deutung eines Integrals durch eine
Fliche im reellen Gebiet ist.

I. Kapitel.

Die Krimmung der zweidimensionalen Gebilde im ebenen
Raum von vier Dimensionen.

§ 1L
FundamentalgroBen erster und zweiter Ordnung.
Eine Fliche F, im ebenen Raum von vier Dimensionen (kurz R))
wird dargestellt durch Gleichungen von der Form

(1) z=2au,v), y=yu,v), 2==2z(u,v), t=_i(u,v),

so daB also die Koordinaten (#yz¢) eines Flichenpunkts Funktionen zweier
variabler Parameter w, v sind. Von diesen Funktionen setzen wir stets
voraus, dafl sie voneinander unabhiingig und samt ihren ersten und zweiten
Ableitungen stetig sind. Drei der Gleichungen (1) allein stellen eine
zweidimensionale Fliche im gewthnlichen Raume dar, niimlich die Pro-




Riemannsche Flichen im ebenen Raum von vier Dimensionen. 3

jektion der F, auf jenen Raum. Wir nennen diese Fliche kurz die
Projeltionsfliche jenes Raums.
Setzt man zur Abkiirzung
ow oz
RS e e B e T ete.
und
E=323 F=3zz G=23z}
wo in den in Beziehung auf zyz¢ symmetrischen Summen nur das auf
x beziigliche Glied angeschrieben ist, so erhilt man fiir das Linienelement

ds der Fldche den Ausdruck
2 ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv®.

Zu den GriBen E, F, @, welche wir die Fundamentalgrifen erster Ordnung
nennen, treten im folgenden noch zwdlf weitere D, D), D, (u=2,v,2,1),
welche auch die zweiten Ableitungen von «,y, 2, ¢ enthalten, und die wir
Fundamentalgrofen sweiter Ordnung nennen. D, bedeute die Unterdeter-
minante von 4, in folgender Determiante '

LA g,
t

(% Y &
|

|y Yy &
|

| &y Yy Py by
Aus 'D,u erhilt man der Reihe nach D;, D;, wenn man in D,u in der
letzten Horizontalreihe die Indizes 11 bezgl. durch 12 und 22 ersetzt.
Wir definieren endlich noch drei GriBen e, f, g, welche sowohl die
ersten als auch die zweiten Ableitungen von z, 9, 2, t im zweiten Grad
enthalten, durch folgende Gleichungen

-

3)

b
v

(2 % % 4 ; (21 ¥ &4 4 R

4) %y Yo B b := — (% Y3 25 T Hor Ty Ys % b e
Ty Y Ay by Ty Yu Fu ta % (Tye Yy %z byl
| By Y Fy by } | Tay Yoy Ay log l Tay UYgg g Tgg

g 2
Tangentialebene, Normalebene, zweite Anniiherungsfliiche.

Die Gleichung
1) A(X—z) + B(Y—y) + C(Z—=z) + D(I'—t) =0,
wo A, B, C, D Konstante, X, Y, Z, T laufende Koordinaten sind, stellt
einen durch den Flichenpunkt (z, y, 2, ¢) hindurchgehenden dreidimen-
sionalen ebenen Raum R, dar. Geht dieser R; auch noch durch die
Punkte # 4 @,du, y + y,du ete. und # 4 z,dv ete., so muB
1




K. KomuereLr.

4

2 Az, + By, + Cz, + Dt, =0,
(3) Az, + By, + Cz, + Dty =0
sein. Die Gleichungen (1)—(3) stellen eine oo’-fache Schar von R, dar,
welche alle durch die Ebene
() X—w=2ia +psy; Y—y=2Ay+pyy; Z—2=>~e + pzs;
T—it =214 + uiy

hindurchgehen, wobei 4, u variable Parameter sind. Diese Ebene nennen
wir Tangentialebene oder erste Anndiherungsfliche und jene Schar von R,
welche durch diese hindurchgehen, Tangentialriwme.

Die Ebene senkrecht zur Tangentialebene heifit Normalebene. Die
(leichungen der Normalebene lauten
) M= X—-z)2, + (Y9, + (Z—2)2 + (1)}, =0,

N=(X—-2)2, + (Y—9)ys + (Z—2)z, + (T'—t)t, = 0.

Die Schar von IR, M4 AN=0

wo A willkiirlich ist, geht durch die Normalebene: wir nennen diese R,
Normalrduwme. '
Wir wihlen nun speziell als Parameter u, » der Fliche die Koordi-
naten z, ¥, dann lauten die Flichengleichungen
r=z, y=y, 2:=[(,9), 2t=9(,y).
Weiter setzen wir voraus, dafl der Nullpunkt ein reguldrer Flichenpunkt
ist, so daB sich f und ¢ nach steigenden Potenzen von @, y entwickeln
lassen: wir erhalten dann
20 =ma + ny + az® + 2bxy + ey + - - -,
2t = pa + vy + az® + 282y + py 4 - - -
Endlich denken wir uns die Fliiche so zum Koordinatensystem- orientiert,
daB die Ebene z —¢ =0 Tangentialebene der Fliche im Nullpunkt ist.
Man erhilt dann nach (4) als Flichengleichungen
2z = aa® + 2bxy + cy* + - - -,
2t = wa® +2Bzy + yy? + - - -

Sieht man nun z,y als unendlich kleine Grifen an, so kann fiir den
Nullpunkt in allen Fiillen, wo nur unendlich kleine Glieder bis zur zweiten
Ordnung (Kriimmungen) beriicksichtigt werden miissen, die Fliche durch
die einfachere mit den Gleichungen
(6) ' 22 = ax® + 2bzy + cy’

2t = ax® 4 282y + py?
ersetzt werden. Wir nennen daher die Fliiche (6) die zweite Anmiiherungs-
fliche. Fiir die Anniiherungsfliche ist die Ebene z =0, {=0 die Tan-
gentialebene, die Ebene 2 = 0, y = 0 die Normalebene.
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Riemannsche Flichen im ebenen Raum von vier Dimensionen.

Kriimmung der Normalschnitte. Hauptschnitte.

Wir schneiden nun die zweite Anniiherungsfliche mit einem be-

liebigen durch den Nullpunkt gehenden R; und untersuchen die Kriim-
mung der aus der Fliche ausgeschnittenen Raumkurve C im Nullpunkt.
Bildet dieser R, mit dem durch die Kurventangente im Nullpunkte be-
stimmten Normalraum den Winkel 3 und ist weiter o, der Kriimmungs-
halbmesser der Kurve C, o der Kriimmungshalbmesser der Kurve, die
jener Normalraum aus der Fliiche ausschneidet, so gilt auch hier, wie wir
nicht ausfithrlich beweisen®), das Meusniersche Theorem
(1) 0y = 0 COS .
Da so der Kriimmungsradius jedes ,schiefen Schnitts sich in einfacher
Weise durch den Kriimmungsradius des zugehérigen Normalschnitts aus-
driickt, so betrachten wir des weiteren nur noch die Kriimmung der
Normalschnitte.

Wir schneiden also die Anniherungsfliche mit dem Normalraum
(2) y—Aiz=0 oder y—atgep=0 (d h. 1=tgog).

Dabei bedeutet ¢ den Neigungswinkel der Tangente der ausgeschnittenen
Raumkurve mit der X-Achse. Hine leichte Rechnung ergibt fiir den
Kriimmungsradius o

3 1 _ (a+ 2bﬁ.+ca=)2+ (cc+ 284 -+ -,-;;f_)z

C) (ﬁ_( TALTE 128 ¢

Die Gleichung (3) liBt sich noch in der bemerkenswerten Form
1 1 1
e

schreiben, wobei o, der Kriimmungshalbmesser der Kurve ist, die durch
y — Az —0 aus der Projektionsfliche des Raumes #= 0 ausgeschnitten
wird, und g, die analoge Bedeutung hat. Die Gleichung (3) zeigt, dafl im
allgemeinen ¢ nie Null und nie unendlich wird, daf also der Krimmungs-
radius fiir alle Schnitte dasselbe Zeichen hat. In diesem Sinne haben wir
also auch keine den Haupttangenten gewdhnlicher Flichen entsprechende
Richtungen. Wenn aber die Ausdriicke
a+2bi+cA? und o« 281+ pA°

fiir einen Wert von 4 gleichzeitig verschwinden oder, was dasselbe ist,
wenn die Resultante dieser beiden Formen

4(ac—b%) (ay—p®) — (ec+ap—20bp)° =0
* Vgl Diss. § 4.
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ist, so wird ein Kriimmungshalbmesser unendlich groB. Wir haben dann
einen Flichenpunkt mit besonderen Eigenschaften, den wir einen Punkt
mit parabolischer Kriimmung nennen, oder kurz einen parabolischen Punli.

Um nun die Mazimal- bezw. Minimal- Werte fiir den Kriimmungs-

halbmesser zu erhalten, bilden wir mit Hilfe von (3) ddi (513-) = 0. Unter

Weglassung von Faktoren, die von Null verschieden sind, erhilt man so
die Gleichung
(4) [a+2bA+cA®|[bA%+ (a—c) A—b]+[e+2 B4 +p A7) 12+ (a—p) A—B]=0.
Diese Gleichung lehrt, daB hier im R, eine Fliche vier Haupthritmmungs-
halbmesser besitzt, wihrend Flichen im R, deren nur zwei besitzen. Be-
denkt man aber, daf bei diesen zwei Kriimmungshalbmesser unendlich
grof sind, und rechnet man diese den Hauptkriimmungshalbmessern zu, so
hat man im ganzen auch vier Kriimmungshalbmesser. In der Tat, wendet
man (4) auf eine Fliche im Ry {=0 an und setzt demnach ¢ =pf=y=0,
so erhilt man zur Bestimmung der Hauptschnitte die Gleichung
(a42bA+ci?) (bA*+(a—e)A—b) = 0.
Der erste Faktor, mit Null verglichen, gibt aber die beiden Werte von 4
fiir die Asymptotenrichtungen, der zweite Faktor die beiden Werte von 2,
die den Kriimmungslinien entsprechen. Verschwinden fiir einen Wert
von 4 die beiden Formen a + 204 + cA® und « + 281 + p4i* gleichzeitig
(parabolischer Punkt) so wird durch diesen Wert (4) befriedigt; in einem
parabolischen Pumkt gibt es daher nwr drei endliche Haupthriimmungshalb-
messer. In diesem Fall werden durch den entsprechenden Normalraum
y — Aw =0 aus den Projektionsflichen in die Rdume z=0 und {=0
gleichzeitig Asymptotenrichtungen ausgeschnitten. Hhbenso sieht man, daB,
wenn ein Normalraum aus einer der Projektionsflichen eine Asymptoten-
richtung, aus der andern die Richtung einer Kriimmungslinie oder aus
beiden Richtungen von Kriimmungslinien ausschneidet, dieser Raum ein
Hauptschnittraum ist d. h. eine Hauptkriimmungsrichtung aus der Fliche
im R, ausschneidet. Die weitere Diskussion schliefen wir unten (§ 7)
an die sogenannte Charakteristik an:

§ 4.
Schnitt konsekutiver Normalebenen. Charakteristik.
Nach § 2, (5) lauteten die Gleichungen der Normalebene im Punkte
(x) y’ 2, t)
(1) E2(X—z)z, =0, Z(X—2z)z, =0,

wo in den Summen nur das auf z beziigliche Glied angeschrieben ist.
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Schneidet man diese Normalebene mit der des henachbarten Punktes
x -+ dx, y + dy ete., so erhilt man weiter
(2) 2(X—a)de, = Edu+ Fdv, XE(X—z)dz, = Fdu+ Gdv.

Lost man (1) und (2) nach X — 2z, ¥ — y ete. auf, so folgt nach den

Bezeichnungen von § 1 leicht

LD —FD)ydu*+ (ED] —GD)ydudv lfD” Gf)\rl@
e Ddw? + ¢ 2 (D,

~edu®F 2fdudv 4 gdv* 3
3 v (ED, —F}J LA +(TD GD)dudt:-{ (FD, —CD\{I?
@) s — edu'd-2fdudvt gdv: 5 ?
et et ey L ;
T—1t=

Jeder Fortschreitungsrichtung - -E auf der Fliche entspricht nach (3) ein
bestimmter Punkt (X, Y, Z, T) in der Normalebene des Flichenpunkts

(2, 9, 2, t). Durchlduft j’:
ebenen aller Punkte einer kleinen geschlossenen Kurve auf der Fliche, die
den Flichenpunkt (z, 9, 2, ¢) umgibt, mit der Normalebene dieses Punltes,
so wird in der Normalebene ein Kegelschnitt exzeugt, den wir die ,Charalite-
ristik nennen. In § 7 wird sich niimlich zeigen, daB dieser Kegelschnitt
die Kriimmungsverhiiltnisse im Flichenpunkte vollstiindig charakterisiert,
iihnlich wie die Indikatrix gewohnlicher Flichen. Die Gleichungen dieser

alle Werte d. h. schneidet man die Normal-

Charakteristik sind durch (3) gegeben, in denen j’:é als variabler Para-
meter anzusehen ist. Die Asymptotenrichtungen der Charakteristik erhilt
man durch Nullsetzen des Nenners in (3)

(4) ' edu? 4 2fdudv + gdv* = 0.

Den Asymptotenrichtungen der Charakteristik entsprechen zwei Richtungen
auf der Fliche selbst, die wir die Asymptotenrichtungen der Fliche nennen,
diese sind durch (4) bestimmt. Je nachdem eg — f* i 0, ist die Charakteristik
eine Ellipse bezw. Parabel oder Hyperbel. Wir werden weiter unten (§ 5)
danach eine Binteilung der Flichenpunkte in drei Gattungen vornehmen.
Wir wenden die Gleichungen (3) noch an auf die Gleichungen der zweiten
Anniiherungsfliiche (§ 2, (6)): dieselben lauten

(5) 20 = aa® + 2bxy + cy?, 2t = aa? 4 2Pxy + yy*.

Wir haben hier #, y als die verinderlichen Parameter u, » zu betrachten
und erhalten so fiir die Charakteristil im Nullpunkt die Gleichungen:




(9) sinv— bgeiil i |
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sl ae s muliy skl e BNl e A= PR Gl
X=0; ¥Y=0; Z= o5 6 Fot)— BF oD @toD)

PR R il s :
(@85 bFed)— B+ (atod)

Dabei ist :3 = 1 gesetzt. Jedem Wert von 4 oder jedem Element, das der

(6)
=

Normalraum y — Az =0 aus der Fliche schneidet, entspricht demnach
ein Punkt M in der Charakteristik (6), die in der Normalebene X = 0,
Y = 0 des Nullpunkts liegt.

Wir untersuchen nun die Lage des Punktes M zur Schmiegungsebene
der Raumkurve, die der Raum y — Az =0 aus der Fliche schneidet.
Man erhilt als Gleichungen dieser Schmiegungsebene

Z  a-+2b14eca?

(7 T T e eyt Y—1X=0.

Ist weiter O der Ursprung, so erhilt man als Gleichungen fiir O M nach (6)
ZA B (= b T SR o

8) P A (g — ) b X=0; Y=0.

Bezeichnet man weiter mit v den Winkel, den O mit der Schmiegungs-
ebene (7) bildet, so erhilt man leicht

[a+ 202+ 72*][BA+ (e—9)d—B] + [a+ 203+ cA*][D 22+ (a— )2 —1)]

Y UTet-2B 7 9T [k 20k ol ) ([BF - (@—n)i—BPF (0P (e— 0101
Fiir v =0 erhilt man gerade die linke Seite der Gleichung (4) § 3, es
folgt daher: Der Schnittpunkt (M) Fkonsekutiver Normalebenen, in der
Richtung emnes Houptschnitts genommen uwnd nwr in dieser, liegt in der
Schmiegungsebene des durch jene Richtung gelegten Normalschnitts.

Durch diesen Satz sind die Hauptkriimmungsrichtungen genau so
charakterisiert, wie durch den analogen Satz die Hauptkriimmungsrich-
tungen der Flichen im R;.

Wir setzen nun zweitens in (9) v = : Man erhélt dann

a -+ 2bA + ca? e+ 204y |
102+ (a—c)a —b BA*+ (e—p)d—B
Beniitzt man die Identitit
|le+pi p+ypi L 4] | a+42blica? a+pityit |
la4+bA bted| | —a 1|7 |bA+(a—c)A—b BA+(a—p)A—B|
und liBt den von Null verschiedenen Faktor von 1 4 1% weg, so folgt

@+ i f+ya
a+bi b4 cd

(10)

(11)
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Die linke Seite von (11) ist aber der Nenner der Charakteristik (6). Fiir
die Asymptotenrichtungen steht also OM senkrecht zur Schmiequngsebene;
dies erinnert an den Satz der Fliche im R;, nach dem fiir die Asymptoten-
kurven die Flichemnormale senkrecht zur Schmiegungsebene steht.

Involution auf der Fliche. Einteilung der Flichenpunkte.
Die weiteren Erorterungen schlieBen sich wieder an die Gleichungen
22 = aw? + 2bzy + cy?,
2t = a2® + 2Bzy + py®
der zweiten Anndherungsfliche an. Da im folgenden wiederholt die In-
varianten der beiden quadratischen Formen

@) fi= 02"+ 2boy +cy’s  fy=oa® + 2pay +py°
auftreten, so setzen wir zur Abkiirzung

()

D, = a¢c — b® Diskriminante von f,,

DzZE“?_ﬁ2 » ” 1(2,-

Dy = ay + «c — 20 Simultaninvariante von £, und f;,
(3) D= a0y fm ey Funktionaldeterminante von /; und f;,

ox + By px+yy| 7
R =D}, — 4D,, Dy, Resultante von f; und f,.

Die Tangentialebene in einem Punkt einer Fliche des R, schneidet aus
flieser eine Kurve aus, die im Beriihrungspunkt einen Doppelpunkt besitzt.
Ahnliches ist fiir Flichen im R, der Fall, indem jeder Tangentialraum
4) 2—kt=0 oder z—1{tgp =0 (k=tg @)
eine Raumkurve aus der Fliche schneidet, die im Beriihrungspunkt einen
singularen Punkt besitzt. Das Tangentenpaar in diesem Punkt ist- durch die
Gleichung

(5) fi — kfy = (a—ke)a® 4+ 2(0—kp)xy + (¢c—ky)y®* =0

bestimmt. Das Tangentenpaar (5) liegt in der Tangentenebene d. h. in
der X Y-Ebene. Drei verschiedene Tangentialriiume, entsprechend den
Parametern /, &y, &y, schneiden sechs Linienelemente aus der Fliche, die
durch die Gleichungen bestimmt sind, die man durch sukzessive Sub-
stitution von &y, ky, k&, fiir & aus (b) erhidlt. Da die Resultante dieser drei
Gleichungen verschwindet, so liegen die sechs Elemente in Involution*)
Es folgt: Die einfach unendliche Schar (4) von Tangentialriumen paart
die von dem Nullpunkt ausgehenden Flichenelemente involutorisch.

*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniéiren algebraischen Formen, § 58.
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Setzt man in (5) die Diskriminante gleich Null, also
(6) Dyok* — Dyple + Dyy = 0,
so erhilt man zwei Werte %, k, von %, welche die Doppelstrahlen der
Involution bestimmen. XEs ist dann

i -D:s_' -R
() E=2uFVE g g,

Die Gleichung fiir die Doppelstrahlen selbst erhalten wir, indem wir bilden

(fi—Fuf3) (fi—Fkefy) = i’ — (ky +k) fife + kksfy® = 0,
Dszﬂe ) D12f1f2 4= aneg = 0.

Die linke Seite ist aber identisch mit — &2%.%) Die Doppelstrahlen sind
also durch die Gleichung

ax + by bz + cy|

ez +By Bz + 7yl
‘hestimmt. Beachtet man § 4, (6), so folgt: Die Doppelstrahlen der In-
volution sind die in § 4 definierten Asymptotenrichtungen. Die Involutions-
paare werden daher von den Asymplolenrichtungen harmonisch getrennt.
Diese Doppelstrahlen konnen als Analogie der Doppelstrahlen der Involu-
tion in der Indikatrix gewohnlicher Flichen gelten und die Benennung
,Asymptotenrichtungen® scheint daher von neuem gerechtfertigt. Die zwel
Tangentialrdume, welche diese ausschneiden (2 — kit =0, 2 —kyt = 0),
sollen ,, Asymptotenrdume* heillen.

Aus (7) ergibt sich nun, daB, je nachdem R >0, R=0, R <O st
die Asymptotenrichtungen reell verschieden, reell zusammenfallend, imaginiir
sind. Entsprechend ist dann die Charakteristik § 4, (6) eine Hyperbel,
eine Parabel oder eine Ellipse. Im ersten Falle (R>0) nennen wir daher
den Flichenpunkt einen hyperbolischen, im zweiten (R=0) in Uberein-
stimmung mit § 3 einen parabolischen, im dritten Falle (R<0) einen
elliptischen Pumkt. Tm parabolischen Punkte ist ein Hauptkriimmungs-
halbmesser unendlich groB (s. § 3). Da weiter nach § 4, (4) in einem
allgemeinen Flichenpunkt (z, y, 2, t) die Asymptotenrichtungen durch die

oder

Spidhuog edu® + 2fdudv + gdv® =

bestimmt sind, so ist der Fldchenpunkt ein hyperbolischer, parabolischer
oder elliptischer, je nachdem [*— eg grifer, gleich oder Kleiner als Null ist.
Wir bilden nunmehr Paare von Tangentialraumen, welche aus der
Fliiche vier harmonische Strahlen ausschneiden. Damit die vier Linien-
elemente, welche durch die beiden Gleichungen
fl_kf?=0? vfl_;'].f2=0

# Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, § 57.
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bestimmt sind, sich harmonisch trennen, mufl die Simultaninvariante der
linken Seiten verschwinden. Man erhilt
(8) 2kl Dy, — (k+1)Dyy + 2Dy, = 0.

Die Form dieser Gleichung zeigt, daB die Pawre won Tangentialrdumen,

welche vier harmonische Flichenclemente ausschneiden, eine Involution bilden.
Fiir % = k, erhilt man aus (8) die Doppelriume dieser Involution, niimlich

l:.'. e 'DIE i VE
b = ——2—D” =

Nach (7) sind die Doppelriume die Asymptotenriume. Das Rechtwinkel-
paar von Tangentialriumen in der Involution, ,die Rechtwinkelriume®,

erhilt man, indem man in (8) &= — ;_ = tg ¢ setzt. Man erhdlt so
et

DIE
(9) tg2p = 52t

Durch (9) sind zwei aufeinander senkrechte Tangentialrdwme definiert, die
aus der Fldche vier harmonische Linienelemente ausschneiden und die Winkel
der Asymptotenrdwme halbieren. Wir nennen diese Riaume mit spiterer
Begriindung , Haupthriimmungsrdume”. Man zeigt leicht, daB im para-
holischen Punkt die beiden Asymptotenriume mit einem der beiden Haupt-
kriimmungsriiume zusammenfallen.

§ 6.
Die Kriimmung der Projektionen in die Tangentialriume.
Biegungsinvariante.

Wir gehen wieder aus von den Gleichungen (6) § 2 der zweiten An-
naherungsfliche:
22 =ax® + 2bay + cy’,

2t = aa®+ 282y + yy>.
Wir drehen nun die Koordinatenrdume 2z =0 und #=0 um die Tangential-
ebene (X Y-Ebene) um den Winkel ¢, setzen demnach
g=1, singp 4z cosp, t=1% cosqp — 2 sing

und erhalten als Gleichungen der Anniiherungsfliiche in Beziehung auf das
neue Koordinatensystem
22 = (@ cos @ —a sin @)2® + 2(b cos ¢ — B sin @) 2y

+ (¢ cos 9 —p sin @)y,
2t, = (@ sin @ + « cos @)z? + 2(b sin @ + f cos @) zy

+ (¢ sin @ + p cos @)y

(1)
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Die (leichungen der Projektionsfliche in den Tangentialraum z, = 0 lauten
21, = (a sin @ + « cos p)a* + 2(b sin @ + f cos Q) 2y

(2) -+ (¢ sin @ + p cos )y,
5 = 0.

Ty

1
Sind o, und g, die Hauptkriimmungshalbmesser dieser Projektionsfliiche,

so ist nach bekannten Formeln

- 10 — (@ sin @ + @ cos @) (¢sin @ + p cos @) — (bsin ¢ + fi cos @)? oder
‘o 0,09
()i

5 —D,, sin® ¢ 4 Dy, sin @ cos ¢ + Dy, cos® .

Variiert @, so erhilt man aus (2) die den verschiedenen Tangential-
riumen entsprechenden Projektionsflichen. Das KriimmungsmaB (3) dieser
Fliichen variiert damn offenbar wie die reziproken Kriimmungsradien
folgender im Ry ¢=0 gelegenen Fliche
(4) 92 = Dy + Dyyzy + Dy y*.
Alle Siitze also, welche fir die Kriimmungsradien der Normalschnitte
gewdhnlicher Flichen gelten, finden fir das Kriimmungsmal der Pro-
jektionsflichen die entsprechende Deutung. Inshesondere erhiilt man zwei
extreme Werte fiir das KriimmungsmaB, entsprechend den Hauptkriim-
mungsradien der Flichen im R, weiter Kriimmungsmafe mit dem Wert
Null, und endlich einen dem Eulerschen analogen Datz.

Die Tangentialriiume, deren Projektionsfliichen einen extremen Wert

= e . 5 e d
des KriimmungsmaBes besitzen, erhiilt man aus (3), indem man (9 4 ) =
10

dg
getzt. Hs folgt so
D

= [5 12
b tg 20— """
( ) g DZE_DH
Durch (5) sind also zwei aufeinander senkrechie Tangentialriwme definiert,
in welche projiziert die Fliche Flichen mit mazimalem bzw. mirimalem
Wert des Haupthriimmungsmapes gibt. Diese Riiume sind aber nach § 5, (9)
identisch mit den dort definierten Haupthriimmungsriiwmen.®) Ihre Be-
nennung scheint so gerechtfertigt.

Die Projektionsflichen mit dem Kriimmungsmall Null erhilt man,

indem man in (3) {}19 = 0 setzt. s folgt
152

(.“) tg 0= 9 l}“ :

Durch (6) sind zwei Tangentialriiume, , Nullriume, definiert, welche, wie

* Vgl Killing, Nicht-Euklidische Raumformen p, 248.
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man leicht zeigt, auf den Asymptotenriumen des § 5 senkrecht stehen.
Da in § b sich gezeigt hat, daB die Winkel der Asymptotenriiume durch
die Hauptkriimmungsriume halbiert werden, so werden auch die Winkel
der Nullriume durch die Hauptkriimmungsriume halbiert. Setzt man
; TE 7 i . 1
endlich in (3) ¢ + 5 statt @, so erhilt man das KriimmungsmaB ol

1 82

der Projektionsfliche in den Raum # = 0. Es folgt so

1 1

r{- e SroeTy D -I' _D .

(M ioe T ovor = Dut Du

Die Summe der Kriimmungsmafe zweier Projektionsfliichen in Beziehung

auf zwei beliebige zueinander senkrechte Tangentialriuwme ist also konstant.
Man kann zeigen®), daf diese Summe fiir einen allgemeinen Flichen-

punkt aus dem Ausdruck fiir das Linienelement

(8) ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv*

durch dieselbe Formel erhalten wird, durch die man das GauBsche Kriim-
mungsmaB einer Fliche im R; mit dem Linienelement (8) berechnet.
Diese Summe ist daher eine Biegungsinvariante, die man passend eben-
falls das Kriimmungsmaf der F'liche nennt.

S

Die Charakteristik.

Wir untersuchen nun den in der Normalebene (Z7'-Ebene) eines
Flichenpunkts gelegenen Kegelschnitt, den wir in § 4 Charakteristik
nannten. Hs wird sich zeigen, daB dieser Kegelschnitt die Kriimmungs-
verhiiltnisse im Flichenpunkt klar iibersehen lift: auflerdem werden wir
mit seiner Hilfe imstande sein, Genaueres iiber die Hauptkriimmungsradien
auszusagen. Wir kniipfen zu diesem Zwecke an die Gleichungen (6) § 4

'8 A (e—pi—f
S i T AL ) ;
X=0; Y=0; 2= 150 0Fot) — GFr@F0’

e it le—at—0b

(1)

Y

unsere Erérterungen an. Jeder Fortschreitungsrichtung 4 = =~ der Fliche

entspricht darnach ein Punkt (X, Y, Z, T') der Normalebene. Von der Ein-
teilung der Flichenpunkte nach der Natur des Kegelschnitts war schon
in §4 die Rede. Wir bestimmen hier nun zunichst die Lage der

* Vol. Hovestadt, Programm des Miinsterschen Realgymnasiums 1880,
D 1 t=} L=T1
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Asymptoten von (1). Man erhiilt die Gleichungen der Asymptotenrichtungen,
indem man aus den beiden Gleichungen

Z R4 (e —p)i—p e+ i f+yd
9 e bt bsS -
(-’) T bi*+(a—e)l— Db und a -+ b b*i‘fll
1 eliminiert. Quadriert man die Determinante und beachtet die Identitit

4, (10), so erhiilt man die beiden Gleichungen
Dys(a+2b2+¢a%)? — Dyg(a+2b4+cd®) (a+261+y4%)
+ Dyy(eh2pitrat) =

(a+2bi+ca?) (BA2+(@—p)A—PB) — (a+2B4+pA%) (bA*+(@—0i—b) = 0.
Aus diesen beiden Gleichungen und der ersten Gleichung (2) liBt sich
aber 2 bequem eliminieren; man erhilt so fiir die Asymptotenrichtungen
der Charalteristil:

(3) D22+ D ZT + Dy T =0
oder
Z h=s

Diese Gleichung stellt aber, wie man aus § 6, (6) erkennt, die Nullriume
dar. Es folgt: Schneidet man die beiden Tangentialrdume (Nullriume),
auf welche die Fliche projiziert Flichen mit dem Kriimmungsmafs Null
gibt, mit der Normalebene, so erhilt man in dieser zwei Gerade, welche
die Asymptotenrichtungen der Charakteristik sind.

Bestimmt man zu dem Geradenpaar (3) das Paar von Winkelhalbieren-
den, so erhilt man die Gleichung fiir die Achsenrichtungen des Kegel-
schnitts. Eine kleine Rechnung gibt

(5) -DlseZs+2(Bss_Du)ZT—D12—ng
Setzt man hier T‘J = tg @, so erhiilt man fiir die Achsenrichtungen
D
SRR e
tg =9 Da'.' = Dn

Nach §6, (5) folgt: Durch die Haupthritmmungsriwme werden aus
der Normalebene die Achsenrvichiungen der Charaliteristil ausgeschnitten.

Aus (1) folgt, daB die Gréfe ,J. sich durch Vertauschen von 4 mit

- % nicht #ndert. Zieht man demnach durch den Flichenpunkt zwei

aufeinander senkrechte Linienelemente und schneidet die Normalebenen
in den Endpunkten mit der im Anfangspunkt, so liegen die beiden
resultierenden Schnittpunkte mit dem Flichenpunkt in gerader Linie. Der
Flichenpunkt ist nun nicht etwa Mitlelpunkt des Kegelschnilts, da die GriBe
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Z*+ T* durch Vertauschen von 4 mit — = ihren Wert iindert, sondern

ein nicht niher charakterisierter Punkt, jedoch im Innern des Kegelschnitts;
denn jede Gerade durch den Flichenpunkt Z 4 67'= 0, wo ¢ eine be-
liebige Konstante bedeutet, schneidet den Kegelschnitt in zwei reellen
Punkten, da das Absolutglied der Gleichung dieser Geraden, in 1 ge-
schrieben, — 1 ist.

Man schneide nunmehr die Normalebene mit dem Tangentialraum
Z=0. Dieser wird aus der Normalebene eine Gerade (die 7-Achse) aus-
schneiden, auf der vom Kegelschnitt zwei Strecken 7' und 7, begrenzt
werden, entsprechend den beiden Wurzeln 4, und 2, der Gleichung

B2+ (e—p)d —p=0.

Beachtet man die Identitiit § 4, (10), so erhiilt man jene beiden Strecken
durch folgende Gleichungen

r 1 a-2pa-+yd2 S
(7) 1.=--—'ti—§-_-;—y- -5 BA+ (e—p)l — B =0.
Diese beiden Gleichungen gestatten nun eine interessante Deutung: Pro-
jiziert man die Fliche in den Raum Z =0, so erhiilt man eine Projektions-
fliche mit den Gleichungen
2t = ax® + 2Bxy + yy®, 2=0.

Die Normale dieser Fliche ist die 7-Achse. Die Hauptkriimmungshalb-
messer (R) der Projektionsfliche erhilt man wie bekannt durch die
Gleichung

1 o424+ yd*
RISt

B2+ (e—p)h —p =0

zu gentigen hat. Hs ist demnach

wobei 4 der Gleichung

1 i

Ra= T

Da nun offenbar Z = 0 ein ganz beliebiger Tangentialraum ist, so folgt:

Satz L. Schneidet man die Charakteristil mat dem beliebigen Tangential-
raum Z =0, so erhilt man zwei Abschnifte T, und T,. Die Gerade,
auf der T, und T, liegen, stellt die Normale, ihrve Endpunlkte stellen die
Houptlriimmungsmittelpunkte, die Abschnitte T, und T, die Haupthriim-
mungshalbmesser der in den Raum Z = 0 projizierten Fliche dar.

Nach diesem Satze kann daher die Charakteristik auch auf folgende
Art erzeugt werden: Man projiziere die Fliche in die einfach unendliche
Schar von Tangentialriumen und erhiilt so eine einfach unendliche Schar
gewGhnlicher Flichen. Ihre Normalen (im Nullpunkt) durchlaufen die
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Normalebene und die beiden Hauptkriimmungsmittelpunkte die Charakte-
ristik. An (liB‘#ﬂ]l Satz schlieBen sich noch einige Bemerkungen an. Das

B
Produkt 7 3,,

Fliiche. Ist Z =0 ein Nullraum, so schneidet dieser nach dem Obigen
aus der Normalebene eine Asymptotenrichtung aus. Ein Abschnitt 7'
wird demnach unendlich groB und das KriimmungsmaB der in einen Null-
raum projizierten Fliche ist Null — und dies war ja die definierende Higen-
schaft der Nullriume (vgl. § 6). Ist Z=0 ein Hauptkrimmungsraum,
so wird durch diesen, wie oben gezeigt wurde, eine Achsenrichtung aus
der Ebene der Charakteristik ausgeschnitten. Eq muf also fiir einen

ist das KriimmungsmaB der in den Raum Z =0 projizierten

Kegelschnitt der Satz gelten, daB das Produkt 1, 7 ein Maximum bzw.

Minimum ist, wenn die Gerade, auf der die Abschnitte liegen, achsen-
parallel ist. Zieht man ferner in der Ebene der Charakteristik durch
den Flichenpunkt zwei zueinander senkrechte Gerade, etwa Z =0 und
T =0, so erhilt man vier Abschnitte Z, Z,, 7,7,, fiir die nach dem
obigen Satz und § 6, (T‘j

// +}*1'_D11+D“

ist. Diese Gleichung enthilt wiederum einen leicht zu formulierenden
1

Satz fiir Kegelschnitte. Die Grofe 7—1172 + T, welche gleich dem
KriimmungsmaB der Fliche ist, zeigt einige Verwandtschaft mit der
Potenz eines Punkts in Beziehung auf einen Kreis. Uberhaupt jeder
Satz iiber Sehnen eines Kegelschnitts durch einen inneren Punkt findet
eine entsprechende Deutung fiir die Kriimmungsverhiltnisse der Fliche.
Einige Beispiele mogen gentigen. Ist etwa der Kegelschnitt ein Kreis,
so haben alle Projektionsflichen dasselbe KriimmungsmalB (Kreispunkt).
Ist der Flichenpunkt Mittelpunkt des Kegelschnitts, so haben in diesem
Punkt alle Projektionsflichen den Charakter von Minimalfifichen ete.

Wir beweisen noch einen Satz, der uns niheren AufschluB iiber die
Hauptkrimmungsradien geben wird. Derselbe lautet

Satz II.  Der Ort der Kriommungsmittelpunkte der Normalsclhmwitte ist
die Fuppunktlwrve der Charakteristil in Beziehung auf den Flichenpunkt.

Zum Beweis dieses Satzes stellen wir zunichst fiir einen Punkt
(Z, T,) des Kegelschnitts, dem der Parameterwert 2 in (1) entsprechen
moge, die Gleichung der Tangente auf. Bedeutet (Z, 7)) einen Punkt
dieser Tangente, so lautet, wie man leicht nachrechnet, ihre Gleichung

) — 7 = a2blgel’
(8) ZiZi e rapi by
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Die Normale vom Flichenpunkt auf diese Tangente hat demnach die
Gleichung

9 T _  «ai2piH y2®

®) Z  a+ 20k fert’

Wir zeigen zuniichst, daB auf dieser Geraden der Kriimmungsmittelpunkt
des dem Werte 1 entsprechenden Normalschnitts liegt. Die Gleichung
der Schmiegungsebene dieses Normalschnitts ist nach § 4, (7)
T o282 A%

(10) -Z-=;++ eiri—ifr% Y i X 0

Die Schnittgerade dieser Schmiegungsebene mit der Normalebene X — 0,
Y =0 des Flichenpunkts muB jenen Kriimmungsmittelpunkt enthalten.
Setzt man aber in (10) X =0, Y =0, so erhilt man gerade (9), womit
dieser erste Teil des Beweises erledigt ist. Zeigen wir endlich, daf der
Abstand ¢ des Flichenpunkts von der Tangente (8) gerade gleich dem
Kriimmungsradius des dem Werte 4 entsprechenden Normalschnitts ist,
so ist der Satz Il bewiesen. Aus (8) erhilt man aber fiir ¢ einen
Ausdruck, der mit Hilfe der Identitit § 4, (10) sich auf folgende Form

1 a - 2 (o 2004 pi®
- EREEY ) (i
bringen 1dBt. Aus § 3, (3) folgt nun, daB o in der Tat gleich dem
Kriimmungsradius des dem Werte 4 entsprechenden Normalschnitts ist,
womit der Satz Il bewiesen ist.

Wir bemerken noch: Geht die Normale vom Flichenpunkt auf die
Kegelschnitttangente durch den Beriihrungspunkt hindurch oder, mit
anderen Worten, steht diese Normale auf dem Kegelschnitt senkrecht, so
muf nach (9) und (1)

[a+202+cA%] [D2° 4+ (a—c)L—D] + [+2B2 + pA%| [BA2+ (¢—p) A—B] =0
sein. Dies ist aber nach § 3, (4) die Gleichung fiir die 4 Hauptkriimmungs-
richtungen.

Etwas ausfihrlicher konnen wir also sagen: Legt man durch die
Normalebene des Flichenpunkts O und ein Linienelement 4 der Fliche
durch O den Normalraum, so schneidet dieser aus der Fliche eine gewisse
Kurve ' aus. Dem Element A entspricht andererseits ein bestimmter
Punkt P der Charakteristik. Der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve I
ist der FuBpunkt des Lotes g, das man von O auf die in P konstruierte
Charakteristikentangente fillen kann. Die Schmiegungsebene von I' in O
ist die Hbene durch das Element 4 und das Lot g. Die Hauptlriimmungs-
mittelpunkte sind die Fupfpunkte der Lote aus O auf die Charakteristik.
Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte simtlicher Normalschnitte ist die

2
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FuBpunktkurve der Charakteristik fiir den Flichenpunkt O. Die Fuf-
punlitlurve beriiot den Kegelschnitt in den Haupthr riimemungsmittelpunkten.
Man erkennt also von neuem die Richtigkeit der am Schluf von § 4 anf-
gefithrten Siitze. Man sieht weiter, daB die Hauptkriimmungshalbmesser
w1r]\llche Maxima und Minima darstellen und daB mindestens zwei der-
selben reell sind, da sich von einem inneren Punkt eines Kegelschnitts
mindestens zwei reelle Normalen auf denselben fillen lassen. Ist der
Kegelschnitt eine Parabel (parabolischer Punkt), so ist eine Normale un-
endhch groB, d. h. im parabolischen Punks ist ein Hauptkriimmungshalb-
mess unendhch groB, wie wir dies ja oben schon gesehen haben. ‘Werden
m einem Punkt zwei Hauptkrummungahalbules‘-;e] gleich, so liBt sich zeigen,
daB der Flichenpunkt auf einer der Achsen (im parabolischen Punkb auf
der Achse) liegt und daB die den beiden anderen Hauptkriimmungshalb-
messern entsprechenden Hauptschnitte aufeinander senkrecht stehen. Werden
in einem Punkt drei Haupthriommungshalbmesser gleich, so kann dies offenbar
wur dann der Fall sein, wenn die Charakteristil: ein Kreis und der Flichen-
punkt sein Mittelpunkt ist. Dann sind aber iiberhaupt alle Kriimmungs-
halbmesser gleich und alle Projektionsflichen haben gleiche aber entgegen-
gesetzte Hauptkriimmungshalbmesser. Die im ndchsten Kapitel definierten
Flichen besitzen nur solche Flichenpunkte. Ist der Kegelschnitt ein
Kreis, der Flichenpunkt dfiber nicht sein Mittelpunkt, so haben alle
Projektionsflichen dasselbe KriimmungsmaB. In diesem Falle gibt es nur
swei Lote auf den Kreis, also nur zwei reelle Hauptkriimmungshalbmesser.

§ 8.
Die Linien auf der Fliche. Formel fiir die Hauptkriimmungs-
halbmesser.

Die bisher betrachteten ausgezeichneten Richtungen in einem Flichen-
punkt fithren zu bestimmten Linien auf der Fliche.

Verfolgt man zuerst die vier Hauptkriimmungsrichtungen von Punkt
su Punkt, so erhiilt man ein vierfach unendliches System von Flichen-
kurven, die wir ,Krimmungslinien® nennen. Zur Aufstellung ihrer
Differentialgleichung beniitzen wir den Satz des § 4, wonach der Schnitt-
punkt konsekutiver Normalebenen, in der Richtung eines Hauptschnitts
genommen, in der Schmiegungsebene des durch jene Richtung gelegten
Normalschnitts liegt.

Seien & = x(u), y=y(u), 2= 2z(u), t=1t(u) die Gleichungen einer
Raumkurve, wo « der Parameter ist, so haben wir als Gleichungen der
Schmiegungsebene in einem Punkte (u) '

e

S L
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e
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I"—y—l@—i— ; d*y

du "M etc.

dx dix
X - a =l as stk

wobei X, Y, Z, T laufende Koordinaten, 4, w variable Parameter sind.
Um nun die Gleichungen der Schmiegungsebene einer durch den Punkt
(w,v) der Fliche gehenden Flichenkurve zu erhalten, haben wir » als
Funktion von w» anzusehen. Wir erhalten dann als Gleichungen der

Schmiegungsebene

dax, dv duv d*v
(1 X—a=do+u(g+ 5 g +a(t gt o g0),

du

wo wir nur die auf z beziigliche Gleichung angeschrieben haben. Da die
Gleichungen (1) die Gleichung

| X—2 2 a, dwdu+t dxﬂdvl

Y=y % 9 dydutdydo|

| Z —2 2z 2 dzdu+t dzdo|

7 t, & didu + df, do |

nach sich ziehen, so erhilt der durch (2) dargestellte 12, die Schmiegungs-
ebene (1). Da auBerdem die Koordinaten X, ¥, Z, T eines Punkts der
Tangentialebene § 2, (4) die Gleichung (2) identisch befriedigen, so ist
jemer R; ein Tangentialraum des Punkts (u,v). Wir kénnen also als
Gleichungen der Schmiegungsebene des Normalschnitts die (leichung (2)

@)

j: entsprechenden Normalraums:
ansehen. Diesen zwei Gleichungen hat also nach dem oben angefiihrten
Satz der Schnittpunkt (X, Y, Z, T) konsekutiver Normalebenen, in der

und die Gleichung des der Richtung

Richtung des Elements (db) genommen, zu gentigen. Die Koordinaten
du) ° 1

X, Y, Z, T, die wir aus den Gleichungen § 4, (3) zu entnehmen haben,
geniigen aber, weil der Punkt (X, ¥, Z, T) in der Normalebene des Punkts
(u,v) liegt, der Gleichung jenes Normalraums von selbst: diese Koordi-
dinaten haben also nur mnoch der Gleichung (2) zu geniigen. Statt (2)
kimnen wir aber mit Einfithrung der FundamentalgriBen zweiter Ordnung
des § 1 schreiben

(3) Z(X—2)(D:du*+ 2D dudo+ D, dv*) =0,

wobei man hier wie auch in den folgenden Summen die iibrigen Glieder

durch zyklische Vertauschung von z, 9, 2, { aus dem Leitglied erhilt. Aus

dieser (leichung und aus den Gleichungen § 4, (3) erhalten wir nunmehr

als Differentialgleichung der Kriimmungslinien

(4) Z (D, dw* +2Dzdudv+ D dv®) <

> ((ED; — FD,)du* + (ED; — GD,)dudv + (FD; — .GDy)dv*} = 0.
9%
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Aus der Gleichung (1) kounen wir auch eine Formel fiir die Haupt-
Eriimmungshalbmesser des Flichenpunkts (w, v) ableiten. Quadriert man
nimlich (2) durch Kombination von Kolonnen mit Kolonnen und beniitat
die Gleichungen (1) und (2) des § 4, welche ausdriicken, daB (X, Y, Z, T)
der Schnittpunkt der beiden konsekutiven Normalebenen ist, so erhilt man

(X —2z)? 0 0 ds? |
5) 0 E ik du Dz, dx+dv D, dw,
' 0 F G du By da,+dv ZExydz,
‘ ds?  duZwz dz,+dvZx,de, duZz,dae,+do Zz,da, Z(dz, du+tdx,dv)? | i

=0.

3(X—x)® ist gleich dem Quadrat des Kriimmungsradius ¢, der der
Richtung (du, dv) entspricht, und die Differentiale du, dv miissen der
Gleichung (4) geniigen. {

Nun ist aber ; 1

2

“ 51 ¥ 1 ty

[ Ty Yy 3 by [
|'f dzydu + degdv  dy du + dy,dv  dzydu + dzgdv  dt du + dtydv |

E F du Zz, da, +dv B, dw, |

— F G duZzyda,+dv Zayda, = 1

duZz,de,+ dvZz de, duZzyde+ dvZw,dz, Z(dz,du+ dzydv)? ‘ '

g
Y 1 by

= 2 ‘ Yz & ly =

ldy,du + dyydv  dzydu + dzgdy  dt,du + dtydv |
= 2(D.du®+ 2 Ddudv + D;dv®)".
Beniitzt man diese Gleichungen, so erhilt man aus (5)

® ot — B+ 2Fdudv -+ Gdv (G I -;
’ X (D, du®+ 2D dudv -+ D dv®)* -
Diese Gleichung gibt uns entsprechend den vier Wurzelwerten % der
Gleichung (4) die vier Hauptkritmmungsradien in einem Flichenpunkt (u, v).

Es mag bemerkt werden, daB fiir eine Fliche im dreidimensionalen
Raum ¢ =0 alle FundamentalgroBen zweiter Ordnung auBer D, D;, D/’
gleich Null, diese letzteren aber mit den FundamentalgroBen zweiter Ord-
nung der Flichentheorie identisch sind. Die Gleichungen (4) und (6) .'
gehen dann in die wohlbekannten Formeln der Flichentheorie fiir die
Kriimmungslinien (und Asymptotenkurven) und die Hauptkrimmungs-
halbmesser iiber.
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Greht man ferner den Asymptotenrichtungen auf der Fliche nach, so
erhilt man eine doppelt unendliche Schar von Kurven, die wir , Asymptoten-
linien“ nennen: ihre Differentialgleichung ist nach § 4, (4)

(7) edu’® + 2fdudv + gdv® = 0.
Ist fiir einen Punkt (u, #)
(8) eg—[*=0,

so fallen die Asymptotenrichtungen zusammen, die Charakteristik ist eine
Parabel, und ein Hauptkriimmungshalbmesser ist unendlich (parabolischer
Punkt). Die Gleichung (8) definiert daher eine Linie auf der Fliche,
welche siimtliche parabolische Punkte verbindet, man wird diese passend
die parabolische Linie nennen. Wie fiir die Flichen im R, ist die para-
bolische Linie im allgemeinen der Ort der Spitzen, in singuliren Fillen
ganz oder teilweise die Hinhiillende der Asymptotenlinien.

Endlich kann man ebenso wie fiir die Flichen des R, kiirzeste
Linien — geoditische Linien — auf den Flichen im R, definieren (vgl.
Diss. § 10). Da wir von den entsprechenden Formeln keinen Gebrauch
machen, so unterlassen wir es, sie hier aufzustellen. Nur mag noch be-
merkt werden, daf auch fiir die geoddtischen Linien auf Flichen im R,
die Schmiegungsebene der Linie stets senkrecht auf der Tangentialebene
der Fliche steht.

II. Kapitel.
R-Flichen im ebenen Raum von vier Dimensionen.

8 9.
Definition der R-Flichen.
Es sei durch die Gleichung

(1) z 4 it = Fz+iy)

#+ it in einem bestimmten Bereich der X Y-Ebene als analytische Funk-
tion der komplexen Variabeln z -+ iy definiert. Wir denken uns nun
im R, ein rechtwinkliges Koordinatensystem X, ¥, Z, 7' und stellen in
diesem die komplexe Variable x 4 iy in der iiblichen Weise durch einen
bestimmten Punkt P, der X ¥-Ebene dar. Sei z -+ ¢t einer der Werte
der Funktion ¥ im Punkte P,, so gehe man in der Z-Richtung um z
vorwirts bis zum Punkt P, hierauf von P, in der 7-Richtung um ¢ bis
zum Punkt P. Der Punkt P hat dann die Koordinaten z, y, 2, { und
1st der Repriisentant des Funktionswerts 2 4 i¢. Hat die Funktion in P,
noch andere Werte, so wiederhole man fiir jeden dieser die angegebene
Konstruktion: man erhilt so die Punkte P’, P”,... ete. Fiir alle diese
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Punkte P® ist P, die Projektion auf die X Y-Ebene. Durchlauft nun
P, den Definitionsbereich der Funktion F' in der X Y- Ebene, so wird der
Punkt P eine Fliche im vierdimensionalen Raum beqchrexbeu, dieselbe
wird, falls mehrere Punkte P vorhanden waren,.aus mehreren Blittern
hpstehen Sind die einzelnen Werte von I in Jedelll Punkt » + iy des
Definitionshereichs durch analytische Fortsetzung alle ineinander iiber-
fiihrbar, so werden die einzelnen Blitter der Fliche nicht getrennt von-
cinander verlaufen, sondern eine einzige zusammenhiingende Fliche bilden.
Diese Fliche stellt uns offenbar den gesamten Wertevorrat der Funktion
F dar: Wir nennen sie eine Riemamnsche Fliche im R, oder kurz eine
R-Fliche, weil die Projektion dieser Fliche auf die X Y-Ebene gerade die
Riemannsche Fliche der Funktion F' im gewohnlichen Sinne gibt. Jedem
Blatt der letsteren entspricht ein bestimmtes Blatt der R-Fliche oder
genauer: die beiden Flichen sind eineindeutig aufeinander bezogen. Hs
wud sich in § 10 zeigen, daB diese Abbildung eine konforme ist. Die
Bezeichnung ,,R-Fliche“ scheint gerechtfertigt, weil die Fliche fiir die
Funktionentheorie genau dasselbe leistet, wie die gewdhnliche Riemannsche
Fliche. Nimmt man z B. einen Punkt P der R-Fliche in der Nihe eines
Verzweigungspunkts von der Ordnung », so wird, wenn die Projektion P,
von P auf die X Y-Ebene in dieser den Verzweigungspunkt umliuft, P in
ein zweites, drittes ete. Blatt der R-Fliche gelangen. Hat der Punkt P,
nach % Umldufen seine Ausgangsstelle wieder erreicht, so ist auch der
Punkt P auf seinen urspriinglichen Platz geriickt: Die # Blitter der
R-Fliche hingen in dem Verzweigungspunkt in einem Zyklus zusammen.

Durch diese geometrische Deutung von (1) hat man noch den Vorteil,

dap dieselbe R-Fliche auch den gesamten Wertevorrat der Umkehrfunktion '

von (1) darstellt; denn stellt man den Funktionswert z + ¢ durch den
Punkt @, mit den Koordinaten (z, ¢) in der Z7-Ebene dar und geht
man von @, in der X-Richtung um z vorwirts bis ¢, und dann von @,
in der Y-Richtung um y, so hat man wieder den Punkt P mit den
Koordinaten x,y,2,¢ erreicht. Der Punkt @, wird die Projektion von
mehreren Flichenpunkten auf die Z7-Ebene sein konnen. Sucht man alle
diese auf, so erhilt man eine gewisse Anzahl Werte z, + iy,, @, + 1y, etc,
welche offenbar die Werte der Umkehrfunktion von (1) fiir den Wert
z + it reprisentieren. Projiziert man also die R-Fliche von (1) auf die
Z T-Ebene, so wird dadurch iiber der Z7-Ebene die Riemannsche Fliche
(im gewdhnlichen Sinne) der Umkehrfunktion von (1) ausgebreitet. Da
demnach die R-Fliche in Beziehung auf die X Y-Ebene und ZZ7-Ebene
dieselbe Rolle spielt, so miissen die Flichensitze, die sich auf die eme
Ebene beziehen, in analoger Weise fiir die andere gelten.

Die Projektion der R-Fliche in den Raum ¢ =0 ist die Fliiche der
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Punkte P,, wir nennen sie kurz die ¢-Projektionsfliche: diese stellt die
reellen Werte von F dar. Analog nennen wir die Projektion der R-Fliche
in den Raum z—0 die zProjektionsfliche: sie ist das Bild fiir die
imaginiren Werte von F. Dreht man nun nach der Methode der dar-
stellenden Geometrie den Raum 2z — 0 und mit ihm die z-Projektionsfliiche
um die X Y-Ebene, bis die 7-Achse mit der Z-Achse zusammenfillt, so
hat man zwei ‘gewdhnliche im Raum (X YZ) gelegene Flichen, welche
die reellen bezw. imaginiren Werte von F(z+ iy) reprisentieren: dieselben
stellen zwei konjugierte logarithmische Potentiale dar. Dini*) hat diese
untersucht, Dyck®¥) hat einige von ihnen modellieren lassen. Wir
kommen in § 12 auf sie ausfiihrlich zu sprechen.

Schneidet man die Fliche mit dem Raum y = 0, so erhilt man eine
in dem Raum XZ7T gelegene Kurve, welche das Bild der Funktion I
fiir reelle Werte der Variabeln z -+ iy darstellt. Die Teile der Kurve,
welche in der XZ Ebene (y=0, t=0) liegen, stellen dann die reellen
Ziige der Kurve { = F(§) dar, wenn § =2 + it, £ =z + iy gesetzt wird.
Ebenso sind die Teile der Kurve, die in der X7-Ebene (y=0, #=0)
liegen, Repriisentanten der imaginiiren Kurvenziige von § = F(£) fiir reelle
Werte von & So erhilt man z B. fiir die Gleichung & =)0a*—& als
reellen Kurvenzug (& < @) einen Kreis in der X Z-Ebene und als imaginiiren
(6>a) eine gleichseitige Hyperbel in der X T-Ebene: ihre unendlich
fernen Punkte stellen die zwei unendlich fernen Kreispunkte dar. Ebenso

. . . E® B es . 7 T .
gibt die Gleichung § = LVZE —1 fir £ >a in der XZ-Ebene eine

Hyperbel, fiir &£ < a die zu dieser konjugierte Hyperbel in der X 7-Ebene.
Diese letatere ist die in der analytischen Gteometrie hie und da benutate
,Stellvertreterhyperbel %),

Der Schnitt der Fliche mit der Ebene #=0, t=0 gibt in der X ¥-
Ebene eine gewisse Anzahl Punkte; diese repriisentieren die Werte von
« + iy, fir die F'=0 ist, und zwar alle, die reellen und die komplexen.
Hat man zwei Gleichungen von der Form (1), so hat man zwei R-Flichen;
die Schnittpunkte dieser stellen die gemeinsamen Werte der beiden Glei-
chungen dar. Diese Anschauungen diirften namentlich fiir die algebraischen
R-Flichen von Nutzen sein: statt von Schnittpunkten zweier algebraischer
Kurven zu reden, miifte man von den Schnittpunkten der zugehdrigen
R-Flichen sprechen. Sind m und n die Ordnungen der beiden Kurven,
so existieren immer mn reelle derartige Schnittpunkte. Als geometrisches

*) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 78.
% Modelle zur Funktionentheorie, Verlag von M. Schilling Ser. XIV.
#5%) Vol otwa Salmon-Fiedler, analyt. Geom. der Kegelschnitte, 5. Aufl. I, p. 819.
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Bild der algebraischen Gleichung f(§, £) = 0 beniitzt man bald die Rie-
mannsche Verzweigungsfliche, bald nach dem Vorgang von Clebsch¥)
eine ebene algebraische Kurve, deren Ebene jedoch, wenn man ¢ und &
anch komplexe Werte beilegt, keine reelle Existenz hat. An die Stelle
dieser Kurve tritt nun die reelle R-Fliche und man kann sagen: Die
Kurve in der Theorie der algebraischen Kurven (als R-Fliche dargestellt)
und die zugehorige Riemannsche Verzweigungsfliche in der Funktionen-
theorie sind identische Gebilde.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehen wir iiber zu der Auf-
stellung der Gleichungen der R-Flichen. Dieselben lauten

(@) s=u; Yy=y; 2=u@,y); t=0,y),
wobel die Funktionen » und v den Cauchy-Riemannschen Gleichungen
du  gv ou dv
(3) W aE
und den hieraus folgenden
0tu %u 1 *v ELT
(4) Tt e e

geniigen. In der Tat stellen die Gleichungen (2) eine Fliche im R, dar,
wobei #, y die Parameter sind, und wegen (3) ist

(5) g+ i£=-u+'iv=14"(x+-5y)_
Die Gleichungen (2) und (3) geben somit die allgemeinste R-Fliche.*¥)

§ 10.
Das Linienelement und die Tangentialebene.

Fiir die FundamentalgroBen erster Ordnung des § 1 erhdlt man nach
§ 9, (2) und (3)
- T gt qual (0U) 0
o P-o, 7=0=1+ ()4 (5)
und fiir das Linienelement der Fliche
(2) ds* = A(da® 4 dy),
wenn man zur Abkiirzung setzt
: du\*® ou\?
®) A= Loba) )
Aus der Gleichung (2) ergibt sich sofort der wichtige Satz: Die Pro-
Jektionen der R-Fliche auf die X Y-Ebene und (weil die ZT-Ebene dieselbe
Rolle wie die X Y-Ebene spielt) auf die ZT-Ebene sind konforme Bilder
der R-Fliche. Die beiden Ebenen sind daher auch konform aufeinander

*) Clebsch, Journ. fiir Math., Bd. 63 (1863), 8. 189f,
**) Vgl. auch Kwietniewski, a. a. 0. § 5.
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bezogen, wie dies ja bekannt ist. Entsprechende Punkte der hbeiden
Ebenen sind die beiden Projektionen eines Punkts der R-Fliche. Aus (2)
folgt weiter, daB die Kurven @ 4 iy = const. und z — iy — const. die
Mimimallinien der R-Fliche sind. Fiir manche Fragen ist es nun geschickt,
statt der reellen Parameter z, y die komplexen Parameter der Minimal-
linien zu beniitzen; wir setzen daher

(4) x4iy—=6; x—iy=¢,.

Ist weiter ® die zu F konjugierte Funktion, so erhalten wir als Flichen-
gleichungen

(5) x_—_a_"gi; yz__i(ﬁgﬁl}; o ; (Fl(o) —}—‘3)(61)); L : [_'F(G)—‘D(O'])),
und fiir das Linienelement der Fliche

(6) ds* = {14 F'(¢)¥'(6,)}de do,.

Setzt man

(7 E=6; n=—ic; ¢ =F6); & ——iF(o);

(8) =0 m= 65 §&=F(a); = id(a),

so stellen die Gleichungen (7) und ebenso (8), da
A8+ dn*+ A+ d9* = dEP+ dylP + dg i+ d92=0
ist, Minimallinien im R, dar. Aus () folgt nun
1 1 § 1 al

Die E-Fliche ist daher der Ort der Mitten aller Sehnen, welche einen
beliebigen Punkt der Minimalkurve (7) mit einem beliebigen Punkt der
Minimalkurve (8) verbindet. Diese Erzeugungsweise der R-Flichen erinnert
an die der Minimalflichen des R,. Es wird sich in § 13 zeigen, daB die
R-Flichen ebenfalls Minimalflichen sind.

Aus § 2, (4) erhiilt man als Gleichungen der Tangentialebene im Punkt
(=, y, 2, t) P K
= w 0
(10)

T—i=— (X—a) gt + (Y—y) o2

Statt dieser zwei (leichungen kann man auch die einzige
(e A 4 R

(D wtin—X+iv — L @+iy)

setzen, wobei F" die Ableitung von I bedeutet. Aus dieser Gleichung

folgt, dal die Aussage: , 7' hat eine Ableitung im Punkt 2 + iy identisch

ist mit der Aussage: ,Die R-Fliche besitzt im entsprechenden Punkte
eine Tangentialebene“. Ist fiir einen Wert z+iy die Ableitung F” (2 iy)—=0),
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so geht die Tangentialebene parallel mit der X Y-Ebene oder steht senkrecht
auf der Z7-Ebene. Die Umkehrfunktion von F' hat dann bekanntlich
im Punkt 2 + it einen Verzweigungspunkt. Amnalog wird J' selbst im
Punkt @ 4 iy einen Verzweigungspunkt haben, wenn die Tangentialebene
im entsprechenden Punkt der R-Fliche senkrecht zur X Y-Ebene steht.
Die Fliche wird in diesen Punkten im allgemeinen keine Singularitiit be-
sitzen: man vergleiche hierzu den Fall einer ebenen Kurve an den
Stellen, wo die Tangente parallel einer der Achsen liutt.
Als Gleichungen der Normalebene erhdlt man nach § 2

ou

: X—u=—(Z—2) &?f'—y(:l'_g)... !
(12) 4% oy

r ’ 0 Al (4]
3 —y==—(d~—3)g:—(l—i)a-;-

Die Tangentialehenen und Normalebenen der R-Flichen sind nun eigen-
tiimlich im R, orientierte Ebenen, indem der Satz gilt: Die Projeltionen
ciner Tangentialebene oder Normalebene in die X Y- und ZT-Ebene sind
ihnliche Bilder jener Ebenen. Zum Beweise verschiebe man die Ebenen
parallel mit sich in den Nullpunkt und erhilt dann fiir beide Ebenen
Gleichungen von der Form

(13) Z=aX+bY; T=—0X+4a¥

wo a und b zwei beliebige Konstante sind. Diese Gleichungen stellen
aber eine spezielle R-Fliche mit der Gleichung Z 4 i7" = (a—ib)(X+4-iY)
dar mit dem Linienelement ds®= (1+4-a’+4b%) (dz*+dy®). Da das Ver-
ariBerungsverhiiltnis der konformen Abbildung auf die X Y-Ebene kon-
stant ist, so ist der Beweis des Satzes erbracht. Steht jedoch die Ebene
(13) senkrecht auf der X Y-Ebene, so projiziert sie sich auf diese in einen
einzigen Punkt und der Satz gilt fiir diese Ebene nicht. Analog, wenn
die Ebene senkrecht zur Z7-Ebene steht. Die Tangentialebenen und
Normalebenen der R-Flichen bilden einen Komplex, den wir mit spiterer
Begriindung (s. § 15) den Komplex der Nullebenen®) nennen. Die Glei-
chungen des Komplexes lauten

(14) Z=aX+bY+¢; T=—bX+aY+d

wo @, b, ¢, d vier beliebige reelle Konstante bedeuten. Zu dem Komplex
gehéren auch die X Y-Ebene und die Z7-Ebene, sowie die zu diesen
parallelen Ebenen.

* Veronese (Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen, tibersetst
von Schepp, Leipzig 1894) nennt die Ebenen dieses Komplexes ,,gleichwinklige Ebenen',
weil jede Gerade in einer von zwei Ebenen des Systems mit ihrer senkrechten Pro-
jektion auf die andere Ebene einen und denselben Winkel bildet. Vgl. auch Kwiet-
niewski, a. a. O. § 3. Es erscheint Herrn Kwietniewski entgangen zu sein, dafl
auch die Normalebenen der R-Flichen dem Komplex angehoren.
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e
Deformation der R-Fliichen.

Wir nennen zwei Flichen des R, aufeinander abwickelbar, wenn sie
punktweise aufeinander bezogen sind und in entsprechenden Punkten das-
selbe Linienelement haben. Es entsteht nun die Frage: Gibt es zu eciner
gegebenen R-Fliche andere R-Flichen, die auf dieselbe abwickelbar sind?

Zur Beantwortung dieser Frage seien

(1) = 6;25'; Y= - G, 5 ; (F(e) + ®(6); t=— ; (F(6) — d(gy)

die Gleichungen der gegebenen Fliiche bezogen auf ihre Minimallinien und
(2) ds* = {14 F’"(o) ®'(0,)}dc da,

ihr Liﬁjenelement, vgl. § 10, (5) und (6). Seien weiter &, y, §, & die
Koordinaten eines Punktes einer anderen Fliche in Beziehung auf dasselbe

Koordinatensystem, ® und o, die Parameter ihrer Minimallinien, £, und
3 1 ) 11
¢, konjugierte Funktionen, so sind die Gleichungen dieser Fliche

. (w0 — T o, s N
(3) E= e gwl; M=t dC 2"“}'"); §='g (i @+ (@)); 8= ; (f1 (@) — gy (@),
und 1hr Linienelement ¢S ist bestimmt durch

(4) dS* ={1+ f/'(0) ¢, (0,) | do dw, .

Sind nun die beiden Fléichen aufeinander abwickelbar, so miissen sich ®
und o, als Funktionen von ¢ und 6, so bestimmen lassen, daB

(5) ds? = dS*®

ist. Sind aber die Flichen aufeinander abwickelbar, so sind sie ins-
besondere auch konform aufeinander abgebildet und darum ist nach dem
Satz in § 10 die Projektion der einen Fliche auf die X Y-Ebene ein
konformes Bild der Projektion der andern Fliche auf die X Y-Ebene.
Die Parameter der Minimallinien der Flichen sind nun aber aunch Para-
meter der Minimallinien der X Y-Ebene und es mufi daher o eine Funk-
tion von ¢, und w, die konjugierte Funktion von 6,; oder ® Funktion
von 6,, und @, die konjugierte Funktion von & sein. Die letzte Alternative
findet statt, wenn die durch die Projektion beider Flichen auf die X Y-
Ebene vermittelte konforme Abbildung der X Y-Ebene auf sich selbst
eine Abbildung mit Umlegung der Winkel wire: dann trage man aber
die 7-Koordinate der zweiten Fliche auf die Seite der negativen y ab,
man erhilt dann das Spiegelbild der zweiten Fliche in Beziehung auf
den Raum y = 0. Dieses Spiegelbild miifite offenbar auch auf die erste
Fliche abwickelbar sein und die konforme Abbildung der X Y-Ebene
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auf sich selbst wiire jetzt eine Abbildung okne Umlegung der Winkel.
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, diirfen wir also

(G) == t,b(ﬁ'); W) = 1(61)
setzen, wo ¥ und y konjugierte Funktionen sind. Nach der Bestimmung
aller auf die erste abwickelbaren Flichen diirfen wir diese letzteren dann

natiirlich noch einer Spiegelung an dem Raum y = 0 unterwerfen.
Aus (2), (4) und (5) folgt nun
do dao,

O L+ F/(9) ¥ (0)) = {1 +£;/(0) 95 (0)} G0 G-

Denkt man sich nun in f (o) und @,(0,) mit Hilfe von (6) die Para-
meter ¢ und 6, eingefiihrt, so geht f;(») iiber in eine Funktion von e,
@y (@) in eine Funktion von e6,, die wir beziiglich mit f(¢) und g(g,)
bezeichnen, wobei f und ¢ konjugierte Funktionen sind: es ist also

(8) fi(@) = f(0); @1(@y) = @(6)).
Hieraus folgt

vy G0 " yp dw ’
9) fi (©) T ool (0); @) (@) EE_G: = ¢'(6y).
Man erhiilt nun aus (6), (7) und (9) die Funktionalgleichung
(10) 1 + F'(0) 9'(,) = ¥'(9) 1/ (61) + 17(0) 9’ (e1),
welche zur Bestimmung der Funktionen f, @, v, y dient. Statt (10)
schreiben wir

1 F'(0)®'(6) ¥ (o) (a) _ .

(11) FleDo e
wobei ¢’(6,) als von Null verschieden vorausgesetzt ist. Ist aber ¢(6,)=0,
so folgt aus (9), da @, von 6, abhiingig sein muB und daher nicht kon-
stant sein kann, daB ¢,'(0,) =0 ist; dann wire nach (3) die zweite
Fliche eine Ebene. In diesem Fall zeigt man aber leicht, daB dann auch
die erste Fliche eine Ebene sein miifite. SchlieBen wir also diesen
trivialen Fall aus, setzen also voraus, daf F"(e¢) nicht identisch Null ist,
so gilt (11) allgemein. Wir differenzieren (11) nach 6 und erhalten,
wenn wir zur Abkiirzung

yey =0 L8 — )

) ¢’ (s,) ot

setzen,

(13) F"(0) ©(s,) — v’ (6) H(e,) = " (6).
Diese Gleichung differenziert man nach ¢, und erhilt
(14) F"(0) ©'(6,) — 9" (o) H'(6;) = 0.

F"(6) haben wir eben als von Null verschieden vorausgesetzt und H’(e,)
muB auch von Null verschieden sein; denn wire H'(6,) =0, so wiirde
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aus (14) sich ergeben ©'(¢,) = 0 und aus (12), wenn m und » Konstante
bedeuten, ®(6,) = m ¢’(6,), 2'(6,) =n@'(6,). Vertauscht man hier ¢ mit
— i, so folgt I (6) = m,f (), ¥ (6) =n,['(6), wenn m,, n, die zu m, n
konjugierten Konstanten bedeuten. Eliminiert man aus diesen vier Glei-
chungen und (10) alle Funktionen aufer f'(¢) und ¢’(6,), so folgt

T ' 1

f (6) ? (61> = -n--n.u — mm, +I1 :
Aus dieser Gleichung schlieBt man, daB ¢’(e,) konstant ist, und jetzt aus
der Gleichung &'(6,) = m¢’(e,), dab ®'(g,) ebenfalls eine Konstante ist.
In diesem Fall stellen aber die Gleichungen (1) eine Ebene dar, was oben
ausgeschlossen wurde. H'(g,) ist demnach von Null verschieden, und aus
(14) folgt nun e o

G, » (o

(&) HG) ~ 7@
Die linke Seite hiingt aber blof von 6,, die rechte nur von ¢ ab: jede
der beiden Seiten ist daher gleich einer Konstanten «. Aus (15) erhiilt
man jetzt, wenn @, p zwei weitere Konstanten hedeuten

O(Gl) =) “H(Gl) +8, v(6)=aF'(o)+y
oder nach (12)

P’ ey ( ; re o W
(16) =S8 4 g W(0) = aF'(6)+ 7.
Hieraus und aus (11) folgt
(17) ) _ f(6) — BF (o).

Hier muB nun jede der Seiten wieder emer Konstanten o gleich sein und
wir erhalten somit

(18) L —yy(a,) = d9'(qy),

(19) f"(ﬁz — BF’'(6) = 0.

Bedeuten a, b, ¢ drei weitere Konstante, so folgt aus (19) und (16)
(20) f(6) = ¥ (o) + 06 +a,

(21) ¥(6) = aF(6) + y6 + b,

(22) ®(g,) = ayx(o,) + Bo(g;) + c.

Die (Gleichungen (18), (20), (21), (22) enthalten die Losung. Die in
diesen auftretenden Konstanten sind jedoch nicht vllig willkiirlich, sondern
es bestehen vier Relationen zwischen ihnen, welche ausdriicken, daB
F(e), ®(a,); f(6), @(6,); ¥(6), 2(6,); 6, 6, vier Paare konjugiert imaginiirer
Grofen sind. Bezeichnet man die zu einer der Konstanten konjugierte
durch den Index Null und vertauscht in (22) ¢ mit — ¢, so folgt:

F(o) = ayw(6) + Bof(6) + co.
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Triigt man den Wert von #(6) aus (21) in die vorstehende Gleichung
ein, so kommt

F(6) = aey F(6) + pa,6 + Bof(6) + bey + .
Hier ist B, sicher von Null verschieden, sonst wiire F'(¢) eine in ¢ lineare
Funktion und (1) eine Ebene; es ist also nach f(¢) aufgelost

(23) f(e) = (1. —ﬁ."‘Eo) F(q) — ygn L (b o + co)_

Die Gleichungen (20) und (23) miissen identfisch iibereinstimmen, denn
sonst wiire F(6) wieder lineare Funktion von g, bezw. wire, falls die
Koeffizienten F(6) in (20) und (23) gleich wiren, ¢ konstant. Durch
Koeffizientenvergleichung ergibt sich also '

(24) way + By =15 0B, + pe, = 0; afy + bey + ¢y = 0.
Die vierte Relation erhiilt man aus (18). Man vertausche dort ¢ mit —

und erhiilt 9,/ (6) + #,%'(6) = 1. Entnimmt man aus (20) und (21) die
Werte /”(¢) und ¢(6) und setzt sie in die letzte Gleichung ein, so folgt

(0g B+ 7o) F'(6) + 00, + ypo = 1.

Aus der zweiten Gleichung (24) folgt aber durch Vertauschung von 7
mit —i: 0,f + yo¢ = 0 und somit aus der letzten Gleichung

(25) PPo + 00, = 1.

Nun ist nach (8) und (3) £(6) =f, (@) = &+ i®, weiter nach (1) 6 =z + iy,
F(6) = z + it und nach (6) und (3) ¥(6) =0 = £+ in. Aus (20) und
(21) folgt also

(26) g+ in = a(z+it) + p(@+iy) + b,

(27) ¢+ id=p(z+it) + 0(z+iy) + a.

Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (z, y, 2, t) der gegebenen
Fliche ein Punkt (£, 7, &, #) der auf sie abwickelbaren Fliche zugewiesen.
Die Gleichungen (26) und (27) zusammen mit den Relationen (24) und
(25) enthalten demmach die vollstindige Ldsung der Aufgabe. Ohne
Beeintriichtigung der Allgemeinheit kinnen wir nun @ = b = 0 und daher
(24) auch ¢ =0 setzen; es entspricht dies einer passenden Parallelver-
schiebung der zweiten Fliche. Durch passende Orientierung der £x-Achsen
in der £4-Ebene und der {8-Achsen in der §{-Ebene kann man weiter
bewirken, daB die Konstanten » und o reell sind. Das §n{&-Koordinaten-
system denken wir uns dann mitsamt der zweiten Fliche gedreht, bis
es wieder mit dem zyzt-Koordinatensystem zusammenfillt. Setzt man nun

28 — cosy.: 0=singy : a=cosd,e'n; B=sindef; a=b=c=0
: i Y13 Y13 1 3 1 ) )

wo @, B, 7y, 0, nunmehr reelle Konstanten bedeuten, so sind durch diesen
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Ansatz die erste und dritte Gleichung (24) und die Gleichung (25) be-
friedigt. Die zweite Gleichung (24) gibt endlich
tgy, tgd) + ¢l —0.
Hieraus folgt

. 3 T 3
entweder @ + f, = und damn 0, = , —p, bezw. 0, =" —

3x

= T
oder ¢ + py =2« und dann 0y =9, — 5 bezw. 0, =y — -

Aus (28) und diesen Gleichungen folgt, daf

(29) y=-cosy,; 0 =siny,; «=siny,e'%; f=—cosy 7' a

ist. Eigentlich erhilt man noch eine zweite Reihe von Gleichungen fiir
die Bestimmung der Konstanten, diese geht aber aus (29) dadurch her-
vor, daB man fiir ¢, den Wert ¢, — z setat. Die Werte der Konstanten
setze man aus (29) in (26) und (27) ein und erhilt dann durch Trennung
des Reellen und Imaginiiven die Schlufformeln

£ =wcosy, + 2 sin p, cos & + ¢ sin y, sin &,
(30) n— Yy cosp, — Z8iny, sine + ¢siny, eos ¢,

¢ = zsiny — z cOSy, coswy — fcosy, sing,

P = y sinp, + £ cos p, 8in oy — & COS Py COS ¢y

in denen « und y, zwei beliebige reelle Konstanten bedeuten. Aus (30)
folgt nun
B4+ o=a'+y' '+~ + 10

und hieraus ergibt sich, daB die Gleichungen (30) eine orthogonale Sub-
stitution darstellen. Alle Flichen, deren Gleichungen (30) durch Variierung
der Konstanten «,, 7, hervorgehen, sind daher unter sich kongruent: da
fir ¢ —m, p,=0 aus (830) E=w, =y, (=2, & =1 folgt, so sind
alle diese Flichen mit der gegebenen kongruent. Nach dem, was oben
im AnschluB an Gleichung (5) und (6) gesagt wurde, gilt also der Satz:
Alle aufeinander abwickelbaren R-Flichen sind entweder kongruent oder
Spiegelbilder voneinander in Beziehung auf einen dreidimensionalen. Rawm.

In bekannter Weise konnen wir nun die Gleichungen (30) aber
auch auffassen als Gleichungen der gegebenen Fliche, nur bezogen auf
e¢in gedrehtes Koordinatensystem £, v, &, #. Dieses Koordinatensystem
ist aber nun niché in beliebiger Weise zur Fliche orientiert, sondern die
Ebene &=0, 5 =0, welche in Beziehung auf das zyzi-Koordinaten-
system die Gleichungen
(31) 2z = — z ctgp, cos o + y ctgy, sin ey,

t = — xctg y, sin o, — ¥ ctg yy cosey
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hat, und ebenso die Ebene =0, # = 0, welche in Beziehung auf das
ayzt-System
e=xtgy, cosey, —y tgy, sine,,

32 .
(&) t =axtgy, sme + ytgy, cose,

zu Gleichungen hat, gehdren zu dem am SchluB von § 10 definierten Komplex
der Nullebenen des vierdimensionalen Raums. Die Gleichungen (31) oder
(32) enthalten aber offenbar alle Ebenen des Komplexes — nur sind
diese parallel mit sich so verschoben, daB sie alle durch den Ursprung
gehen. Da nun die Gleichungen (30) eine R-Fliche auch in Beziehung
auf die £7- und {&-Ebene darstellen, so folgt nach § 10 der interessante

Satz. Projiziert man eine R-Fliiche auf alle Ebenen des Nullkomplewes,
so erhilt man lauter konforme Bilder der R-Fliche.*)

Da die Tangential- und Normalebenen der R-Fliche selbst zu dem
Komplexe gehéren, so gilt der

Zusatz. Die Projektionen einer R- Fliche auf ihre simtlichen Tangential-
und Normalebenen sind konforme Bilder der R-Fliche.

Bemerkung. Durch die Gleichungen (30) ist ¢ + ¢® als Funktion
von &4y definiert; der funktionale Zusammenhang zwischen diesen beiden
GroBen wird ein ganz anderer sein als zwischen ¢ 4 ¢ und « + iy:
daraus folgt, daB eine und dieselbe R-Fliiche sehr verschiedene funktionale
Zusammenhiinge geometrisch darstellen kann.

§ 12.
Die Kriimmung der R-Fliichen.

Als Flichengleichung benutzen wir die Gleichung § 9, (2) und be-
rechnen zuniichst die FundamentalgroBen zweiter Ordnung sowie die GréBen
e, [, 9 (s. §1). Achtet man auf die Gleichungen § 9, (3), (4), so erhiilt
man fiir die Fumifa-meﬂtulg-riiﬁen zwetter Ordnung:

: s e
6‘ 3& 0‘!(- (0 6% 0 i u w

D,=—D}= e T s
ax oz oy oy ox° dyoxdy ' dwdn’

" G U e 7 Cl‘ u,
D,—_D;"-_afx'a'y_; -l(-)r“—""D!_"“ t_‘L
ou 3_3“ 2 Q“ _':GQ_TL . D ¢ u r o du giu ]
oz da* oy dxoy’ VT T Py ot +$?ﬁ%3y’

(.' u - f U
D, = =; Dy =——7—.
ot dxdy

g c}n ofu \?2
r=0; e=s= G+ (25
: gt dx oy

Dime

*) Vgl. Kwietniewski, a. a. 0. § 3, VI,
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Nach den Gleichungen § 4, (3) und § 10, (1), (3) ergeben sich als
Gleichungen der Charalteristik in einem beliebigen Flichenpunkt (@, y):
e MDD (da*—dy*) 424D dz dy % 1.D;,(d:c9—dy*)—}—211);da:dy
e e@e’+dyy 0 O IT T e@adfayy
1D (dx*—dy®) + 21D dz dy ,_ADi@*—dy)421 D dw dy

awtayy 0 T @ tay

3)
L —p =

wo 4 die § 10, (3) angegebene Bedeutung hat.

Jeder Fortschreitungsrichtung (dz, dy) auf der Fliche im Punkt
(, ¥, 7, {) ist nach (3) ein Punkt (X, ¥, Z, T') des Kegelschnitts zu-
gewiesen. Benutzt man nun die aus (1) und (2) sich ergebenden Identititen

@) SD)=ZD)=Z(Dip=ei, ZD.D.=0, ZDiDi—0,

SIDEDG e
so folgt aus (3)

6) (X—a) + (T—9)* + (Z— 2t + (T—tp = 2
und hieraus der

Satz: Die Charakteristil ist fiir jeden Flichenpunkt einer R-Fliche
e Kreis und der Flichenpunlit sein Mittelpunkt oder: eine R-Fliche
besitzt lauter Kreispunlkte.*®)

Bezeichnet man den Radius dieses Kreises im Punkt (z, y, 2, £) mit
r, so folgt aus ()

Aus dem in § 7 Gesagten geht nun hervor:

Die Kritmmungsradien simtlicher Normalschnitte in einem Flichen-
punkt sind gleich r. Die Haupthriimmungsrichtungen sind unbestimmd.
In der Tat verschwindet die linke Seite der Differentialgleichung der
Kriimmungslinien (§ 8, (4)) identisch. Alle Projektionsflichen in die Schar
der Tangentialriume im Flichenpunkt (z, y) haben in dem betreffenden
Punkt den Charakter von Minimalflichen und dasselbe KriimmungsmaB.
Die Asymptotenlinien § 8, (7) sind die Minimallinien der R-Fliche, also
imagindr. Die Involution § 5 ist eine Rechtwinkel-Involution: Ein Tangen-
tialraum schneidet also aus der Fliche zwei zueinander senkrechte Linien-
elemente aus und zwei zueinander senkrechte Tangentialriume schneiden

% L . . {3 4 .
vier Linienelemente aus, welche untereinander Winkel von je 4 bilden etc.

Das KriimmungsmaB % der Fliche erhilt man entweder nach der

*) Vgl. KEwietniewski, a. a. 0. § 8, VIL
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Bemerkung am Schluf von § 6 aus ds* = A(da®+dy*) mit Hilfe der
GauBschen Formel oder einfacher nach § 7. Is folgt

£ 2
™ pmm Ak

Die Gleichung (6) fiir den Radius » der Charakteristik lifit sich noch
auf eine bemerkenswerte Form bringen. Bedeutet wieder ¢ die konjugierte
Funktion von F' in § 9, (5), so ist

du . 0w

L i —F(atiy) — &' (z—iy),

=
dx 2 du

also 1=1+4 F'(z+iy) &' (2 —iy)

o u 0*

i 20 ety

22\ 2 22w\ 2
slso (525) + (CT ag,,:)
Aus (6) folgt nun
1 __ [Fe+ipo"@—iglt
(&) , = mrm s il
[1 + F' (@4 iy) ¥ (@ —iy)]*
Ist I eine reelle Funktion (also F'= @) der reellen Variabeln x allein
(y =0), so erhilt man aus (8)

©) 1. @

A e
£k He

(1+ @ @)}

Die Gleichung (9) gibt aber die Grife der Kriimmung '1 der Kurve
z = F(z) im Punkte () an. LiBt man fiir # und 2z in 2= F(z) auch
komplexe Werte zu, so tritt an die Stelle der Kurve die E-Fliche und
zur Berechnung ,der Kriimmung _:-“ hat man die Formel (8), welche
somit eine Verallgemeinerung von (9) darstellt. Sucht man die Werte
von z - 4y, welche der Gleichung F”(x-+iy)= 0 geniigen, so erhilt
man auf der R-Fliche die den Wendepunkten ebener Kurven entsprechenden
Punkte. In diesen ist die Kriimmung siamtlicher Normalschnitte gleich
Null. Da nun die R-Fliche die zugehérige ebene Kurve enthilt, so hat
man eine reelle Darstellung simtlicher Wendepunkte einer ebenen Kurve
erreicht. Die bekannten Sitze iiber die Wendepunkte einer Kurve dritter
Ordnung z. B. finden so im R, eine reelle Interpretation, nimlich: die neun
Wendepunkte einer R-Fliche dritter Ordnung liegen zu je dreien auf einer
Nullebene. :

Bezieht man zwei ebene Kurven durch parallele Tangenten punkt-
weise aufeinander, so verhalten sich zwei entsprechende Linienelemente
umgekehrt wie die entsprechenden Kriimmungen. Analog zeigt man ohne
Schwierigkeit: Bezieht man zwei R-Flichen durch parallele Tangential-
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ebenen punktweise aufeinander, so verhalten sich zwei entsprechende
Linienelemente umgekehrt wie die entsprechenden Kriimmungen, Damit
zeigt sich von neuem die groBe Analogie der Kriimmung ebener Kurven
mit der Kriimmung der R-Flichen. Zum Schlusse fithren wir noch zwei
Siitze an, deren Beweis wir iibergehen:

Eine R-Fliche, die iiberall die konstante Kriimmung Null besitst, ist
eme Ebene; und: es gibt keine R-Fliche, welche in allen Punkien eine kon-
stante von Null wverschiedene Kwitmmung besitzt.

§ 13.
Die assoziierten Projektionsflichen.

Wir betrachten nunmehr die beiden Flichen, die durch Projektion
der R-Fliche in die dreidimensionalen Riiume 2= 0 bezw. ¢ — O entstehen,
und die wir in § 9 2z- Projektionsfliche bezw. t- Projektionsfliche genannt
haben: dieselben stellen zwei konjugierte logarithmische Potentiale dar.
s ist niitzlich, iiberhaupt allgemein die Projektion der R-Fliche in einen
beliebigen durch die X Y-Ebene gehenden dreidimensionalen Raum zu
untersuchen. Zu diesem Zwecke setzen wir

& =zcose+ tsine,

t = zsinae —tcosa,
mit anderen Worten, wir drehen das Koordinatensystem um die X Y-Ebene
um den Winkel «. Jetzt hat die Projektion der R-Fliche in den Raum
t'= 0 zu Gleichungen
(1) F=ucose+vsine; ¢'=0.
Die Gleichungen (1) stellen also eine gewdhnliche Fliche dar, die aus
der R-Fliche durch Projektion in den Raum 2 sin« — ¢ cos e« = O entsteht.
Léft man in (1) « variieren, so erhiilt man eine ganze Schar von Flichen,
néamlich die Projektionsflichen in die Riume gsine — fcosa=0. Wir
nennen diese Flichen assoziierte Projektionsflichen. Zwei Flichen der
Schar, die den Parameterwerten « und « - ;— entsprechen und darum

Projektionsflichen in zwei zueinander senkrechte Riume darstellen, nennen
wir adjungierte Projektionsflichen, Die #Projektionsfliche und die z-Pro-
jektionsfliche (a=0; o= z)
hat Dini*) untersucht; die Siitze I und II im folgenden stellen Er-
weiterungen der von Dini fiir zwei adjungierte Projektionsfliichen gefundenen
Stitze dar,¥¥)

sind adjungierte Flichen. Diese letzteren

*) Giorn. di mat. 8 (1865), p. 78.
™) Vgl. anch. R. v. Lilienthal, J. f Math. 98 (1885), p. 131.
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Fiir das Linienelement ds der Fliche (1) erhiilt man mit Riicksicht
auf § 9, (3) \
(2) ds? = Eda® 4+ 2F dz dy + G dy?,
wobei

ou ouw . 2

E=1-+ (aT COS & — éy sma) :

e o ou . du B e )
= (5 cosae— - sine) (— cos e + =— smr()-
dx dy oy dx i

o

G=1-+ (By cos « -+ g—: sina);

ist. Fiir das Flichenelement dJ — YV EG — F2dxdy erhiilt man hieraus
(3) dJ = Vl b (iz)z + (3:;)2 da dy.
Da dJ von « unabhingig ist, so folgt der

Satz I. Die assoziierten Projelitionsflichen (1) sind flichentrew auf-
einander abgebildet.

Fiir das KriimmungsmaB % in einem Punkt (z, ) der Fliche (1) er-

hélt man T PTG
@) P Gz) + (5z53)

wo

12 2

ETAR) PTAR
=14 G+ ()
gesetzt ist. Aus (4) ergibt sich, daB die Projektionsflichen iiberall negativ
gekriimmt sind, und weiter
Satz II.  Die assoziierten Projeltionsflichen haben in entsprechenden
Punliten dasselbe Kriimmungsma,3.
Sind weiter a, b, ¢ die Richtungskosinus der Normalen in einem
Punkt (2, ) von (1), so ist

ou ou . e ou du . =
(5) r¢ﬂ=g—a§cosa-—a—gmna, b|/1=a-?}cosa—.|—8—wsma, ¢Vi=—1.

Da hier ¢ von « unabhiingig ist, so folgt, daB die Tangentialebenen der
assoziierten Projektionsflichen in entsprechenden Punkten gegen die
X Y-Ebene dieselbe Neigung besitzen, was sich auch leicht aus Satz I geo-
metrisch ergibt. Sind a,, b, ¢, die Richtungskosinus der Normalen einer
anderen Fliche der Schar (1) mit dem Parameterwert e« , so ergibt sich
aus (9)

o aa, +bb
) e A

und hieraus
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Satz IIl.  Die Tangentialebene in einem Punkt (z, y) der Projektions-
fliche () ist gegen die Tamgentialebene der Fliiche (e) im entsprechenden
Punkt wm die Verbindungslinie der zwei entsprechenden Punkte wm den
Winkel « — ey gedreh.

Hieraus oder auch aus Satz I, II und mit Hilfe des GauBschen
Satzes folgt:

Satz IV. Die sphérischen Bilder der assoziierten Projeltionsflichen
sind kongruent.

Durch Drehung um die 2’- Achse kommen sie zur Deckung miteinander.

Die assoziierten Projektionsflichen bilden ein hiibsches Beispiel dafiir,
daB Flichen, die in entsprechenden Punkten dasselbe KriimmungsmaB be-
sitzen und iiberdies noch fliichentreu anfeinander bezogen sind, doch nicht
aufeinander abwickelbar sein miissen. Die Flichen der Schar (1) gehen
zwar durch stetige Gestaltsinderung ineinander iiber: diese Gestaltsinderung
18t aber keine solche ohne Dehnung, da das Linienelement (2) von «
nicht unabhiingig ist.

Wir betrachten weiter auf zwel assoziierten Flichen mit den
Gleichungen
(7) d=wcose+vsine, 2z =uwucosw + vsine
die Kurven 2" — konst. bezw. 2,"— konst. Man zeigt leicht, daB die Pro-
jektionen dieser Kurvensysteme auf die X Y-Ebene sich allenthalben unter
dem Winkel «— ¢« schneiden. Hieraus folgt fiir zwei adjungierte Flichen
der auch sonst bekannte

Satz V. Die Projektionen der Niveaulinien einer von zwei adjungierten
Projelitionsflichen auf die X Y-Ebene sind die Projektionen der Falllinien
der anderen und umgelkehrt. ®)

Ebenso ergibt sich ohne Schwierigkeit, daB die Winkel der Parameter-
kurven in entsprechenden Punkten zweier adjungierter R-Flichen supple-
mentir sind.

Wir wenden uns zu den Asymptotenlinien der assoziierten Projektions-
fldchen: die Gleichungen dieser erhilt man durch Quadratur, wie wir jetzt
zeigen wollen.

Zu diesem Zweck nehmen wir als Parameterkurven der Fliche (1)
die Kurven, die auf die X Y-Ebene projiziert die Minimallinien dieser
Ebene geben. Beachtet man, daB wcos« + vsine der reelle Teil der
Funktion e~'*F(z 4 iy) ist, wenn u + iv = F(z + iy) ist, so erhilt
man nach § 10, 5 als Gleichungen der assoziierten Projektionsflichen:
®) o="E% y=_TW, s L+ ird@).

) 9

*) Vgl. die pag. 23 angefiihrten Modelle.
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Dabei ist ® die zu F konjugierte Funktion, ¢ und ¢, sind die Para-
meter. Fiir die FundamentalgroBen zweiter Ordnung D, I, D" erhilt
man )

/ . ie” ' F (o)
D =

D0 D= e fg‘wl};
wo zur Abkiirzung
0= — {1 +F(s) 0'()

gesetzt ist. Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien lautet nun
(9) e~ “F"(6)de® + ¢« d"(a,) do,? = 0.

Hier sind aber die Variabeln getrennt und man erhilt daher die
Gleichungen der Asymptotenlinien selbst durch Quadratur.

Die Differentialgleichung (9) ist aber auch zugleich die Differential-
gleichung der Asymptotenlinien einer Schar assoziierter Minimalflichen™*)
mit den Gleichungen

&= ;f(l —a*) e *F"(6)de+ —;f(l — 6,%) é*d"(e,) day,
(10) y=— ;‘./(1+ 6%) =% F" (6) do — -i}f(l + 6,2) é< " (6,) do,,
2= |eei*F"(c)de —1—/613"(13"(51){261.

Durch die Gleichungen (8) und (10) ist nun die Minimalfiiche (10)
auf die Projektionsfliche (8) abgebildet (aber nicht konform) und zwar
so, daB die Asymptotenlinien sich entsprechen. Zu dem Minimalflichen-
punkt (6, 6,) erhilt man die Projektion auf die X ¥-Ebene des ent-
sprechenden Punkts der Projektionsfliche dadurch, daf man das sphirische
Bild des Minimalflichenpunkts stereographisch auf die X ¥-Ebene projiziert.
Daraus folgt aber nach den bekannten Sitzen iiber die Minimalflichen,
daB die beiden Flichen so abgebildet sind, daf die Projektion der
Projektionsfliche (8) auf die X Y-Ebene ein konformes Bild der Minimal-
fliche ist. Da nun die Asymptotenlinien sich entsprechen und diese
die Minimalfiiche bekanntlich in unendlich kleine Quadrate teilen, so
folgt der

Satz VI. Die Projektionen der Asymptotenlinien jeder assoziierten
Projektionsfliiche auf die X Y-Ebene bilden ein isometrisches Kurvensystem.

Aus dem bekannten Satz endlich beziiglich der konformen Abbildung
zweier adjungierter Minimalflichen, wonach den Kriimmungslinien der
einen Minimalfliiche die Asymptotenlinien der adjungierten entsprechen

*) Vgl z B. Stahl-Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flichen-
theorie § 2.
) Vgl. ebenda § 12, (12) und (9),
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und nmgekehrt, schlieft man, daB die Projektionen der Asymptotenlinien
von zwer adjungierten Projeltionsflichen auf die X Y-Ebene vier Systeme

. . T 1 . . . T 9 .
von Kurven geben, die sich iberall unter einem Winkel gleich - schneiden.

§ 14
Die R-Fliichen sind Minimalflichen des R,.
Auf der durch die Gleichung

& o+ it = F(a+iy)

dargestellten R-Fliche denken wir uns ein zusammenhingendes durch
eine oder mehrere Grenzkurven ' begrenztes Flichenstiick. Die Projektion
des Flichenstiicks auf die X Y-Ebene gibt einen Bereich B, mit den
Grenzkurven [, und ebenso erhidlt man dureh Projektion auf die Z7-
Ebene in dieser einen Bereich B, mit den Gremzkurven I,. Die Bereiche
B, und B, bilden wegen der konformen Abbildung des auf der R-Fliche
liegenden Flichenstiicks auf die X Y- und Z7-Ebene (vgl. § 10) ebenfalls zu-
sammenhiingende Flichenstiicke, die jedoch ihre Ebenen mehrfach iiberdeclken
konnen. Durch die in %, (samt Grenzkurven) regulire Funktion (1) —
dies setzen wir von I voraus — ist dann B, konform auf %, abgebildet.
Durch die Grenzkurven I legen wir nun eine andere Fliche A, von der
wir voraussetzen, dafl das innerhalb [ liegende Flichenstiick frei von
Singularititen sei und daf die Projektionen dieses Flachensticks auf die
X Y- und Z7-Ebene gerade die Bereiche B, und B, geben: mit anderen
Worten, daB durch dieses Flachenstiick die Bereiche B, und ¥, ein-
eindeutiz — aber jetzt micht konform — aufeinander abgebildet werden.
Die Gleichungen dieser Fliche A seien

(2) x—z, Y=y, &= Ulz;u), t=F(z,),

Nach dem oben Gesagten miissen wir also von den sonst willkiir-
lichen Funktionen U, V' voraussetzen, dal sie samt ihren ersten partiellen
Ableitungen in Bereich ¥, eindeutige und stetige Funktionen von =z, y
sind, daB in B, ihre Funktionaldeterminante stets von Null verschieden
ist und daB die lings der Grenzkurven I, von %, aufgepflanzten Werte
die Kurven I' des R, geben. Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir
nun den

Satz. Der auf der R-Fldche von den Kurven T begrenzte Flichen-
inhalt ist kleiner als der entsprechende auf der Eliche A. In diesem Sinne
sind die R-Flichen Minimalflichen des R,.

Beweis. Fiir das Flichenelement dJJ von (2) hat man

dJ =ddxdy,
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d=+VEG—T%
- dUNE |, (BV\2. QU , ¢Vov.
Btk (Gl blalois Bl oL
: DU\ [DV\2
¢ =1+ (55) + (39)
ist. Ist doJ; die Projektion von doJ auf die X Y-Ebene, d.J, die Projektion
von dJ auf die Z7'-Ebene, so hat man, wie man leicht nachrechnet,
(6) ddy = dzdy; dJy =+ Veg—f*dady,
WO
(7) e=FE—1; f=F; ¢g=G—1
gesetzt ist; die Inhalte dJ, dJ,, doJ, fassen wir dabei als positive GroBen
auf, da es hier nur auf die GréBe und nicht auf den Umlaufssinn der-
selben ankommt. Wir zeigen nun, daB, wenn nicht gleichzeitig
(8) =g =0
ist, stets dJ > ddJ, + doJ, ist. Aus (3), (4) und (7) folgt miimlich
9) dJ =+ V1i+e+ g+ eg— 2 dxdy.
Weiter ist cj—q;—klfe?, wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn

¢ =g ist; um so mehr ist also e+ g > 2Veg—f2L An die Stelle des
Zeichens > tritt hier nur das Zeichen —, wenn die beiden Gleichungen (8)
gleichzeitig bestehen. Aus (9) ergibt sich nun, falls die Gleichungen (8)
nicht gleichzeitig exfiillt sind,
AT >+ V1 +2Veg—f2 + eg — f2 dudy
oder
dJ> (1 + Veg —f*) dz dy
oder

(10) dJ > dJ; + dd,.
Sind aber die Gleichungen (8) beide erfiillt, so ist
(11) dJ = dJ, + ddJ,.

Die Gleichungen (8) und (5) geben aber dann

ol a¥ oU o U ol av

UB) e gy = T Sy 9y = s’
und U ist der reelle, ¥ der imagindre Teil einer Funktion von z - iy
oder umgekehrt, d. h. die Fliche A ist dann eine R-Fliche. Ist also A
nicht auch eine R-Fliche — und dies kann, wie sogleich gezeigt wird,
nur dann der Fall sein, falls 4 mit der gegebenen R-Fliche zusammen-
fillt — so gilt fiir die R-Fliche (11), fir die Fliche 4 (10). Bezeichnet
man nun mit Jz den Inhalt des in die Kurven I' eingespannten Flichen-
stiicks der R-Fliche, mit J; den entsprechenden Inhalt der Fliche A
und mit J/; und J, die Inhalte von B, bezw. B, (d. h. aller Blitter von B,
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und B;), so erhiilt man aus (10) und (11) entsprechend den beziiglich
der Fliche 4 gemachten Voraussetzungen
(18) Jrp=Jy + J;,
(14) T
Es bleibt jetzt nur noch iibrig, zu zeigen, daB es auBer der gegebenen
R-Fliche durch I keine zweite den fiir die Fliche 4 gemachten Voraus-
setzungen geniigende R-Fliche gibt; denn wiire

2+ it = f(x + ty)
die Gleichung einer solchen, so miiite /' und darum auch die Funktion
(1) Z+iT = F(a+iy) — f(otiy)
emme in B, (samt Rand) regulire Funktion von « + iy sein. Bei der
durch (15) vermittelten konformen Abbildung von B, auf die Z7-Ebene
wiirde aber allen Punkten der Kurven I, der Punkt Z =0, 7 — 0 ent-
sprechen, was der Regularitit widerspricht. Ist also 4 eine von der
gegebenen R-Fliche verschiedene Fliche, so ist sicher die Gleichung (14)
erfilllt und damit der Beweis des Satzes erledigt.

Genau so wie zuletzt zeigt man, daf zwei R-Flichen innerhalb eines
Gebietes, in dem sie Bilder regulirer Funktionen sind, nicht einmal die
Punkte eines noch so kleinen endlichen Kurvenstiicks miteinander gemein
haben kiénnen, ohne zusammenzufallen. Zwei R-Flichen schneiden sich
eben in diskreten Punkten und nicht in Linien. Da somit eine R-Fliche
durch ein noch so kleines endliches Kurvenstiick eindeutig bestimmt ist,
so darf man deshalb zur Bestimmung einer Minimalfiiche (R-Fliche) im
vierdimensionalen Raum nicht eine beliebige Raumkurve I, durch die die
Fliche gehen soll, vorgeben. Aus der Funktionentheorie ist ja auch bekannt,
dab die Angabe der reellen Werte z lings I';, die imaginiren Werte ¢ lings I,
bis auf eine additive Konstante bestimmt. Mit andern Worten: man darf
zur Bestimmung der Minimalfliche nur die Projektion y der Randkurve I
in den dreidimensionalen Raum #= 0 vorgeben. Die Aufgabe, aus y die
Minimalfliche zu bestimmen, ist identisch mit der bekannten Randwert-
aufgabe der Funktionentheorie.

Wir schlieBen mit zwei Bemerkungen. Aus (3) folgt ndmlich, daB

das Integral -
5 !/'fd'dm(ly
B,

erstreckt iiber ¥, fiir die R-Fliche einen Minimalwert besitzt. Aus (12)
folgt aber, dal der Minimalwert J selbst gegeben ist durch

(16) o= ! f (1 + (22 )+ (‘;;)) il

wo jetzt U iV = F(a+iy) ist.
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Das rechtsstehende Integral stimmt aber bis auf die additive Konstante
])f:ofa:dy mit dem Integral iiberein, dessen Minimum-Eigenschaft bei
B,
dem sogenannten Dirichletschen Prinzip betrachtet wird.

Aus (13), (16) und (6) folgt endlich

.LL[‘O =k (fi;)2+ (?i—;)") da dy ZJJO{?.’F dy +'£;{'d Udv

und hieraus der bekannte Safz von Green
i ] a7 9 /0 TTA ] ]
(17) j f {(‘ff) + (%) }(?:r dy — j Uav,
'58:" et P L3 -

wo das rechtsstehende Integral um den Rand von B, oder B, so zu fithren
ist, daf sein Wert positiv wird. Die Gleichung (13) enthilt also eine
interessante geometrische Interpretation fiir den Greenschen Satz.

Anmerkung. Bedeutet &'(p) den Differentialparameter zwelter Ord-
nung#) fir das Linienelement der Minimalfliche (R-Fliche), so ergibt
sich leicht

(@) =0"(y) =2"(¢) =0"(t) =0 uwnd &' (da+By+Cz+Dit)=0,

wo A, B, €, D Konstanten sind. Die letzte Gleichung sagt aber aus*¥)
daB jede Schar von Parallelriumen aus der Minimalfliche ein Isothermen-
system ausschneidet. Man vergleiche hierzu den analogen fiir die Minimal-
fliichen des R, giiltigen Satz. Von der Erzeugung der Minimalflichen

des R, durch Minimalkurven war in § 10 die Rede.

§ 15.

Darstellung des Produkts zweier komplexen Grofien durch ein
Rechteck im vierdimensionalen Raum.

In reellen Zahlengebiet kann das Produkt zweier GroBen durch ein
Rechteck dargestellt werden. Durch geeignete Festsetzungen kann man
nun auch fiir zwei komplexe Grofen z + iy und z + ¢¢ ein Rechteck an-
gehen, welches das Produkt derselben geometrisch interpretiert. Dies ist
fiir manche Zwecke von Vorteil.

Ist O der Ursprung des Koordinatensystems, so stellen wir, wie iiblich,
die GroBe x + iy durch den Vektor OP, der X Y-Ebene und die Grife
2 4 it durch den Vektor OP, der ZT-Ebene dar. Diese beiden Vektoren

# vgl, etwa Stahl-Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flichen-
theorie § 17, (7).
Byibid t&iads TV:

e —
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bestimmen ein Rechteck OP, PP,, wobei P die Koordinaten x,y, 2, ¢
hat; dieses Rechteck soll uns der Repriisentant von (z+iy) - (¢+1t) sein.
Bezeichnet man dieses Rechfeck mit oJ, so setze man symbolisch

(1) J = (z+iy) (#+it).

Fiir das folgende ist es nun geschickter, dem Punkt P nicht die Koordi-
naten , y, #, t zuzuschreiben, sondern die Koordinaten =, iy, 2, it. Nach
dieser Festsetzung projiziere man das Rechteck o/ der Reihe nach auf die
XZ-, YZ-, XT-, YT-Ebene und erhiilt so vier Rechtecke, die wir mit
Jyiy Iyer Sor o, bezeichnen. Das Rechteck oJ,, z. B. hat die Seiten «
und i¢ und hat einen Inhalt = x¢; wir sagen aber jetzt, der Inhalt sei
izt, und machen dies ebenso fiir die anderen Rechtecke. Man erhilt so

(2) S, =22, J,, =1yz, J,=1at, J,.=—yt;

aus (2) folgt aber jetzt J,, +J,.+J,,+J,,= (@ +iy) (2 +it) und
darum aus (1) ’

(3) '}PZJ;:;—*_JL.’;_'—'};-:_}*J;;{'

Wir nennen nun das Rechteck J den Produktvektor der beiden Vektoren
OP, und OP; oder der beiden komplexen Grofen « + iy und z + i¢ und
den Punkt O seine Fcke. Die vier GroBen ./ . etc. nennen wir die
Komponenten des Produktvektors. Nach (3) ist also der Produltveltor gleich
der Summe seiner vier Komponenten. Zwei Produktvektoren heifien gleich,
wenn jeder dieselbe Komponentensumme hat. Zwei Produktvektoren werden
addiert, indem man die Komponenten addiert. Man kann nun mit emem
Produktvektor mancherlei Lageverschiebungen und Anderungen vornehmen,
ohne daB ecr seinen Wert indert. Iiir uns kommen hauptsichlich drei
solche Verinderungen in Betracht.

I. Nach (1) ist J = a(z+iy) - z—_i-i.t’ wo @ eine reelle Konstante be-

deuten moge. Daraus folgt, daB man die Seiten OP; und OP, des
Produktvektors verindern darf, wenn nur dabei der Inhalt des Rechtecks
J derselbe bleibt.

II. Da weiter J = ¢“(z+iy)-(2+it)~ ¢ ist, wo a wieder reell sein
moge, so folgt, daB man die eine Seite O P; von J in der X ¥-Ebene im
Sinne der wachsenden Winkel um den Winkel ¢ drehen darf, wenn man
nur ebenso OP, in der Z7-Ebene im Sinne der abnehmenden Winkel um
den Winkel ¢ dreht. Dabei ist in der X Y- und Z7-Ebene derjenige
Drehsinn der positive, in dem gedreht die positiven reellen Achsen nach

einer Drehung von - mit den positiven imaginiren Achsen zusammen-

2
fallen. Durch die genannte Operation kann man jeden Produktvektor aus
dem R, in den dreidimensionalen Raum X Y Z hereindrehen: man braucht
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dazn nur OP, um den Winkel P,0Z in der ZZ7-Ebene im Sinne der
abnehmenden Winkel und OP, in der X ¥-Ebene um denselben Winkel
im Sinne der wachsenden Winkel zu drehen.

ITI. Endlich kann man den Produktvektor offenbar parallel mit sich
verschieben. Um dabei die Komponenten des verschobenen Produktvektors
mit dem richtigen Zeichen zu erhalten, ist zu beachten, daf die Rechtecks-
seiten des Produktvektors gerichtete GroBen sind und darum auch die
Projektionen derselben.

Durch diese Festsetzungen ist es nun mdoglich, irgend welchen alge-
braischen Ausdruck komplexer Grofen durch geometrische Konstruktionen
darzustellen.

Beispiel. Es sei z + it = (¢4 iy)" und es soll zu dem Wert -+ iy
der Funktionswert gesucht werden. Der Vektor OP, (s. Fig. 1) in der

X Y-Ebene sei =z iy,
ebenso OP =z + iy
in der ZT-Ebene. Der
Radiusvektor von OP,
und OP," sei », die
Amplitude @. Der Pro-
duktvektor aus O P, und
OP, ist dann gleich
(z+1iy)®. Wir drehen
nun 0P, um den Winkel
@ nach 0@, (Q, liegt auf
der X-Achse) in nega-
tivem Sinn und dafiir
O P, um g in positivem
Y Sinn nach 0@,. 0@,
und 0@, geben jetzt
ebenfalls einen Produktvektor gleich (z 4 iy):. Sei 04, =1, damn

Z

Fig. 1.

: Sl e )|
verkleinere man 0@, im Verhiltnis —, worauf ¢, nach 4, gelangt;

0@, dagegen vergroBere man im Verhiltnis ; , worauf @), nach A4, ge-
langt. Der durch 04, und 04, bestimmte Produktvektor ist ebenfalls
= (+1y)". Da nun aber 04, =1, so ist 04, = (z+iy)’, 04, und
OP, bilden nun einen Produktvektor = (z+4iy)’. Man verfahre nun
gerade so wie vorher, drehe O P, zuriick nach 0@, und verkiirze wieder
0@, im Verhiltnis : Dafiir hat man 0.4, wiederum um den Winkel ¢

in posifivem Sinn zu drehen und die Linge 04, mit » zu multiplizieren.
Daraus folgt, daB der Vektor z -+ if, der die GroBe (2+sy)" darstellt,
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die n-fache Amplitude von 2 + iy besitzt und einen Radiusvektor gleich
der n'*' Potenz des Radiusvektors von « - iy. Liuft nun der Vektor
OP, einmal in der X Y-Ebene herum, so macht der Vektor OP, =z + it
n Umliufe in der Z7-Ebene. Mit andern Worten: die durch die Glei-
chung z 4 it = (¢ +iy)" dargestellte R-Fliche gibt, auf die X Y-Ebene
projiziert, eine Riemannsche Iliche mit einem Blatt, auf die Z7-Ebene
projiziert, eine solche mit n Blattern. Zieht man durch die jeweilige Lage
von P, den Vektor P, P parallel und gleich OP,, so wird der Punkt P
eine auf der R-Fliche liegende Kurve beschreiben, die, auf die X ¥Y-Ebene
projiziert, den einfachen Kreis mit dem Radius O P, gibt, auf die Z7-Ebene
projiziert, den Kreis mit dem Radius OP, aber » mal gerechnet. Man
erhilt so eine Anschanung fiir das Verhalten der R-Fliche im Nullpunkt,
wo &+ iy, als Funktion von #z - it betrachtet, einen Windungspunkt
(n—1)** Ordnung besitzt.

§ 16.

Geometrische Deutung von 4 f F(e+iy) (de+idy).

Wir betrachten die durch die Gleichung
(1) 2+ it = F(z+1iy)
dargestellte R-Fliche. In einem Bereich der X Y-Ebene, in dem F' reguliir
sich verhilt, ziehen wir eine Kurve 4, B, (s. Fig. 2) und pflanzen nun in
allen Punkten dieser Kurve
die aus (1) sich ergeben- z
den Werte 2 + if auf: da-
durch erhalten wir auf
der R-Fliche die Kurve
AB. Sei P, ein Punkt
von A4, B, mit den Ko-
ordinaten z, iy, P der ent-
sprechende Punkt auf 4 B,

so stellt uns der Vektor

P, Pden in P, vorhandenen

Funktionswert z + ¢ von z

(1) dar. Lassen wir P,

von 4, nach B, wandern,

so iiberfiihrt der Vektor

P, P dabei eine gewisse

Fliche, die wir die Vekiorfliche nennen. Sei @, ein P, sehr benachbarter

Punkt der Kurve A4,B,, @ sein entsprechender auf 4B und setze man
P, @, = dx + idy, so bestimmen die beiden Vektoren P, P und P, @, einen

Fig. 2.
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Produktvektor mit der Ecke P,. Wir nennen ihn dJ. Die vier Kompo-
nenten von dJ werden bis auf unendlich kleine GroBen hoherer Ord-
nung mit den vier Projektionen des Stiicks P, @, QP auf die Ebenen der
Komponenten von dJ iibereinstimmen. Bildet man nun
5

(2) y [ I(a+iy) (dz+idy),

A
so stellt dieses bestimmte Integral die Summe der vier Projektionen der
Vektorfliche 4.4, B, BA auf die genannten Ebenen in dem in § 15 namhaft
gemachten Sinne dar. Nennt man diese vier Projektionen ehbnfa]ls die
Komponenten der Vektorfliche, so kann man

B,
(3) F(w+iy) (do+idy) =T

A

setzen, wofern man unter J die Summe der vier Komponenten der Vektor-
fiche A4, B, BA versteht. Man sieht, daB (3) auf eine reelle Funktion
F(x) der reellen Variabeln @ angewendet die gewthnliche Deutung des

1

ynJ y . 3 T 3 " i L . A, f* 1 o A ]
'[I(q,) da gibt, wenn die X-Achse zur Integrationskurve A, B, genom-
Ay

men wird.

Beispiel:
(4) z+?t_’r_—|-w
Es mige das Integral
r ‘dx -+ idy
®) )

lings eines um den Ursprung als Mittelpunkt und mit dem Radius 1 in
der X Y-Ebene beschriebenen Kreises % im Sinne der wachsenden Winkel
gefiihrt werden.

Der Kreis schuneide die X-Achse im Punkt A, (s. Fig. 3); triigt man
auf der Z-Achse OA4; =1 ab, so stellt 04, den Funktionswert im Punkt
A, dar. Die Vektoren 0A, und 0. 4, sind die Seiten eines Produktvektors,
der =1 ist. Wir drehen nun Ol in der X Y-Ebene im Sinne der
wachsenden Winkel um den Winkel ¢ nach OP,, 0A, in der ZT-Ebene
im Sinne der abnehmenden Winkel ebenfalls um den Winkel ¢ nach OP,,
dann hat der durch OP, und OP, bestimmte Produktvektor nach § 1")

ebenfalls den Wert 1. OP, stellt also (wie tibrigens auch aus der dulch
4) vermittelten konformen Abbildung der X Y-Ebene auf die Z7-Ebene
folgt) den in P, vorhandenen Funktionswert dar. Es ist demnach, wenn P,

_1!_;?._3;- P @, sei =da + idy. Wir

die Koordinaten z, ¢y, hat O P, —
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verlegen nun den Vektor P, ¢ parallel mit sich so nach O, daB P, auf O

fillt und nennen den nach O verschobenen Vektor O@Q". Aus 0@  und
f . . . . da --7 d :

O P, bilden wir einen Produktvektor: dieser ist dann = iii—:}y 0r,

drehe man in der Z7-Ebene um den Winkel ¢ im Sinne der wachsenden

Z

1, ¥

/'

1
Ak 3
N

9

Yi
Fig. 5.
Winkel bis 0 4;, dann muB man 0@’ in der X Y-Ebene um den Winkel ¢
im Sinne der abnehmenden Winkel drehen bis 0C,. Hs ist nun aber
klar, daf C, auf der Y-Achse liegen muB. Der Produktvektor aus 04,
und OC, ist somit — dzi:jq Der Produktvektor ist aber jetzt mit
seiner zur ¥ Z-Ebene gehorigen Komponente identisch, da alle anderen
Null sind. Bezeichnet man die Linge von P, @, mit ds, so ist OC, der
Linge nach ebenfalls = ds; C, hat daher auf der Y-Achse die Koordinate
t-ds und der Produktvektor aus OA, und OC, hat den Wert éds. Teilt
dx -+ idy
s

man nun den Kreis in lauter gleiche kleine Teile ds, so hat

iiherall den Wert ids. Es folgt somit das bekannte Resultat

1d.1:—[—e'r£-y L
j T 2im.

Ebenso zeigt man leicht, daB

S @ty (@o+idy) =0
J

ist, wo » eine ganze positive oder negative von — 1 verschiedene Zahl ist.
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Als zweites Beispiel nehmen wir die Funktion
(6) 2 + it = (a+1ib)(z+iy) + ¢ + id,
welche eine spezielle R-Fliche nimlich eine Nullebene N darstellt ,.und
fithren das Integral

(7) oJ = f ..(z +it) (dz+idy)

um ein in der X Y-Ebene liegendes Dreieck A4, A4, A, und zwar so, daB
das Dreieck 4, 4, A, zur Linken liegt. Den Ecken A, 4, A, entsprechen
auf N drei Punkte B, B, B;. Der Vektor 4, B, wird nun, wenn A4, das
Dreieck A, A, Ay durchliuft, eine gewisse Vektorfliiche durchfahren; J ist
dann gleich der Summe der vier Komponenten dieser Vektorfliche. Be-

zeichnet man diese Komponenten mit J, ,, J, ., J,,, J,., 80 ist

(8) '}-:'}!:+')rgx:+tr.tf+c};;{'

Es ist nun, wenn B, die Koordinaten @, ,, 2, ¢, hat, wie man leicht zeigt

2z, 7 1 _Ulyl A 1|
(9) Lt dy=—lo & l—Fln & 1),
|:r_1 2 1] Ys it 1)
& 1) MU
(10) St du=——lth & 1l—— iz % 1
‘ :."h 73 1 !'Es ty 1

Da nun aber nach (6)

(11) f=ax,— by, +c¢; t,=bx,+ay, +d

ist, so sieht man, daf die rechten Seiten von (9) und (10) identisch ver-
schwinden. Daraus folgt

(12) | (e 4it) (da+idy) = 0.
ATid s

Gleichung (12) stellt einen speziellen Fall des Cauchyschen Integralsatzes
dar. Das Bestehen der Gleichung (12) ist auch der AnlaB gewesen, warum
wir eine Kbene mit der Gleichung (6) eine Nullebene nannten. Ebenso
wollen wir jedes in einer Nullebene liegende Dreieck ein Nulldreieck
nennen. Weil nun die Tangentialebenen jeder R-Fliche Nullebenen sind
(vgl. § 10), so kann man von hier aus einen Beweis des Cauchyschen
Integralsatzes fiir eine beliebige R-Fliche gewinnen. Wir skizzieren kurz
den Gang desselben.

Es sei in der X Y-Ebene ein zusammenhingender Bereich 8 mit den
Grenzkurven [, I, ... gegeben und die Funktion
(13) 2+ it=F(z+iy)

sei in B (einschlieBlich der Grenzkurven) eindeutig erklirt, sie werde in
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B nirgends unendlich und besitze an jeder Stelle von B eine endliche
Ableitung. Mit anderen Worten: wir setzen voraus, daB die durch (13)
dargestellte R-Fliche in allen Punkten von 9B eine Tangentialebene be-
sitze (vgl. § 10). Wir teilen nun den Bereich B in lauter unendlich
kleine Dreiecke; diesen unendlich kleinen Dreiecken der X Y-Ebene werden
auf der R-Fliche wegen der Existenz der Ableitung von I ebenfalls
unendlich kleine Dreiecke entsprechen. Jedes von diesen ist ein Null-
dreieck, weil es in einer Tangentialehene der R-Fliche liegt. Nun fiihren
wir das Integral

(14) ((e+it) (dn+idy)

um jedes der Dreiecke yon B so herum, daf das Dreieck zur Linken liegt.
Die Summe dieser Integrale ist Null, weil jedes einzelne Integral Null
ist (genauer: unendlich klein von der dritten Ordnung, wenn die Seite
eines Dreiecks des Bereichs B unendlich klein von der ersten Ordnung ist).
Da nun jede Dreiecksseite, die der Begrenzung nicht angehdrt, zweimal
in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wird, so heben sich die ent-
sprechenden Betriige der Integralsumme fiir diese Dreiecksseiten auf. Die
Integralsumme stellt also den Wert dar, den man erhiilt, wenn man das

Integral (14) um die Grenzkurven Iy, [, ... so fiithrt, daB B stets zur
Linken liegt. Da aber die Integralsumme Null ist, so gilt das gleiche
fiir das lings der Grenzkurven Iy, I, - - gefiihrte Integral. Damit ist

aber der Integralsatz bewiesen.

Man sieht, daB die Giiltigkeit des Satzes durch die Orientierung der
Tangentialebenen der R-Fliche bedingt ist und daB zum Beweise nur die
Existenz, nicht aber auch die Stetigkeit der Ableitung von F(x+iy)
vorauszusetzen ist, wie dies auch Goursat®) neuerdings gezeigt hat.

*) Vgl. Encyklopidie der math. Wiss, Bd. II,, Heft 1, FuBnote 16.




yon vier Dimensionen. 49

Stelle von B eine endliche
L voraus, daf die durch (13)
B eine Tangentialebene be-
feich 25 in lauter unendlich
iecken der X Y-Ebene werden
Ableitung von F ebenfalls
es von diesen ist ein Null-

* R-Fliche liegt. Nun fiihren

dy)

das Dreieck zur Linken liegt.
jedes einzelne Integral Null
en Ordnung, wenn die Seite
I von der ersten Ordnung ist).
ung nicht angehdrt, zweimal
ird, so heben sich die ent-
diese Dreiecksseiten auf. Die
b man erhilt, wenn man das
- so fithrt, daB B stets zur
Null ist, so gilt das gleiche
efiihrte Integral. Damit ist

bs durch die Orientierung der
ind daB zum Beweise nur die
ler Ableitung von F(z+iy)
voraus ) neuerdings gezeigt hat.

) , Heft 1, FuBnote 16.













	Vorderdeckel
	[Seite]
	[Seite]

	Titel
	[Seite]
	[Seite]

	Einleitung
	[Seite]
	Seite 2

	I. Kapitel. Die Krümmung der zweidimensionalen Gebilde im ebenen Raum von vier Dimensionen.
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21

	II. Kapitel. R-Flächen im ebenen Raum von vier Dimensionen.
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	[Seite]
	[Seite]

	Rückdeckel
	[Seite]
	[Seite]


