Die sphirische Trigonometrie auf dem
Gymnasium.

ln den Lehrplinen vom 6. Januar 18g2 enthalten die methodischen Bemerkungen
zu dem mathematischen Unterrichte auf dem Gymnasium den Schluflsatz:

»Einige Grundformeln der sphirischen Trigonometrie, die zum besseren Ver-
stindniB der mathematischen Erdkunde erforderlich sind, lassen sich in einfacher
Weise bei Betrachtung der dreiseitigen Ecke herleiten.«

So interessant die sphirische Trigonometrie und so leicht verstindlich sie auch fir
den in der ebenen Trigonometrie sicheren und geiibten Oberprimaner ist, wie ich in einer
Programmarbeit Konitz 1873: »Analoga der ebenen und der sphirischen Trigonometrie«
gezeigt habe, so wird sie doch auf das Nothwendigste beschrinkt werden miissen. Fir
einen schwicheren Kursus wird das Verstindniffi des Sinussatzes und des Cosinussatzes
und die Anwendung dieser beiden Grundformelnjauf das allgemeine, wie auch besonders
auf das rechtwinkelige Dreieck geniigen. Mit einem besseren Kursus hingegen arbeite ich
auch die fiir die geschicktere logarithmische Rechnung nothwendigen Umformungen bis
zur Herleitung der GauBischen Gleichungen und der Neperschen Analogieen durch, da
hierin nichts weiter als eine Wiederholung des entsprechenden Abschnittes der ebenen
Trigonometrie liegt. Auswendig gelernt werden Formeln nicht.

Unter der Voraussetzung der stereometrischen Grundlage gestaltet sich dann dieser

Unterricht, wie das Folgende zeigt.
I#
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§ L.
Sphirisches Dreieck und zugehirige kirperliche Ecke.

I Aus einem Kreise mit dem Radius r nimmt man einen Sector heraus, dessen
Centriwinkel nach der vorstehenden Figur in drei ungleiche Centriwinkel a, b, ¢ zerlegt
wird. Sind a und b zusammen grofer als c, so lift sich der urspriingliche Sector in den
Radien MA und MB so falten, daB a, b, ¢ eben bleiben und die #ufieren mit MC bezeich-
neten Radien aufierhalb der Ebene AMB in einen zusammenfallen. Dadurch entsteht ein
spharisches Dreieck ABC, dessen Seiten dieselbe Zahl von Graden enthalten wie die vor-
her mit a, b, ¢ bezeichneten Centriwinkel. Kommt es nur auf die Zahl der Grade, nicht
auf die Lidnge der Seiten des sphirischen Dreiecks an, so diirfen dieselben entsprechend
auch mit a, b, ¢ bezeichnet werden.

Die Winkel dieses sphirischen Dreiecks bezeichnen wir mit e, g, y. Der Winkel ¢,
den die Seiten b und ¢ des sphirischen Dreiecks bilden, ist derselbe wie der Winkel CED
den die Ebenen AMC und AMB miteinander bilden. Entsprechendes gilt fiir § und 7.

Somit haben wir ein spharisches Dreieck ABC und eine ihm entsprechende korper-
liche Ecke. Die Seiten jenes sind Kreisbogen, die Seiten dieser die dazu gehorigen Centri-
winkel. Die entsprechenden Seiten stimmen also in der Zahl der Grade iiberein. Die
Winkel des sphirischen Dreiecks werden gemessen durch die Winkel, welche die Tan-

genten in den Ecken miteinander bilden. Sie sind deshalb identisch mit den entsprechen-




5

den Winkeln der korperlichen Ecke. Alle Sitze also, welche fiir die Seiten oder die
Winkel der korperlichen Ecke gelten, miissen, falls es nur um die Zahl der Grade sich
handelt, durch welche beide gemessen werden, auch fiir das sphérische Dreieck Geltung
behalten und umgekehrt.

Aus der hier gezeigten Entstehungsweise des sphirischen Dreiecks und der kor-
perlichen Ecke sind die Sitze abzulesen:

1. Die Summe der Seiten eines sphirischen Dreiecks (einer dreiseitigen korper-
lichen Ecke) ist kleiner als 360°
a+ b4 c < 360"
2. Die Summe zweier Seiten eines sphirischen Dreiecks (einer dreiseitigen kor-
perlichen Ecke) ist grifler als die dritte.
a+b>c

II. Ein anderer Weg zu dem bisher erreichten Ziele geht von der Betrachtung
der Kugel aus.

Jede durch den Mittelpunkt der Kugel gelegte Ebene schneidet die Kugelober-
fliche in einem groften Kreise, Zwei durch denselben Durchmesser der Kugel (Axe)
gelegte Ebenen bilden auf der Kugeloberfliche vier sphirische Zweiecke, von denen die
gegeniiberliegenden Scheitelzweiecke sind. Lege ich eine dritte beliebige Ebene durch
den Mittelpunkt, so wird jedes der sphirischen Zweiecke in zwei Theile, sphdrische Drei-
ecke, zerschnitten,

Die gemeinsame Grundlinie der beiden sphirischen Dreiecke eines solchen Zwei-
ecks werde c genannt, die Seiten des einen a und b, die des anderen a' und b, sp daB
a und a' einerseits, b und b’ andererseits einen Halbkreis bilden. Es sei ¢ groBer als jede
der beiden Seiten a und b; dann 1aBt sich zeigen, dall ¢ < a -+ b ist, indem man in ib-
licher Weise die planimetrischen Sitze zu Hiilfe nimmt:

1. In jedem ebenen Dreiecke ist die grofite der drei Seiten und so itberhaupt
jede der drei Seiten kleiner als die Summe der beiden anderen.
2. In jedem Kreise entspricht der grofieren Sehne auch der grofiere Bogen.

So hat man denn:

a == ati— 180"
b -+ b' = 180°
a4+ b+ a 4+ b= z60°
c < a' - b
tolglich a+b-4a+b+c<ibo?+ a -+ b

a4+ b+ c< 360"
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Ein sphirisches Viereck entsteht aus dem sphirischen Dreiecke, wenn man einen
vierten grofiten Kreis so legt, dal von dem sphirischen Dreiecke ein kleineres abge-
schnitten wird. Da die Summe der so weggeschnittenen beiden Bogenstiicke grofler ist
als der fiir sie eintretende Bogen, die vierte Seite des Vierecks, so ist die Summe der
vier Seiten des Vierecks kleiner, als die Summe der drei Seiten des Dreiecks war, d. h.
sicher kleiner als 360% In gleicher Weise ergiebt sich weiter, dafi der Umfang jedes
beliebigen sphiirischen Polygons erst recht kleiner als 360 ist.

Fiir die korperliche Ecke heifit das: Die Summe der Seiten jeder beliebigen kor-
perlichen Ecke ist kleiner als 360"

Daraus folgt, dal nur die bekannten funf regelmifigen eckigen Kérper moglich
sind: drei von gleichseitizen Dreiecken begrenzte: Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder; einer
von Quadraten begrenzt, ndmlich der Wiirfel; einer von regelmifigen Fiinfecken begrenzt,
das Dodekaeder. Denn nur 3, 4, 5 Winkel von je 60°% 3 Winkel von je go” 3 Winkel

von je 108" lassen sich zu einer korperlichen Ecke zusammenstellen.

it
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Die Supplementarecke und das Supplementardreieck.

Wenn man zu den drei Kanten einer dreiseitigen korperlichen Ecke senkrechte
Ebenen legt, oder, anders ausgedriickt, wenn man von einem beliebigen Punkte innerhalb
einer dreiseitigen kérperlichen Ecke senkrechte Linien auf die Seiten derselben fillt, so
erhilt man eine zweite dreiseitige Ecke, deren Seiten die Winkel der ersten und deren
Winkel die Seiten der ersten zu je 180° ergiinzen. Denn der so geschlossene Korper ist
nur von Vierecken begrenzt, in deren jedem 2 rechte Winkel einander gegeniiberliegen,
der eine der schiefen Winkel eine Seite der einen, der gegeniiberliegende ein Winkel der
anderen korperlichen Ecke ist. Dem Schiiler, welcher sich dieses Modell selbst schneidet,
macht dieser Satz keine wesentliche Schwierigkeit, da er gelernt hat, die Schnittflichen
sich vorzuzeichnen.

Beseichnet man nun die Seiten der neuen koérperlichen Ecke mit a! b’ ¢! und die
Winkel derselben mit o', 8 ' und zwar so, dafl a' der Supplementwinkel zu dem Winkel «
der urspriinglichen Ecke ist, «' der Supplementwinkel zu der Seite a der urspriinglichen
Ecke, u. s. w, so entstchen folgende Gleichungen:

¢ + a' = 180" ¢ -+ a
g+ b = 18° g+ b

ll

180

180 ¢

y + ¢ = 180" ¥ + ¢ = 180"
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folglich a+ 8+ y+a+b4c=s540"
¢+ g +r+atb+tec=s50'
260 =a -+ b+4c
mithin ¢+ 8+ +a+db+ct 360°>a+b4cA+ 500°
g+ gy = 180°
« 4+ 8+ 7 = 180"

Satz: Die Summe der Winkel einer dreiseitigen korperlichen Ecke (eines sphiiri-
schen Dreiecks) ist groBer als 180" aber kleiner als 540"

Das Letztere ist leicht ersichtlich aus @ 4+ 8 + y + a' 4 b’ | ¢' = 540° Die
Summe der Winkel der einen korperlichen Ecke und die Summe der Seiten der dazu ge-

horigen Supplementarecke zusammen giebt erst 540 e

§ 3.

Inhalt des sphirischen Dreiecks bestimmt durch die Winkel.
Folgerungen: sphérisches Polygon, Eulerscher Satz.

Wie ein sphirisches Dreieck durch Zerschneiden eines sphirischen Zweiecks nach
§ 1 entsteht, so 1aft sich auch jedes sphirische Dreieck zu einem sphirischen Zweieck er-
ginzen und zwar auf dreifach verschiedene Weise. Das erste dieser drei sphiirischen
Zweiecke wird den Winkel @, das zweite den Winkel 8, das dritte den Winkel y haben.

Man bezeichne das gegebene sphirische Dreieck mit /\, die dazu gekommenen
Nebendreiecke mit A, /A, A, Eins derselben, z. B. A\, wird nicht wie /\ und /A, und
A, auf der vorderen Halbkugelfliche liegen, daftir aber ein Scheiteldreieck, welches nach-
weislich gleich /\, ist, so daff die Summe A -+ A, -+ A, + A, = 21w d h der
Halbkugelfliche gleich ist.

Die Gleichheit des fraglichen Scheiteldreiecks mit /\, 1aBt sich zeigen, indem fiir
beide der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises gesucht und von diesem aus jedes in
drei gleichschenkelige Dreiecke zerlegt wird, unter denen die entsprechenden sofort als
congruent erkannt werden.

Der Inhalt eines sphirischen Zweiecks wird in gleicher Weise bestimmt wie der
Inhalt eines Kreissectors. Denkt man sich zu allen 360° des Aquators die Meridiane ge-
zogen, so zerfillt damit die Kugeloberfliche in 360 congruente sphdrische Zweiecke. Der
Inhalt eines beliebig grofien sphirischen Zweiecks verhdlt sich also zur Kugeloberfliche

wie der Winkel des sphirischen Dreiecks zu 360 o
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Satz: Der Inhalt eines sphirischen Dreiecks verhilt sich zur halben Kugelober-
fliche, wie der Uberschuff seiner Winkelsumme iiber 180° sich zu 360° verhilt.

Setzt man ¢ + § 4+ y — 1B0® = 2 & so nimmt die letzte Gleichung die Form an:

=T Sl
1800

Ein sphéirisches Polygon liBt sich wie ein ebenes Polygon in soviel Dreiecke zer-
legen, als das Polygon Seiten hat, indem man einen beliebigen Punkt innerhalb des Poly-
gons mit allen Ecken desselben verbindet.

Bezeichnet man irgend eins dieser Dreiecke mit A\ = seine Winkel mit w,, f;, ¥,
das darauf folgende mit /\  seine Winkel mit a3, f,;, y,, U.s. W, das letzte mit /\ seine

Y

Winkel mit «,, f., y., so erhilt man folgende Gleichungen:

3 @ + f + y — 180"

"‘—\‘.l = ST 360 i
f‘\. — . rt-r s fh_‘ll-‘f’__}'_; _ IBOQ_
g e 3ﬁD 0
T o o { o
A, = 2% —360“
Polygon = 21z - Oy Oy A-vie + (@0 o f + 19: TG o+ +7 +oo4 Yo — 0. 180"
360"

Sind y;, 7, u. 5. w. die um den gewihlten Punkt P gelegenen Winkel, so ist ihre
Summe 360" Die mit @ und f benannten Winkel aber sind die an den Ecken des Poly-
gons gelegenen Winkel, deren Summe mit w bezeichnet werde.

Somit ist:

Polygon = 2r%r - W — '[l'l_j 2) 180"

ma 60°




Bezeichnet man in einem beliebigen eckigen Korper die Anzahl der Ecken mit E,

der Flichen mit F, der Kanten mit K, so gilt
der Eulersche Satz: E - F =K | z

Derselbe wird in folgender Weise aus der Inhaltsgleichung fiir das sphirische
Polygon hergeleitet:

Um einen beliebigen Punkt innerhalb des eckigen Kdorpers denken wir uns eine
Kugel beschrieben mit einem so grofien Radius, daB der Korper von der. Kugelfliche
vollstindig eingeschlossen werde. Jeder Ecke des Kérpers entspricht ein Kugelradius,
der auf der Kugeloherfliche einen bestimmten Punkt bezeichnet; jeder Kante des Korpers
ein Bogen zwischen zweien der bezeichneten Punkte; jeder Fliche des Kdorpers ein Poly-
gon auf der Kugeloberfliche. Somit breitet sich auf dieser ein Netz von soviel Polygonen
aus, als der Korper Flichen hat; won soviel Linien, als der Korper Kanten, und von so-
viel Knotenpunkten, als der Korper Ecken hat.

Es seien m Polygone. Das erste P, habe die Winkelsumme w, und die Seiten-
zahl n,; das zweite P, habe die Winkelsumme w, und die Seitenzahl n,, u. s. w. Das
letzte Polygon P" habe die Winkelsumme w, und die Seitenzahl n,,

So gelten {"c}lgnmlu (}lci{:]mngen:

[~

T @, — (n, —-2) 180"
P, = z2r1% - E =1 i )
360
= w, — (n, — 2) 180"
P.=2r‘rr--?--—-{--?. e =
3 3bo
a Om — (n — 2) 180°
Py — 2%z - == =0 .
360
Die Summe aller Polygone ist die Kugeloberfliche 4 r®a.
2 5ipe o, +w, +...+wy—(n +~n, 4 ...+ mn,) 18+ m,. 360°
. "":F f=—=3 2 '-"-'!' - - — e - _ e e
]' 360“

Die Polygonwinkel gruppiren sich um die E Knotenpunkte.

Also ist @)+ wy ~ .o wy=E . 360% Ferneristn; + ng ... - Ng=2K.

Jede Seite eines Polygons gehort ndmlich gleichzeitig noch einem angrenzenden
Polygone an. Inn, -+ n, + ... - n, sind also alle Seiten doppelt gezihlt, Die An-
zahl m der Polygone ist aber auch mit F bezeichnet worden.

Damit gestaltet sich die letzte Gleichung so:

E

X

. 360" — K . 360 -+ F . 360°

4t — arim -
also nach ersichtlicher Vereinfachung:

E 4 F =K

L3

(4]




Hauptgleichungen fiir das allgemeine sphérische Dreieck.

Bilde ich aus der ebenen Figur § 1 die korperliche Ecke und das zugehorige
sphirische Dreieck, so wird CD die Senkrechte von C auf die Ebene AMB. CE und DE
bilden bei E den Winkel ¢, CG und DG bei G den Winkel 8 des sphirischen Dreiecks.

Somit ist CD=r.snb.sne«
CD =r.5na,sn}j
folglich r.sinb.,sine=7t.sina.sin}J
sin o sin a
GOs sin 3 — sinb
Sinussatz: Die Sinus zweier Winkel eines sphirischen Dreiecks verhalten sich

wie die Sinus der entsprechenden Seiten.
Da dieser Satz fiir je zwei Winkel und die entsprechenden Seiten nachgewiesen
werden kann, so stellt er sich vollstindig in folgender Form dar:
1. sin ¢ :sn g : &in y = sina : sin b : sin c.
Wie in der ebenen Trigonometrie entsprechen auch in der sphirischen dem Sinus-
satze zwei der vier Grundaufgaben:

1. 7ur Bestimmung eines Dreiecks sind zwei Winkel gegeben und die dem
g geg

einen von beiden gegeniiberliegende Seite.

ka3

. Zur Bestimmung eines Dreiecks sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel,

welcher einer derselben gegeniiberliegt.

Bei der Auflosung dieser Aufgaben ist hier natiirlich zu beachten, daf} der dritte
Winkel nicht gefunden werden kann wie in der ebenen Trigonometrie, da die drei Winkel
des sphérischen Dreiecks nicht 180" zu ihrer Summe haben.

Die Strecke MG lift sich auf doppelte Weise ausdriicken.

Aus dem Dreieck MGC ist

MG =71 .cosa
Ferner ist MG = MF -+ FG oder MF -|- DH

ME = ME .cos¢c =r.cosb.coesc

DH = r .sin b. sin ¢ . cos ¢
MG=r.cosb.cosc—|r.sinb.sinc.cosae
folglich fcosa=cosb.cosc-sinb,sinec.cosa
analog: 2. J cosbh = cos a.cos ¢ | sin a . sin c. cos @
Icosc = cos a.cos b sina.sinb.cosy
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cos a — cos b.. cos ¢
cos & s
sin b . sin ¢
& cos b — cos a . cos c
3.5c08 i — — —
sin a . sin C
cos ¢ — cos a . cos b
Cos Yy — — - - — L
sin a.sin b

In diesen beiden Formen erscheint der Cosinussatz, welcher die Beziehung ent-
hilt zwischen den drei Seiten des sphirischen Dreiecks und irgend einem Winkel desselben.
Den beiden Gleichungssystemen entsprechen wieder zwei der vier Grundaufgaben:

3. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel.
4. Ein Dreieck zu bestimmen durch die drei Seiten.
Nach § 2 bestehen zwischen zwei Supplementarecken resp. Supplementardreiecken

die Beziehungen:

¢ -~ a' — 180% - alsoist: sin @ sin a' cos — cos 2
g -4 b = 182" CAbal o= T Lt o cos g — cos b’
¥y + ¢ = 180" sin y = sin: ¢! cos y — cos ¢
a-+ o = 180° sin a sin «' cos a — — cos ¢
b + g = 180" sin b — sin cos b = — cos §
c -+ ¢y = 180" sin c sin ' CoS C — cos ¥

Beniitzen wir dies fiir die vorstehenden Gleichungen 1. 2. 3., so finden wir damit
Beziehungen zwischen den Seiten und den Winkeln des Supplementardreiecks, die nur in-

soweit, als sie Neues ergeben, mit Weglassung der Indices hergesetzt werden:

fecosa — — cos f.cos y | sin § .8in y . cos a
4.4 cos f = — cos ¢ . cos y -} sin @ .sin ¥ .cosb
lcos y — — cos @ . cos f | sin o .sin § . cos ¢
Cos ¢ —— cos f . cos ¢
cos g — ——
sin g . s ¥
cos § |- cos & . cos
5.2 cos b ¢ o == 1
sin & . sin ¥
cos y |- cos @ . cos f§
COS e ; e
sin. @ . Sl p

Darin liegt die Losung folgender beiden Aufgaben:
5. Ein Dreieck zu bestimmen durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel.
6. Ein Dreieck zu bestimmen durch die drei Winkel
Driicken wir die Strecke DG in doppelter Weise aus, einmal aus dem rechtwinke-
ligen Dreiecke CDG und zweitens als Differenz der beiden Strecken EF und EH, so er-

giebt sich schlieflich:
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sina.cos f =cosb.sinc—sinb.cosc.cosa
sin a cosb .
oder = - €05 Ji= — - sin ¢ — COS C . COS &
sin b sin
sin « e :
- -cos § = cotg b . sin\c— cos ¢ .COS5.@
S §
cotg b ..sin ¢ — cos ¢ . €OS ¢
cotg fi—— e e
sin a
4 cotg @ .sin @ + cos c.cos
oder cotghe ———— 88— ———

sin ¢

Diese beiden Gleichungen dienen zur Losung folgender beiden Aufgaben:

! 7. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel.

8. Ein Dreieck zu bestimmen durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel.

Die hierzu gehorigen Gleichungen stellen sich wvollstindig in folgenden beiden

Formen dar:

sin b . cotg a — cos b . cosy

o FP R e s

sin a . cotg b — cos a . cos ¥

—— N i 4

sina . cotg c — cosa.cosf
“sin 8

sin # . cotg « -+ cos § . cos ¢

;
sin ¢

sin @ . cotg @ - cos @ . cos ¢

{ sin ¢ . cotg a — cos ¢ . cos @
Trplprmg e e et
b sin §
I beig sin c . cotg b — cos c . cos @
ﬂ—. col ) — e s =
£ g sin «
sin b . cotg c-—cos b . cos @
cote iy — e
sin o
{ sin y . cotg @ + cos y.cos b
cotg a = —— S
sin b
: sin y . cotg 8 <4- cos y . cos a
B. ¢ cotg b it ol S Gl ddiay
= sin a
3 "] -
sin p . cotg cos . COS a
cotg ¢ = == -—;’--—y-,+ goelg
sin a

Aufgabe: Das Analogon zu einer der

nometrie zu finden.

bE

e

I

sin ¢

sin ¢ . cotg ¥y + cos ¢ . cos b
sin b

letzten Gleichungen fiir die ebene Trigo-

Das rechtwinkelige Dreieck.

Von allen besonderen Fillen, die eine Vereinfachung der Gleichungen des § 4

bewirken, soll nur der eine herausgehoben werden, dall ¢ = go” sei, so dall also a die
g g ]

i Hypotenuse, b und ¢ die Katheten des rechtwinkeligen Dreiecks sind.
|sin b = sin a . sin g
Llsin c=sina.smny
2. cosa = cos'b.cos e

3. cos a = cotg f . cotg ¥

e e
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cos f
cos b = —
sin y
% cos
oS ¢ — 2k
sin f
5. cotg a cotg ¢ . cos 3 = cotg b . cos y
6 cotg § — cotg b . sin ¢
"| cotg y = cotg ¢ .sin b

Welche Aufgaben durch jede dieser Gleichungen geldst sind, ist daraus ersichtlich,
daB je 2z der enannten 3 Grofen als gegeben gelten konnen, die dritte als gesucht.
J £ 3 geg g &

calah
Umformungen fiir die logarithmische Rechnung.
Simmtliche Gleichungen des § 5, sowie auch die Sinusgleichung des § 4 sind fir
die logarithmische Rechnung bequem, da dieselben nur Producte und Quotienten enthalten.

Aus der Sinusgleichung ergiebt sich wie in der ebenen Trigonometrie unmittelbar
die gleichfalls logarithmisch brauchbare Tangentengleichung:

Ec = I Illf. e a. i- b
ta__}: - % = tL; 3
I. IR
— g a—b
tg‘ s

[
I3

Wie in der ebenen Trigonometrie findet dieselbe Anwendung zur Losung der Aufgaben:

1. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Winkel und die Summe oder die
Differenz der gegeniiberliegenden Seiten.

2. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Seiten und die Summe oder die
Differenz der gegeniiberliegenden Winkel.

Aus der Cosinusgleichung

cos a —cos b . cos c
Ccos g g st :
sin b . sin ¢

leitet man genau so wie in der ebenen Trigonometrie den Cotangentensatz her, indem

man 1 -+ cos ¢ und 1 — cos « bildet und die Resultate durch einander dividirt. Setzt
man auch hier a - b - ¢ — 2 p, so erhilt man:

l Cotg ¥ f— ‘ — “‘in__lﬂ,._;.f} — — §in u‘] - ;1} - ‘ - - - “_l,n lj = - —
2 sin (p-b) . sin (p-c) ; sin (p-a) . sin (p-b) . sin (p-c¢)

3 4/ sinp.sin (p-b) , s si
2 j Cﬂtq i ‘ i‘“ _I-J '3]'"___‘-12‘_ -'I_ SN IP = i_]) = "’ — qlﬂp_—'_ _—
2 sin (p-a) . sin (p-¢) sin (p-a) . sin (p-b) . sin (p-c)

G T V sin p . sin (p-c) . i sin p

cote — - pm— . - - m— 4 o sl — - — i . = -
i > 2 sin (p-a) . sin (p-h) B P =S ‘/ sin (p-a) . sin (p-b) . sin (p-c)




Multiplicirt man 1 -} cos e und

gin: gi—

2 Visin p . sin (p-
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— cos « mit einander, so ergiebt sich:

a) . sin (p-b) . sin (p-c¢)

sinb .sn ¢

2 Vsin p . sin (p-

a) . sin (p-b) . sin (p-c)

3 !:'sin B =

sin ¥

Aus Gleichung 5 § 4

2 Vsinp.sin(p-
sin b . sin ¢

sin a . sin ¢

a.} ; sml (p - b) b} . sin (P - ¢)

COS @t —- COS (3 . COS ¥
Ccos 4 — P
sin § . sin
bildet man 1 4 cos a und 1 — cos a.
Fithrt man dann auch hier wie in § 3 fiir
t - f — y die Bezeichnung 180° | 2 ¢
ein, so erhilt man die Resultate:
a sin & . sin (¢-¢) sin &
to - ~ - — sin (@ - H‘ e e e
=T sin (f 8 -¢) . sin (y-¢&) sin (@-&) . sin (p-¢€) . sin {y e)

b sin & . sin (f-2) ;

4. 5 tg _‘/_ _‘“PD . = 51
il sin (e-g) . sin (y-&)

C sin £ . sin (¥ - &) A

to T - —— — 1
] sin (¢-¢) . sin (- ¢)

AN s sin & el
S sin (¢-¢€) . sin (f-¢&) . sin (y-&)
, 7 sin &

n(y-8)Y =———— T
r ‘ sin (¢-¢) . sin (B-¢) . sin (y - €)

g) . sin (B-¢) .sin (y-¢)

g .sin y

€) . sin (B-¢) .sin (y-&)

. sin gy

g) . sin (;:’-FJ 5m (y s}

npd 2 Vsin & . sin (e-

sin a : :
sin

2 . 2Vsin e . t-m (-

S.ysn b =

hl]'l

: 2 Vsin e . sin (e-
sini'c = 3
sin
§

@ . sin g

i

Gaussische und Nepersche Gleichungen.

In § 6 hat man bilden miissen:

2 .sn p.sin(p-a

1 =~ COS O —

(]

I — COsS @t — -

Damit hat man auch:

i sin p . ~.m (p-a)
sin b . sin ¢

® ‘fﬁm ( _-h '_f‘_i“. (p-c

sin b . sin ¢

I

sin

sin b . sin ¢

. 8in (p-_b]_ . sin (p-c}

sin b . sin ¢

2 - =t e A
8 sin p.sin (p-b)
i) ‘./” Pp.sin (p-b)
2 S 4 .. 511 G
Lar "/’rsin (p-a) . sin (p-c)
alr — = ¥ .
! 2 sin a . sin ¢

:
|
f
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Setzt man diese Resultate ein in die bekannten Gleichungen:

¢ o+ f i Bl 0 a8
cos ——— .F'j — COS . COS 3t L. SN — . SN :
I 2 2 2 2
3k, (1 e By i3 e )
i, — == i e B et TR i
2 2 2. 2 2
so erhilt man die GauBischen Gleichungen:
i
il i) ar'h
20 cos
1 43 b 1 -
o -+ 2 sin (p- . Sin -b 2 TN
; ok Cos =i} B . .V___(]_}_ __{‘_p_) E i . 2N !
2 c sin a .sin b (& 2
cos cos -
2 2
s_nd—i—b asleh
sin — g Sl ; sin —
| < g 2 w3/ sin (p-a) . sin (p-b) 2 S
2 s = = ——— - - — - — = - s SIN —
2 L sin a . sin b S 2
| sin S - —
| 2 >
| % -
Cma—h s (L‘.L—I)
| 05 = =05
= LT 2 3/ sin p . sin (p-c) 2 ’
3. sin — = ‘ I sl : - cos ¥
2 c sin a . sin b C 2
cos — cos
2
Qina_h . a—Db
: - i ; sin
| i b= F 2 N/ sin p . sin (p-c¢) 2 ¥
4. sin = - -¥Y — : ‘ ——————+[{CE8
2 i sin a . sin b e O 2
51n BN
4 2 2
! Durch Division ergeben sich hieraus die Neperschen Gleichungen:
a—Db
: COS
a8 4 p 2
3 T — - ——— = L EOLLr
2 2 a- b &2
coOs e
=
| . a—b
51N —
o — 2
6. tg A o cotg o
| 2 oAl 2
, sin —
! 2
|
w— 4
cos ——
: e a- b 2 (i
3 W e S— — -t
2 a - f g 2
cos ———
2
. oa—f
sin -
a—b 2 c
B. g —— — = - — - tg —
2 S e S et
sin -
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Die Neperschen Gleichungen sind ersichtlich die geschickteste Auflosung der
beiden Aufgaben:
1. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel.
2. Ein Dreieck zu bestimmen durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel.
Dazu enthalten sie auch die Losung der ferneren Aufgaben:
3. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Winkel und die Summe oder die
| Differenz der gegeniiberliegenden Seiten.

: 4. Ein Dreieck zu bestimmen durch zwei Seiten und die Summe oder die

j Differenz der gegentiberliegenden Winkel.

{

| § 8.

!

Inhaltshestimmung durch die Seiten.
In § 3 ist gezeigt worden, daB der Inhalt eines sphirischen Dreiecks aufler von

' dem Radius der zugehirigen Kugel abhiéngt von dem Uberschuff seiner Winkel iiber
!e. 180" Im Vorhergehenden ist nun die Losung aller naheliegenden Aufgaben iiber das
| sphérische Dreieck enthalten, also insbesondere auch das Auffinden der Winkel aus den

i sonst gegebenen Stiicken, z. B. aus den drei Seiten. Danach bleibt also immer noch die
Inhaltsgleichung des § 3 anzuwenden.

Es liegt jedoch ein eigener Reiz darin, den sphirischen ExceB direct durch die
Seiten des Dreiecks auszudriicken, wenn es auch entbehrlich ist.

I. Sphirischer Excess des rechtwinkeligen Dreiecks.

(1]

Bedingung @ go

(A R B s B
{9 yi=gpl-a
sin zé — cos (f 4 y) = sin . sin ¥y — cos . cos y
v ; . : L : sin b . sin ¢
Nach § 5 GL 1. ist sin # . sin y = —

sin *a

cos 3 . cos ¥
4. e oo RehE
sin § . sin y

-. sin b.sin c.cos h.cosc
also CO5 B < Cos yi— ——= o :

' : : sin b . sin ¢ .
folglich S 28 == e (TRE—ic0a 1y S CosY G
sin*a
: : sin b . sin ¢
sin b, sine¢ . . i
e T \I — cos a) = A
sin ®a (e

2




¥

: sin b . sin ¢ sin b . sin ¢
oder auch 1. SM2g — —= = — .
I | CO5 & I + cosb.cosc
5 C
2 Cos 28 —
cos ¢
iapile] “nn
— cos ¢) 4 sin ° = Bifl 12—
3 1 —¢cos 28— —_ 2 2
= EOS5UC = -
1 - cosb.cosc
b wiC
, (1t 4+~ cosb) (1 | cos c) 4 .€0s*— . cos ?-
A 05D == ; —_— = 2
I - cos b . cosic = o
1 +— cos b .cos ¢
b

t -1

w o

2

Die Gleichungen 3 und 4 gestatten auch die kiirzere Form:

i AR
sin - SN
o d
O. sin &€ — =
a
cos
2
b c
COs — = CO5 —
2 2
T GOS8 R i —r—————
2
Ce8 i —
2

I1. Sphirischer Excess des schiefwinkeligen Dreiecks.

Das schiefwinkelige Dreieck liBt sich durch die Hohe als Summe oder als Diffe-
renz zweier rechtwinkeligen Dreiecke darstellen. In jenem Falle ist sein sphirischer Excef
die Summe der Excesse seiner beiden rechtwinkeligen Dreiecke, in diesem die Differenz.
Die Behandlung des ersten der beiden Fille schlieit den zweiten ein.

Die Hohe CD von C auf AB werde h genannt, x das Segment BD, c¢—x das
Segment AD. Der ExceB des Dreiecks BDC sei ¢, der des Dreiecks ADC sei &'

Die vorstehenden Gleichungen 6 u. 7 auf diese beiden Dreiecke angewendet ergeben:

e A < h 4
sin - 8sin — COS — - CO5 —
: 2 2 2 2
=T — cos & — —m — i
2 a
COS — COS —
2 2
e h c=-X
sin — - sin COS — - COS —
4 I 2 i 2 1
sin &' — — ~lcos el — R
b ! b
COS '—5 cos —
Daraus folgt sin (&' - &) oder:
& \ |
’ (8
sin h . sin — . !
- 2 sin h . sin ¢
sin g — —— 8 — s NP ek i el
a b a b C
2. COS — - COS — 4 . COS — - COS — - COS
2 2 2 2 2
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Nach GIl. 1 § 5 ist aber sin h — sin a . sin § und nach Gl 3 § 6

; _2.Vsinp.sin(p-a) .smn (p-b). sin (p-c)
sin § — — : :
sin a . sin ¢

inh — 2V p . sn(p-a) . sn (p-b) . sn (p-9)
s C

Vsin p.sin (p-a). sin (p-b) . sin (p-c)

sin g — a RS N
205 0O o= = (OB — =~ COS —

2 2 2

Cos a

Nach Gl. 2z § 3 ist ferner cos x — —
cos h

cos b

cos (c-x) — -
( ¢ cos h

Da ferner cos (c-x) =— cos ¢ . cos x -} sin ¢

| . sin x ist, so ergiebt sich:

cos b — cosa. cosc

cos h . sin ¢

Zwischen sin x und cos x aber besteht die Gleichung

sin®x | cos®*x — 1

Damit lift sich cos h durch die Seiten ausdriicken:

A cos®*a | cos*b — 2cosa.cosb.cosc
cos ®h = - - —

sin ? ¢
Mit diesen Mitteln findet man cos & in gleicher Weise wie vorhin sin & durch die

Seiten in folgender Form:
I |-cosa | cosb |- cosc
+ Cos & — a b C
4 « COS — - COS — - COS
2

2 2

Aus 8. und g. folgt durch Division:

. e 2 Vsin p . sin (p-a) . sin (p-b) . sin (p-¢)
i 5 1 -+ cosa-} cosb -} cosc

« B 3 £ sin & o e
Es ist endlich tg — — ; , mithin:
2 I - cos
2 Vsin p.sin (p-a).sin (p-b) . sin (p-c)
tg 5 = | | | | a b &
2 I--cosa— ¢coShb--cosc—4.c08—-COS— -COS—

Durch Einfithrung der halben Winkel findet sich fiir diesen Nenner die Productform:

=

-4 -b -C
8.cos £ . uospz_ s B eas P_.é_
2

Damit erreicht man schlieflich:

E F ¥
1z. ig -2: tglj..tg—gz_.

J. Praetorius.
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