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Der Koordinatenbegriff und einige Grundlehren
von den Kegelschnitten.

Die sLehrpline und Lehraufgaben fiir die hoheren Schulen¢ vom 6. Januar 18ga
enthalten das Thema auf Seite 49 als Schluf des Pensums der I A des Gymnasiums.

In den methodischen Bemerkungen dazu wird auf die Moglichkeit hingewiesen,
»die Schiiler der obersten Klasse in den besonders wichtigen Koordinatenbegriff einzus
fithren und ihnen in moglichst einfach gehaltener Darstellung einige Grundeigenschaften
der Kegelschnitte klar zu machen.«

Der planmiBige Unterricht in analytischer und in sogenannter neuerer Geometrie
wird ausdriicklich ausgeschlossen.

Das Folgende soll zeigen, wie diese Vorschriften an unserem Gymnasium ver-

standen und in den letzten zwei Jahren ausgefithrt worden sind.

§ 1.
Begriffshestimmungen.

Die Eintheilung der unbegrenzt gedachten ebenen Fliche durch zwei unbegrenzte
unter einem rechten Winkel sich schneidende grade Linien, Koordinatenaxen, ist aus dem
Unterrichte in der Trigonometrie bekannt, ebenso die Bezeichnung der entstehenden vier
Quadranten in bestimmter Reihenfolge. Bei uns ist dieselbe tiblich, wie Figur 1 zeigt.

Ordinate heifit die Senkrechte von irgend einem Punkte auf die Wagrechte.

Abscisse ist die Entfernung des Fullpunktes jener Senkrechten von dem Durch-

schnittspunkte der Koordinatenaxen.
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So ist AE in Figur 2 die Ordinate des Punktes A, ME seine Abscisse;

BF die Ordinate des Punktes B, MF seine Abscisse;

CG die Ordinate des Punktes C, MG seine Abscisse;

DH die Ordinate des Punktes D, MH seine Abscisse,

Bekannt ist ferner die Anwendung der Zeichen -} (plus) und -— (minus) zur Be-
zeichnung der entgegengesetzten Lage zweier Strecken statt oben und unten, rechts
und links,

Nennt man m die MafBeinheit in Figur 2, so hat:

der Punkt A die Ordinate |+ 4 m, die Abscisse - 3 m

B + 3m — 2m
C — 1 m — 4 m
D — 3 m + 4 m

Fiir das Wort Ordinate wihlt man die kiirzere Bezeichnung y, fir das Wort

Abscisse x.

Ordinatenaxe ist die unbegrenzte Senkrechte; ihr oberer Zweig heilit positiv (),
thr unterer negativ (—). \

Abscissenaxe ist die unbegrenzte Wagrechte; ihr Zweig rechts heiflt positiv (4),
ihr Zweig links negativ (—).

Der Schnittpunkt beider Koordinatenaxen heifit Anfangspunkt des Koordinaten-
systems.

£z
Punkte in verschiedener Lage.

Leseiibungen. Zeige die Punkte (Figur 2), fiir welche ist:

)y =+

3 m, Xx=+2m 2) y = — 3 m, X =-4+2m
3)¥ S R 4y =+ 4 m, X=—3m
8). Pt 4 A e g 6)y=—4m  x=-+3m
Ny=-+1m, x=+ 4m 8) y = — 1m, x =4 4m
9hiFieeste hllh gyt smse glem 10)iyi= 3 imy e e= e g
my=-+3m X=—am 12) y=—3m X=—4m
By=+25m x=+1,3m 14) y =+ 42m x=—27m
1I5) y=—38m x=—31m 1) y=—16m x=-445m
17) ¥y = -+ 11y, m, x = — 42, m 18) y=—3,m x=-4 23, m
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Grade Linie.
Die Gleichung einer durch den Anfangspunkt gezogenen graden Linie.

Der Punkt A (Figur 3) habe y = 4 m, x = j m. Wir verbinden ihn mit M
durch eine grade Linie. Das Verhaltnis der Ordinate zur Abscisse des Punktes A ist %/

Zeige, daB das Verhiltnis von Ordinate zu Abscisse fiir alle beliebigen Punkte der-
selben geraden Linie gleichfalls 4iast,

Zeige, dal fiir irgend einen iiber MA oder unter MA, also auBlerhalb MA, liegenden

Punkt das Verhiltnis von st 4/, sein mull,
X =
Man nennt il — 4/, oder y = */; x die Gleichung der graden Linie MA.

Da —:‘-’_ =4, auch ersetzt werden kann durch die Tangente des Winkels ¢, so kann

als Gleichung der Linie MA auch gelten
y — tang ¢ . X — ax,
worin a die Tangente des Winkels bedeutet, welchen die vorliegende Linie mit der

Abscissenaxe bildet.

(o ]

4.

Aufgaben. Zeige auf Figur 2 die Linien, deren Gleichungen sind:

e — i T R AT
3 y="% % ) y=—" X
5 y=14% 6) y=— 14X
74y =9 X 8oy =—4 X%

g) Bestimme die Gleichung der Abscissenaxe.

10) Bestimme die Gleichung der Ordinatenaxe.

11) Zeige, daf die Gleichungen fir 9) und 10) in der allgemeinen Gleichung
y = ax enthalten sind.

12) Auf welche Dreiecksaufgabe sind 1) bis 8) zuriickgekommen?

13) Bestimme das zu irgend einem bekannten x zugehorige y, z B. fir Gl 1)
oder 3).

11'




§ 5
Die grade Linie in beliebiger Lage.

Wir zeichnen eine grade Linie, welche nicht durch den Koordinatenanfang sondern
durch den Punkt N der Ordinatenaxe geht, wo MN = 2 m, und fiir welche die Tan-
gente des Neigungswinkels zur Abscissenaxe ?/, ist.

AF i
Fiir diese Linie ist NF = B ¥ = i

AF = AE — EF — y — 2. m,
NE = x.

y —2zm

Mithin ist - — ¥/, die Beziehung zwischen Ordinate und Abscisse des Punktes A
X

dieser Linie,

Zeige, dali dieselbe Gleichung auch gilt fiir irgend einen anderen Punkt dieser Linie.

Die Gleichung jener graden Linie ist demnach, anders geordnet,

y =8 Ribiim,

Wenn man x -—— o nimmt, so erhdlt man y — 2 m, d. h. die Strecke, welche jene grade
Linie von der Ordinatenaxe abschneidet.

Wenn man hingegen y — o nimmt, so erhilt man

X —ubfom

d. h. jene Linie schneidet von der Abscissenaxe eine Strecke PM links vom Anfangspunkte
aus ab, deren Grofle %, m ist. Zeige das aus den idhnlichen Dreiecken PMN und NFA.

§ 6.
Die allgemeine Gleichung der graden Linie

ist y—=—ax-+b
Hier bedeutet b nach § 5 die Strecke, welche die grade Linie von der Ordinatenaxe
abschneidet, a die Tangente des Winkels, welchen sie mit der Abscissenaxe bildet.
Aufgabe: Zeichne folgende Linien:

1) ¥ =2 % $t9m 2) Sl gl sa
3 y=%x 4 1'm 4 y=16x+4 m
5 y='lhx—5m 6) y="%"x+4 25m
7J4y=3 x + 7'm 8)8y=35 x—6 m

Fragen: 1) Wie groff sind die Winkel, welche die vorstehenden Linien mit der
Abscissenaxe bilden?
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2) Welche Strecken werden von ihnen auf jeder der beiden Koordinatenaxen
abgeschnitten?

3) Welche Art der Zeichnung ergiebt sich danach fir irgend eine dieser Linien?

Wenn wir in der Gleichung v — 2 x 4+ 3 m
X = 1 m nehmen, so ist y 3 m
X = 2m y = :.' m

3) Wie ldft sich hienach jede grade Linie zeichnen, deren Gleichung gegeben ist?

r

Der Schnittpunkt zweier graden Linien.

Lost man die beiden Gleichungen:

Bl ot — s 2
z2) 3 x — 2 ¥ = 5m
nach x und y auf, so findet sich x — 3 m, y — 2 m. Diese beiden Resultate geniigen

also jeder der beiden Gleichungen, d. h. der Punkt, dessen Ordinate 2 m, dessen Abscisse
3 m ist, gehort jeder der durch jene Gleichungen angedeuteten beiden Linien an, ist also
der Schnittpunkt derselben. Zeichne jene beiden Linien, um die Probe auf dieses Exempel
zu machen.
Bestimme den Schnittpunkt folgender beiden graden Linien durch Zeichnung der-
selben und priife das Resultat durch Rechnung:
1} 8 X — 15 y = — 30m
2)z2x -+ 3y—-15m
Bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes folgender heiden Linien:
1)ax+by+ec =0
2)a,x + by + ¢, =0

§ 8.

1. Aufgabe: Die Winkel, die Seiten und den Inhalt eines Dreiecks zu bestimmen,
welches durch die Abscissenaxe und zwei grade Linien begrenzt wird, deren Gleichungen
gegeben sind, z. B,

1) 8 X — 15y = — 30m
2) 2 X 4 3 ¥ =+ 15m

Auflosung: Bestimme die Strecke, welche Linie 1) von der Abscissenaxe ab-

schneidet, und den Winkel, welchen sie mit der Abscissenaxe bildet; ebenso die Strecke,




welche Linie 2) von der Abscissenaxe abschneidet, und den Winkel, welchen sie mit der
Abscissenaxe bildet, so ist die Aufgabe zuriickgefithrt auf die trigonometrische Aufgabe:
Ein Dreieck zu bestimmen durch die Grundlinie und die beiden anliegenden Winkel.

2. Aufgabe: Den Winkel zu bestimmen, welchen zwei durch (leichungen gegebene
grade Linien mit einander bilden.

Auflssung: Sobald jeder der beiden Winkel bestimmt ist, welche die gegebenen
Linien mit der Abscissenaxe bilden, ist der Winkel, welchen beide Linien mit einander
bilden, der Unterschied jener beiden Winkel oder der Nebenwinkel dieses Unterschiedes.

Die beiden Linien seien durch die Gleichungen gegeben:

1) y=ax-+b

2 Veipex f et d
Linie 1) bilde mit der Abscissenaxe den Winkel », so ist tang z = a.
Linie 2) bilde mit der Abscissenaxe den Winkel 7, so ist tang 4 = c.
Also ist der gesuchte Winkel # = x — 4 oder 4 — =.
Nun ist aus der Trigonometrie bekannt
el e S tang x — tang 3 - _;;‘ —c
1 + tang x . tang 4 i e 1

Durch diese Gleichung 1ift sich der Winkel zweier graden Linien auch direkt aus
den Constanten ihrer Gleichungen bestimmen.
Mache die Probe mit dem Beispiele:
Ly = 1,0 % -4 m
2) y =Mix+1m
3. Aufgabe: Die Bedingung fiir die Parallelitit zweier Linien aufzustellen, welche
durch ihre Gleichungen gegeben sind.
Auflosung; Parallele Linien missen mit der Abscissenaxe gleiche Winkel bilden.
Nach Aufg. 2 muB also auch tang x = tang 4, d. h. a = c sein.
R
1 +~ac

Dasselbe ergiebt sich aus tang (x — 4) =

Ist x — 4, so ist tang (x — 4) = o, alsoa —c=o0,d h.a =c
4. Aufgabe: Die Bedingung fiir die senkrechte Lage zweier Linien zu einander
aus ihren Gleichungen festzustellen.

Auflosung: In die Gleichung

: , == C

= " —_ L) = — —

s {H J T 8 G

ist fiir x — 4 die Zahl go® zu setzen. Nun ist tang go’ = ¢o. Es mub also der Nenner
a — ¢ E =

des Bruches —————— Null sein, d. h. ¢ = — -
I'=+ & . C i
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Weise das durch geometrische Betrachtung nach.
Mache die Probe durch Construction der beiden Linien:
1) y— —2 x4+ 3m

2ly =4+ Yox— 73 m

§ o

1. Aufgabe: Die Entfernung zweier Punkte A und B durch ihre Koordinaten zu
bestimmen.

Auflosung: Aus Figur 5 ergiebt sich durch den Pythagoreischen Lehrsatz:

AB? = (x, — %, + (v, —)°

Zeige, daB diese Gleichung unverindert bleibt bei jeder beliebigen Lage der
beiden Punkte.

2. Aufgabe: Ein Dreieck zu bestimmen durch die Koordinaten seiner Eckpunkte.

Auflésung: Die drei Seiten sind nach Aufg. 1 zu finden, danach die Winkel
durch den Cotangentensatz.

3. Aufgabe: Ein Dreieck zu bestimmen durch drei grade Linien, welche durch
ihre Gleichungen gegeben sind.

Auflosung: Bestimme die Schnittpunkte je zweier Linien nach § 7, so fihrt § g
Aufg. 2 zum Ziele.

4. Aufgabe: Die Gleichung einer graden Linie zu bestimmen durch die Koordinaten
zweier Punkte, durch welche sie gezogen werden soll.

Auflosung: Die beiden gegebenen Punkte seien A und B in Figur 6. Fiir irgend
einen dritten Punkt E, dessen Koordinaten x, y seien, haben wir durch die Ahnlichkeit
der Dreiecke AFE und EGB _

P Y e e
3 Teis £ Xish #Ea
Diese Gleichung ldfit sich so ordnen:
(el ¢ SRR 0 (oo 0

X, — Xy X, — X,

y =
Der Winkel, welchen diese grade Linie mit der Abscissenaxe bildet, ergiebt sich also aus
der Gleichung:
¥Y» — ¥
}{, T xss

1 : > s 3 it "
Dieselbe schneidet von der Ordinatenaxe die Strecke .{y—x}{_

tang ¢

ab, von der Abscissen-

LT e e ST )
Yo — ¥»

axe die Strecke
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Der Kreis.

Zum Anfangspunkte des Koordinatensystems wihle man den Mittelpunkt des ge-
gebenen Kreises, dessen Radius r sei.
In Figur 7 ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze fir den Punkt A
x? - }.: e
Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Punkt der Kreisperipherie und heifit deshalb
Gleichung des Kreises.
Zeige, daB fur alle Punkte (C) innerhalb des Kreises diese Beziehung sich so
dindert, dal
x' 4yt 17
fir alle Punkte auflerhalb (G)
S
Schreiben wir die Gleichung des Kreises
y* r? — x* (r + x) (r — x),
so haben wir (Figur 8) den bekannten Satz: Das Quadrat der Hohe eines rechtwinkeligen
Dreiecks ist gleich dem Rechtecke aus den beiden Hohensegmenten der Hypotenuse.
Aufgabe: Den Ort aller Punkte zu bestimmen, deren Entfernungen von zwei
festen Punkten A und B ein gegebenes Verhiltnis haben, z. B. 5: 3.

Auflosung 1. Auf der Linie AB selbst liegen zwei der gesuchten Punkte, némlich
P und Q (Figur g). Diese kénnen gefunden werden, indem man die Strecke AB = c
nach dem gegebenen Verhiltnis teilt.

Irgend einen auBerhalb AB liegenden Punkt C von jener Beschaffenheit findet man
mit Anwendung des Satzes, dall die Halbirungslinie eines Winkels die gegeniiberliegende
Seite des Dreiecks in dem Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt.

Beniitzt man also AB als Sehne irgend eines Kreises, dessen Radius beliebig ge-
nommen werden kann, und verbindet den Halbirungspunkt des unteren Bogens AB mit P,
so mufl man auf dem oberen Bogen einen solchen Punkt C finden.

Wir nehmen PO zur Abscissenaxe und M, den Halbirungspunkt von P0, zum
Anfangspunkte des Koordinatensystems. Die Ordinate CD des Punktes C sei y, die Abscisse
MD sei x, dann ist

x: -1 -\rg = "'\IL-"J
Bezeichnet man das gegebene Verhiltnis allgemein m : n statt 5 : 3, so finden sich BP,

AP, BO, AQ aus den Gleichungen:



1) BP 4+ AP = ¢ 2) BO — AQ = ¢
BP m BQ m
AP 'n AQ ™ '
ndmlich: BP — — . ¢ Qg aBinibng
m--n m-n
BO LAY AQ et
m—n m-—n
und damit: PQ — e Wphey oy JLE,
m*—n? m*—n*
DA Lnel PR ol gl
mr—1in 11"

Wenden wir nun auf die Dreiecke CDA und CDB den Pythagoreischen Lehrsatz
an und dividiren CB durch CA, so erhalten wir:

‘-\J
+
piia
1
{
-
| L |
0
|
o
——
|
=
e

Nach allen moglichen Vereinfachungen ergiebt sich:

a o
S m® n 3
xr bt — . Gf
y (m* — n*?
“ mn
Also  MC S LR
m* =—n

Das heillt aber: Der Punkt C liegt auf dem Kreise, welcher PQ zum Durchmesser hat.
Da C ein beliebiger aller jener Punkte ist, welche die gegebene Bedingung erfiillen, so
ist der Kreis, welcher PQ zum Durchmesser hat, der gesuchte geometrische Ort.
Auflosung 2. Figur g.
yietifesdi i m!

Yiati2%e A e
2 2 ¥
: G nt ¢
oy 2. 3
m?—n? 1 e
N N c S i et
Yuiil4 s=i=e ] ¢ #e
m* —mn (m® — n??
Al m® n’ 5
.2 S ST
(m* — n¥?

In dem gegebenen Beispiele ist also der gesuchte Ort fiir die Spitzen aller Drei-
ecke, welche dieselbe Grundlinie ¢ und das Verhiltnis der Seiten ; = %/, haben, der

Kreis, dessen Durchmesser PQ = %/ ¢ isti

(2]




Die Gleichung des Kreises, bezogen auf ein beliebig gelegenes Koordinatensystem.

Die Koordinaten seines Mittelpunktes seien a (Abscisse) und b (Ordinate), Figur ro.
Fiir einen beliebigen Punkt der Peripherie, dessen Ordinate CD (y), dessen Abscisse

MD (x) sei, gilt
) = a)f 4 g — B =7

Zeige, daff diese Gleichung Geltung behalte, wo auch immer der Punkt C auf der
Kreisperipherie gewihlt werde.
Zeichne die entsprechenden Figuren fiir folgende Formen dieser (Gleichung:
) x+a+y—b=r
) x—ap 4y + br=r
O x+ar+ @y +p=r
Deute diese Gleichungen fiir den Fall, daBi entweder a oder b Null ist.
Fithre die Gleichungen
x+zax+y'+2bx=2
x* —ax +y  —bx=c
auf eine der vorigen Formen zuriick.

Gy
Kreis und grade Linie.

Aufgabe: Es sei x* 4 y* = r* die Gleichung eines gegebenen Kreises, y =ax +b
die Gleichung einer gegebenen graden Linie. Bestimme die Koordinaten des Schnitt-
punktes beider.

Auflosung: Setze a x + b fir y in die Gleichung des Kreises ein:

x4+ a*x*+z2abx +b=r
zab 12 — bf

x? 4+ Sd—

1 -+ a¥ I & a?

—ab+4 l‘/’lir"-— b¥) (1 -+ aa}_—i— za.-g bf“

1 + a?

— ab 4 o (1:;). — b?
55 e il

—ab—YrE(l-l—a?)—-b?

1 + a®

e

i



b

b
=3
alpunktes, sind also:

b + a .‘/rz (1 4+ a*) — b*
i TRy
b—a E ¢! (1 + a¥) — b*
G R T
Zusammen gehoren 1) X, und y, 2) X, und y, Die Resultate zeigen folgende Fille
1) Zwei von einander verschiedene Schnittpunkte sind vorhanden, wenn
r? (1 + a?) > b’
2) Beide Schnittpunkte fallen in einen zusammen, wenn ? (1 + a') = b* oder

R it B

Die Koordinaten dieses einen Punktes, des Tangenti
s r'l .r:
fee—r——ads F=
b Y b
3) Die Schnittpunkte sind imagindr, also in Wirklichkeit nicht vorhanden, wenn
rische

2 (1 + a%) < b?
Bemerkung. Die Resultate zu 2) lassen pine nicht uninteressante geomet
Da in Figur 11 MA =D und MG = r ist, so mufi, wenn ich MF =CD =y

e
x mache, HEB ein rechter Winkel sein,
b

1

Deutung zu.
mache, AGF ein rechter Winkel sein; denn by
ist.

So muf ferner, wenn ich MH = MD
da die Gleichung x . MB = r? besteht und sich zeigen 14Bt, daf MB = —

Deute endlich u v = b y geometrisch.

9 13,

Die Parabel.
Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einer festen graden Linie (Leitlinie)
und von einem festen Punkte (Brennpunkt) gleich weit entfernt sind, heifit Parabel.
Aufgabe: Gegeben ist Leitlinie MN und Brennpunkt P. Bestimme irgend welche
Punkte, die von beiden gleiche Entfernung haben. Figur 12.
Auflosung: Der erste Punkt ist B, der Halbirungspunkt der von P auf MN ge-
fillten Senkrechten PA. Er heifit Scheitelpunkt der Parabel. Ebenso nahe liegt es, die
Punkte C und D als solche zu finden, indem man PC = PD = PA und senkrecht zu

PA nimmt.
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Irgend ein andrer Punkt, z. B. H, der von P und MN gleichweit entfernt sein soll,
mufl die Spitze eines gleichschenkeligen Dreiecks sein, dessen Grundlinie die Verbindung
des Brennpunktes mit einem Punkte G der Leitlinie MN ist, und dessen Seite GH parallel
PA sein muf.

Folgerungen aus der Construktion der Parabelpunkte:

1. Die Parabel hat tiber AP und unter AP immer je zwei entsprechende Punkte,
sie wird also durch die unbegrenzte Linie AP, ihre Axe, in zwei symmetrische Zweige getheilt.

2. LH muff Tangente an die Parabel fiir den Punkt H sein; denn je nzher Isdem
Punkte G gewdhlt wird, um so néher riickt auch der Parabelpunkt K dem Punkte H, um
so mehr fillt OK mit LH zusammen, um so mehr wird die Sehne HK zur Tangente in H.

3. Der Winkel LHP ist dem Winkel QHR gleich, weil jeder von beiden dem
Winkel LHG gleich ist, d. h.

Satz: Jeder vom Brennpunkte P auf einen parabolischen Spiegel fallende Licht-
strahl wird parallel der Axe reflektirt; oder: Jeder parallel der Axe einfallende Lichtstrahl
RH wird nach dem Brennpunkte P reflektirt.

Aufgabe 1. Durch einen gegebenen Punkt H einer Parabel ecine Tangente an
die Parabel zu legen.

Aufldsung: Verbinde H mit dem Brennpunkte P und fille von H auf die Leit-
linie die Senkrechte HG. Die Senkrechte von H auf PG ist die gesuchte Tangente.

Bemerkung. Die Grundlinien aller jener gleichschenkeligen Dreiecke, deren
Spitzen Punkte der Parabel sind, werden durch die in B auf PA errichtete Senkrechte
(Scheiteltangente) halbirt. Ist der Punkt H gegeben, so liegt L also t) auf der in B zu
AP errichteten Senkrechten, 2) auf dem Kreise, der PH zum Durchmesser hat. Dieser
Kreis muf} jene Senkrechte berithren, weil die Verbindungslinie seines Mittelpunktes mit L
parallel GH und gleich der Hilfte von G ist,

Aufgabe 2. Von ecinem auBerhalb der Parabel gelegenen Punkte an dieselbe eine
Tangente zu legen.

Auflosung: L und H sind wegzudenken; auf LH ist jedoch irgend ein Punkt S
als derjenige vorzustellen, von welchem aus die Tangente gezogen werden soll. Der Punkt
L liegt dann 1) auf der Scheiteltangente, 2) auf dem Kreise, welcher SP zum Durchmesser
hat. Im Allgemeinen werden sich also zwei Punkte L ergeben, d. h. von jedem Punkte
aullerhalb der Parabel lassen sich zwei Tangenten an dieselbe legen.

Satz: Jede Parabeltangente ist Schenkel eines rechten Winkels, dessen Scheitelpunkt
auf der Scheiteltangente liegt und dessen zweiter Schenkel durch den Brennpunkt P geht,

Aufgabe 3. Eine Parabel zu construiren durch die sie einhiillenden Tangenten.
Figur 13.




Auflosung: Lege ein rechtwinkeliges Dreieck so, dall der eine Schenkel des
rechten Winkels durch P geht, der Scheitelpunkt auf BL liegt, und zeichne die Lage des
freien Schenkels Wiederhole die Zeichnung, indem du den Scheitelpunkt des rechten

Winkels immer nur wenig auf Bl. weiter riicken lidssest,

8 14.
Die Gleichung der Parabel.

Wenn man die Entfernung des Brennpunktes von der Leitlinie mit p (Paramecter)
bezeichnet, B zum Anfangspunkte des Koordinatensystems und PA zur Abscisscnaxe
nimmt, so erhdlt man nach dem Pythagoreischen Lehrsatze:

IJ)L' L e ( p):! 4 .
e = = A —_
‘:{ e } .:\ oder Y 2 pXx

die Scheitelgleichung der Parabel. Figur 14.

b

Stelle die (leichung der Parabel auf, indem du die Leitlinie statt der Scheitel-
tangente zur Ordinatenaxe nimmst.

Autgabe 1. Die Bahn eines Korpers zu bestimmen, welcher in horizontaler
Richtung mit einer Geschwindigkeit ¢ geworfen wird. Vom Luftwiderstande wird abge-
sehen. Figur 15.

Auflosung: Geschwindigkeit ¢ heifit: Der Korper will in Folge der Kraft des
Stofiles ¢ Meter in einer Secunde zuriicklegen. In n Secunden wird er also nc Meter in
horizontaler Richtung zuriicklegen. Diese Strecke sei AB und werde mit y bezeichnet,
so ist

1} ¥y =n ¢
Wibrend dieser n Secunden wirkt die Anziehungskraft der Erde auf den fliegenden
Kéorper ein und zieht ihn von der horizontalen Richtung abwirts x Meter. Nach dem
Fallgesetze ist
g

R e L

Aus diesen beiden Grleichungen it sich n eliminiren, indem man n = - in die zweite einsetzt
[

i e o LR
SIS T = g =
Das ist die Scheitelgleichung einer Parabel, deren Scheitel der Ausgangspunkt A und

c” . . ”
deren Parameter = ist, wo g in runder Zahl 10 Meter bedeutet.
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Aufgabe 2. Die Bahn eines Korpers zu bestimmen, welcher unter einem Winkel
¢ zum Horizont empor geworfen wird.

Auflosung: Die Kraft des Stofes, welche dem Korper eine Geschwindigkeit ¢ in !
der durch den Winkel ¢ bestimmten Richtung verleiht, 1dfit sich in eine horizentale und t
eine verticale Componente zerlegen. Durch jene erhilt der Korper eine horizontale (e- '

schwindigkeit ¢ . cos ¢ und durch diese eine verticale Geschwindigkeit ¢ . sin «. Derselbe .f
wird also in horizontaler Richtung nach n Sekunden n . c . cos « Meter zuriickgelegt ,
haben. Bezeichne ich diesen Weg mit y, so ist i
1)y n.oc.Ccosa

Die Bewegung des Korpers in verticaler Richtung erfolgt unter dem Einflusse zweier
einander entgegenwirkenden Krifte: des senkrecht emporgerichteten Stofles und der
Anzichungskraft der Erde. Bezeichne ich den von ihm nach n Secunden in senkrechter
Richtung zuriickgelegten Weg mit x, so ist:

2) x n.c.sne—=.n

Durch Elimination von n aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich:

‘ sin o o e
2 = LY — e - ¥
& cosi g i 2:c) . cosn y
a 2 ¢ . sin o cos 2 ¢, cos? u
oder 4) v — — .y TG A e 2
g g
c? . sin « cos o)® ¢t sin® « cos® o 2 ¢?.cos? o
oder 5) \ly — ——— = e — — = X
3 g 25 g
] a a g
205 00T i s e LS O
oo an eI s >
g 2 g

Diese Gleichung zeigt, dal die fragliche Wurflinie cine Parabel ist, bezogen auf ein
Koordinatensystem, welches durch parallele Verschiebung des bisher beniitzten Systems
entsteht,

Gleichung 4) beantwortet am bequemsten die Frage, wann die Hohe des geworfenen
Korpers Null ist.

Wir setzen x — o in 4) ein:
5 ( 2 c® sin ¢ cos @
== }( ) g
Wenn also x o ist, so ist entweder auch y o, Anfang der Bewegung, oder
b 2

e e CRib

y = SIN @ COS @& = sSin. 2 o

3 g g

Das ist der Fall am Ende der Bewegung.




Damit ist die horizontale Wurfweite gefunden

i Gl

! }' S 2 @

I g

. Dieselbe wird ein maximum sein, wenn sin 2z« — 1, d. h. « 15" ist.

Um die halbe Wurfweite ist also nach Gl 5) die y-Axe parallel verschoben.
Wenn aber fir y in Gl 3) die halbe Wurfweite eingesetzt wird, so ergiebt sich
c® sin® ¢
2.8
Diese Hohe hat also der Korper in der halben Wurfweite.
3 Es Lifit sich zeigen, daB dies die hochste Hohe ist, welche der Korper erreicht.

—

Also ist die x-Axe parallel mit sich selbst um die hachste Flughthe des Korpers verschoben.,
Der Ausgangspunkt des Korpers ist eben zum Koordinatenanfange genommen worden.
Nach den Fallgesetzen ist die Gleichung fur die Geschwindigkeit in verticaler

Richtung
V=—lCi s (i — @
Sobald v — o geworden ist, hat der Korper die hochste Hohe erreicht, also nach n
Secunden, wo
Gt &
n——.sin ¢
g
Setzt man dieses Resultat fir n in Gl 2) ein, so erhdlt man:
(522 g
i — Al b b
2 g

Damit ist die Richtigkeit der obigen Behauptung erwiesen.

DaB die Bahnlinie von diesem Scheitelpunkte aus symmetrisch liegt in Bezug auf
die x-Axe, bedarf keines Beweises mehr. Zum Uberfluff sei darauf hingewiesen, dall nach
der Scheitelgleichung jedem Werthe von x zwei gleich grofie, aber mit entgegengesetzten
Zeichen behaftete y entsprechen. In der Mechanik wird das bekanntlich auch so gezeigt,
daB man die Bahnstrecken und die Flughthen berechnet fiir zwei symmetrisch in Bezug
auf den Anfang und das Ende der Bewegung gelegene Zeitmomente.,

Aufgabe 3. Wie #ndert sich die Rechnung, wenn der Wurf abwirts unter dem
Winkel ¢ zum Horizont gerichtet ist?

§ 15.

Die Ellipse.

Aufgabe 1: Ein Dreieck zu zeichnen, fiir welches die Grundlinie ¢ und die Summe

der beiden Seiten a + b gegeben ist.
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Auflosung: Figur 16. Durch c sind die Ecken A und B bestimmt. Die gegebene
Strecke a - b kann von A aus unter einem beliebigen Winkel angelegt werden. Wird
der Endpunkt D mit B verbunden, so liegt die dritte Ecke C des gesuchten Dreiecks auf
AD und der Mittelsenkrechten von BD.

Da der Winkel « des Dreiecks ABC beliebig genommen wurde, so erkennt man,
dall die Aufgabe zahllose Auflssungen hat, Alle Punkte D, welche man erhilt, liegen
auf dem Kreise, welcher A zum Mittelpunkte und a + b zum Radius hat; oder auch auf
dem Kreise, welcher B zum Mittclpunktc und a 4 b zum Radius hat. Alle Punkte C
bilden eine zusammenhidngende Linie, welche Ellipse heifit und sowohl in Bezug auf rechts
und links, als auch in Bezug auf oben und unten symmetrisch erscheint.

Die Ellipse ist also der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, deren Summe
der Entfernungen von zwei festen Punkten gleich ist. QOder auch:

Die Spitzen aller Dreiecke, fir welche die Grundlinie ¢ und die Summe der beiden
Seiten a | b dieselbe ist, liegen auf einer Ellipse, fiir welche die Endpunkte von c die
Brennpunkte sind und die Summe der Radienvektoren die gegebene Strecke a -+ b ist.

Aufgabe 2: Den geometrischen Ort fiir die Spitzen aller Dreiecke praktisch zu
bestimmen, deren Grundlinie ¢ — 8 m und deren Seitensumme a + b = 10 m ist. m sei
die angewendete MaBeinheit.

Auflosung: Kniipfe einen Faden so zusammen, dall er vom Knoten bis zum
Knoten zuriick 18 Centimeter Linge habe; lege ihn um zwel in A und B befestigte Stifte,
deren Entfernung 8 Centimeter betrigt; spanne den Faden straff durch die Spitze des
Bleistifts und fithre diesen so um A und B in der Zeichenebene herum bis zuriick zum
Ausgangspunkte.

Aufgabe 3: Ein Dreieck zu zeichnen aus der Grundlinic ¢ = 8 m, der Hohe
h 2,5 m und der Summe der beiden Seiten a 4+ b = 10 m.

Aufgabe 4: Durch einen gegebenen Punkt C einer Ellipse eine Tangente derselben
zu zeichnen. Genau nach den bei der Parabeltangente gegebenen Erorterungen mufi CE
in Figur 16 die Tangente sein; denn je niher D* dem Punkte D genommen wird, um so
niher mufi E* an E und C* an C riicken. Die Sehne CC‘’ mufl deshalb schlieflich zur
Tangente in C werden.

Sonach hat man, um CE zu erhalten, AC um CB zu verlingern und von C auf
BD das Loth zu fillen.

Da dieses Loth CE den entstandenen AuBenwinkel halbirt und die Halbirungslinie
des Winkels ACB auf CE senkrecht steht, so kann man auch den Winkel ACB halbiren
und durch C eine Senkrechte zu der Halbirungslinie ziehen. Diese ist dann die gesuchte

Tangente, wiahrend jene Halbirungslinie die Normale der Ellipse fiir den Punkt C heifit.

e

2 S
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Da AC und BC mit der Tangente in C gleiche Winkel bilden, so folgt daraus der

Satz: Alle Lichtstrahlen, welche von einem Brennpunkte einer Ellipse (eines
elliptischen Spiegels) ausgehen, vereinigen sich nach der Reflexion in dem zweiten
Brennpunkte.

Lassen wir den zweiten Brennpunkt weiter und weiter riicken bis ins Unendliche,
so wird schliefilich aus der Ellipse eine Parabel.

Aufgabe 5: Durch einen Punkt P auflerhalb der Ellipse an diese eine Tangente
zu legen,

Auflosung: Ich denke mir den Punkt P auf der Linie CE in Figur 16. Da
PB = PD sein mul}, so liegt D auf dem Kreise, welcher mit PB um P geschlagen wird,
und auch auf dem Kreise, welcher die Summe der beiden Radienvektoren (a + b) zum
Radius und A zum Mittelpunkte hat. Da zwei Kreise sich im Allgemeinen in zwei Punkten
schneiden, so wird es zwei Punkte D, zwei Linien BD und zwei Senkrechte PE dazu, also

zwei Tangenten von P an die Ellipse geben.

§ 16.
Die Gleichung der Ellipse.

Man bezeichne abweichend von dem Bisherigen AB mit 2 e und AC 4 CB mit
2z a. Zur Abscissenaxe wihle man AB und zum Koordinatenanfange den Halbirungspunkt
von AB. Figur 18. Ein beliebig gefundener Punkt C der Ellipse habe die Ordinate y
und die Abscisse x; so bestehen nach dem Pythagoreischen Lehrsatze die beiden Gleichungen:

ACt = y* + (e + 0
BCH = v* o (e — x)*
AC + BC = YV y* - {c+x),+‘fys+(e_x},=n_

also ‘/' 2+ (e + xP =z2a — "/. ¥ {c e \}

Erheben wir diese Gleichung ins Quadrat, so ergiebt sich nach allen Vereinfachungen:

2

‘ y-—l—{e—‘;) =a —ex
Auch diese Gleichung ist ins Quadrat zu erheben und dann so zu ordnen:

(a® — e?) x* + aty? = a’ (@ — ¢)

z

oder-z—k YCE;“I
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Bilde ich mir ein rechtwinkeliges Dreieck AME aus der Hypotenuse a und der Kathete e

und nenne die zweite Kathete b, so ist b¥ = a® — e? und damit die gesuchte Gleichung

der Ellipse: s o
%t 2
AT BBy

Die Form dieser Gleichung zeigt die erwiéhnte doppelte Symmetrie, da jedem positiven
oder negativen x zwei an Grofie gleiche, an Vorzeichen verschiedene y entsprechen.

Fiilr y—o0 ist x = + a; firx=o0isty=*tbh a heifit die grofie, b die kleine

Halbaxe der Ellipse.
Aufgabe: Ein Dreieck trigonometrisch zu bestimmen durch die Grundlinie ¢ = 8 m,

die Hohe h = 2,5 m und die Summe der Seiten s = 10 m.
Auflssung: Nach den in der Ellipsengleichung gebrauchten Bezeichnungen ist
a=—=smiim, e = 4 m
deshalb b = 3 m. Dazu ist fir den dritten Punkt des Dreiecks gegeben y = 2,5 m.

Setze ich diese Zahlen in die Gleichung der Ellipse ein, so finde ich x und habe damit
diese Aufgabe zuriickgefithrt auf die Berechnung eines Dreiecks durch die Hohe und die

Hohensegmente der Grundlinie.

§ 17,
Ellipse und Kreis verglichen.

Die Gleichung der Ellipse 1aft sich in folgender Form schreiben:
2 2
A = :2 (2l —xd = 52 (a4 x) @ —x)
Zeichnet man (Figur 18) tber der groBen Axe der Ellipse als Durchmesser einen Kreis
und verlangert die Ordinate CH eines beliebigen Punktes C der Ellipse bis zu der Peripherie

des Kreises und nennt die Ordinate des so erhaltenen Punktes Y, so besteht die Gleichung:
2) Ye=(@a+x)@—x)
Durch Division von 1) und 2) erhilt man
y? b? v b
e e
B a* e By a
Die Ordinaten aller so einander entsprechenden Punkte C und C' stehen also in demselben

Verhaltnif wie die kleine Halbaxe zur grofien Halbaxe der Ellipse.
Fiir irgend einen Kreis mit dem Radius a (MF = MG = a) wird man Punkte
der zugehorigen Ellipse, deren grofie Halbaxe a, deren kleine Halbaxe b sein soll, finden,

Il
!
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indem man die Ordinaten des Kreises in dem Verhiltnill = verkiirzt. Das wird, wie Fig. 18

zeigt, bequem geschehen, indem man mit b um M einen Kreis beschreibt und durch den
Punkt K, in welchem MC‘ diesen Kreis schneidet, eine Parallele zur Abscissenaxe zieht.
Der Schnittpunkt derselben mit der Ordinate C'H ist der gesuchte Ellipsenpunkt C.

Satz 1: Die Ellipse kann angesehen werden als entstanden durch senkrechte Pro-
jektion eines Kreises, dessen Radius a ist, auf eine mit der Ebene des Kreises einen

gewissen Winkel ¢ bildende Ebene.
Beweis: Figur 19. Die Kante beider Ebenen oder der zu dieser Kante parallele

Durchmesser des Kreises wird zur Abscissenaxe genommen. Der dazu senkrechte Radius a

verkiirzt sich dann zu a . cos ¢ — b und jede Ordinate des Kreises ¥ ozu Y .cos 9 =¥,
also wird -%_ — COS P - -

In der Projektionslehre wird auf Grund dessen gezeigt, dall der Inhalt jeder
beliebigen ebenen Figur durch jene Projektion sich verindert in das Produkt ihres Inhalts
mit dem Cosinus des Neigungswinkels ¢. Es sei hier daran erinnert, daB bei der Projektion
eines Dreiecks, dessen Grundlinie ¢ der Kante der beiden Ebenen parallel ist, ¢ ungedndert
bleibt, die Hohe h aber sich verkiirzt zu h.cos ¢. Der Inhalt des urspriinglichen Dreiecks

h : Sl h cos :
o N E— ET, der Inhalt seiner Projektion A\, = et f-ﬂ-(‘ ¥ Also S—rN. cosig. Die

{ibrigen Schluiglieder jener Gedankenreihe sind leicht zu erginzen. Da nun der Inhalt des

Kreises a? 7 ist, so ist der Inhalt der durch Projektion desselben entstandenen Ellipse

b
a*'m . cos _azﬂ'.;——"abﬂr.

Satz 2: Der Inhalt einer Ellipsc ist gleich dem Inhalte eines Kreises, dessen
Radius die mittlere Proportionale zwischen ihren beiden Halbaxen ist.

Beschreibt man iiber der kleinen Axe der Ellipse als Durchmesser einen Kreis und
nimmt die Punkte D und L, jenen auf der Ellipse, diesen auf dem Kreise so, dafl beide
dieselbe Ordinate y haben, so gilt fir D die Gleichung der Ellipse:

%2 .
S T
3 a

i
oder 1) x* = 5 (b — y?) = i (b 4+ y) (b —y)

Bezeichnet man die Abscisse des Punktes L mit X, so gilt
2) X*=(b+ y)(b—y

T as % a
i SARH L e e R
&0 3/ E b* ek x b
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Satz 3: Wenn man die Ordinaten eines Kreises, dessen Radius b ist, so ver-
lingert, daff die verlingerten Ordinaten zu den urspriinglichen stets das Verhiltnif %
haben, so gehoren die entstehenden Endpunkte einer Ellipse an, deren kleine Axe 2 b ist.

Satz 4: Durch Verlingerung oder Verkiirzung der Ordinaten eines Kreises in
constantem Verhiltnifl entsteht eine Ellipse.

Satz 5: Durch senkrechte Projektion einer Ellipse, so dafl die kleine Axe der
gemeinschaftlichen Kante beider Ebenen parallel ist, entsteht ein Kreis, dessen Durchmesser

; : b
2 b ist, falls der Neigungswinkel ¢ der beiden Ebenen der Gleichung cos ¢ = = geniigt,

Satz 6: Jede Ebene, welche durch den Durchmesser des Grundkreises eines Kreis-
cylinders gelegt wird, schneidet die Cylinderfliche in einer Ellipse.

Aufgabe 1: Bestimme die Axen der Ellipse zu Satz 6.

Aufgabe 2: Zeige, daB jeder schief zur Axe des Kreiscylinders gelegte Durch-
schnitt eine Ellipse sein muf.

Satz 7: Figur 20. Wenn man durch C die Parallele CE zu CM zieht, so ist das
fiber der Abscissenaxe liegende Stiick CD derselben gleich der kleinen Halbaxe b und
DE = a — b.

Beweis:

SRS 07 o
C'M W i
Da aber C'M — a ist, so ist CD = b.

Satz 8: Bewegt sich eine Linie DE von constanter Linge mit ihren Endpunkten
auf den Schenkeln eines rechten Winkels, so beschreibt jeder Punkt C derselben eine
Ellipse, deren eine Halbaxe CD, die andere CE ist.

Aufgabe 3: Mit Beniitzung des Satzes 8 eine Ellipse zu zeichnen.

§ 18.
Die Hyperbel.

Aufgabe 1: Ein Dreieck zu zeichnen, fiir welches die Grundlinie ¢ und der Unter-
schied der beiden Seiten a — b gegeben ist, z B.c = 8 m,a — b = 5 m.
Auflésung: Durch ¢ sind A und B bestimmt. Die gegebene Strecke a — b
kann von B aus unter einem beliebigen Winkel an AB angelegt werden. Wird der End-
punkt D mit A verbunden, so liegt C auf BD'und der Mittelsenkrechten von AD. Fig. 21
Es giebt unzihlige Punkte D und deshalb auch unzihlige Punkte C.
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Die Punkte D liegen auf dem Kreise, welcher B zum Mittelpunkt und a — b zum
Radius hat.

Kommt es nur auf die absclute Linge dieses Unterschiedes, nicht auf das Vor-
zeichen an, so lifit sich die rechts vom Punkte B aus durchgefithrte Construction auch
links vom Punkte A aus machen, ebenso an beiden Seiten unterhalb wie oberhalb. Daraus
ergiebt sich, dafl die Linie, welche alle Punkte C enthilt, sowohl durch AB (die Abscissen-
axe) als auch durch die Mittelsenkrechte zu AB in symmetrische Zweige zerschnitten wird.
Diese Linie heifit Hyperbel

Die Hyperbel ist also der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, deren Unter-
schied der Entfernungen von zwei festen Punkten gleich ist. Oder auch: Die Spitzen aller
Dreiecke, fiir welche die Grundlinie ¢ und der Unterschied der beiden Seiten d (a — b
oder b — a) ungeindert bleibt, liegen auf einer Hyperbel, fiir welche die Endpunkte von
¢ die Brennpunkte sind und der Unterschied der Radienvektoren die gegebene Strecke d.

Das von den Tangenten der Ellipse Gesagte gilt hier analog.

Aufgabe 2: Durch den Punkt C einer Hyperbel eine Tangente zu legen.

Auflosung: Figur 21. D liegt auf dem Kreise, welcher mit d, der Differenz der
beiden Radienvektoren, um B, und auf dem Kreise, welcher mit CA um C beschrieben
wird. Diese beiden Kreise miissen sich in D berithren. Die durch C zu AT gezogene
Senkrechte ist die gesuchte Tangente.

Aufgabe 3: Durch einen Punkt P aufierhalb der Hyperbel an diese eine Tangente
zu legen.

Auflosung: Der Punkt P werde auf CE gedacht. Da PD = PA sein muf}, so
sind fiir D wieder zwei Kreise vorhanden. Die Senkrechte von P auf AD ist die gesuchte
Tangente. Zwei Auflosungen, da sich zwei Punkte D ergaben.

§ 19.

Asymptoten der Hyperbel.

Die Construktion des Hyperbelpunktes C versagt, sobald die Mittelsenkrechte von
AD parallel BD wird. Das ist der Fall, sobald statt D der Punkt H gewi&hlt wird, in
welchem die von A aus an den mit d um B beschrichenen Kreis gelegte Tangente diesen
Kreis berithrt. In diesem Falle schneiden sich BH und die Mittelsenkrechte von AH im
Unendlichen, d. h. diese Mittelsenkrechte ist die Tangente des &duflersten Punktes der
- Hyperbel. Sie heilit Asymptote. Dieselbe mull durch den Halbirungspunkt M von AB
gehen, da sie parallel BH ist und durch den Halbirungspunkt von AH geht. Der Winkel,




welchen die Asymptote MI mit der Abscissenaxe bildet, ist der Winkel ABH. Aus dem
rechtwinkeligen Dreiecke ABH, dessen Hypotenuse c, die eine Kathede d, die andre

a7
"' c? — d? ist, ergiebt sich fiir jenen Winkel:

c? — d®
tang ¢ = d e
Fiir ¢ wird wie bei der Ellipse 2 e und fir d 2a gesetzt, so erhédlt man

e? — at®
gt R
- - - - - = " /—'-‘ S 3

a pflegt man die halbe grofie Axe der Hyperbel zu nennen, e’ — a®* = b die halbe

kleine Axe.
MA MB — e
MI —a, AT—0D
Der Halbirungspunkt von AF in Figur 21 sei G. Es ist
ME —2a — &€
FA —=e¢e — MF =2e — 22
AG —=GE —e —a
GF + MF = a

Errichtet man also in G die Senkrechte auf GM, so ist die Strecke derselben bis
zur Asymptote GL b und LM e,

Der Punkt G heift Scheitelpunkt der Hyperbel. Die Senkrechte in G auf AM ist
die erste aller Tangenten, die Asymptote die letzte. Die Schnittpunkte aller Tangenten
der Hyperbel mit der Abscissenaxe bewegen sich also von G bis M. Figur 22.

Es bedarf kaum des Hinweises, daB noch eine zweite Asymptote vorhanden ist,
welche in Bezug auf das Axensystem zu der ersteren in symmetrischer Lage sich befindet,
und daB beide durch M fortlaufen. Schon die Gleichung

g
| L e

tang ¢ — - =

geniigt, das zu erkennen.

§ zo0.
Die Gleichung der Hyperbel.

Wie in & 16 fir die Ellipse hat man hier
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Genan durch dieselbe Rechnung wie dort erhidlt man hier

x? 2
= b gy =211
aE _2 ol

2 2
oder %_. = —]1;;“-
Diese Gleichung der Hyperbel zeigt, daff jedem Werthe von y, sowohl dem positiven als

auch dem negativen, zwei reelle gleiche x mit entgegengesetztem Zeichen entsprechen, da

g ;Z (y* + b? ist.

Die Hyperbel ist also, wie schon gezeigt worden, symmetrisch in Bezug auf jede

der beiden Koordinatenaxen.
b e ; : ; i 1 :

Da hingegen y* = —; (x* — af) ist, so wird nicht jedem beliebigen x ein reelles
y entsprechen, sondern nur jedem x, welches grofler als a ist.

Fir x = oisty = *+ b i 1, d. h. die Ordinatenaxe wird von der Hyperbel
nicht getroffen.

Fiir y = o ist x = -+ a, d. h. die Abscissenaxe wird von der Hyperbel in den
beiden Scheitelpunkten getroffen.

b

b : ; -
Nach § 19 hingt von = der Neigungswinkel ¢ ab, da tang ¢ = - ist.

b ; ; A
— kann nun ein echter Bruch, ein unechter Bruch oder auch 1 sein. In dem letzten
a

Falle bilden die Asymptoten mit einander den Winkel go". Dann heilit die Hyperbel

gleichseitig und es ist e = a ‘/—2_, d. h. die Diagonale desjenigen Quadrats, dessen Seite a ist.

Aufgabe: Zur trigonometrischen Berechnung eines Dreiecks ist gegeben die
Grundlinie ¢ — 13 m, die Hohe h = 8 m und der Unterschied der beiden Seiten d = 5 m.

Nachtriigliche Bemerkung: Die ersten 6 Figuren setzen Kroquier - Papier
voraus. Das ist in dem Steindruck iibersehen worden.

Konitz, 31. December 18g3.

J. Praetorius.
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