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Die Integration des Ausdruckes j ,.%_?L giebt gleichzeitig die Werthe von

cosq: tl‘(p smrp d.'rp cosﬂcp zi'.-ﬁ sin2eq ., d cosp sing. dp
7 P I S

in welchen IV die angegebene Form hat:
N=1-4Vcos' o+ 1" stn?p +2mcosqsineg-+2m sing-+2m' cos ;.

es sollen durch Folgendes die Werthe dieser sechs Integrale in den bestimmten Gren-

zen von O bis 27 fiir den Fall gefunden werden, dass IV fiir keinen reellen Werth
von ¢ verschwindet und die Mittel angegeben werden um allgemein

cosip.d o sinig.dg

zn finden, wenn ¢ und % ganze positive Zahlen sind, Die Methode der Lésung

dieser Auflgabe ist eine dreifache, da jene Werthe einmal durch Transformation des
Ausdruckes IV, dann durch Zerfillung desselben in seine Faktoren und durch Reihen-
Entwickelung gegeben werden konnen, Jede dieser Methoden wollen wir anwenden
und die Identitit der gefundenen Resultate nachzuweisen versuchen,

Die Integration der angegebenen sechs Ausdriicke bietet nach den gewdihnlichen
Regeln der Integralrechnung keine Schwierigkeiten mehr dar, wenn IV unter die
Form gebracht worden

N=1% -4 k' sin?yy + k" cos?y;
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eine Transformation, wie wir sie von €, G. J. Jacosr im Crerreschen Journal

B. 2 und 8 angegeben finden, Es sei zu dem Ende

1 . z
gpsqq:—.%, .Sl-’llpﬂ“;; ......-------(!,)

dann wird

N — -rl“- (I.r* +i”3:3+E":.9—]-21nyz+2m’.rz~|—2m”y.r).

Um diesen Ausdruck unter die Form
N =g — g cos? yp — g san? ¢
zu bringen, sei auch fiir ihn

u . o
cos i = —, s = —; SEaialaimh ¢ iafe ackiacas oy (20}

% w !

swodurch wir
g — g cos? Yy — gl sin? ) = -]—,‘__ (Jgu.‘2 — gl — g w'~')
7
erhalten, und es ist dann die Aufgabe dieser Transformationen keine andere, als die

Gleichung der. Oberflichen zweiter Ordnung aul die Hauptaxen zu reduziren, Es

geschielt dieses durch die bekannte Substitution:

r=oau — v — yuw
y=a’u+—-ﬁiv-;"'w II'!llllllll.ll.l.{3J
z =dc'u— v — yluw,

bei welcher aus der Gleichung
2422 —a? =102 L w2 —u? =0, Ji.cois00.0 (4)
die zwischen cos ¢ und sin ¢ sowie zwischen cos 1 und sin 1) Statt findet, folgende

zwei Systeme von Gleichungen abgeleitet werden:

alg-[-aliz_“2=_‘]li aiﬁ:_i_nrlﬁ‘.l_alg:ﬂ
grpgle—gr=" 1), B o) atrl_l'_allﬁll__arsﬂ,_ o0 (6)
?!2‘1‘3’::2_?2: ]’ ﬁlr1+ﬁ!1?!t_l@r=0

Um nun die Grissen u, v, w durch x, y, z auszudriicken, wollen wir die
erste der Gleichungen (3) mit ¢, die zweite mit ', die dritte mit ' multipliziren

und von der Summe der beiden letztern die erste abziehen, und dieses Verfahren
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wiederholen, nachdem wir die erste mit 3, die zweite mit §', die dritte mit 8! und
die erste mit y, die zweite mit y' und die drittte mit "' multiplizict haben; dann
erhalten wir mit Hiilfe der Bedingungsgleichungen (5) und (6):
u=gx — oy — o'z
v=p8x — fly — flz L O L e PN o [P & )
wW=yx —yy — ;,v”zq
und aus (4) die ihnlichen Bedingungen

g2 4+ 52 —a? =_“1] B+ —ae =0
glzdylz —gls — By —de =04 o (D)
AN s it Bl #18 sl e e,

Setzt man dagegen
E— @ (:J,JIHi[__,ﬂI?,.II)_I_ﬁ(aIJ,n_r a[[J+y[ﬁ|alr—a ﬂll e (Iﬂ)
so giebt die Auflosung der Gleichungen. (3)

e == P W oE G ETERE ) g (8 =Sy P
sv=(y'e' — &' yr):r.'—{-—(ya"’—ccy"jy—l—('yi_«:r—rz;r')z-.. Al R IR )y
sw=(a"f'—gla o+ (fle—d'By-|(pf—apf)x
und die Vergleichung der Coélfizienten der Gleichungen (7) und (11) folgende neun
Bedingungsgleichungen unter den Substitutionsgrossen «, o'y &'y 8, 8', £ 7, #'

und #':

st =ﬂ!?“_rlﬁ”' Eﬁ Erljal—’fla“, &y =a”ﬁr_lgllal
—eai=y fl— gy 5 1 — el =pollimap! phsiey =afl! —'ﬁﬁ”l o (12)
—sa =y —yf'; —ef'=yae—dy; —e'=dp—pu
Wenn wir je drei von diesen Gleichungen quadriren so erhilt man mit Riick-
sicht auf (5)
se =(fly! —p'$)% — (¥ — By %=y 5y ) ® l
—=(f2 — 2 — %) G2 — F2— %) — Gr— By — Y2 =1,
und s =41,

wo wir von diesen willkiihrlichen Zeichen das -~ wihlen wollen,

(13)

VWenn man nun %, » und w durch 2, y, z ausgedriickt in den Ausdruck
gu? — gl 92 — gl w2 gubstituirt und die einzelnen Coéffizienten denen in
2
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la? - Ty 152 4 Zmyz + 2m'za 4 2m'wy gleich setzt, so erhilt man folgends
sechis Gleichungen:

1) ga®—glpe—gly2=1
2) gelf—gl gla—_gly e
3). . g a2 gl g2 gl a7

| ---l-rolth-n-{i‘;':)

4) gdo'—g gl —glyy=m
1 | 2 1
5) —gad _\}_ &' I‘J I,j.l ___f__ (&.II ¥ },II — !

o= [ al SIEEE e ]

6)—gwat+g ffe'y r=m,
die, verbunden mit den sechs unabhiingigen Bedingungs- Gleichungen zwischen den
Substitutionsgrossen, von denen die iibrigen nur eine Folge waren, sowohl die neun

Coéflizienten der Substitution, wie die drei Grissen g, g', g!' geben.

Wir kinnen némlich die Gleichungen (14) folgender Massen zu je drei schrei-

ben: 1), 6), 5); dann 6), 2), 4); dann 5), 4), 3) und erhalten:

. gee—f.8 8 —y.gly=l1 —a.g@ B8 tyigpi=m'
—cgatf.g' 8t gl y=ml ahga—fgf —p.gly=l
—dlgat-pg' 84y 8" y=m, EREE TR BTSN, 5

—a.ga 818 8"y =m
cdige —BL.g B —p.gy'=m
dligal—pglig gl —y' glp'=1
Jedes System- dieser Gleichungen kann man; cft, (3) und (8), umkelres uad
es gielit dann ein neues in folgender Gestalt:

ga=al-ta'm' ' m —ga'=am'+dal+|g"m
gl f=pl4-F m'-}-g'm — g f=pAm!'1-Bl'} 5" m
g y=rl+ym'+y'm, — g =ym -y U -y m,

otoa-(lﬁ}

— ool=am 4 a m- el
— g l=pmi-+ g m- gl
— &'y =ym' -yl "V
Diese Gleichnngen lassen sich so schreiben, dass die ersten, zweiten und dritten

aus jedem System zusammengestellt ‘werden konnen, oder dass sie die Form be-

kommen : -




N ;

(—g)e-tmla 4 me'=0 (I—&")p+m"p —f—m’,é” =0
m! e~ +g) e +me!l=0 m! f(F g g +mpll=0
' ek mal - (U 4-g) ol =0, ml g4 m 4@ g g =0, a7

A—g"y+m'"y4-my' =0
mly 4@ +g')y +my' =0
m'ymy + (11+-g') y'=0,

Eliminirt man aus dem ersten Systeme der Gleichungen (17) die Grissen «, «,
und ¢/, aus dem zweiten die Grissen £, 8 und g1 und aus dem dritten y, 3! und p1,
so erhdlt man jedes Mal dieselbe Gleichung, aus welcher g, g! und g! bestimmt
werden; oder, mit andern Vorten, es sind diese drei Grissen die drei YWurzeln der
kubischen Gleichung:

(I—2) (I'4-2) (I 4-2) —m? (I—x) —m1 2 (I + &) —m" 2 (li-2) 4 2mm' m' =0, (18)
die entwickelt die Form hat:
a3 — Adx?+Bx—C=0,
und in welcher.
A=1=]l7l
=m'2 4 m'"2 —m? 11—l — N veseew e s (19)
C=11''—m?l—m 20— 2 ' - 2
ist,

Wir wollen vorldufig die Reellitiit der drei Wurzeln dieser Gleichung fiir den
Fall, dass IV fiir keinen reellen Werth von ¢ verschwindet, voraussetzen und durch
dieselben und die Coéffizienten von IV die Substitutionsgrissen e, o' etc, ausdriicken,

Aus drei Gleichungen von der Form:

Adxtceytbz=0

cx+Byt+az=0 S8 % e et aihba e ainin e o ey n e )
br—+tay-Cz=0

kann man leicht aus je zweien die Proportionen entwickeln:

wryiz—uac— Bb:be — da: AB — ¢?

wiyiz=—ab—Cc: 4C—b2:bc— 4da
ziyiz=BC—a%2:ab— Cec:ac— Bb;
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aus welchen dann, wenn die erste mit z, die zweite mit y, die dritte mit 2 in ihren
unbekannten Theilen multiplizirt wird, resultirt:

22:y? 22 yzigaroy=BC—a%: AC—b%: AB —¢?:bc—Aaiea—Bb:ab—Cec, (21)

Yenn wir dieses bei den Gleichungen (17) anwenden, bei welchen

A=1—g ¢ =pmll]
B=l+4¢g b=m
C=1't|g a=m

ist, und in denen wir mit g den konstanten Faktor bezeichnen wollen, in den «, «!
und ¢! multiplizirt sind; so folgen daraus die Gleichungen:

e? ao=>4-g) ("' -+}g) —m?®

e =(1—g)U'+g)—m?2

0% olel =(1—g)(I4-g)—m!?
|

o + 9 8 8 & 0.8 0 & 8 8 B oo 22)
g"({

! =mlm!l — (T—g)m
o el =mm! — (' + g) m'
2’ =mm — (I' - g)m',
Die Grisse p lisst sich aber leicht mit Hiille der Gleichungen (5) bestimmen;
denn subtrahirt man von der Summe der zweiten und dritten die erste der Gleichun-
gen (22), so giebt dies:
—=U—)("+g)—m24+(1—g) ('+g)—m'2— @ 42) "+ 2) + m2 (23)
Die Vergleichung dieses Werthes von — p? mit der kubischen Gleichung (18)
zeigt, dass er das Dillerentiale derselben ist; wenn man nach der Differentiation
x==g sétzt; und bezeichunet man mit g, g!, g/l die drei Wurzeln' dieser Gleichung,
so kinnen wir derselben auch die Form geben
—1l.(x—g) »r—g)@—gh=0;
deren Dillerentiale:
— 1 —g)) (v —g") + (z—g") (+ — &) + (v —&") (= — )]
ist, so dass wir, fiir 2 =g eingesetzt, erhalten:

2=§“”a":'(g""*.-,“’|)c @ % 8 4 B 5. B 4 4 8 B s 8w 8 8 8 & & & @ (24)

Ein #hnliches Raisonnement giebt, wie man sich leicht iiberzeugen kann,
aus dem zweiten Systeme der Gleichungen (17) fiir die Verhaltnisse




BB:BA:BIR1: BA1: B1R: B

dieselben Ausdriicke in g' und den Coéffizienten von IV und ist o' der konstante

Faktor, in welchen die Substitutionsgrissen 8, §' und ' multiplizirt sind, so ist:
0 2pp=0+8)U'+g) —m®
¢2ff — (W +g) A—g)—m?
g"-‘]ﬂ”ﬁ”z(l—g'}(I'+g'}_y;||9
p2 B =m'm'' —(I—g")m
28 8=m"'m— (I +g')m
0288 =mm'— (I'4-g' ) m'l

wo o' das Dilferentiale der kubischen Gleichung (18) ist, doch nach der Differentia-

tion darin g' fiir o gesetzt, oder 2==L(g'—g") (g —g)k +ovss (26)

CONL S I T e B T I T T T B T T T (25)

Auf dieselbe YWeise folgen aus dem dritten Systeme der Gleichungen (17), wenn
o' dieselbe Bezichung zu y, )/, ;" hat wie g zu @, &' und &', fic die Substitu=
tionsgrossen y, ! und y' so wie fiir p" die YWerthe:
¢"2yr=0+g"Hl"+8g") —m®
9“2}"}'!=(£”+g'“)[f—g”)—-—mm
g”zr”rllz(z—g“){Il‘i‘a“":')_m”2
"2y y=mm! — (I—g")ym
0"2yly=mm!' — (I +g")m
o2 yy! =mm — (I'+ g m'l,
und fiir ¢

nillfcrl.q..qrnn'(27)

d'?=—(g"—8" (" =g ooaininialnn? asian s as (28)
Um nun die vorgelegten bestimmten Integrale in dieser transformirten Gestalt zu
erhalten, war aus den Substitutionsgleichungen (1), (2) und (3)
ol — ' cos s — y' sinap
« —f cosyy—y sinp’
iﬂcﬂ* ;LM b s
(& — Beosyy— ysiny) 2
dy :
a—Bcosy—ysinyy ’

d.cosgp=d.

oder —sing.dep=

woraus do=

.....-...........(29)

so dass



(frf =t ’rx-——-ﬁms ;;s—';»s.?n W ' d
D g e=glioos?  — @' sin® 1 ¥
E;_an do ' cos i,_; — y stnap d
f jg— cc.-.s gu-—-w sin® irf,r 17” B g (3{}]
*in q‘ d p.dp u —_ﬁ cos Y — Hs:-'-.ira ‘l;fJ' dy
— &' ¢0s2 ) —g'lsin®

] . - ” A )
: sin?q.do cos?q.deg sin g cos ¢p . d p
wird, und f N ’ j'—_{'{ﬁ_’ ‘f Nf

auf die ersten drei Integrale reduzirt werden kinunen, wie dieses spiler nachgewie~

sen werden soll,
Um die Untersuchung iiber die Reellitdt der drei VWurzeln der Kubischen Glei-
chung jetzt aulzunehmen, wollen wir den Ausdruck IV in zwei’ reclle Taktoren zer-

fillen. Es sei zu dem Ende in 'ithm o =cos ¢, y=sin ¢, wodurch er die Gestalt
2

2m

bekommt
2m! 2 il
PR D L R s _.t,}

Ny frp Biwrig Lige g v
\ l 7 7 Z
und der in Parenthese gesetzte Theil 5ufart in seine Faktoren 1 c¢cx -8y und
1} ¢ @+ 'y zerlegt werden kinnte, wenn nicht & und y dureh die Bedingungs-
gleichung 22 - 42 — 1=0 mit einander \verbunden wiren. ~VVenn man jedoch die-
selben mit dem Faktor 1 multiplizirt und dem zu zerlegenden Ausdrucke addirt, “so
erhiilt man’ aus der Vergleichung' der Coélfizienten der jetzt als unabhingig zu be-

trachtenden Variabeln auf beiden Seiten der Gleichung
f—f—i g '—l—? i 2m 2;}3 2#."'

Atexigp Ater-fy) =1+ =22+ 7=y vyt 7yt GD
fulgende fiinf Gleichungen:
I'4-4 I -4 2
ae = gi_;? ga = ‘r—;{_"; ; afl 4 ge! m’? ;
; 2m'! ' )m| ! . (32)
(e fahy= T, ftp =2,

durch welche ¢, &', §, 3 und i bestimmt werden kunnen.
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Man findet. nimlich unter e, ¢, 8 und g folgende: Bedingungsgleichung:

@B +Be) (eto) (84 ) F R B = (af -+ Ba) 2 p- (B1E) o+ (atbe) 2 BB
welche, darin aus (32) .die. entsprechenden Werthe gesetzt, die Form annimmt:

Smm'm!! 4 (l'--1) (i L. dn2 _I_-flm'ﬁ{:i” +4  dm'2l'-1)

=k (—i)2  ~ {1d—nz (f—17)3 (l—1ns ?
und dieselbe kubische Gleichung von (18) ist, nachdem sie mit 4 dividirt und mit
(— 4).*. multiplizirt worden, oder -
2mm'm' —mP((—2)—m' 2 (D=2 (' DFC-DAF ) F2=0 (33

geworden ist,

Da diese Gleichung wenigstens eine reelle YWurzel haben muss, so sei dieselbe
A und dazu angewendet, die Grissen wh ol ﬁ und §' aus (32) zu bestimmen,
¥ir {inden dann:

a=’-’"i]m"’ CENa=7 ﬂlzmﬁtm s it

=7 I—12
s A m-~'1—ﬂ+w—u RPN s mz:iz“;r?_m +5 ) (3
m' + Ym'2— (' 2 {f—-)) | m$ |'Im'3—-—-{i" + DL
f= ) [ ST :
Es sei
Vw2 — @ i) (—) =VR" )
VYm' 2 — (7)) (1= 1) =} R SkE0 s ket ok paaT it 2 (35)

} m? — '+ 3) '+ 1) =]R,
so bestimmen sich die Zeichen von [@ und Rl so, dass sie entgegengesetztes Zei-

[ gl

chen haben, wenn m'm

—an (I — 2) negativ ist, im entgegengesetzten Falle haben
sie gleiche Zeichen; denn jene kubische Gleichung (33) ist auch eine Folge von
1;;Hn”~m(l-—,1}_—_.'I"ﬂl_ JRT, ceecesssncsssness (36)
wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man diese Gleichung ins Quadrat erhebt, auf
beiden Seiten m'?m''2 subtrahirt und deén iibrigen Theil durch (I—21) dividirt, Ist
dieses bestimmt, so ist es gleichgiiltig, ob man dem e oder ¢!y dem 3 oder §' das
positive Zeichen der Quadratwurzel giebt, weil dadurch nur die Ordnung der Fak~
toren verdndert wird,



Auch die Grissen YR', YR" und yR lassen sich immer als reelle Grsssen dar-
stellen, Hat man eine Gleichung w==0 vom vierten Grade

.’r"""—]—-t!.rs-|—zhr2+cx'—|—ﬂ=0, L T T R e T T N S T S S W R S (3?:]
so lisst sich dieselbe durch die bekannte Substitution von x = a' — % in die Ge-

stalt bringen

..TI4+G-I'I2+H$I+I=-03 S e 8 B 8 B 4 8 8 B R e (38)

Wo G=B—%u9
a® . ba
H"""'?—'?.—[_'c @ & 8 & & % 8 % % 8 &5 B & ° @ 8 (39}
3a*  ba® cu
Al e ey T

ist. Die Gleichung (38) kinnen wir nun immer in die beiden reellen Faktoren
zerlegen

(22 - pa' - g) (22 —pa' 4-¢'),
wo p durch die Gleichung gegeben wird
Pt -+ 2Gpt 4 (G2 —41)p? — H2 =0, A S e )]
welche, da das letzte Glied immer negativ ist, wenigstens eine positive YWurzel fiir
p® d. h. p reell geben muss, durch welches ¢ und ¢' lineéir ausgedriickt werden.

Auch ohne das zweite Glied fortzuschaffen kann man dem Ausdrucke v = 0
die Form geben

(22 + gaz+n?—Gatn2=0,
und erhilt dann durch Vergleichung der Coéffizienten der Potenzen von &
%a* —s2 L 2,=0
a?"'—?'st:c & % & 8 & & B & & ¥ 8 @ % B B @ B4 B B BN § {4]}
R !,‘I,
aus welchen drei Gleichungen », s und ¢ durch @, &, ¢ und d gefunden werden
kinnen, Es ist namlich aus der ersten und dritten Gleichung
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#=—b+}a2 42
12 =92 —d
und aus der zweiten 4s?¢2=(ar—c)2, woraus zur Bestimmung von » die
kubische Gleichung resultirt: .
818 —4b»2 +(2ac—8d)r—a?d+4bd—c2=0. v SuED
Will man diese Gleichung mit der von (40) vergleichen, so wird dieselbe, fiir
G, H und I die Werthe aus (39) eingesetzt,
P+ @b—§a?) pi 4 (b2 — a2 b+ fs a* +ca— A d)p?
(& Bl e b ey g,
Setzen wir p? =p 2 —!—%:E, so wird sie

ps+2bp*t4 (b2 Fca—4d)p®+ bac— a?d—c?2 =0,
und fiir p2=p 2 —b gesetat,

P —bpt+ (ac—4d)yp 2+ 4bd—a?d—c?2=0, ..... (43
eine Gleichung, welche die Form von (42) erhilt, wenn man darin p,2 = 27 nimmt.

P _ PP %D

Verfolgt man hier die Substitutionen » = > 5

5 680 18t p2=2r—>0, Da
: o g g i a2
aber p2 eine positive Grisse sein muss, so bleibt es auch p?2 |- ?i-,also auch

2 )
%- <+ 2r—25b oder der Werth von s2, d. h., auch s muss reell sein und also auch ¢,

Die direkte Zerfallung des Ausdruckes #=o0 in zwei reelle Faktoren des zweiten
Grades (22 4 e« -+ f) (#2 + o' @ -+ §') =0 fiihrt durch die Bedingungsgleichungen:

at o =a

ks

'8"‘1"9'4“:"4'?‘_“_3’ S8 ool ok st ent Wl alley s (49)

af + e =c

pp=d
zu der kubischen Gleichung

y3 —2by2 4 (b2 —4d+ca)y + da? —cab4-¢2=0, ... “5)
in welcher y=—«e' gesetzt worden, die ebenfalls auf die Gleichung (42) reduzirt
werden kann, wenn man y=y' - b substituirt und y' =—2p setzt, und also reelle

4
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| 2
Werthe fiir e, o', g und ' giebt, da nach demselben Schlusse E-‘i — y eine positive
Grisse sein muss,

Wit kinnen ferner IV durch tg}¢ ausdriicken, in welchem Falle IV ein’ Aus-
druck vom vierten Grade wird und nach Analogie von # = 0 in zwei reellen Fak-
toren des zweiten Grades zerlegt werden, und die Integration der gegebenen Formeln
auf die Integration der Partialbriiche zuriickgefiihrt werden kann,

Setzt man @ =12glq, woduorch sa'.*n;p:ﬁ—
14 aza
1—ax
cﬂs?:i—;—-xm
. 2dx
d{f’:]——]— foaif
1 | (PR | | PR ) 1 .
aiwied, N =2 mal S ”i—;; -3“-1—[:;?”1*3 +c|'t4, sl S e Ba s o v (46)
wo die Grossen a!, b', ¢', d' und ' so bestimmt sind, dass
o =1-1' 3= 2 m"
b —4m-1-4m
¢ =21—271 4 R R A A i el e i (47)
d'=4m-} 4m'
e =141 —2m"
wird, © Um die Coélfizienten des Ausdrucks IV mit denen von % =0 zu vergleichen,
| I | I
istﬂ:%, =E—” c=%, d—= 'g‘-'

Diese wollen wir uns in die Gleichung (45) gesetzt denken und erhalten aus ihr
‘2 dbl da dc'b) d2a | o=

¢ c
R it [ m—e.)y‘—'cm +— =0

|
and fir y = % substituirt

y'3 — 26y 2 (o2 —hale L Bd)y F b2 =db 4 d2al=0
nachdem mit ¢'3 multiplizirt ist.
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Diese Gleichung kann aber auf unsere bekannte kubische Gleichung (18) oder
(33) wieder zuriickgefiihrt werden, wenn man in sie die Coéffizienten von V. durch
die Substitutionsgleichungen (47) zuriick bringt, wwodurch sie die Form erhilt:
Yyr—40—=r+21 y2 L 40— 42092 —4 Q-0 F-2m) @1 —2m))

+ 16 (m'2 — m2)] y+ 16 (m—+-m)2 (1 + V1 — 2m") 4 16 (m' —m) 2 (14-1 4 2m!)
— 16(ml2—m)2(1—14271")=0
oder:

3 . | (.!'-—Z' + 2;.‘1)3}1:5 + 16 {’m'g _{_ w2 — 2 + iz P 7 + IIH) 5"

+ 64 [(m2 A1) J-m'2 2 -1 + Smm! '] = 0.

In dieser Gleichung verschwinden die Zahlen-Coéllizienten, wenn y' =44/ ge-
setzt, durch 64 dividirt und dann y'' ="' 4 7' substituirt wird, Es erscheint dann
die Gleichung

P — Q=2 =)y Gl 2 — w2 S UD — 2D — 72
— @V —m2l— 20 — "2 - ' ) =0, seeees (48
die uns schon durch die friihere Transformation bekannt ist,

Aus den Substitutionsgleichungen, durch welche wir die Gleichung (45) in die
Gestalt von (48) brachten, niimlich aus

1 il i
ym'—f—j, y =dylly g==ghlapp s filge 3= 4(”"'—;+1—Z'J
und, da die Wurzel der kubischen Gleichung, die reell ist, mit i bezeichnet wurde,
Ji
s0 ist 3 = 4Gt :I.

Es war aber hewiesen, dass bei der Zerfallung des biquadratischen Ausdrucks

. a® . . . 4 . .
u = 0 die Grisse -~ — y immer eine positive Grisse sein muss; dieses gestaltet

&
2 i
sich fiir IV dahin, dass f:z —4 w‘}-, oder } (d'2—16 (41" e')

d ho &(@m'2 —2mml - m® 4 @ )md — @ F D A=) —Q" 1) T+ )
eine positive Grisse sein muss, VVenn wir den Ausdruck so umformen

mE— U DA— 2 m = D @)= @mm' —=2m! @' 1),




= b ==

so ist derselbe ein quadratischer, da wir frither (36) gesehen haben, dass

mm! —m!' (N D=}m'2 — "+ DA=7) Jm®> — @+ )@+ 1)
und, da er positiv sein muss, so ist YR' — YR reell, und wir kinnen die Reellitit
aller drei Wurzeln der kubischen Gleichung nachweisen,

Wir hatten den Ausdruck ? in die beiden Faktoren zerlegt

1+ acos g gsing und 1 a' cos p + B' sin .

Setzt man
o= 1 cos o' =1 cos ! (49
ﬁ =?. 8‘511. ?11!" =3 ﬁl =.-.r[ cas wl e & 8 8 P 8 0 & 8 0 8 B L )
wo 2 und ' konstante Grossen sind, so erhilt man )
r=Ye*+ 4 r=Y
s A
caslp=_lf,.a___2 -!"_F’:' | co8 t,bl 1 T ﬁm S s 1. )
. g Bt o
sn Y= — s smip =——— =
(e = 5

und I;: (14 »cos (p — ) ((1 4 »' (cos g — 1p')).

Soll IV fiir keinen reellen Werth von ¢ verschwinden, so darf keiner der bei-
den Faktoren — 0 werden, oder, wenn ich sie =— 0 setze, muss cos (p —), Wie
cos (p — ¢/!) imagindr werden, d.hy » > 1 und #' > 1 so wie #2 > 1 und »'* > I;
und es muss »2 — 1 so wie #'2 — 1 eine positive Grisse werden, und also auch
das Produkt dieser Grossen,

Das Produkt der beiden Ausdriicke ist aber mit Hiilfe der beiden Gleichungen (50):
SOV PR L TR L
und setzen wir fiic ¢, ¢', § und g' deren Werthe aus den Gleichungen (34), jeden
multiplizirt mit (I — 1), so wird dasselbe
=24 A+ @42 —4m' 2 —4m'" 2 4m* 20+ D (1—4)
+2'+HA—-H =204 H ')

und lisst sich folgender Maassen in drei Theile schreiben:




—3 =200 —D 2141 =1 — 2 — ' - n®
U202 —2ml* —2m!'? | 2m? . (B1)
S+ =P — ! F—n'? 4 m?,
Die kubische Gleichung (48) giebt aber, wenn man die Relationen zwischen ihren
Coéflizienten und Wurzeln betrachtet, die Gleichungen:
S PO [ Y 1F s
m' 2" U = — 1 =24 A AN s (92)
W —m?l—m' 2l — ' 20 -2 = 2113
wenn A, A' und 2 ihre 3 Wurzeln bedeuten, Sie zeigen uns, dass der erste Theil
des Ausdruckes (51) das negative Differentiale derselben Gleichung ist, nach der
Dilferentiation jedoch 1 fiic & gesetzt, der zweite Theil die Summe der Quadrate
der drei Wurzeln, der dritte Theil die negative Summe ihrer Verbindungen zu je
zweien, oder dass jenes Produkt auch die Form haben kann:
— (A=A A—YFf 22 AT A=A — A = A
d.'h. (4 —24").

Da nun dieser Ausdruck positiv sein soll, so kinnen A' und A micht imaginir
sein d. h. nicht die Form haben # 47} — 1 und v — ¢ }J/— 1.

Um die Relation des biquadratischen Ausdrucks N mit unserer kubischen Glei-
chung hier gleich zusammen zu fassen, ergiebt sich, dass, wenn IV fiir vier reelle
Werthe von ¢ verschwinden, oder = 0 gesetzt, vier reelle Wurzeln haben soll, je-
der der beiden Faktoren zwei reelle YWurzeln haben muss; d.h, 1—#* wie 1—17'?
so wie das Produkt dieser Grissen, welches wir nach allen Umformungen als das
Quadrat der Differenz zweier Wurzeln gefunden haben, muss positiv sein oder die
kubische Gleichung muss drei reelle Wurzeln haben. Hat IV dagegen zwel reelle
und zwei imaginire Wurzeln, so muss von beiden Faktoren 1 —»* und 1 —#!? der
eine immer positiv der andere negativ, oder das Quadrat der Differenz zweier Wurzeln
negativ sein; d. h. die kubische Gleichung hat eine reelle und zwei imaginire Wur-
zeln, Diesen Zusammenhang kinnen wir auch so aussprechen, dass die kubische
Gleichung drei reclle Wurzeln hat, wenn N fiir keinen oder ‘vier reelle Werthe von
¢ verschwindet, dagegen nur eine, wenn N fiir zwei reelle Werthe von ¢ = 0
wird,

5
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Um nun die drei reduzirten Integrale

g a—ﬁ‘msw—yvmy Aol

. o & — & cvs? Y —g' sin? )]

ncos o d | — 4! — ) g7

000 AP oo BTl CAY S TN sl
N Wi & — & cos? y — g'l sin?

(*sin pdg f' ' —pleosyy —yl sin y dw
v

N & — gt cos? ?:', Jisg gll sin2 ,(p

LI,

v
in ihren Grenzen von 0 bis 27 zn ﬁnglen, miissen wir noch wissen, wie 1y sich
verandert, wenn ¢ von O bis 27 wiichst.

Es war ad'a + o' =88+ yyr=0ca—1=402; ferner folgt aus den Glei-
chungen (3), (6) und (12)
0% — @ (B cos P 7 sin ) )

/ TN
€« Cosop 1 o' SR P —
Pty P a&—fcosyh—y sin (il !

= sl il — r;'m i} {
alcosgp — o' singp = ﬁ o 3o iy Ko i’f ‘

e — fcos Y — ¥ sin t;f
selzt man in dieselbe

o = dcos g p = d cos ?;r } G5
¢l = d sin r}‘,! y = d sin trl_rj 3

wo ¢ und ' konstante Grossen sind und welche Substitution sich immer annehmen
lisst, da die Quadrate dieser Grissen sich zu d? erginzen, so werden die heiden

Gleichungen (53) folgende Gestalt bekommen:

Cus(q.’—q'.-} 8 T—tz—:"ﬂs(h’;—y’i t‘)‘—ru‘m[’:-h—y"}?

E‘C—*ﬂ-ﬂ'ﬂbl}}——)’élﬂi}b cx—d’mu{p Il,,:) (.5
sin (1 — IID]___ sin (1 Y —9) g vy )

o« —foosyy — ysinty a— d cos (w—a')

Aus diesen beiden Ausdriicken folgt:

(e — d) (1 4 cos (v — ')
o — dcos (3 — ')

fcz—!—d']{l—-—-rﬂs(y 1))
S e jio
1-t-cos(gp! — )= o — 0 003 (i — s

sin(g' — g) =

1—cos (¢! — g)=
e (30)




= W =

und aus ihnen durch Division die Gleichung

"git¢'—@lfg%('tp—w1)=%, e U e I T g

durch welche der Winkel 3y aus ¢ leicht berechnet werden kann. Auch folgt aus
ihr, dass die Winkel } (¢p' — ¢) und % (1# — ') in derselben Zeit wachsen oder
abnehmen und beide zugleich um 7 oder 2 7 vermehrt werden, Wir kionen also
in den transformirten Integralen die Grenzen ebenfalls von O bis 2 7z nehmen,

Es wird also

z o \
L f do A, f e — Bcosy — ysin -
o IV T Yo g—glcos?y—glsin® v
27 b
1L F‘o&g‘:.tﬂq}_— f a' — B' cos W — y' sin 1Y dwl* v (38
g N T Yo g—glcosty—glsin?y /

27 -1
11L ‘f;in p.dp r ' — fleos iy — plsin® 7
o N Vo g—g sy —g'sin?y (wj
Wenn man jeden der drei Ausdriicke in seinen Theilen integrirt, so sei in I,

t g+ =a geselzt, woraus

1 e lx
052 L= e sin® 'P__I-T—tr » ditg= ﬁb I"Fr_l—{j—x.z] (59)

I

sich ergiebt und der erste Theil des Integrals I. erh'ai.lt d:e Form:

2R
c:f dx
(g—&)+ (g—ghaa’

Wenn aber der Ausdruck IV fiic keinen reellen Werth von ¢ verschwindet, so
'cos® ) — g''sin? /) und es haben g —g' und g — g
dasselbe Zeichen, wie man dieses auch daraus sieht, dass wenn 1 = 0 und — »
gesetzt wird, der Ausdruck immer auf derselben Seite des Zeichens bleiben muss,

gilt dieses auch von g — g

Da nun




' dax
AR Tl
afg—s"+(a'*g") FE af(g__§|} O +§%ﬂ? '”)

}*’{g—-g'c;{g-—g”i f e
J g 6=y
— g-
multiplizirt habe, so wird sein Werth

I‘g .,p)

g.'ll

nachdem ich mit ],
f"' e g :
— —-.—“-—-.m*r:.( _]fg
Vs —g) (e—8"
und in den angegebenen Grenzen wird dieser Bogen 25:, so dass
_2m] (2 +;r) [I“-I—g}-m?p (60)
G—&Nc—em, |

a2

fzs'r
o d-J
z—g'cos? trﬁ—'“'gsm“l,b Ve—g)(z—e&") &

()
nachem fiir o dessen Werth aus (22) gesetzt worden,

Um die zweiten Theile der Integralausdriicke (58) zu integriven, sei in

ﬁ' cosd-L
g—gleos?y —g'sin?p

v fiiv sin < gesetzt, wodurch das Integral die Form erhilt
d.r.-

dx . —

i ’Bf“'— g)+(g —egHxx —g—‘fi' v 1—{_ z —g' Pk

Hier ist der doppelte Fall zu beriicksichtigen, ob g' — g'' und g — g' dasselbe
oder entgegengesetzte Zeichen haben, d. h. ob ihre Auflisung auf Kreisbogen oder
Fiir beide Fille lisst sich nachweisen, dass der Ausdruck in

Logarithmen fiihrt,
den gegebenen Grenzen verschwindet,
entgegengesetzte Zeichen, so ldsst sich

1D Haben g' — g" und g — g!
dx

o £

in die beiden Theile zerlegen




e BB

1 i dax 3 dax S
,"g” - -‘2“ ' f‘r_];‘gL:E e j g‘_—-gl} ’
Ve ‘ g—2a i &§—&

die nach der Integratmn geben:

1/:71;_*? log (1’3'_’* st il

- T &l __n-l
g—g l

oder es wird der zweite Theil der Ausdriicke (58), wenn g' — g und g — g ver-
schiedene Zeichen haben:

ﬁI cos L d

g —g! cm-xb—-.smz Y

1 —|—g)(c"_'_ _____ +g)—m" . (le—¢& — &' +sin Jg— g

H“"—b) (g ) l”—"'—SIr»JJIg“mg
welcher Theil in den gegebenen Grenzen verschwinden muss,

2) Bei der zweiten Voraussetzung, dass g' — g'' und g — g' gleiche Zeichen

s Adx
haben, ist fl_i_—g—é” xx auf dieselbe Form gebracht, wie der erste Theil

und wir erhalten also

cosdil i T
’g‘ﬁ"—f-‘m S U—glin Y @~ g')( —7 wefts ]/s_—'é-'_‘“"*b]"m}

fl__c_',|

der Bogen aber, dessen Tangente — ]f“"—-_-—u st 1sty wird 0 fiir = 0, wiichst
(=]

bis 1s=90° im Positiven, nimmt von da ab bis {,==180°, wo der Bogen wieder
0 wird., Eben so ist sein YWachsen auf der negativen Seite bis L = 270° wird und
sein Abnehmen von da ab, Es ist also der Bogen = 0, wenn + von 0 bis 2#
gewachsen ist,

Dasselbe Raisonnement lisst sich Schritt vor Schritt auf den deitten Theil der
Integralausdriicke I. (58) anwenden und giebt auch die aus diesem Theile resulti-
6




ol o

rende Grisse =0 und es ist iiberfliissig zu bemerken, dass anch Il und Il nur
durch die Integrationen ihres ersten Theiles erhalten werden,

Somit werden die drei Ausdriicke:

e
L=] do 27[(3'4—"')(3;—1- ) e om?
0 (e—&N(eg—g")
LF-—Fi 1
I, = Jcosqpdg 2a U — g+ g)—m'? v wpalis fepinne wy £03)
Jo N = G-&)E—g"
L e .
sin pdp 27{]{!—"‘)(1'—1—‘ g)—m'?
SRR Y s—eh (e —g&",

auf welche sich auch die drei anderen Integrale, wie dieses moch nachgewiesen
werden soll, zuriickfliihren lassen.
Obgleich der erste Theil der vorgelegten Aufgabe durch Vorstehendes in allen

Theilen gelist ist, so wollen wir doch der Vollstdndigkeit wegen diese Imtegrale

durch Zeifallung des Ausdruckes j\l? in seine Partialbriiche und durch die Integration

derselben aufsuchen und zeigen, wie sich diese Resultate unter die Gestalt der ge-
gebenen bringen lassen.

Es war zu dem Zwecke:
gy 1
N —1—1 [(l—]— ce cos o -3 sin p) (1 +F &' cos p + ' sin ) (64)
1
Al (i D Ty D

und @, ', 8, B » und ¢ durch die Gleichungen (34) und (50) bestimmt wurden als
o) ur-[m-*—(i—k,tj(.f—fj el m! — Y2 — (' ) LZ—-R)

) =7
_m—|—-|m —(f”+3](?—}1 m! — [m'-’—{f -I-a{:l[-f—!)
i 1—12 _ il 11—
a=1rcos s, o =7l cosl, a2+ f2=r2,

=1 sinl, Bl sinalls 24 fl2=2rl2,




¥¥ir wollen nun

2 | P el

.:“?:Z, a'=§c 24/’,

= =iy

e‘l—2£‘ b|=r_lei‘1brl' > LR S B R R U A (ﬁ&)
2

) 5t

6—.2e ] )

setzen, wo z die Basis des natiirlichen Logarithmensystems und ¢ = V=1 ist, so
wird, da

e?.‘l‘-" + E""‘Lr
—a—— =8
¢ & 0 = “, % % & 8 & a 8 ® & a o a [ ] ® & @ (66)
i —x
e .
= S8in r i

1 2
Arora DIt ool - Gl L et At

(67)

VWenn man diesen Ausdrnck in die beiden Partialbriiche zerlegt

PEe b BT Lilendshald apmmoed vidios gigy

s az® | b z -+ a'z® 5"’
- so dienen zur Bestimmung von p, p', q und ¢' folgende vier Gleichungen:
pb' 4+ bp'=0
b+ b4 ) =10
q +q+I+P nnuo-ll.dninlliioaagy{ﬁg)

pa fpladqg4 ¢ =1
ga +aq =0,

Aus der ersten und vierten derselben fliesst p—= — p[g, und g =— ¢ &
b an

und dieses in die zweite und dritte gesetzt, giebt die beiden Gleichungen:




an B e

, (ba' — ab b —b

a
& 8 8 0P 8 8B R LR 70
q (a -“)_p| (6a'—abf)ﬂ]’; 0

4 A
woraus dann die’ Gréssen p, p', ¢ und q' sich ergeben:
o (0 —b)
1= Gd—ab)?F(a—a)(d —b)
- (b—b)a
T= (bd —ab)® - (a'—a) @ —b) ¢ 2ob Fonth 4l & 0 WD
i (ab! — ba)) B!
P=b—Vbar @ —a@ —b
(a'b—ab) b

P= b —ba) +(@—a) b — b)
Nun wollen wir die Werthe der Grissen a, ¢', & und &' aus (65) zuriick sub-

R T —
stituiren und fiilr e u. e

* resp. schreiben cos v - ¢ sin & und cos v — isin,
so dass

(cosq+ising) (cosp—ising) = 15 o 00 vovo e SR Uae)
dann wird der Nenner der Grossen p, p', g und ¢', wenn er mit V' bezeichnet
worden _

N =pl2 f 32 — 250 gos (f — L)) — (rr)2sin2 (L — D5 o0 (78)

sie selbst bekommen folgende Gestalt:

_r2—arlcos (b — L) vl sin (U —L)
— i

q
2 —rrlcos (b — L) —drrl sin (Y — L)
s ! Ak (74)
S vl sin (Lo — ) (sin(p — L) F-icos (p — L)) gy
% N
p_: L= v 29 sin (L — 'J_/'} (Sl.u fcp_— Hi—’) - i cos (!p——- L,Lfi}).
i N!

Diese Ausdriicke wollen wir in IV substituiren und zwar in der Form wie sie
(68) - gicht, so wird




= 9 =

2 —r! cos (W —ap') 11 sin (W—)) (I -rsin (g—1p) =i cos (p— 1))
g1 et -
vy . fo 212 —prlcos(p—p ) —rrlsin(ip— N\ (i1 sin(qp—1p))-Far'cos(p—1)) !
t I4-»l ca—s_(fp—-— (rfr')
Der imaginiire Theil in diesem Ausdrucke verschwindet, denn er ist
A 1-}-2cos(qp — ) 14 »' cos (g — ')
Lot L UF) [1 —+ » cos (t:j-— :;:;) ol j—[: r' cos (g{: — Y
und es bleibt also:
I—=2 . lifr2 — 7! cos (Y — ') ¥ 2 — ppl cos(w——y,r')

(79)

. N TN 14recos(g—y) T rleos (p— 1) e
+ rrlsin ( — ) [ rsin(g—)  vlsin(p—Y) } ] .
sin (Y — 1+ rcos(p— . 1+ vlcos(p—y) :

Wenn wir diesen Ausdruck (76) mit d ¢ multipliziren, so giebt er das erste
il A . : L
der vorgelegten Integrale ‘/%. Eine genauere Betrachtung seines zweiten Theiles

zeigt aber, dass

Motic I s semcliohitbfodl il S0 i (B I

1-4-+'cos ff,ﬂ :’lpj] 7
14-reos(p—y) 14-vcos(p—y)') n 4 ¥

1-f-rcos(qp—1p)
dg

oder
rsin(p—y) »! se'ri'r,n—zp') ] oty 1--rlcos (y— o)
f{l—rcus(cp—lp 1+4r'cos(p—1)') g e 1--»cos(p— ) +C}(77)
ist, welches in den gegebenen Grenzen von O bis 27 verschwindet, Es bleiben

dy : - DG AR - :
also vuaf—ﬂ’;— nur die beiden ersten Theile iibrig, von demen der zweite sich

aus dem ersten durch die Vertauschung der Indices von » und v ergiebt.

dz

—_— ., 80 86l gl z=x, also
a--beosz’ 8.4 ?

Hat man ein Integral von der Form:

2(;.?-‘ g
1+ xa2?

1—rxax

CO8T— ————— SINS=— und dz =

2w
14 2 14+ ax
so wird dadurch

/' dz Ll g dx
atbeosz afb+ (a=b)ra’
7 .
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und ist & = a und beide Grissen positiv, so erhillt man:

e dE 2 e
ja—i—bouss: T Vit (’5:" /;‘ﬁ) ol ORRTE
Nach dieser Analogie wird, wenn
g — 1 und @' = 1
y Q) AL e
z = q — z = ¢p—
gesetzt wird, aus dem Ausdrucke (78)
p dq 2 1 — w— 5
/l-—L-:r-::n:;g"_—'L_h):'[ T ( e fl—‘- : tg (LA_J-!>+C
d 2 [ p—y
;;_—]:’_E;;%P"%UJ 7 g m'c(rg Vl—]—e tggf_:—:l”_z>+ﬂ
Die Bogen aber, dessen Tangenten resp.
Y=L oo i it 1y 580
sind, werden wenn ¢ von 0 bis 27 wiichst, 7 und wir erhalten also:
L i
do 2 g?‘z—n rm(y—gu) -—?-J-'cus{w—tp'j!
=0 TN G0 ji— i JI—r2 :
Auf dieses Integral lassen sich aber
k-7 3 R 7T
f ¢039d¢ und { sspdy
o N L&Y N
zuriickfithren, wie dieses in Folgendem bewiesen werden soll,
Es sei
P=1-+4 acos -+ fsing
Pl =14 ¢ cos ¢ 4 B sin g,
s0 giebt dieses:
d.log P € ST €0s ¢
7 = P +ﬂ P
1 € COS sin ISR G e
1—p= .__£ ) UL ﬁ ‘P

(78)

(79)

(80

(81)

|
|
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und zwei entsprechende Gleichungen zwischen ', §' und P, VWenn wir die erste
derselben mit e, die zweite mit § und wiederum die erste mit 8, die zweite mit «
multipliziren und im ersten Falle beide subtrahiren, im zweiten addiren, so erhal-

ten wir
p—b—a TR () 2T
P s 8 » 4 % 82 B 8 & 9 @ {_82)
5 P+ gd. Fun (cﬁ-{—ﬁ'zj msrp

i

Diese Grissen haben wir mit d ¢ zu multiplizicen und in den gegebenen Grenzen

2T =T
ﬁo& pdo und ﬁi—n gpdo
L1} .P L5 0_-1)

zu integriren, um

zn haben,

Dieses giebt:

2m =7 g
r singpdg L e rd(p p f do
Jol Frees(p—y) e g2y T w? 4 B2 Jg 1 4-rcos (g—1)

2T
L Jd‘ log (14~ cos (p— 17;:;))
«® + 2 dg

2 2
f cosqpd [ fc o f do
1+ ca.s(rp-ﬂp} c® |- f2 T a? B2l Freos(p—)

L o ﬂf log (1 4~ Gﬂﬂ(rp—y))
«® + % vo do

. (83)

Von diesen drei Theilen verschwindet immer der dritte in den Grenzen von 0

T
bis 27, der erste wird 27 und der zweite nach Anwendung von (79) 171—:7—2,

so dass wir auch schreiben konnen:




2N ] el
ﬁ singdg allio sin $w]
g l-f-reos(p—1) r .

o
J_ cospdep __.2Rﬂsib h_l"_ﬂ_.__lpi.
o l-4rcos(p—) i T—r2

---1&0-4(8';_}

Setzen wir fiir » und <L jetzt » und /) so erhalten wir die entsprechenden

Formeln fiir
27 2T
f singpdp und f cosqpdep .
o 1--rcos(p—1) g 147 cos (p—1')

Der zweite Theil der Ausdricke I, und IIl, besteht aus Integralen von der
Form
sin? @ dg cos> gpdop cos qpsin g d P.
/1 Freos(p —L) JIF reos(p—L)’ b J Y rcos (g —)
und den entsprechenden, wenn man » und </, mit »' und /! vertauscht. Um diese
zu finden, kinnen wir wieder die identischen Gleichungen aufnehmen

SN e cos g sin P s 2 sin® )

s off — i P -+ 8 P : ;
cosq  0Ccos® ¢ sin ¢ €os ¢ ceresaessen, (8Y)

cos {)(; i __P_=_-_P , ﬁ- I) i

und erhalten, wenn die erste mit «, ‘die zweite mit 8, dann die erste mit 8 und
die zweite mit ¢ multiplizict wird, im ersten Falle durch Addition, im zweiten
durch Subtraction

czse'u.-jn-]—ﬁc’:usq:——“‘ffl'}f_ Ffs?_‘(ﬂz—f*ﬁ 2) CﬂSIT._S‘EH(’f‘—[_“.‘)’
puing —acwp—f P La B — — Cp@rp i | .. @0

N G paa

Diese Ausdriicke sind mit d @ zu multipliziren und zu integriren und wir er-
halten dann




WIS ¢ [—

e I & smff \
[ = o et Lopde— i [Pt
]32 rmgnrfg‘? '5‘.3 ﬂ’
TETE 2 +p) P

= op df d’
fl+=-aos{fpixﬁd w‘-i—ﬁ [ j rp+ﬁﬁ“’@d@—ajm Qdy ;
+ (‘(J.s’{p [Iq; '5' Wﬂq’]dqj] (?)

l‘l‘-?'ﬂ‘ﬂs(fﬁ—@_a’—]—ﬁ? ﬁﬂf——‘.ﬁ' singpdp + cos ¢ dg

fcosgpdlp+ﬁfsj;;cpdrp]‘

Drei ihnliche Gleichungen giebt die Vertauschung von » und [ mit #' und J!
fiir die' Integralausdriicke
f cos p sin g d ip sm2pdg cos2 pd g
TF 7 cos(p =N JTFcos (g =L J1++cos (g—0')
In digser Zusammensetzung sind keine neuen. Integralausdriicke hinzugekommen,
die nicht schon durch die friiheren (84) und (79) gegeben waren, ausser

ﬁfuq:dq; und  [cos ¢ dp.
Beide verschwinden aber in den gegebenen Grenzen von 0 bis 27 und es lassen
sich also Il. und III, in allen ihren Theilen jetzt zusammensetzen,

Um
27
f,;;u ®do
o, N

auf diese Art zu entwickeln, wollen wir (76) mit sir @ d @ multipliziren und in-
tegriren und - bei der Integration Anwendung machen von den ‘ebenentwickelten
Gleichungen (79), (84) und (87), nachdem zu denselben die entsprechenden in #'
Y gebildet worden sind, -
Dieses giebt uns:
8




-1.
1l == sm (,D d@
0 N
Red . ooe sun,[/([l—wg—l)

0 —meon(y— i) $2¥ Lo

- (2 — 1 cos (gy— ap;}sw(iz_fu__n

2 reosy()/1—12g0s" yot-sin>y)

T ET_'.% K= (14 y1—2) (88)

prsin®Leos (J1=r2=1)
+ 77! sin (yy— W) : l‘l_—-ﬁ [li—jf—.?i)
—rloos L' (J1—212 e0s2 ) +sin2:L))
Vi—ri2 (1 UEn2)
—rlsin?yleosy! () 1—12—1)
\ L JI—n2 (14 JI=2).

Der zweite Theil dlesea Ausdruckes reduzirt arcll, wie man gleich sieht, in die

einfache Gestalt von:

s (= (Y )

—r2 1l
oder, da
U4+ yT=2) (= YT=7) =y
ist, in
v sin (J — .J/)cos\p-l-i r! sin (Y — J/')GDS&,{/ #gin (L — )

[[_?z ll—:-

ALl i e 2 sin () — L") cos ! rsm(g yb)cosmr.r
yT—72 Jia s

Von diesen Gliedern vereinigen sich mehrere mit den aus dem’ersten Theile,
wenn wir denselben so zerlegen:




= 8§ =

R o s ol i ¥ sin L _!_:' | gos (L —L") sin s

Vi—»r2 VI—r2
_}_,.l sin J)l — p 5in Hbl cas{xp "PI} rl sin J_,I *_ 7 €08 (4) '_'H’Jl ) 3?.!1\1."
— 2 Y1 —ai2 L
ond es wird jetzts
Vel
I, = Jsing deg
& N

o l(cos(gb——w,b')s:'ﬂ\b—sin (=N cos L) (1— JYT—32)

T
_|_'s~- (cos (=) sin-'— sin (L —+[ N cos: L) (1 — )1 —+12)
5 =T
T (E——Jﬁ N
_l_rsm\.b(] l-——r*“—f)  rlesind! YT—32 —1)
J1—=92 ik [ 18
¥ Cos J,/ rl cos /!
2! sin (L) — y)( I:a)
> (' sin Y —rsinap) gl;]‘El ~+ (rstnay—r! sﬁcw'}{l—?}ﬁ—}
T i / —i'l 2
—Ad—H)N 7 coss ! cos)!
=0 il kg TCE)
1
chun 2w 50 (1 sin ' — v sin 1) <i/ =7 —_ Il_j)
=N rcns\p !
—l—!?’b‘?ﬂ{ﬁy wl:f( z p— I,: i ;er) "0 88 (39)

Auf demselben Wege gelangt man aus der Gleichung (76) nach der Multiplica~
tion von cos ¢ d ¢ zu:z

-




ae N

i L em
HI; = cosydg rf.;p
o L, R

c.mxp (V1r—r2 -—l]

—

[z = cos (U = 4»'3)

Y1 —92

+ (2 — 72! cos (Y — 1) ‘_’E“_ﬂ C_Ll— .

YT—2T2
— rcos? .,bsa:hl[/{_-'l 1 ——rl—l]
2 1I—r: A4 J1—22)
— —rsin (YT—=22 smj"_bb—[—-cmzi/_}

7' sin (Y — ')

= A yI=
4 # cos2 ) sin ) (JT—#2 —1)

V1=

_i_N sin J,/' (Y1

AFTI=7%)

— 72 sin? LI} cos2 ) |

und nach derselben Reduktion wird dieser Ausdruch

7T
I, = ‘ﬁ‘oa gdeg deo
o N

— »l(cos ( — L") cos - sin (fr— ) sin ) ——x=

e e ) |

[:l l—r —])

£ _f(qas<¢_¢t>mp=_m(¢_¢u>m¢,;ﬂ'T—;:') |
i 4 +”‘““b&j7" D rewy S |
oo lEhe ek R |

f(t—.?,}}\’ R ‘“[r mj}; ;::iﬁ  tionioh (90)




- ————

|

w— HiE =

Wir wollen nun die drei Resultate zusammenstellen, die jede der beiden Metho-
den gegeben hat und dann untersuchen, wie die einen auf die anderen zuriickgefiihrt

werden konnen,

Es war aus (63),(80), (89) und (90)

7T
!_Zfﬁ deg _2HV(F' T l'+g—m* _ 2n [z-*—»rr"c&s{:{r——zp'}
DAL E—2&)g—g") —@—AN V1—r2
¥ 2 —prl gos (P — L))
<k Yl—rs

27

.= .w'm,ndrp_2?(]-"{4’“{'2‘}(!"—]-3'):”;”2
Vo N T ca-—w'){a-—w”,w
1
| - S L2
(_!—.ﬂ_}N [(? stn ! —rsin) [Vl = }’lm] O1)
BT U T

RE-E . i
Il —jcuwp do __ 2ayd—g '—f—g)u?;;' "

(8—s) (&—g")

2 1 1
_( __,}'}'N' [(3-I €0S§ 'fJf)' — 1 cos ) [l’;r:-_'r’ =i Vi _':,T_E]

2 ! sfr.t rp[ 2 sin Y

wo der allgemeine Nenner V! sich ergab (73)
Nl—=#2 192 —2rr'cos (p—L)—r2r' 202 (f— )

oder, fiir », ', cos<l, cos Ny sinols, sinal) ihre Werthe gesetzt, wie sie in den

Gleichungen (50) enthalten sind,

N=(a— )+ E—73"—(afp —ﬁal*
(g— iy

Nach der Substitution von (34) wird der Zihler dieses Ausdruckes
[m'* — @+ DI—2)+m*— A=) —m* "+ D] 4.

d. h. das Dillerentiale unserer friiheren kubischen Gleichung in ihrer geordneten Ge-

stalt, wenn nach der Differentiation x =1 gesetzt wird, so dass also

9




ol s

A=y (a—=2a1h4
B

): abar 0 AP
wird., Wir haben in dem Friiheren eben so geseheu, dass

Al ez
= RN 2 BRI Nl R i
I ]r'{l—’i)[:l ! ) = )

tt-a-.-..|..-¢1-|||o (92)

es muss also auch

; . : (}'“__l J:‘-j ("!‘_i.“.'}
“,Pn-1_auﬂ|a_#._uﬁ,z.arfﬂ-i._ul-_-ﬁz_lg.'zﬁ-zEﬁﬁh}f{[_ru}“_T,--z):i_{_rj:_jr_j_{]_z} {:9‘3)

I.Il'l{].

GVT=a = 4 T=E = |
— !> —2(1' - 2) A— ) — > -2 -2 (I -2)—2(T - 22 -2 -4) (A = 1) (94)

—n°
=4ms—4m = 2@ L NA=2 =0 —a4 V244 =)
—n°
—=4m't— fmt — A0 ) (1T 2)
2

(—2)"
weil 2—U —¥" = A4 42! war; woraus:

Auf dieselbe YVeise erhalten wir:
_a+naa

W YI—a2 =2 caYI—a 2 —p2= e

also
(o T=F = + o YT S
=4m''2 —&m2 20"} DH(I—) 120"+ 2) (' Fn—=20"+424+ 20"+ (A =)
-z
=4w'?2 —4m? =20+ (1—2—0 —AFVFi44"—1"
(t—4)2
=4m'2 —4m2—40 -+ )@+ 1",
(i—iz

wworaus

Va2 —m® — (7)) (' i."l)_

PN ey B ey =7

(96)

s e

e e st e OO



|

RS 1 ——

Eben so ist
(T=a=f + YI=a o)
= 20— —4m 2 —4m!'2 L-2(1' 4 1) (I—=1) 20— A"+ 4-2(1—2) (4=a"
(l— )2
= 20— (—AFIFA4-V LA A — 1) — dm 2 — ol 2
T—a)s 2
woraus

Vs ve LA g8 — LHE S (i’.a— 3’-'3}—’"' e N O
Es war, was die kubische Gleichung anbetral|
(@ —=2) (x—i) (z—2"
=—1[(—2)V'+2)"+a) —m2(l—z) —m'2 (I - 2)—m"2 (V' -&) - 2mm! '] 5
die Differentiation dieser Gleichung giebt:
(r—A(e— )4 (r— 1) (@w—1") + (— 1) (x—4")
=m!'24-m"2 —m2 (I 4x) (I' La)— (—2) (| +2)— ") (=), 98)
und setzen wir hier = —1", so verwandelt sich der Ausdruck in folgenden:
P2 A - @A) 2 Py @2 = ! 3L 2 e (R 1) (P2,
Hieraus wird mit Hiilfe der Gleichungen (19)
(P2) (02 = ! 2l B P2 P QLA A A 21— 2B A,
oder
(I” + .7'&) (& + ?\.”:1
—=m!2 fmll2 — m2— P12 € @D — B — 7)) — B (—A A — T - 221 AT (99)
=m'2 4 m! 2 —m2 — @ —\) (@A),
Setzt man aber in die' Gleichung (98) x=—1', so gelangt man durch die-
selbe Transformation zu dem Ausdrucke (7' -+ 2) (7' -+ A'"); es wird mimlich
@A) @ A"
=m'24-m'2 —m? — (') ' —1)— @40 P+ A)— @A) T4 A")
—mi2 w2 —m2 — P — I - DA A2
=m24m'2—m2—(1—A\D)@" A,

Auf dieselbe VWeise giebt » =1 gesetzt die Gleichung

(100)




. e

(1= D) =i y= - B (D QD ——2) = E—G—R A=) (g,
—m 2 w2 —m2 (@)@ AL
Durch diese drei Formeln (99), (100) und (101) werden die drei Ausdriicke
(95), (96) und (97) nun folgende:

e M M A AT Y T A A e
g YTI—E—p + g JI=a2—g3 =J£__%§_:4}]I_)-__

QY A— AT —4) —m'® 102)

Y I—P = ey T—a P —f %= T
2V (A —m?,
Ji—a—F + V=i = o

und durch die Substitution dieser irrationalen Ausdriicke erhalten die Integrale L. IL
und HI in beiden Entwickelungsmethoden dieselbe Form.
Es war namlich

I. = drp
g N
9.0 r— —y! cﬂs(lp—-w) 2 —rl cos (W — qr')t
= N V1—»2 T1—l2
__ 2a(—=2) —(l—ﬂ)—l—__l —crw'—ﬁﬁ'+l — aa -—-8;‘3' Sou e s !
o= =1 Vi—7 Tl 518 {
2a(l—1 — 2 ==
=4{.J\.—T;‘v(|j ()i}.‘.) )l —ae! — 8 — L —r2 J1 — :-2; -llll —: : ‘I‘l[:; ?_ {
27 (I— 1) I—i—1— A=V —2—=2F+ 4 2V@+ N7 ) — m?
:4(9.—,&7){1.—;."){ TR l ALl PR
und also

27T
fj.fr-_ _ 2n Y@L AR —m (] G B el (103)
Jo IV W— &) (A — a0 -

Wenn man in dem Integralausdrucke

27T
‘ﬁiugod(p
o N

— —

|
|
i
:



fiir v, r'y ¥ und 3 ihre Werthe in ¢y o'y 8 und §' setzt; so hat derselbe die

T
f_@r_@
]

27 I 1
= 4(1";) B 2) Gind )l ﬁ)(i 1— “"ﬁz ¥ 1T—a .—._152)
(!-——;lj2

Form:

a .
+{8e £20) (‘pT:“;éT 82 -yr_';a—-e::yrz)l ;
Multiplizitt man den in Parenthesen eingeschlossenen Ausdruck in Zihler und

Nenner mit 8g', so wird er
1 1

(8¢ *—8%8) {ﬁr?' }j':m T B} l—:aﬁ_—ﬁ-}
| i Ao ol g

+(8e! — af') {ﬁﬂ TT—at—p® g8 ) l—a?— @ -4

oder
i 2 | |2 1 gai | L4
Iﬂ _-ﬁl& "_ﬂzl? 'Jf—aa ﬁfj] lﬁﬁl ll_ a-z-—_&-ﬂ
+ 16— 88— 2 o el ]
Hier kann man in jedem Theile §28'2 —§2g!2 addiren und gelangt durch

[B2(Q —e>—pg2) 4282 = g5 | aﬁ'ﬂﬁ],ﬁ. “_ﬁn; _ g2

; T — gk
o [B2 (1 — ol 2= g1 2) + B2 B2 — 8Bl 4 o ﬁﬁ]ﬁ_ﬁl JT—az—p2
zu folgenden Trmisfurmmiunens_
(88 T —o2'— B2 YT — ' — = 242 — g
YT LR g e
Feaf) e I— =yl —az— g )
d. h. nach (102) zu

10




BB =

(A=A o Dhed =R & 0" = D)2 Y@ Z A 2D w2
G—= 4 (A —am -

und

& @— A — 2N @ —=2a)

2} (L_— A0 (@ -—|— Ay —m!'?
E =D @AT= )
Dieselbe Reihe von Umformungen fiilirt den Ausdruck

BRI
{cos gpdg
LY N

2T
fsfu (7% d o e 2 (A — i 'V{f-ﬂ_}nrj (' 1) —m?®
TRV e

]

aul eine @hnliche einfache Form.

Es war-derselbe

Y
iﬂm T ”‘T 2 (e a:] == 1 { ________"_]__
Jo TNT WO [11 T Ty

+ (gl — af) |1—il-'*_ﬁ‘ e

und wird, wenn man den in Parentliesen eingeschlossenen Faktor mit e

' im Zihler

und Nenner muliiplizirt, beide Theile die in

e : 1
e Ay e T B
multiplizirt sind, absondert und ihuen — «®a'? 4 a®c¢'2 addict,
27T ’
[rmrf'ri’rp 2w
Jo N N =7 i(w'“ra‘wﬁﬂll—a —SAR gl o= nq! *

; all—ea'? -—-ﬁ'l-|-aFixi_:'a_:'ﬁﬂ}
+aaﬁﬁ') a{}__’l_ae_ﬁ—il_.lh—alz_—ﬁl—g

27 A=A =l A T D 2V A=) ) =l

NG a—n 7 i T
woraus sich ergiebt

e

e — il

ot strade e i e a s



N e

T TS

2
Fﬂs(’ﬂ'dlfp_ 2”1(1—"'1‘) (:“ +.-2'F:'_mlz s 8 00 a0 e (105)
o N (Ar— @ — i A

Die Ausdriicke (103), (104): und (105) sind aber dieselben wie in (63), da
iy A und 2 und g, g', g!' die VWurzeln derselben kubischen Gleichung sind; doch
ist in (104) ‘und’ (105) das Zeichen der Qiadratwurzel megativ in [103] positiv zu
nehmen, wenn die Ausdriicke auch in den Zeichen iibereinstimmen sollen.

Um' die ‘Integrale

27 27 e
‘ﬁiﬂ_z(p do Fms“ pdg j.;'ﬂ ¢ cosqpdep
o N Yo N o N

> )
auf L, I, und IIL zuriick zu fiihren, wollen ‘wir aus IV, die identische Gleichung
bilden : !

1 7l
¢ 23 )0032(,(?+msi"u2fp=N—'

(F214221)
2
Nachdem dieselbe” differentiirt und: durch. 2'd tp ' dividiit ‘worden, wird sie
s 8

5 sin2gp=—1% %-{—m”sfngc—'—m‘compq e s swmas e (107)

—2m'singpg—2m'cosgp.. . (106)

mcos 2@ —

| oty 11 |
Von den Gleichungsn (106) und (107) kinnen wir die erste mit QZ—I——),

die zweite mit m multipliziren und addiren, so erhalten wir

i | y | {I'—f”; ' --21-FL1" mdN
7 o s e . -
poF = {ﬂ_—ﬂ)z-p-mﬂ ’ £ FE72(4 Z Zdep. -
2
F " m—m' (@ — ")) sinp — [m' - (I' —1") cos r;:]i
und auf @holiche VVeise:
. 1 ” (U272 Al—2ly dN (108)
s 2(}::((-?_3‘))';—}_-—;;5 lm = I—-E'—'—‘-} — ""-4_‘ {.{(P
2

! T | p {1 ] _
2 | [2mm'-—|—m” {%} ]sfqu-—!-[m' [T} —2mm"] cosyp.
Die_Gleichungen (108) geben mit dg multiplizict und duech IV dividirt die
Werthe von



= 4 =

27T (V27T
‘ﬁ'w?tp dgp und |singdg
[} N e IV

durch schon bekannte Intégrale ausgedriickt, bis auf die Form

—dg.d'fp. -. nrf.?oﬂ'fogp ' -
dyg Dieses ist aber —&?—- oder log IV,
NS (W, b2

welches in den gegebenen Grenzen vom 0 bis 2¢ verschwindet; und somit sind
endlich, da

fd(p 4 %ﬁﬁa2¢ﬂ €08 Nqs rfq.",,
}f— b cos2q@d @ Lvfsin®qpdg
? N ' N 5 N

sin2qd rp_fsz'n g cos ¢ d
e S

N N
wird, auch die. drei letzten der vorgelegten Integrale: entwickelt; als
2w T F'—-I” ( = —E‘}(ErLf] Sy
l%:{cﬂa pedg_ 1 T]N2 e T s o
T —+ m?
— ('@ =1y —m'm ".—J,—(( m" m:-'u)ill !
BT g — 2 2 (I'—-IJU—L“
V.= | sin?qpdg__ 1 £.| ( ) +I_ o > .
SR T C_a.') +m (109)
— (m”‘m-—mf @ —--I”)) -} [mm‘ — (_.__i m"‘—l III.}
2 T i'm m(@+2i4+1H1L
L I o I Tz 7 R
YI. jsmq‘cm(p P |- ( ey ) —-]—1112 2 2

AL
— 2 | mlmo-an' —-= IL ! —-—E— —2mm' § 111,
+ g

#4" Die Grenzen 0 und 2 ;v ‘geben ferner eine bequeme Integration ‘der gegebenen
Integralausdriicke durch Reihen, Man braucht zu dem Ende nur




1 d 1
147 cos (p — ) e 147 cos(p— )

in Reihen nach den Viellachen der Bogen (p— ) und (¢'— ') so zu entwickeln,
dass sie konvergiren,
Es sei also

1 I
l-f—rcas(qp——l,b} e 1+ %[ei(fp—lp)_}_e—'f(‘ﬁ_w}]r

wo ¢ = |}/ — 1 gesetzt worden, so wird, wenny fiir &= geschrieben worden,
der zu verwandelnde Ausdruck:
2y

I

1
it 3 _l — 2 L
o d LA e e T2 0
Wemn — « und — b die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

y* _5_72. y+1=0 bezeichnen, so dass

1+ yYr—= poh 0 S5 ol M e
A ” ) {rapiaTl r
sind, so giebt die Zerfallung in die Partialbriiche
& D B 14 J1— e g —(1=]1—=* — b

und 5

»

—_—

rfi—r  Jl—r

JFe " yFE T Lyi—w JI—w

+o=12
aus den beiden Gleiclungen: et T und es wird also

b+ fa=10
= i s - 4
1+reostp—w) J1—® |yt a y—0b\"
Die beiden Wurzeln sind hier reziprok und also ¢ = 2 Entwickelt man den~

b
jenigen Theil nach absteigenden Potenzen von y, in welchem die Wurzel << 1 ist,
hier den zweiten Theil, da » << 1, den zweiten nach aufsteigenden Potenzen von

y 80 wird
11



iz, T =

WO T i
1 “f l l a+.an _I_ assnppe
l-i—-fﬂﬂs(?—w;'_—}.l_"'s —E-I—ﬂ'—__l'—E'_""

i ) ) o £

- 1—
und fiir  den Werth zuriick substituirt,
1 j=gehen] (1—26003{1;:—5#]-1—252 (cos® (rp—\p))z (110)
I"I"?‘CGSUP—%L')— l.'.].—l“g' —2&33083(@—'4})}+ NEEL |
1

eine Hhnliche

Dieselbe Entwickelung muss fiir den Faktor T3+ cos (g— )

Reihe geben:

1 1 125 — ) -25!2 cos2 (g — 1
NS, T spte =“___( cos(gp—y') + cos2(g zp))l am
1+ cosCp—y)  J1—o'2 — 213 cosB(p—) + eevee

Diese Reihen wollen wir in die Ausdriicke

dp j}inq:.ﬂo cos . daq

einfiihren und die Integration in den gegebenen Grenzen ausfilhren. Es wird da-
durch nach (76)

27
fnp 1—2beos (p— )
ﬁg Z—rr'cos(Y—)) — VI—2 | 4252 cos2(gp—1) —sses .}
12T 2%
de 1 i {r'ﬂ—rrcoa(l,v Y)) ==

1—2% cos(p — LN
+-20'2cos(p—L) —ae }

JoN (=N ] 1I—2
14! cos (p — Y|
l—f—rcﬂs{{p—lj;)i

27
+f d.
“o
dg,

wo der dritte Theil nach der oben gemachten Bemerkung verschwindet; aber auch

log do

in dem ersten und zweiten Theile haben in den gegebenen Grenzen nur diejenigen
Terme YVerthe, wo ¢ unter sin oder cos verschwindet, da im Allgemeinen sowohl

NP L=

FRIFRESEETS . PR

T p—




SIPERESISFPEFIPIE SSS S SE ————

PR T

e 2w
‘fn‘n (pp+py)dy als Lfm (ot p)dy

verschwindet, wenn p eine ganze positive oder negative Zahl ist, Es wird des-

halb
f]ﬂ- ) rﬂ--—'-ﬁ".cﬂs( — ) 2! 2 ol 8( 1)
fp T [ 4108 (=4 cossr—¢ )1},  (12)
o TN {I—A) J1—#2 J1—22
wie wir dleses schon (80) gefunden haben,
Mit Hiilfe jener Reihen wird nun ais
singdg
V-
‘/:rmq?dtp 2 Veos (1— w}—i—ﬂ’sm{w—apf}rsm(@ —)] [1
-
i) 1 —2bcos(p— Y)+20% 0052 (p— 1Y) — saess] >
T N{I=1) E DS [! 2—rlcos(y—1p! ;}ﬁ sulsfi,t,r—w']f sin(p—1)! :] [1
_— z

— 28! cos(p— ')+ 252 0052(p— ) —unre 1,

/

und, wenn man die Produkte der trigonometrischen Funktionen in die Summen und

Differenzen zerlegt und die oben gemachte Bemerkung iiber die Grenzen festhilt:

— [r2—nrr'cos(yp — W) bsiny ik vl sin (Y —) reosy

T DY
2 |
Fm%g@ N2;= ; ey s.:::(;;l y,x?); bzcasgb :I_arcais(llp ’I:,:)Llsmp
Jo 1 ( e ) — —
— vl sin (i — W) cos ! i ! sin (Y — w')ﬂﬁ'zcasw']
2} T—02 Vie®
und durch die Zuriickfiihrung der Werthe

1—)1—»2 SrPEC e
L ) o 1:' 2 fir'd und &

und der Quadrate dieser Ausdriicke
1—r2) Y=
S D =P e =t s

’n|2




gelangt man zu

11
[esas
o N

I“i_ll_l )[ﬂﬂ.wm{w — ) —sin(y—/')cos L]
+?’£};}l—ﬁ_ﬂ ][Cﬂ (1]-”_ EJ‘S’I-’”;) +szﬂ(w_w )Cﬂswlj
L =
Ni(I—4) r(l—}lmsz) ot rr(l_‘:m
V=8 ST (113)
reos. vl cos))!
+ vl sin (Y — 4))[ ,z ll—__ﬁ]
1
v st — 2! e
sk iEo biow mesl
TG g — eos !
_I_ ISI (11[" 'l\b[ ll_?z -l-'l—?‘l‘z . )

Dieses ist derselbe Ausdruck, wie ihn die endliche Integration (89) gegeben
hat. Auf analoge Weise findet man die Identitit des durch die Integration vermit-
telst unendlicher Reihen gefundenen Ausdruckes von

=7
Lﬁ'ﬂs ¢ do
o N

und des endlichen oben angegebenen (90). Es ist nimlich

cosqp d g
N
/ f—‘}ﬂ [r2 — 11! cos (Y1) +r7rlsin (Y—rbly sin (g—<] 1
1 -—-25603(9‘3'—'-1i/)+2526082((p—¢/}—np .

N@—1
; } i) [#2 — 2l gos (f —Ly — 9912 sin (Jr— L") sim (p—L))] [
V1T—»2 ¥
___25'003(@_.4}[}‘}_25[%0032(93—,’[)|)_"...].
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Von diesen Theilen bleiben nach den Integrationen in den bestimmten Grenzen
und nach der Zer(illung der Produkte in die Summen und Differenzen der trigono=

metrischen Funktionen
2T
cospd
Jo IV

s (g —rn cﬂs[-,’.i L) cosL.b irﬂ risin (b —h) sins(1 —5b2))

- 21 ll—az l1—r2
-~ N(—2 _ (2=rlcos(:p— ! YeasL'b! 1 1 2rsin (J—L)sind) (1 =5 2))
Yi—re T T
r' (1 =1 — 1'3) [sin () — HPD_‘“.” J - cos (-J_.'/: L) cos ]
V1 —#2
(1 =V 1—=112) [sin () — W) sin)' —eos (J— 1)) eos ']
2 13 Yl—or'2

TNA—D (1 —YT=) (e ) By

G T Y= JT—pa e ¥

oG \L‘)( »sin Lf; -lrIST ';L*;)

und hieraus

2T \
cosqpdep 27 s? b l_
J« = R oo ~ =] (114)
S ot «,LIJI-”ka-—-?w‘{/*I].

[—r2 JI—72

Wie diese Resultate in die einfache Gestalt durch die Wurzeln der kubischen

Gleichung gebracht werden, ist oben schun gezeigt; wie auch, auf welche VWeise
von ihnen die Ausdriicke -

=T 27T 12T
F,’J‘;Q P t?rp fﬁ’ !{J_J{tf e fsiu_rﬁ_ﬂas 7 rhp
L1 o_mf'\'r 3 (1] N (1] N

abhingig sind,
12




- AR

Nachdem wir die Auflisung der 6. vorgelegten Integrale auf dreifachem Wege
gegeben und die Uebereinstimmung  der Resultate nachgewiessn hiaben,  bleibt uns

noch iibrig, die Mittel anzudeuten, wie auf diese Ausdriicke jedes andere Integral
von der Gestalt

N = Wk

siniqdc cosidg

/ pdgl 3 g dy
zuviickgefiihrt werden kann, so lange ¢ und & ganze Zahlen sind; jedoch erlaubt
die Beschrinktheit des Raumes bei diesem Theile der Aufgabe nur andeutungsweise

zu verfahren,

Es kinnen nimlich
sinigdg j cos ¢ r'p(f P
—-—jﬁ'——— und
mit Hiilfe der Gleichungen, durch selche man sinm ¢ und cosm ¢ durch kleinere
Vielfache von ¢ ausdriickt, leicht auf die Integration von

sin ¢ d g “cos ¢ d ¢ jr_?_ 7
f N, f NE und Nk

zuriickgefiihrt werden, wie wir dies schon bei
sin? g d o cos*gdg do
s lin nd —
'
zum Theil gezeigt haben, als sie durch

singdg j(‘na gdg d o e d (,_!1_
N,

aunsgedriickt und entwickelt wurden,

Auch der Exponent x des Nenners ldsst sich durch folgendes Verfahren fiir

diese verschiedenen Ausdriicke um die Einheit unter dem Integralzeichen verringern,
oder

Ivm etc.
zuriickfiihren, Es wird dieses jedes Mal erreicht werden, wenn man sich die
Gleichungen bildet:

f ;g s auf die entsprechenden Formen von ‘/:—Ihp




A
& {p'zllixl b Lsin 2 2
X e rosrp {'.smrp dsin2¢ | ecos2¢
(pr Nr‘—i_ + + Nk 57 Nk
1 a (e
Fl\'___"‘] :'——_S!ﬂ-i___t‘il +§'L;O_S__ c,singd, sm2 +e cﬂs..(p
{ffp NE—1 Nk Nk Nk

cos o

dp = et e 25

5 €08 (,-; casing | dysin2q

e D
e I\

ll I IS!‘HE[E}
| NEk—1f 2cos2¢ b, casrp Gy sing | d, -;m2rp (30032@
1 [ff;:l _N[h_l+ + + Nli + —{
d 5-::032@
Nf—lJ=—2sm2q\ @y +5 cos:;e_E“Qsamp_l_r?;sm%cg_f 9400s2rp
do Nk-1 TNk -

Bezeichnet man

de cosapel sinad .n?r .smEr d c0s2qpd
[t [, [Epde s, fpte_p, [mpte,

so geben jene fiinf Gleichungen (115), nachdem sie mit d ¢ multiplizirt worden, ein

Mittel, die fiinf unbekannten Grissen 4, B, €, D, E durch Integralformeln, bei
denen der Exponent um die Einheit verringert ist, und durch die &hnliche Formeln

ohne das Integralzeichen auszudriicken; eine Aufgabe, deren Lésung nur Schwierig-
keiten in der Rechnung darbietet.

Conitz, den 1, Juni 1851,

f A, Wichert.
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