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fe Integration des Ausdruckes I . " V giebt gleichzeitig die Werthe vondrp

i cos <p . dq> | sin (p . d (p ( cos 2 cp . dcp i sin 2 (p . d (p I cos (p sin q>. d <p
J N ' J N ' J N ' J N ' " 'J N '
in welchen IV die angegebene Form hat :

JV = l - f - Z1 cos 1 cp -\- ? ' sin 2 (p -\- 2m cos <p sin cp -\- 2rn 1sin <p -\ - 2 ?n n cos (p ;
es sollen durch Folgendes die Werthe dieser sechs Integrale in den bestimmten Gren¬
zen von 0 bis 2 n für den Fall gefunden werden , dass IV für keinen reellen Werth
von <p verschwindet und die Mittel angegeben werden um allgemein

Jcos i (p . d cp i sin i cp . d <p
W ' j iv 5

zu finden , wenn i und Ji ganze positive Zahlen sind . Die Methode der Lösung
dieser Aufgabe ist eine dreifache , da jene Werthe einmal durch Transformation des
Ausdruckes N , dann durch Zerfällung desselben in seine Faktoren und durch Reihen -
Entwickelung gegeben werden können . Jede dieser Methoden wollen wir anwenden
und die Identität der gefundenen Resultate nachzuweisen versuchen .

Die Integration der angegebenen sechs Ausdrücke bietet nach den gewöhnlichen
Regeln der Integralrechnung keine Schwierigkeiten mehr dar , wenn IV unter die
Form gebracht worden

IV = Je + * ' sin * ifj + ¥ cos y>;
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eine Transformation , wie wir sie von C . G . J . Jacobi im Crei ,le sehen Journal
B . 2 und 8 angegeben finden . Es sei zu dem Ende

z
~x~ ' ...........

V
COS (f = > ' <P ( 1 .)

dann wird

N = -\ ( ix 2 -\- Vy 2 + l " z 2 + 2myz -\ - 2m> xz -\ - 2m " yx \

Um diesen Ausdruck unter die Form
N = g — g-' cos 2 xp — g u sin 2 xp

zu bringen , sei auch für ihn
v
ucos xp =

wodurcli wir

£• — £•' COS

sin xp
IV
u ( 2 )

xp — g-n sin 2 xp = —- ( gu 2 — g- 1 v 2 — g n w 2 I

erhalten , und es ist dann die Aufgabe dieser Transformationen keine andere , als die
Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung auf die Iiauptaxen zu reduziren . Es
geschieht dieses durch die bekannte Substitution :

x = ecu — ß v — y iv \
y = « ' u — ß 1v — y [ w \ • • • ............... ( ^ )
z = a " u — ß u v — y U w >'

bei welcher aus der Gleichung
y 2 -f- z 2 — x 2 = v 2 -f- w 2 — u 2 == 0 , .......... ( 4 )

die zwischen cos tp und sin cp sow ie zwischen cos xp und sin xp Statt findet , folgende
zwei Systeme von Gleichungen abgeleitet werden :

a ' fS' + a " /?" — « /S = 0 ,
( 5 ) „ i y i + „ 11̂ 11— ar = 0 . . . ( 6 )

ß l r ] -hß n y n - ßy = ° )

, 12 + « li2 — a 2 = — 1
ßl * + ß » 1 — ß1 =
yl2 _|_ yllS ---- y « = 1

! ! . . .

Um nun die Grössen u , v , w durch x , y , z auszudrücken , wollen wir die
erste der Gleichungen ( 3 ) mit a , die zweite mit « ' , die dritte mit « " multipliziren
und von der Summe der beiden letztern die erste abziehen , und dieses Verfahren
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wiederholen , nachdem wir die erste mit ß , die zweite mit ß ' } die dritte mit /S" und
die erste mit y , die zweite mit y y und die drittle mit y n multiplizirt haben ; dann
erhalten wir mit Hülfe der Bedingungsgleichungen ( 5 ) und ( 6 ) :

u s= ccx — a) y — a " z
v = ß x — ß 1 y — ß " z
w = y x — y l y — y u z ]

und aus ( 4 ) die ähnlichen Bedingungen
/Sa + r 2 — « 2

1
i

( 8 ) ßß ' + rY
ß nß + y "y

aa ' = 0 \
« .' « " = 0 }

( 7 )

( 9 )
a "a = 0 . J

( 10)

^ la - j - yia _ a i 2 _
/SHa + J/H3 _ a l! 2 ==

Setzt man dagegen
c = « C?' 1/»" — /* ' ^ " 3 - h /* C « 1r " ■

so giebt die Auflösung der Gleichungen ( 3 )

S u = cß l y u — r l ß l^ -v + ( rß " — ßr n ~) y + ( ßi — rß ] ~) z \
sv = iy n a} — a u y , ') a; -f- ( / a " — ay " ) y + ( j ' l a — ay ' ) ssj . . . . . . ( II )
siv = ( a " fi — ß n a >) .v -{- (iß u cc — ccu ß ) i/ -\- Cu ]ß — aß ]) z )

und die Vergleichung der Coeffizienten der Gleichungen ( 7 ) und ( 11 ) folgende neun
Bedingungsgleichungen unter den Substitutionsgrössen « , a 1, a " , |J , /S1, /S" , j' , y 1
und y " :

— ea ' = ^ /?n — /? / ' ;
s /S = y " a" /»! .

■y 1« " ; fi y e= e " /Sii äi .

— p /9 1£ß ] = ya n — ay " ; — sy ] = aß n
- ß " cc^
ßa !< ( 12 )

_ c « ii = 0j / ' — y /J ' ; — c /S" = y ' a — a 1^ ; — cy ll = a l /J — ß ] a
Wenn wir je drei von diesen Gleichungen quadriren so erhält man mit Rück¬

sicht auf ( 5 )

( 13 )
ce = C/»V — r ' iS" ) 2 — ( yß u ~ ßy " y — Cß / — rß ^ 2

= ( /J» — ^ 12 — 0M2 ) ( j/ 2 _ y l 2 _ y » S) _ ( /Sy --- /S' y ' --- /?"> " '>» = 1 ,
und e == - f - 1 ,
wo wir von diesen willkührlichen Zeichen das - j- wählen wollen .

Wenn man nun w , v und w durch x , y , z ausgedrückt in den Ausdruck
---- £• ' V* — g n w 2 substituirt und die einzelnen Coeffizienten denen in
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Lv 2 -\ - 1' y 2 -\-- l ] lz,2 - f - %myz - f - 2 m 'zx -J- 2 ?n u xg gleich setzt , so erhält man folgende
sechs Gleichung eii r

1 ) „. « 2 _ g .72 _ 0.V _ z
2 ) g « ' 2 — g 1 /$ ' 2 — g ' V 3 = *'
3 ) s . 0,!l2 _ (o.l /3 ll2 _ o.ll r ll2 _ Z

4 ) g - a ' ß " — g -' /S ' /S11— g -V ' y " =
( 14 )

5 ) - g a a " + g 1 /J /S' 1+ g " y f =** # '
6 ) — g a 1 « + g 1ß ] ß + g V 1 / = » "» /

die , verbunden mit den sechs unabhängigen Bedingungs - Gleichungen zwischen den
Substitutionsgrössen , von denen die übrigen nur eine Folge waren , sowohl die neun
Coeffizienten der Substitution , wie die drei Grössen g , g-1, g " geben .

Wh' können nämlich die Gleichungen 04 ) folgender Massen zu je drei schrei¬
ben : 1 ) , 6 ) , 5) ; dann 6) , 2 ) , 4 ) ; dann 5 ) , 4) , 3 ) und erhalten :

« • S « — ß . g ' ß — y • g " r = l — a . ga *~{- ß . g ' ß , -Jr Y >S ~U r ' = m "
— « l . g -« + /S' . g-l/J + y >. g' ll y = jÄll a ' . g -a 1— ß ' . g ' /S1— f . g n Y = li

■a |l . g' ß + /3" . g l /3 + y | l . g-V = w ',
■a . g -a " + |S . S -l0 " + r . ffV

;- <r
P-" v , != l

- jSK. g -i /S1— y " . g J V l= m » \
( 15 )

. ga n — ß [ . g ]ß n — r <. g " y ' ' — m
aU . ga ]) — ß n . g <ß n — y " . g 0 r " = F .

Jedes System dieser Gleichungen kann man , cfr . ( 5 ) und ( 8 ) , umkehren uad
es siebt dann ein neues in folgender Gestalt :

r= « »» " - {- <»i 7 - f- « " » » ,

( 16 )

ga = al -{- a ]w»" - f- « " »*'
gi /S= /2Z + /? im ll - f- /J ,.| »*i

— ga il = « 7« l ^f- « l /» -f- ßl | ? 1

Diese Gleichungen lassen sich so schreiben , dass die ersten , zweiten und dritten
aus jedem System zusammengestellt werden können , oder dass sie die Form be¬
kommen :
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m " « + ( ? + §0 « ' + »" « li= O
»i l a + »ja l -j- (Zl| + g-) « ll= 0,

' ( J — gO /? + « i " /} ' + » ' /S" = 0
h »,1/» 4 - ( * + S -') /J , + ,» /*II= 0

. . ( 17 )

»« V + ( J i+ g ,ll) ; ' | + »» ?' ll= o

Eliminirt man aus dem ersten Systeme der Gleichungen ( 17 ) die Grössen a , « ',
und « " _, aus dem zweiten die Grossen /?_, /?' und /Su und aus dem dritten y 3 yi und f ,
so erhält man jedes Mal dieselbe Gleichung , aus welcher g , g l und g » bestimmt
Werden ; oder , mit andern Worten , es sind diese drei Grössen die drei Wurzeln der
kubischen Gleichung :
( Z— x ) {V+ x ) (J,n -\ - x ) — m? Q— x ) — m \ 2 ( Z1+ x ) — »*" 2 ( Zn-j- .r ) -f 2mm ' m " = 0, ( 18)
die entwickelt die Form hat :

x 3 — A x * + B x — C = 0,
und in welcher ,

A = l — V — l » \

B = m} * -\ - m}} 2 — «*2 + Z1l}\ — üV — 11" j ........ ( 19 )
€ = Z Z1Z" — » t 2 Z — m 2 Z' — w " 2 Z" + 2 m >m 11/« )

ist .

Wir wollen vorläufig die Reellität der drei Wurzeln dieser Gleichung für den
Fall , dass N für keinen reellen Werth von q> verschwindet , voraussetzen und durch
dieselben und die Coeffizienten von N die Substitutionsgrössen « , « ' etc . ausdrücken .

Aus drei Gleichungen von der Form :
Ax - f - cy -\ - bz = 0 i
cx -\ - By + az = 0 \ . . . ................... ( 20)
b x -\ - ay -\- Cz =̂ Q }

kann man leicht aus je zweien die Proportionen entwickeln :
x : y : z ^= ac — Bb : bc — Act : AB — c 2
x : y : z = : db — Cc : AC — 6 2 : bc — Act
x : y : z = BC — a 1 : ab — Cc : ac — Bb ;



— 8

( 22 )

aus welchen dann , wenn die erste mit z , die zweite mit y , die dritte mit x in ihren
unbekannten Theilen multiplizirt wird , resultirt :
x ^ iy ^ iz ^ -.yzizx -. xij ^ BC — a ^ iAC — b ^ -. AB — c ^ -. lc — Aa -. ca — Bb -. ab — Cc . ( 21 )

Wenn wir dieses bei den Gleichungen ( 17 ) anwenden , bei welchen
*d = l — g c = « t " \
B = V + g b = m i
C = l » -\ - g a = m

ist , und in denen wir mit q den konstanten Faktor bezeichnen wollen , in den a, a l
und « " multiplizirt sind ; so folgen daraus die Gleichungen :

Q* aa = y + g ) ( l " -{- g ) - m ^
^ « ^ ( Z- sO ^ ' + sO - « *121
p 2 « n « ll= ( Z_ g ) ( Zi- j_ 5.) _ w ll '■
g 3 <* ' a " = tn) » i ' l — ( 7 — g ) m
g 2 a '! a = 7« 7« H — ( Z1 - J- g-) t» 1
p 2 « a 1= m m l — ( Z" -f- g") m ".

Die Grösse q lässt sich aber leicht mit Hülfe der Gleichungen ( 5 ) bestimmen ;
denn subtrahirt man von der Summe der zweiten und dritten die erste der Gleichun¬
gen ( 22 ) , so giebt dies ~
- <?2 = O - S ) 0 " + & ) ~ « ' 2 + (! - g ) & + ff ) — « " 2 ~ G] + g ) ( * ' + *) + '* 2 - C23 )

Die Vergleichung dieses Werthes von — q 2 mit der kubischen Gleichung ( 18 )
zeigt , dass er das Differentiale derselben ist , wenn man nach der Differentiation
x = g setzt ; und bezeichnet man mit g , gl , gtt die drei Wurzeln dieser Gleichung ,
so können wir derselben auch die Form geben

— l . (x — g ) (x - gl ) (x — g -ll) = 0 ;
deren Differentiale :

— 1 [ Cr - g \) ( x - £ «) + (x — g " ) ix — g ) + {x — gJ ) {x - g )]
ist , so dass wir , für x = g eingesetzt , erhalten :

Q2 = Qs - S ^ Cs - - § ^ ...................... ( 24 )

Ein ähnliches Baisonnement giebt , wie man sich leicht überzeugen kann ,
aus dem zweiten Systeme der Gleichungen ( 17 ) für die Verhältnisse
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ßß : ß ' ß ] : ß u ß " : ß , ß n : ß ll ß : ßß ]
dieselben Ausdrücke in g l und den Goefnzienten von N und ist o 1 der konstante
Faktor , in welchen die Substitutionsgrössen ß , ß ] und ß n multiplizirt sind , so ist :

Q^ ßß = G<+ g ') C? , + g [) - m *
Q^ ß 'ß ' — C^ + g ^ tl — g ' l — tri *
e ^ ßUß ^ V - g^ O ' + g ' ) - ™ " ^
e \ * ß 'ß " = m l m u - ( l — g [) m
p * ß Hß — m " m — ( V -\ - g ) m \
Q<tßß \ = mm} — ( ? ' + # ' ) m ",

wo q 1 das Differentiale der kubischen Gleichung ( 18 ) ist , doch nach der Differentia -

( 25 )

tion darin g-1 für x gesetzt , oder Q' * = ^ (gi - g " ) (g A - g ) . ( 26 )

Auf dieselbe Weise folgen aus dem dritten Systeme der Gleichungen ( 17 ) , wenn
o " dieselbe Beziehung zu y , y ' , y n hat wie q zu a , a 1 und « " , für die Substitu¬
tionsgrössen y _, y 1 und y " so wie für q " die Werthe :

ßii V iyi = ( Z_ g.ii ) ( ^ + s .!1) _ OTH2l ^
o " vr 1' = »« w — ( z — g-N) ?«
e ii 2 y \y ,_ „ b !i _ _ ( ? 4 _ ff ii) m >
Qu 2 rr \ — mm \ _ ( Z11-fg -' i; ot ",

und für o
Qu * = - Cg " - g ,) (g " - g ) ........ ' ....... ( 28 )

Um nun die vorgelegten bestimmten Integrale in dieser transformirten Gestalt zu
erhalten , war aus den Substitutionsgleichungen ( 1 ) , ( 2 ) und ( 3 )

, 7 « — ß cos ip — y ] sin xp
d . COSW = d . --------- '- --------1-----—-----r- 2-J *y _ _ frl fgw nt , ___ nt Pin i / .

oder

woraus

so dass

st «

ß cos ip — y sin ip '
j — « ' + jff" cos ip + y ' sin ip ,

q>. d <p = ------- ' r — y ■ v „ Y dip ,
T (« — ß cos ip — y sin ip ) 2 r

- dJL __________________d q, -
■ß cos ip — y sin ip ' ( 29 )
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dcp
iV

cos cp . dcp
N

sin cp . et cp
N

a — ß cos xp — y sin xp
g- — g-1cos 2 xp — in 2 xp

dxp

( « ' — /S 1cos xp — y ' sin xp , \
J ~g — gl au * y, _ <fslnTy d V I ..... ( 3 ° )

dxp '
jS" cos xp — y sin xp

cos *

Q sin 2 cp . dcp ( cos 2 cp . dcp ( sin cp cos cp . d m
wird , und J ------ -̂ ------ , J -------N------ , J ---------jf --------
auf die ersten drei Integrale reduzirt werden können , wie dieses später nachgewie¬
sen werden soll .

Um die Untersuchung über die Xleellität der drei Wurzeln der kubischen Glei¬
chung jetzt aufzunehmen , wollen wir den Ausdruck N in zwei reelle Faktoren zer¬
fallen . Es sei zu dem Ende in ihm x = cos <p _, xj = sin cp, wodurch er die Gestalt
bekommt

N = l
V

! I + 7 ■ + -j y + £ y + - j - yi " * \ i i \ i
und der in Parenthese gesetzte Theil sofort in seine Faktoren 1 - f - a x - f- ßy und
1 -j- a s x -f- ß ly zerlegt werden könnte , wenn nicht x und y durch die Bedingungs -
gleichung x 2 -j- y 2 — 1 s= 0 mit einander verbunden wären . Wenn man jedoch die¬
selben mit dem Faktor X multiplizirt und dem zu zerlegenden Ausdrucke addirt , so
erhält man aus der Vergleichung der Coeffizienten der jetzt als unabhängig zu be¬
trachtenden Variabein auf beiden Seiten der Gleichung
, , , i o -wi < i Ci ) oK ii ^'+ ^ o i l n-\- X „ i 2ot . 2m ' . 2 /« " !w ' i
( 1+ a x -\rßy ) ( l + u 'x + ßy ) = 1 + j^ jffl + jz_j <A2+ J^ j * y + ^ ^ TTZJ * C
folgende fünf Gleichungen ;

l - X '

( a + « ' ) :

ßß ] l " + x
l — X

ß + ß ' =

cxß ] -\- ßd

2W

2 m

(32 )

durch welche a , a , ß , ß 1 und 2 bestimmt werden können .



— 11 —

Man findet nämlich unter a , a \, ß und /? ' folgende Bediogungsgleichung :
( afi + ßu ^ ( « + « ') C/3 + /S ,) + 4 « a ' /S/3 , = rCaiS , 4 - /3 « l) 2 + C/?+ /5 l) 2 « « l+ C« 4 - « ') 2 /? iS' ,
welche , darin aus ( 32) die entsprechenden Werlhe gesetzt , die Form annimmt :

Smmh n " 4 ( Zl-j- 2 ) (Z" -f 2) _ 4w 2 47» ' 2 ( Z' + 2) 4w il3 Q " + ^ 3
( ir_ 2 ) ,3 + ( z ^ ij 2 "~ ( z — 2) a + (i —~X) * ~ ~\ {i — iy »

und dieselbe kubische Gleichung von ( 18 ) ist , nachdem sie mit 4 dividirt und mit
( Z — 2 ) 3 muhiplizirt Morden , oder
2 m m s/(*' ' — i» 2 ( Z— X) — 7« 12 $ + X) — ni ' 3 ( Z1' -f 2) + ( Z - 2 ) ( Z1+ 2 ) ( Z>' + / 1= 0 (33)
geworden ist .

Da diese Gleichung wenigstens eine reelle Wurzel haben muss , so sei dieselbe
2 und dazu angewendet , die Grössen « _, et 1, ß und ß ] ans ( 32 ) zu bestimmen .
Wir finden dann : - \

_ " »' ' + 1W ' 2 — ( Z1+ 2 ) ( Z— X)
l — l

1+ yw " 2 — (7i + 2 ) (i ^ i )7/i 1

Z- ajS 1

7» ' _|_ y w i2 _ ^ ii _j_ 2 ) ( / — 2 )
~~ " i — x : '

Z — 2 ( 34 )

ß =
+ y » - ( ZM+ 2 ) ( Z— 2)

Z — 2 ßa ' = m _|_ y ,„ 2 — ( ZN+ 2) ar + 2 )

Es sei

) W 2
yw 2 -

( / ' -j- 2 ) (7 — 2) = yiS "
. ( iii + ^ ( / _ ^ = yiti (35)

: ]/ r ,y ,„ 2 _ ( ZI _| _ 2 ) ^ M-f ^ :

so bestimmen sich die Zeichen von j / ßiT und y ^ i so , dass sie entgegengesetztesZei¬
chen haben , wenn m 17« " — 7« ( Z — 2) negativ ist , im entgegengesetzten Falle haben
sie gleiche Zeichen ; denn jene kubische Gleichung ( 33 ) ist auch eine Folge von

mhn " - m ( l — 2 ) = ? ]/# j /RiT , ................. ( 36 )
wie man sich leicht überzeugt , wenn man diese Gleichung ins Quadrat erhebt , auf
beiden Seiten 7« l2 7rt" 2 subtrahirt und den übrigen Theil durch ( Z— 2 ) dividirt . Ist
dieses bestimmt , so ist es gleichgültig , ob man dem a oder a [f dem ß oder ß ] das
positive Zeichen der Quadratwurzel giebt , weil dadurch nur die Ordnung der Fak¬
toren verändert wird .
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Auch die Grössen j/R 1, ]/R " und }/ R lassen sich immer als reelle Grössen dar¬
stellen . Hat man eine Gleichung u = 0 vom vierten Grade

^ -fo ^ + ^ H " + rf = 0> ................. (37 )
so Iässt sich dieselbe durch die bekannte Substitution von x = x l — -̂ in die Ge -

stalt bringen
^ n + e ^ ' H Hx ^ + 1 = 0 , ................... ( 38 )

3
wo G = b — -£ a 2

_ a 3 Ja .
ff = ^ - -^ + c ................
j . 3a 4 , 6a 2 ca \_ ri

~ ~ 256 + 16 4~ +
ist . Die Gleichung ( 38 ) können wir nun immer in die beiden reellen Faktoren
zerlegen

( x f * -{- px 1 -}- q) (x ]* — px ] + </ ' ) ,

wo p durch die Gleichung gegeben wird

p 6 + 2Gp4 _|_ (;Gf2 _ 4 / ) p 2 — » 2 = 0, ............ (40 )

welche , da das letzte Glied immer negativ ist , wenigstens eine positive Wurzel für
jp 2 d . h . p reell geben muss , durch welches q und </ ' linear ausgedrückt werden .

Auch ohne das zweite Glied fortzuschaffen kann man dem Ausdrucke u — 0
die Form geben

( x * + ^ ax + rjj — (sx + *) 2 = 0 ,

und erhält dann durch Vergleichung der Coeffizienten der Potenzen von x

\ « 2 _ S2 + 2r = b )
....................... (41 )

r 2 — t 2 = d, )
aus welchen drei Gleichungen r , s und t durch a , b , c und d gefunden werden
können . Es ist nämlich aus der ersten und dritten Gleichung
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5 2 = _ J -j_ £ a 2 _j_ 2 »-
< 2 = r2 — d

und aus der zweiteu 4 s 'z t 2 = ( a r — c ) 2 , woraus zur Bestimmung von r die
kubische Gleichung resultirt : ,

8r 3 — bbr * -\ - t2ac -^ 8d ) r — a ^ d + ibd — c 2 = 0 . . . . (42 )
Will man diese Gleichung mit der von ( 40 ) vergleichen , so wird dieselbe , für

G , H und / die Werthe aus ( 39 ) eingesetzt ,
p 6 + ( 2 b — } a 2 ) p * -f ( &2 — a 2 b + T3g a 4 + ca — 4 <J) p 3

A s , 5 2 a 2 „ « 4 & , , « 3 c >>- Ui + - 4- + c - - s— ^ + ^ ; = °-
a 2

Setzen wir p 2 = p 2 + - «- , so wird sie

Pl 6 -f- 2 & p ,* -t- ( Ä2 + ca — 4rf ) pi 2 + 5ac — a 2 rf — c 2 ;
und für p ^ ^ rpua — b gesetzt ,

: 0 ,

— äp , 4 + (ac — 4d ) p ,,2 + 46 <Z — a 2 <Z — c 2 = 0 , ( 43 )
eine Gleichung , welche die Form von (42 ) erhält , wenn man darin p H2 = 2r nimmt .

p 2 « 2 _j_ 5
Verfolgt man hier die Substitutionen r = ~ 2 ~ == o > so ist p ,2 = 2r — 6 . Da

« 2
aber p 2 eine positive Grösse sein muss , so bleibt es auch p ,a - j- - r- , also auch
a a
7j— \- 2r — b oder der Werth von s z , d . h . auch s muss reell sein und also auch t .4
Die direkte Zerfällung des Ausdruckes u = o in zwei reelle Faktoren des zweiten
Grades ( .r 2 + ax - f - ß) (.r 2 -\- a 1x -\- ß [) = 0 führt durch die Bedingungsgleichungen :

a -\- a 1= a
/J + /J ' + o « >= 6 ,
aß i + ßa l = c
ßß <= d

zu der kubischen Gleichung
y3 _ 2 & y 2 + ( &2 — 4 <? + ca ) iy + (7« 2 — ca & + c 2 = 0 , . . . (45 )

in welcher 3/ = « a ' gesetzt worden , die ebenfalls auf die Gleichung ( 42 ) reduzirt
werden kann , wenn man y = y l -{• b substituirt und j / 1= — 2r setzt , und also reelle

4

■ . . . . ( 44)



Werthe für a , a 1, ß und ß 1 giebt , da Dach demselben Schlüsse -^ — y eine positive
Grösse sein muss .

Wir können ferner N durch tg \ y ausdrücken , in welchem Falle N ein Aus¬
druck vom vierten Grade wird und nach Analogie von u = 0 in zwei reellen Fak¬
toren des zweiten Grades zerlegt werden , und die Integration der gegebenen Formeln
auf die Integration der Partialbiüche zurückgeführt werden kann .

2x
xi

xx \
Setzt man x — tg ^ p , wodurch sitnp = Y ~TL—

1
COS (f -

so wird N

1 - (- jt ^pI
2dx

1 - f - X X , i
a ] + &' x + c 1x * -f d 1.r 3 + e 1.r 4

d (p =

( l + .r .r ) 3 '
wo die Grössen « ' , 6 1, c 1, d 1 und e 1 so bestimmt sind , dass

ai = Z+ Z' 4 - 2y» "

c i __ 21 __ 2V 4 - 47 " y

(46 )

( 47 )
(?i = 4ot + 4w »

wird . Um die Coeffizienten des Ausdrucks N mit denen von u = 0 zu vergleichen ,
a '
7 *

Diese wollen wir uns in die Gleichung ( 45 ) gesetzt denken und erhalten aus ihr
c ' 2 , diftl 4 « ' \ dVi 1 , d 2 « 1 , i 12

und für y = 4: substituirt

Pl 3 »13 = 0

y s — 2c 1*/12 + ( c 12 — 4a ' e ' + &' d ') y + J ' 2 e 1— d ' c ' 6 14 - d 12 ß 1= 0
nachdem mit e ' 3 multiplizirt ist .
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Diese Gleichung kann aber auf unsere bekannte kubische Gleichung ( 18 ) oder
( 33 ) wieder zurückgeführt werden , wenn man in sie die Coeffizienten von N durch
die Substitutionsgleichungen (47 ) zurück bringt , wodurch sie die Form erhält :
y 3 _ 4 $ _ v + 2 Z11) y \ 2 ,+ [ 4 ( Z — Z1 + 2Z ") 2 — 4 ( Z + V + 2 « "') ( / + ? — 2 /« 11)

+ 16 (ot 12 — 7« 2 ) ] »y -f- 16 ( 7/j + t« 1) 2 ( Z + Z1— 27« " ) + 16 (7» ' — w) 2 ( Z -fZ ' + 2 /» ")
— 16 (w ' 2 — wi 2 ) 2 ( Z — Z1+ 2Z " ) = 0
oder :

y I 3 4 ( Z— Z' + 2Z ") y 2 + 16 (W 2 + m |, B — 7« 2 + Z" 2 — M 1 — ZZ< + ZZ") j/1
+ 64 [ ( »» a 0 + 1' ^ + «j 12 (? — Z") + 2m »«1»« 11] = 0 .

In dieser Gleichung verschwinden die Zahlen - Coeffizienten , wenn ij = 4y ' ' ge¬
setzt , durch 64 dividirt und dann y i == »/ 111-j- Z11 substituirt wird . Es erscheint dann
die Gleichung

yji 3 _ ( i _ ? _ ; ii) yii ^ _| _ Cwti 2 _(_ b , ii 2 _ Hl a -4- z' zn — a _ z ? 1) yn
— ( ZZ1Z" — OT2 Z — 7» 12 Z1 — 77J112 Z" + 27M7» 17« " ) = 0 , ...... (48 )

die uns schon durch die frühere Transformation bekannt ist .

Aus den Substitutionsgleichungen , durch welche wir die Gleichung ( 45 ) in die
Gestalt von ( 48) brachten , nämlich aus

y = i , ?/ = 4y ' , y = y " + / » , folgtj, = 4 ^ ü.' + 12̂

und , da die Wurzel der kubischen Gleichung , die reell ist , mit X bezeichnet wurde,
,, a + z" )

so ist y = 4 ------j----- .

Es war aber bewiesen , dass bei der Zerfällung des biquadratischen Ausdrucks
a 2

« = 0 die Grösse ~g----- y immer eine positive Grösse sein muss ; dieses gestaltet

sich für N dahin , dass — ^ — 4 iLt -Ol , „ der J ( «T 2 — 16 Q, + Z") c 1)

d . h . 4 (7« ' 2 - 27» 7« ' + 7« 2 + ( Zll + 2) 7» 11— ( Z" + A) ( Z— A) — (ZII + A) ( ZI + ^))
eine positive Grösse sein muss . Wenn wir den Ausdruck so umformen

* ' 2 - ( ? ' + X) (l — 1) + 7» 2 — ( Z" + Ä) ( Z1+ l ) — (27M7» 1 — 2t « 11( Z11+ A)) ,
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so ist derselbe ein quadratischer , da wir früher ( 36 ) gesehen haben , dass
?n vv „II « II i /;«ji + x) == y ,» >2 _ « » + a > ( Z- X) y *» 2 — ( Z1+ X) ( ? ' + A)

und , da er positiv sein muss , so ist yß 1 — yR reell , und wir können die Reellität
aller drei Wurzeln der kubischen Gleichung nachweisen ,

N
Wir hatten den Ausdruck -y iu die beiden Faktoren zerlegt

1 -j- a cos <p -\ - ß sin q> und 1 -\- « ' cos </) - (- ß ] sin <p .
Setzt man

a = r cos xp> « ' = r 1 cos t // ' j
ß = »• 5i « ^ jS1 = r 1 cos ^ / ' \

wo ?// und ^ / ' konstante Grössen sind , so erhält man

(49 )

r — ya ^ -t- ß 2

COS 1p =

sin xp =s

r l = y « l2 + jSa

y « 2 + ß *
___ ß _
y « 2 + / **

cos t// 1== / , — = =v y« , 2 + /s 1a (50 )

sm ^/ ' =
y « l2 + iS12

N
und y = ( 1 - |- »" cos ( y — 1//) ) ( ( 1 + **' ( cos (p — t// 1) ) .

Soll iV für keinen reellen Werth von q> verschwinden , so darf keiner der bei¬
den Faktoren = 0 werden , oder , wenn ich sie = 0 setze , muss cos (sp — ip ) , w ' e
cos (q>— xjj \) imaginär werden , d . h . r > 1 und. r ] > • 1 so wie r 2 > • 1 und r 12 > 1 »
und es muss »-2 — 1 so wie r ' 2 — 1 eine positive Grösse werden , und also auch
das Produkt dieser Grössen .

Das Produkt der beiden Ausdrücke ist aber mit Hülfe der beiden Gleichungen ( 50 ) :
1 — a » — « ' » — 0 » — 0 ' » + a « a 1■ + /J 8 /?1* + a » 0 1» + 0 " a 1* ;

und setzen wir für a , a 1, ß und ß ] deren Werthe aus den Gleichungen (34 ) , jeden
multiplizirt mit ( l — X) , so wird dasselbe

Q — Xy + 0 + Xy -\- ( l H+ Xy — 4m ' 2 — 4 « i " » + 4 » , + 2 (? + A) P - ä )
+ 2 ( ? ' 4 - A) ( Z — A) — 2 ( Z' + 2 ) ( ? ' + A)

und lässt sich folgender Maassen in drei Theile schreiben :
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3T ~ - 20 + 1" — I ) 7i + (Vl + IF — PF - mi 2 — OT| la + s
-f Z| 2 + ? l2 + Z2 — 2m 1 , IU + 2ot 2 . (51 )
_f_ jji + u " _ ZU " _ „ , i « _ w ii2 _|_ m =

Die kubische Gleichung ( 48 ) giebt aber , wenn man die Relationen zwischen ihren
Coeffizienten und Wurzeln betrachtet , die Gleichungen :

Z _ Z' _ ? l = A + Al + 2 11 ■
»i * + 7/»1ll * _ . , » -f / i jh _ 71 — zzn «= AA + AA " + A1A" (52 )

IV F ' l — m ^ V — nF ' F + 2 ;« «i l i« M= A2 l A11
wenn A , A1 und 2 " ihre 3 Wurzeln bedeuten . Sie zeigen uns , dass der erste Theil
des Ausdruckes ( 51 ) das negative Differentiale derselben Gleichung ist , nach der
Differentialion jedoch A für x gesetzt , der zweite Theil die Summe der Quadrate
der drei Wurzeln , der dritte Theil die negative Summe ihrer Verbindungen zu je
zweien , oder dass jenes Produkt auch die Form haben kann :

— ( A — A') ( A — A" ) + A2 + A" ' + A" " — AA 1 — aa u — A' A"
d . h . ( A1— A" 2) .

Da nun dieser Ausdruck positiv sein soll , so können 7} und 7? nicht imaginär
sein d . h . nicht die Form haben u -\- t ~\' — 1 und u — / ]/— 1 .

Um die Relation des biquadratischen Ausdrucks N mit unserer kubischen Glei¬
chung hier gleich zusammen zu fassen , ergiebt sich , dass , wenn N für vier reelle
Werthe von <p verschwinden , oder === 0 gesetzt , vier reelle Wurzeln haben soll , je¬
der der beiden Faktoren zwei reelle Wurzeln haben nmss ; d . h . 1 — r 2 wie 1 — », | 2
so wie das Produkt dieser Grössen , welches wir nach allen Umformungen als das
Quadrat der Differenz zweier Wurzeln gefunden haben , muss positiv sein oder die
kubische Gleichung muss drei reelle Wurzeln haben . Hat N dagegen zwei reelle
und zwei imaginäre Wurzeln , so muss von beiden Faktoren 1 — »,2 und 1 — r 12 der
eine immer positiv der andere negativ , oder das Quadrat der Differenz zweier Wurzeln
negativ sein ; d . h . die kubische Gleichung hat eine reelle und zwei imaginäre Wur¬
zeln . Diesen Zusammenhang können Mir auch so aussprechen , dass die kubische
Gleichung drei reelle Wurzeln hat , wenn 2V für keinen oder vier reelle Werthe von
q> verschwindet , dagegen nur eine , wenn N für zwei reelle Werthe von cp = 0
wird .

5
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Um nun die drei reduzirten Integrale

fdcp C a ~ &

J T J grr.lt
l cos cp d cp { ce1 —

— ß cos xp — y sin xp
d ^ j

cos '2 xp — g " sin 2 xp

ß ] cns xp — y ] sin xp
cos '2 xp — g n sin 2 xp

«ty

( sin cp d cp ( a " — ß
J —N Jl = ?1— ß n cos xp — y " sin xp ,

>•' cos '2 xp — g n sin 2 xp *

in ihren Grenzen von 0 bis 2 n zu finden , müssen wir noch wissen , wie xp sich
verändert , wenn <p von 0 bis 2 n wächst .

Es war a *ct l 4 " « " « " = /S /3 + yy — aa — l = d 2 ; fern « folgt aus den Glei¬
chungen (3 ) , ( 6 ) nnd ( 12 )

« ' cos cp - j- « " sin cp
6 2 — a ( ß cos Xp -\- y sin xp)

cos cp — a ' stn <p ■= =

(53 )« — ß cos xp — y sin xp
ß sMxp — y cos xp

a — ß cos xp — y sin xp ,
setzt man in dieselbe

et = 6 cos tf ß = dcosipn ..............
a u = osincp ' y <= o sin xp ' )

wo tp ] und ili f konstante Grössen sind und welche Substitution sich immer annehmen
lässt , da die Quadrate dieser Grössen sich zu tJ 2 ergänzen , so Meiden die beiden
Gleichungen ( 53 ) folgende Gestalt bekommen :

, . . d — a cos ( xp — i//1) d — cecos ( xl) — xp 1) '
cos (cp 1 — cp) = ------------------- -J--------f — = —------------- -r2--------Z- r- ,

cc — ß cos xp — y sin xp a — o cos {jp — xp ') I
. , , . sin ( xp — ü/ 1) sin ( xp — xp 1)

sin ( cp ' — cp) = ---------r^ -------1- z - .------ = --------- s—T—-.—r ------r-
a — ß cos xp — y sm xp a — o cos ( xp — xj.r ) .

.Aus diesen beiden Ausdrücken folgt :

1 _ co. W _ (f ) = Ô lJni + cosirp - rp ^ y
y tJ a — ö cos ( xp — xp 1) I

. . . (« + <?) ( ! — cos ( xp — t// ') ) l
1 4 - cos ( rp 1 — tp ) = -----!-------̂ -7------ ;— y | y

1 Ky v a — d cos ( xp — xp 1) ,

(55 )

(56 )
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und aus ihnen durch Division die Gleichung

1g W - 9 ) *eb (V - V 1) = ^ p > ............. (57)
durch welche der Winkel xp aus q> leicht berechnet werden kann . Auch folgt aus
ihr , dass die Winkel _ £ ( </>' — y ) und ^ ( xp — xp [) in derselben Zeit wachsen oder
abnehmen und beide zugleich um n oder 2 rc vermehrt werden . Wir können also
in den transformirlen Integralen die Grenzen ebenfalls von 0 bis 2 n nehmen .

Es wird also

I .

IL

III .

XS5 7T

g ~ g [

\
ß cos Xp — y sin xp
cos 2 xp — g 1' sin 2 xp

d -̂ j

nun pz7T
I coscp . dtp j « ' — (S1 cosxp — y ] sin xp , \ ...... (5g)

*-̂ 0 -AT J t/ o g" — g-1 cos a i// — g1' ' sin 2 xp M

I «Vi <p . <7 <p I a " — /}" cos xp — y " «Vi 2 ■*/> ,
«-̂ O JV «-^» g- — g * cosxp — g u sin 2 xp r

Wenn man jeden der drei Ausdrücke in seinen Theilen integrirt , so sei in I.
1g \p = x gesetzt , woraus

4, = « « + •■ XX
d . tg \p _ djP

u . d \p =

sich ergiebt und der erste Theil des Integrals I , erhält die Form :
l -\- xx (59)

X87T
_______
Cg - g 1

dx
) + ( g — g n ) xx

Wenn aber der Ausdruck N für keinen reellen Werth von q> verschwindet , so
gilt dieses auch von g- — g l cos 2 -*p — g u sin 2 \p und es haben g — g ] und g __ g u
dasselbe Zeichen , wie man dieses auch daraus sieht ., dass wenn i£/ = 0 und = rc
gesetzt wird , der Ausdruck immer auf derselben Seite des Zeichens bleiben muss .

Da nun
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r d * ___ a _______d-^—= -T, ___
K J ff - ff ' + ( ff - ff " ) * * = = a J (g - s i) (} + £ ZI K T x * ')

Y (g - — g J ) ( g — g n)
0 * ijz:

XX

nachdem ich mit T/ 1___H multiplizirt habe , so wird sein Werlh

«

T '(ff — ff 'M * ff" )
und in den angegebenen Grenzen wird dieser Bogen 2 n , so dass

' 37T
2tt _ 2ffyc / '+ ff ) (* '+ « >- " »' ) ( 60 )

■*co8 * y/ — £ i* ri* * ip fCff —ff ') ( ff - ff " ) (ff - ff 1) (ff — ff 2 ) ,
nacliem für a dessen Werth aus ( 22) gesetzt M' orden .

Um die zweiten Theile der Integralausdrücke ( 58 ) zu integriren , sei in

cos ip d \pß Jfi ff 1cos 2 ip — ff 1' st /» 2 -î /

.r für si» ■■p gesetzt , wodurch das Integral die Form erhält
dx

xx .
~~ ß J ( ff - ff 1) + (ff 1 - ff ") •*•■*• = F :=r ffT"J * +

Hier ist der doppelte Fall zu berücksichtigen , ob g ] — ff " und ff — ff 1 dasselbe
oder enlgegengesetzte Zeichen haben , d . Ii . ob ihre Auflösung auf Kreisbogen oder
Logarithmen führt . Für beide Fälle lässt sich nachweisen , dass der Ausdruck in
den gegebenen Grenzen verschwindet .

1) Haben ff 1 — ff " und ff — g A entgegengesetzte Zeichen , so lässt sich
dxri ___ "j±__

J ff —
in die beiden Theile zerlegen
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d .v

' g- — g-1 1 %J * s — s *J ' s — ,
die nach der Integration geben :

hßh ios pjEE?_ + * i ?EEZ ) ;r^ 3 Vvff - ff , - ^ u ii - ff '/
oder es wird der zweite Theil der Ausdrücke ( 58 ) , wenn g-1 — S n un ^ & — o vei'"
scliiedene Zeichen haben :

ß m
cos \p d -\ j

g-1 cos 2 \p — sin 2 \p

T ( / l + g ' ) C/ " + g ' ) -
los ( -

4 - *2« '̂ ] ' § " —
r ( S' 1 - ff) ( ff ' - ff ") r V l ' ff — ff 1 — «W "«W

welcher Theil in den gegebenen Grenzen verschwinden muss .

— e ' \

2 ) Bei der zweiten Voraussetzung , dass g-1 — ff " un d S — ff 1 gleiche Zeichen
di

haben
( * dx

£'" .r r̂ auf dieselbe Form gebracht , wie der erste Theil

und wir erhalten also

l Je - i cos \pd -̂ j
i Cos 3 -̂ /— s ' ~

ß
' ^ Kff - g-' ) (ff = ^ « rc [^ = |/^ - -| ^ « « ^ ] ; (62 )

der Bogen aber , dessen Tangente - V ? § si « \^ ist , wird 0 fürv / / = 0, Mächst

bisv^ = 90° im Positiven , nimmt von da ab bfs \£>= 180° , wo der Bogen wieder
0 wird . Eben so ist sein Wachsen auf der negativen Seite bis \p — 270° wird und
sein Abnehmen von da ab . Es ist also der Bogen = 0 , wenn -̂ j von 0 bis 2 n
gewachsen ist .

Dasselbe Raisonnement lässt sich Schritt vor Schritt auf deu dritten Theil der
Integralausdriicke I . ( 58 ) anwenden und giebt auch die aus diesem Theile resulti -

6
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rende Grösse = ; 0 und es ist überflüssig zu bemerken , dass auch II . und HF . nur
durch die Integrationen ihres ersten Theiles erhalten werden «

Somit werden die drei Ausdrücke :
f * 97Z

' • = 1 d (P 2n \ 0 + ff ) ( Z" + ff ) - ™ 2
u g [Hi 0

II . = j cosfdcp _ 2n l 'tf — g ) tf ' + g ) -
^ o N - ~ ^ - - ^ (ff - ff " )
J27T

in cpdcp

m _ I ........ ( 63 )

2n } ' ( I
( ff - ff 1) (ff - ff " ) .

auf welche sich auch die drei anderen Integrale , wie dieses noch nachgewiesen
werden soll , zurückführen lassen .

Obgleich der erste Theil der vorgelegten Aufgabe durch Vorstehendes in allen
Theilen gelöst ist , so wollen wir doch der Vollständigkeit wegen diese Integrale

durch Zerfällung des Ausdruckes '-a in seine Partialbrüche und durch die Integration

derselben aufsuchen und zeigen , wie sich diese Resultate unter die Gestalt der ge¬
gebenen bringen lassen .

Es war zu dem Zwecke :
11 1 f

N ~ l - l [ (
( 64 ). ( 1 - |- cc cos ip -{■ ß sin cp) ( 1 -j- a 1 cos (p - f - ß 1sin op)

= l — X | _( 1 + r cos ( cp — -̂ ) ) ( 1 + »•' cos ( o? — ^ ' ) ) J
und a , « ' , ß , /S1 r und r ] durch die Gleichungen (34 ) und ( 50 ) bestimmt wurden als

ß =

in ' ' - j - } ' m 12 _ . CZi + A) ( / - - A)

OT1+ fm
[ l - i)

2 ___ ( *." ■+ « ( 1 - - ;. )
Z — A /» ' =»

» '.' - I « 11■2 - tf ' - M) ( * - - 2 )
( * ■- 2 )

w ' — y»« 12 __ • ( ? ! + ! ) ( / - - 15

a = »■cos \£ / ,
ß = r sin \p f /J 1 = » I $ g ^ i,
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Wir wollen nun

a = i ~ ^ > V - t e W , > ........... ( 65 )
— 2

2

setzen , wo z die Basis des natürlichen Logarithmensystems und i = y ~̂ T ist , so
wird , da

ix i — ixe ■+ - e
--------------------= cos ;T

( 66 )
i' .r — ixe — e------—;------ = sin x .2. i i \

ist,

______________________1 _ ________________ ; __________________Z *________________|

Wenn man diesen Ausdrnck in die beiden Partialbrüche zerlegt

P + * z 4. P ^ + tfz 1 rfiS ,
z _|_ az 2 _j _ j T z + a i;s !ä _|_ Äo f ................ COS )

so dienen zur Bestimmung von p , p ' , </ und </ ' folgende vier Gleichungen :

pb l -\- bp >= 0 \

q V + bqi + p + pi = o \ .........
pa ) - f - p 1a - f- g - j- «jr1= 1 [ *
«7 « 1 -)- « 7 1= 0 . J

& a
Aus der ersten uud vierten derselben iliesst p = — P 1 tt , und « == — « ' —r

und dieses in die zweite und dritte gesetzt , giebt die beiden Gleichungen :
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(6a 1 — aV ) , , ( 6 1 — 6 )
3 "" P /, i - )

V „ | P 7. 1 — J J

( 70 )

a 1 * 6 1
woraus dann die Grössen p , p 1, q und g 1 sich ergeben :

, ________ ( 6 ' - 6 ) o [__________ \
« — ( & a l — a &t) -̂ 4- Ca 1 — « ) CÄ' — Ä)

_________ ( 6 — V ) a ________
* ( 6a 1 — « 6i ) 2 + ( a i _ « ) ( 6 ' — 6 ) V , rn

v ■ ' v y > ............. ( 71 )
, _ ________( aft 1 — 6a 1) 6 '

P ~ ( a ' 6 — 6 l a ) 2 -}- ( ai _ a ) C6l — 6 ) |
_________( a ' 6 — a6 ') 5_______

P — ( « 16 — 6 la) 2 + ( a i — a ) ( 6 1 — b ) J

Nun wollen wir die Wertlie der Grössen a , a 1, 6 und 6 1 aus ( 65) zurück Sub¬

stituten und für e X u . e IX resp . schreiben cos x + * sin x und cos x — isih x ,
so dass

( cos (p -\ - isin (p) Qcoscp — istinp ) = 1 ; .............. ( 72 )
dann wird der Nenner der Grössen p , p 1, q und « ' , wenn er mit W bezeichnet
worden

IV 1= »•' 2 -f , . 2 _ 2 , . , -i cos ( -̂ — v/, 1) — ( »•»•') 2 sin 2r( ^ — 4 , 1) ; . . . ( 73 )
sie selbst bekommen folgende Gestalt :

j.2 — rr \ cos ( .̂ — .̂p ') _]_ i rr \ sin (-̂ / — -̂ i)

o ' = »•' 2 ---- »■»•' COS ( \ £/ ---- ">/ / ') ---- »»•»•' /SWJ(--p ---- 1̂ ')

. . . . ( 74 )
p __ r 2 »■' sj « ( \p — -v̂ 1) ( «»'» ( <p — -̂ / ) -j- z' cos ( y — -̂ ) )

pi — r l 2 j . j ,̂ (.̂ — .̂ !) ( Sj rt (y --- .̂ , 1) _j_ j' cos ( y — \// ) ) .

Diese Ausdrücke wollen wir in N substituiren und zwar in der Form wie sie
(68 ) giibt , so wird
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l — l
N

r , .2 — rr ] cos ( ip — xp l) -{- r )A8in ( ip — xp 1) ( i -\- rsin ( (p — tp ) -\- ircos ( (p — Ip ) ) ")
_L 1 1 + r cos ( f/>— "v > ( (75 )
iV 1 <_{- ,■)2 — rr lcos ( ip — xp l) — rr lsin ( xp — ^ ' ) ( »- }- >•' sin ((p - xp ')-[- n -' cos ( uD— xp ') )(

[ 1 -(- >"' cos ( <p — lp V) J
Der imaginäre Tlieil in diesem Ausdrucke verschwindet , denn er ist

irr ' sin ( xU- xtf ) F ' + r C° s ( (f ~ ^ - l + > ' ^ ( y - ^ ' ) 1
irrsmvp V > ll + rcmty - y ) 1 + r l cos ( <p - xp *) , !

und es bleibt also :

l — l __ 1 | "»' 2 — rr l cos ( xp — xp 1) , r 12 — rr l cosQip — Xp1)[ , . 2 +
N iV |_ \ -\ - rcos {(p — ^ ) n 1 - f- yi cos ( <p — t/V)

4 - n -1wiViA - tb <) f rainty - p ) r ' « » Cy - V >') ) 1
(76 )

Wenn wir diesen Ausdruck ( 76 ) mit dtp multiplfziren , so giebt er das erste

der vorgelegten Integrale / - ^j- . Eine genauere Betrachtung seines zweiten Theiles

zeigt aber , dass
[ rsin ( (p — xp) r ] stripp — ip ]) 1 , __ n , Tl -\- r ' cos ( cp — tp l) ~\ -,

f/ V
oder

/ *r rsinj cp — xp) _ r <sm ( (p — xp <) 1 J foo > l + r ' cw (y >- y >') , c | ( 77 )
,/ | _1 — rcos ( (p — xp l -\- r l cos ( (p — 1p 1) ! l -\- rcosQcp — xp ) i

ist , welches in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2n verschwindet . Es bleiben

also von J -
dq> nur die beiden ersten Theile übrig , von denen der zweite sich

aus dem ersten durch die Vertauschung der Indices von r und xp ergiebt .
ydz

—j —----— , so sei t g \ z = x , also
Ct —| Ü COS Z

cosz ■ 1 --- XX
TT' ■, sin z

1 -{- XX
id dz = 2dx

1 -\- xx ^
so wird dadurch

f dz__ = 2 f-
I a -\ - bcosz Ja + 6 + ( a - b ) xx '
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und ist b < a und beide Grössen positiv , so erhält man :

J a -\- bcosz y a 2 _ £2 V, C a -}- &,/
Nach dieser Analogie wird , wenn

a = 1 und a 1 = 1

s = y — ^> 2 = r/5 — ^
gesetzt wird , aus dem Ausdrucke ( 78 )

f ___ ^ L ___ = _ j _ _ „ , .c fr " _ / LEr / i Cy - ^ ON , c
fl -\~ rcos (y - f ) ] l - r » l ö ~ K l + r * * 2 J + |

f ___4 ___ _ -JL = „ , .c / jSÜ i/i*S j i Cy - V ' K + C l
/ i + r ' cosfy - ^ - Tl - f 13 V ö _ Ki + r i * ö 2 J ^ °
Die Bogen aber , dessen Tangenten resp .

» l - r * 2 ' l | / ° 2
sind , werden wenn c/> von 0 bis 2n wächst , n und wir erhalten also :

~ n ~ — ö ^ X) W \ yT^ ^ *" Vi —' »"1*
Auf dieses Integral lassen sich aber

I cosrp r? f/i un d I sin (pdcp

zurückführen , wie dieses in Folgendem bewiesen werden soll .
Es sei

P = 1 -J- « co « r/> -f - (S « « <p
pl = 1 -\- a} cos (f - J- /S1 « » r/>,

so giebt dieses :
ä . log P _ « sin ip . ß cos q>\

1 _ a cos (f . ß sin cp

( 78 )

,. ( 79 )

(80 )

( 81 )
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und zwei entsprechende Gleichungen zwischen « ' , ß ] und P ' . Wenn wir die erste
derselben mit et , die zweite mit ß und wiederum die erste mit ß , die zweite mit cc
multipliziren und im ersten Falle beide subtrahiren , im zweiten addiren , so erhal¬
ten wir

iUl - i J - ^ = ( « ■ + /»• ) =s *
rfc/ >

P T dm l ^ P J P 1

C82)

Diese Grössen haben wir mit dm zu multipliziren und in den gegebenen Grenzen
zu integriren , um

I cos m dm un d 1 mm mdq >
Jo P Jo - *5"-

zu haben .

Dieses giebt :

(83)

X87T / ~) 3TC f ** 71
sin m dm______ . ß g dip ß I <7r/>

f25T
?. Zog- ( l - f- r cos Oy — ip') ) t

cos (f dm a | dm a | dg>
i / o l + »- cos ( y — ^ ) = ce2 + ß % <Jo ~ « 2 + /S2 «-/©l + rco / ( y —

/° S7r
ff g fZ . Zog- ( 1 -fr cos ( m — tp ) ) j

-r a 2 + ß * J 0 rf ^ ~ d (P -

Von diesen drei Theilen verschwindet immer der dritte in den Grenzen von 0
2n

bis 2n , der erste wird 2n und der zweite nach Anwendung von (79 ) ijTj- ^ - ^ ,
so dass wir auch schreiben können :

V>
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r
27T

smcpacp
'q 1 - f" V cos (<f — ty)

I cos cpicp

= 2n sin ip
m

Sfsp |
_ cosrp

qI . -\- rcos ( cp — xp) ~ ' r

w (84 )

> 1 - ,

Setzen wir für r und \ £ / jetzt »•' und \^ ' so erhalten Mir die entsprechenden
Formeln für

j sincpdcp un (J | coscpdcp
%jQ \ -\ - r ^cos {(p — ip ]) %JqI -\ - i a cosQcp - ■V 1)

Der zweite Theil der Ausdrücke II . und III , besteht aus Integralen von der
Form

/ sin 2 (p d <p C cos - g> d cp , C cos <p sin <p d cp
1 -j- r cos (cp — \py J \ -\- rcos (cp — \^ ) ' J 1 -\ - r cos (cp — %£/)

und den entsprechenden , wenn man r und \p mit r 1 und -̂ ' vertauscht . Um diese
zu finden , können wir wieder die identischen Gleichungen aufnehmen

sin cp ■
sin cp a cos cp sm cp s in 2 (p ,

cos cp a cos 1 cp , „ sin cp cos cp\

coscp -------jr ^ — p + ß - — - p —~

(85 )

und erhalten , wenn die erste mit cc, die zweite mit ß , dann die erste mit ß und
die zweite mit a multiplizirt wird , im ersten Falle durch Addition , im zweiten
durch Subtraction

. sin cp
a sin cp -\ - ß cos cp — a —p - ß - * = W + F ) cos cp sin cp , aß ^

„ . „ sin 0 , cos CD
ßsincp — a cos cp — ß — -3- - j- « — ~ . . ( 86 )

Diese Ausdrücke sind mit d <p zu multipliziren und zu integrieren und wir er¬
halten dann
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y * cos wsin cp dw a f . . , 8 . T « f sinw , \

/» '
« 2 + £ 2

/ cos <pd (p aß fdty

(87 )

/

, / cos «> da ) „ / sin q> d q> 1

Drei ähnliche Gleichungen giebt die Vertauschung von »• und \p mit r 1 und %// '
für die Integralausdrücke
/ cos cp sin <p d <f C sin 2 tp d (p f cos 2 </j d a>

l + r ' cos (o> — x^ iy J 1 + »•' cos (cp — -̂ l) ' Jl + r ^costy — ip 1)'

In dieser Zusammensetzung sind keine neuen Integralausdrücke hinzugekommen ,
die nicht schon durch die früheren (84 ) und ( 79 ) gegeben waren , ausser

Jsin q>d (p und Icos <p d (p .

Beide verschwinden aber in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2n und es lassen
sich also II . und HI . in allen ihren Theilen jetzt zusammensetzen .

Um

| sin (p d <p

auf diese Art zu entwickeln , wollen wir ( 76 ) mit sin Cp d cp multipliziren und in -
tegriren und bei der Integration Anwendung machen von den eben entwickelten
Gleichungen ( 79 ) , ( 84 ) und ( 87 ) , nachdem zu denselben die entsprechenden in r 1
\| yl gebildet worden sind .

Dieses giebt uns :
8
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II , s= f sin QdJ)

i / o i r i i k \ sin \b Q\' \ — r 2 — l )

__ 2n

r ]/' ! — >-2
\

\

* J/ l - »' 1-

^ - ^ Cl + yi - ^ ] ) (88 )
?•sin ^ cos ^j Q YT^ -?-2 — 1 )

\ — r ' cos -̂ 1 Q - l — g | 2 co * 2 -̂ ' -f- sm 2 -̂ z1)

\ yi — ^ 2 ( i + } ! — »•' 2 ) .

Der zweite Theil dieses Ausdruckes reduzirt sich , wie man gleich sieht , in die
einfache Gestalt von :

?-cos \p r ' cos -̂
rr ' sin (

oder , da

ist , in

( rcosyj r cos --p ' \

C i + y T^ T 2") 0 — yT^ s ) == j -2

' , , K . . r 2 r xsin Q±> — \L ') cos -1/ r 1sin ( -1/ — ■! /)
^ ^ V yi — »• « yi — » 2

_ r « « ( J , - *! / ') cos•! / > - »■| 8 ™ " ( ^ - ^ I) <" » ^ , rsin ^ - ^ lc osj ^n yi — r 12

Von diesen Gliedern vereinigen sich mehrere mit den aus dem ersten Theile ,
weun wir denselben so zerlegen :
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r sin \p — *•' sin \p cos (\p — •v// 1) — r sin ip , r ] cos ( \p — i// 1) am \Jj4-

. , . , , • m ri m \ r ] sin \b ] . rcos ( \b — \i / ' ) sin \L ]4 - r si « iir — >• « « u / cos C\L>— vi/ 1) ------ y - J---------̂ y . y ' -----J—
-P ^ ^ ^ ^ ^ y ! _ r , 2 r y i _ r J a ■

und es wird jetzt ;

{
nun

II . == I sinjpdjp

r {( cos (\p — \\j l) sin p̂ — sin (\p — ^ ' ) cos -̂ ) ( I — "|/ l — »,2J
yi — r a

2n
a — A) iV '

■ r (cos (-jy — \p l) sin \p }— sin (-*/ / — \p ' ~) cos -<p l) ( 1 — yi — r l2 ) \
yT = 7Ti

. y sm ^ y (yT ^ r * — l ) . >•' sin xp ] yTZPä " — l )
yT ^ yi — f ' a 5 »

■r cos -p »•' COS \ ^ '

2tt
— ( Z — 2 ) 2V '

+ j -r se « (XL» — '■P ) ( ------ y A
\ T ^ r >\ yi — »•* yi - , . 1̂

(»•' sm i// ' — r sin xp) -
f / . • . i • ^ c 1 — V 1 - »- 2) . , • , , • , ,., ( 1 — Vi — »-" Ol

:-----{- {rsinip — r ' simp 'y —■ / , . — |
yi — r 5 yj — a

V̂ ^ ' Vyi — r a yi _ r ia /

2 Hj 1' sj'w i// ' — r sin il>) ( —— — ----- )
n r ¥ Vyi _ , , a yi _ , . i 2 /

i *l / ?n .c -. I j <■41I I ■ r . , \-. f r cos ty » COS -d / ' \-\- rr ' atnCüj — w ) ( —=i3 ~ == — - j— )
r r ' \ ]/ i _ , . 2 yi _ r i «/ C89 )

Auf demselben Wege gelangt man aus der Gleichung (76) nach der Multiplika¬
tion von cos (fdcp zu :
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■
III .

/ ( r 3 _ rr l cos (\ | , _ ^ , 1) )

= I cos cp d 4 > 4* « » * ~~ '-

COS '

r y.i
—f- C** — rr cos ( v — ^ ) ) —n~ yi ^ ,! 2

2a
0 — A) iV

l - f- w -' « » ^ / — ?// ' ) ,

— »• cos 2 \p sin -p (y 1 — r 2 — 1J
-] / l — r > ( l + yi — r 2}

— rsin -ypCyl — r * sin * p -\ - cos * -p )
yi^ -T 2 (YTpyt^-T 2

+ y ' cos 2 v/ / 1 sw -̂ 1 CT I — >J 2 — Q

X1
y \ — »•' 2 Ci + yi^ 1^ )

r 1»« -̂ ' ( ]/ 1 — r 1g smi 2 -̂ 'H- cos * -̂ )
y ' l ^ ri * Cl + > l — ' J2 )

ilnd nach derselben Reduktion wird dieser Ausdruck :

III . = I cos (f dq>

( V 1 _ r 2 — l ) ,
^— j"1 ( cos ( \ | / — i^ 1) cos -ip -\ - sin (\p — \p {) sin \ \j ) , _ -------- —

V 1 — r 2

2n
' (l — DN

r ( cos (■■p— \^ ' ) cos \p ^ — sin ( p — \l/ ]) sin ^ ')

cyn=^ - o
(/ [ZI — r l2 _ _ 1 ) |

y i — »•' 2
- . i i . cyr ^ ^ - o+ r cos \I / —— ------------- + r cos -±i < —> , , - ^ —

yi - r * J . { ■ ( ]/ l - r ' 2)
i • ii

^ ll " - ' ' J^ - H ..... ( 90)
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Wir wollen nun die drei Resultate zusammenstellen , die jede der beiden Metho¬
den gegeben hat und dann untersuchen , wie die einen auf die anderen zurückgeführt
werden können .

Es war aus ( 63 ) , ( 80 ) , (89 ) und ( 90 )

I . == | " dcp _ 2 nY ( P -f g ) {P T+ ~& ^ nS 2n p -g— >r ' cos ( i//— ^/ ' )\
~~ {l — X) WL Yl — r *

f s rt

. N

II . = 5 siii (pd <p _ 2nY (l — g
J « N ~ (g - g

~(g - g l) (g - g ")

- g ) d l + g ) - ™"

+ ', .l 2 ---- rr \rr xcos£ip — -̂ ')
}/ l

I
l) (g - g " )

\ l -

III

(91 )
_ _ ___ T ( r ]sinitf — rsinxlj ) U-Jr —^ — ---------- \
— X) W V ^ IVl — r * VI — r , 2j

+ jv 1sin ( xb — xb l) -7= --i -----/= = £ = I

:. = ( cosfpdtf _ 2nY ( l - g ) ( l ul r g ) Zr 'nJ *
J© N ig - S ^ (g - g ,])

= (7=T}ivi [ fr 1<™ V - ' • « » V» \?t= p ~ ff±7

wo der allgemeine Nenner iV 1 sich ergab ( 73 )
JEV1= »•' 2 + r a — 2 »r 1 cos ( ^ / — i^ 1) — r 2 »■' 2 $m2 (.̂ _ .̂ i)

oder , für r , »•' , cos -~p , cos -̂p 1, sin -p , sin \p ] ihre Werthe gesetzt , wie sie in den
Gleichungen ( 50) enthalten sind ,

IV 1= ( ft - « ' ) * + (ß — ß 1) 2 — ( aß ] ~ /See 1) "
{i — xy _ '

Nach der Substitution von ( 34) wird der Zähler dieses Ausdruckes
[»» " a — ( ZI -f X) (Z — Ä) + » t >2 — (Z11+ A) ( Z — X) — m * + ( Z11+ X) (Z1 + A) ] 4 .

d . h . das Differentiale unserer früheren kubischen Gleichung in ihrer geordneten Ge¬
stalt , wenn nach der Differentiation x = X gesetzt wird , so dass also

9
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2V ' = ( X - X]) ( X — X»y
(92 )

(! — X) a
wird . Wir haben in dem Früheren eben so geseheu , dass

______________ ) \ __ ^ n

es muss also auch
________ _______________________________ ( 2 " -4- 2 ) (/ .' __ Xu )

V> | 2— a ^ 12^ ^ . ^ — a , ' ß ' — ß ]*ß * ^ ß ^ l — r *) a — r i' ) ==̂ ± ^ ^ ^ fZrjf (93)
und

— 4 iB i » _ 4m » — 2 g " + ; ,) (? — A — Z' — A + ?" -f a + 2 11 — * |)
CZ- A) 2

,= 4 „t i « — 4 « t « — 4 (7 " + * ) "( Z11+ * ')
(Z — 2 ) 2 '

weil Z — V — Z" = 2 + 2 1 - j- A11 war > woraus :
/» l ' l _ « l a — /»' a + /? ' y 1 — « a _ ^ _ y4 [ TOi a _ ,„ a _ ( Zii _j_ ;v) (? li + ;j <)-]> (-95 )

Auf dieselbe Weise erhalten wir :
( * + A) ( ? + A") .

y 1 _ « a _ £2 . « y x _ a i 2 _ ^
I 2 ssa

(* ~ A) 2
also

_ . 4w " a — 4 ?« a _ 2 (Zi+ A) ( Z- A) + 2 ( Zll 4 -2) q l + ;>) — 2 (Z' + A) a + 2 ( Z!+ 2 ) q l - A11-)
( J - A) s

= 4 w " 2 — 4 OTa — 2 ( Z' + X) ( l — X — Z" — A + V + A + A" — A' ~)
C - A) *

* = 4 w " 2 — 4 ?» 2 — 4q ' -f 1 ) ( Z1 + Xn\
Q - xv

woraus

„ »yrzr^ ^ + K ywrr ^ V4 ( » " « - - - ( ? W + j ^ ( 96 )
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Eben so ist
( yi _ « 2 _ jjä 4 . yi _ a i 2 _ ß \ 2 ) *

= 2 (? - A) 2 — 4ot 12 — 4 ;« " ^ 4 - 2 ( Zl + l ) ( Z— l ) + 2g - A) C?" + ;0 + 2 ( Z— ^ g '- A" ) "!
( Z - 2 ) 2

= 2 ( l — X) ( l — ^ + Zi+ 2 + ? ' + 2 + 2 l — A11) — 4m 1» — 4 « " «
( Z - 2 ) 2

woraus

yi — »-2 + yi — »•' » = y4 [ ( Z — X) (Z — 2 1) — m 12 — m " 2 ] ( 97 )
( i - D

Es war , was die kubische Gleichung anbetraf,
(.r — X) (x — A'X -r — 2 ")

= — 1 [(7 — rXZ 1+ ä -) Ĉ " + ^ ) — m » ( Z— ä -) — m l2 ( Z' + Ä-) — m " 2 ( ? l4 - .r ) + 2mmim llJ ;
die Differentialion dieser Gleichung giebt :

Cr — X) ix — A1) + (.r — 2 ) (.r — 2 " ) + (.r - 2 1) Cr — 2 " )
= ml » + m 11» — m 2 + ( ? + ar ) ( ZM+ Ä-) — ( Z— ^ (Z' + ä -) — ( Z" + ^ ) ( ? — •*•) , ( 98 )

und setzen wir hier x = — Z" , so verwandelt sich der Ausdruck in folgenden :
( Zl,4- 2 ) ) z" + 2 l) + (zli+ 2 ) ( zll4 -AM) 4- ^ " + ^ l) (z" + ^ ll) = « ' l2 + '« " 2 - '» 2 — Wx *1— z") .

Hieraus wird mit Hülfe der Gleichungen ( 19 )
( Z" + 2 ) ( Zn+ A") =- mi 2 -f m " 2 _ ,« 2 _j_ zii 2 _ FQP — i ^ x + V + XU-j - X ') — 2Z" 2— X \ X+ X' %

oder
( Z" + A ) ( Z" + A " ) \

= w ' 2 + m ll2 - m 2 - Z" 2 — ^ ( Z- Z' - Z11— \ f) - Zl!( — A I - A " - ZII+ 2A ' + A 11) ( 99 )
= tn 2 + m « 2 — m 2 — ( Z — A 1) ( Z1 + A 1) . )

Setzt man aber in die Gleichung ( 98 ) x = — Z 1, so gelangt man durch die¬
selbe Transformation zu dem Ausdrucke ( Z1 -\- A ) ( Z ' + A " ) ; es wird mämlich

( Z> + A ) ( Z' + A ")
= m 12 + m 1' 2 - m 2 — ( ZI+ Z) ( Z>1- V) - ( Z'+ A ) ( Z1+ A 1) - (Z1+ A 1) (Z1+ A M) [
= m) 2 - j- m 12 m * •Zn Z — za ' + zha ' + a 12 ( 100)

= m ! 2 + m 'i 2 — m 2 — ( Z — A 1) ( Z11+ A 1) .

Auf dieselbe Weise giebt x = l gesetzt die Gleichung
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( l - ^ il - X^ ^ m ^ ^ n ^ - rn ^ + iV + ^ ^ + ^ - il - X^ il - X^ - il - X) ^ - ^ )
= m \ 1 + „ II 2 _ Wi2 _J_ ^ _|_ Jl ) ( / ll _j_ A' ) J

Durch diese drei Formeln ( 99 ) , ( 100 ) und ( 101 ) werden die drei Ausdrücke
(95) , (96) und (97) nun folgende :

2 y (fzrxiytficrxiy — w ' 2
« lyi — a 2 — /S2 + « > ! — a 12 — /S 12 =

( Z - 2) ( 102 )

yi = * f= F + yinjrz ^ ^ ayt / ' + A'xy + A') — . ' ,
( Z - A)

und durch die Substitution dieser irrationalen Ausdrücke erhalten die Integrale I , II .
und III . in beiden Eutwickelungsmethoden dieselbe Form .

Es war nämlich

«7©

3

27r j»' 2 — rr ] cos ( ip — ?// ' ) r 12 — rr ] cos ( rp — xp [)
yi — T 2 "' ( z — ;.) iv ' (

27r (Z— 2 )

Vi — r "
j — ( 1 — r 2 ) + l — k « 1 — ßß l l — « et 1 — ft ?1 - ( 1 — »•' 2)

2n {l — X) , ,______ • — ___ ) |yj — ?-2 + yi — ?-121

2ti ( l — X)___ , 7 - 2 - Z1— A — Z" — A — A ' + ^ ' j 2 } (ZJ + A1) ( Z11+ A")
: 4 (2 — A'H2 — 2 " ) i Z — A 2 ' - AI'

und also
>87t/Ol

I Jjf _ _ 2 ?r ] ,( M r Al) ( Zll + 2 l ) - » t 2
Jo ZV " ( A1 — X) U 1 — 1 ')

Wenn man in dem Integralausdrucke

( 103 )

■<p dcp
~N
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für r , r 1, tp und *p l ihre Werthe in « , es1, /J und ß ] setzt , so hat derselbe die
Form :

2tt
4 ( Z— A) ( A — X' ) ( l — * " )

( Z - A) 2

I sin <p d (p
t /o IV ~ ~

yi - ß 2 - ^ yi

yr — « 2 - 7 * ~ yT^ P^ lP / j .
Multiplizirt man den in Parenthesen eingeschlossenen Ausdruck in Zähler und

Neuner mit /S/S 1, so wird er

( ftS 12 — /S2 p ) j ^ , y r _ ß2 _ ^ a ^ , -yx^ y^ ^ pl
r______aß ? ______k __________tt ' /S/S1______ 1

oder

g

Hier kann man in jedem Theile p ß <2 — /S2 /S1a addiren und gelangt durch
ß

[ ß l 2 ( 1 _ « 2 _ ß * ) + 0 * 01 2 _ fljl + « « I fl *l] — , x _ ^ _ ^

zu folgenden Transformationen ;
[ ßß l | ; F — a 2 — /S2 > ' l — o l9 — ^ a + /S3 /S>2 — /S/S1

d . h . nach ( 102 ) zu
10

jjSyi — « la — ff 12 -f- /S ' > l — « 2 — /S ';

j ßß \ ] ' l — a 2 " /? 2 | lT^ « ' 2 — /S 12
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( V - A" + i u + a - 1 + x + ? ' + x ) 2 yq - ap g ' + a 1) —
( l — X) & — X" )

unc
87T
sin (f d <p 2n {X ~ X" ) ? ( ? — * ') ( ? ■+ AQ — m 1"

QA — Ä'MA - A" ) ^ — A 11)
2 7r > a — A'KZ ' + A1) — 7» 112

( Ar — A) CAlf - A1)
Dieselbe Reihe von Umformungen führt den Ausdruck

Jp27T
cos cp d cp

o N
auf eine ähnliche einfache Form .

Es war derselbe

lcos (pdfp _ In , | __ s r * _________ \_______ "I
Jo ~ lT ~ ~ Wy ^ T) \ LK a > [ i i - « 2 - £ 2 lT ^ ' a _ i» i.2J

fS'

+ ( /»« ' - « /»' ) .[yT = ^
0

I /jä y i — g l » — jg ig | ( '
und wird , wenn man den in Parenthesen eingeschlossenen Faktor mit ks 1 im Zähler
und Nenner multiplizirt , beide Theile die in

1 1
yF - « a — ß * und

y ;i jl 2

multiplizirt sind , absondert und ihnen — a 2 « ' 2 -f- « 2 « 12 addirt ,

I cos cp dtp 2n \ ~- , ----------------- ,--------------------
J 0 — N = W ( i - x ) | ( « « l Vi - « a - /J2 Vi - « , 2 - /»l2 + « 9 « la - « « "

aa 1 yi — a 2 — /S2 } 1 — a 12 — 0 12

( J - A) ( A1 — A11)
2n ( A ' - AH + y + A - Z+ A -(- Ẑ + A) 2_y ( Z- A| ) (^ + A' ) _ ,» i

— iV 1 ( Z — A)
woraus sich ergiebt
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nwt
I coscp ( 105 )costpdcp _ 2 « Vc * - - * ') g " + * ' ) — « ■■ ...... . ;
' o N ~ 0 — A" ) a — A1)

Die Ausdrücke ( 103 ) , ( 104 ) und ( 105 ) sind aber dieselben wie in ( 63 ) , da
X , }) und 2 " und g , g 1, g ]l die Wurzeln derselben kubischen Gleichung sind ; doch
ist in ( 104 ) und ( 105 ) das Zeichen der Quadratwurzel negativ in [ 103 ] positiv zu
nehmen , wenn die Ausdrücke auch in den Zeichen übereinstimmen sollen .

Um die Integrale
/ ~»27r / ~>85T nsn
I sin * <p dtp I cos 2 tp dtp i sin tp cos (pd (p

Jo N , *Jo N , ^ o ~N
auf I . , II . und III , zurück zu führen , wollen wir aus N die identische Gleichung
bilden :

O l— l " ) ( V 4 - 2Z4 - Z11! A
*— g—?- cos2 (p + msin2cp = N — K ^ g >~ 2m [sintp — 2m » costp . . ( 106 )

Nachdem dieselbe differentiirt und durch 2 dtp dividirt worden , wird sie

mcos2cp -------- — sin2 (p = % - ,----- j- ;» 11sincp — m 1costp ......... ( 107 )

Von den Gleichungsn ( 106 ) und ( 107 ) können wir die erste mit i— — — ^ ,

die zweite mit vi multipliziren und addiren , so erhalten wir
_________1 i iV - Z» > fcK , Z' + 27 + Zlcos2cp -

( / i_ jii ) va _j_ ,Äa
cm

2 + dN
2d <P . - \

■j- [m ]' m — at 1 (Z1 — Z1' ) ] sin cp — [»»' «t + »t 1j ( Z1 — Z1') cos p>] }
und auf ähnliche Weise :

i2tp —
( Z1— JM) \ 2 + '" 2

C ^ ) iN — m Z' + 2Z + Z'
2

Z1— Z" | rfiV
4 jlty

( 108 )

[ (Zi — z" i i r [Zi — zl!i l
2 »twj ' -|- 7« 11 —gär- j | sm <jp+ l » »' j —2— } — 2 ?nm " \ costp

Die Gleichungen ( 108 ) geben mit dtp multiplizirt und durch N dividirt die
Werthe von BßM '
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I cos2 (pd (p un d I sintpdy
J 0 N ■ J 0 N

durch schon bekannte Integrale ausgedrückt , bfs auf die Form

Ndcpf:■dN ,
—j — . aq ) .

Kp Dieses ist aber
N

Xd . loglS
d <p

oder logN ,

welches in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2cp verschwindet ; und somit sind
endlich , da

i / >t^ 9 i fcos2 , (p d cp __ fsin 2 cpd (p
* J ~W ~ V 2? ~ ~ 7 iv '
, fsin 2ip dip fsin cp cos cp d cp .._ \ )
v .J -----ff----- — J --------jy-------- »

wird , auch die drei letzten der vorgelegten Integrale entwickelt , als
/ ~»Ä7t __ TT

IV . = I ces * (p . dy _ , l >— f \
iz ' — ^l■

) + ' ( » »"
( ? - ? 'DO + n ^ I.

— ( « . ' 0 — t ') - 7« ' 11«) II . + P ^ 7
■( ? - ? ')

2

»« " — mm

) \

) III .

( 109 )

( W» (Z' + 2Z + Z" ) I .
— («*" »« — »»' ( 21— ? ')) II . + [W — ( Z-^ ^ -) «*" ] HI

\ l , — [ sbicpcosfp . d cp / f _ J \ s : - <

J 0----- IV— = (- 2 - ) + " ' ?

L V 2 yj fi. L 2 J J ______
|S5 Die Grenzen 0 und 2n geben ferner eine bequeme Integration der gegebenen
Integralausdriicke durch Reihen . Man braucht zu dem Ende nur
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und
1 -(- r cos (cf> — ip) 1 -j- r 1cos (<jp — ip)

in Reihen nach den Vielfachen der Bogen ( <p — xjj) und (jp — ?// ') so zu entwickeln ,
dass sie konvergiren .

Es sei also
1 T

1 - |- r cos {<f>— xp)

____
wo * = 1f — 1 gesetzt worden , so wird , wenn y für e* W t ^ geschrieben Morden ,
der zu verwandelnde Ausdruck :

2y
I r

— h die beiden Wurzeln der qiu

y _|----- ^ -(- 1 = 0 bezeichnen , so dass

Wenn — a und — 6 die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
2

i + Vt - »•■ 5 _ i - n -

sind , so giebt die Zerfällung in die Partialbrüche

— i— und ■ ' , , ,
i + yi

■yi — ■ ■yr »• "|/ 1 — r * yi — r a
« + 0 = -

aus den beiden Gleichungen : l r ] und es wird also

1 i a1
v — bl ~\- rcosQ (f — xp ) ' j/ 1 — »,a jy + «

Die beiden Wurzeln sind hJer reziprok und also a = j - . Entwickelt man den¬

jenigen Theil nach absteigenden Potenzen von y , in welchem die Wurzel < 1 ist,
hier den zweiten Theil , da r < 1 , den zweiten nach aufsteigenden Potenzen von
y so wird

11
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1
1 -\ - r cos (sp — ip ) ~ "J/ l — r *

a ~ a * a 3 ~ a 4 !
ft Äa b 3 ' , ft 4 [
^ # a y 3 y 4 )j/ 3 y 4

= yrb h - & hi + 62 K *y - &3 (* # i + •••• !
und für y den Werth zurück substituirr,

/ 1 - 2 b cos (w - ^ ) + 2 6 « ( cos 2 ( <p - ^ ) \ j
• • ••• ' j

Dieselbe Entwickelung muss für den Faktor

1 -{- rcos (
1_________ 1___ sl — 2b ,
s (cp — yj ) — 0 ^ # ) \ — 2b 3 cos3 ( <p — ip )) +

l -\- r ' cos ( <p — ip ')
eine ähnliche

Reihe geben :
___ 1__________ 1_ / V- 2 \
1 + »-1msisf — yj 1} yi — r l2 V _ ' ) !

cm )1 — 2V cos ( w — y>i) -\- 2V * cos2 (,(p — y>̂

Vl - ^ V — 2V * cos3 ( <p — V ') + .....

Diese Reihen vollen wir in die Ausdrücke
/ d cp fsin (f . d (p pcos <p . d <p

W , J n \ J Iv
einführen und die Integration in den gegebenen Grenzen ausführen . Es wird da¬
durch nach (76 )

d (p 11 — 2 b cos (w — \p )
yfZP 2 | + 2£ 2 cos2 ( y — yd — ,

f .(»•2 — rr ]cos (yj — tp) ) - ^ Jb-

Acos ( y>— yy ) ) —— i-—I AjE = ___l___ ( + (r '2 - »r

nun
+ I j \ i 1 + »•' pos {(p — yM

c/0 ° 1 -f - r cos ( fß — ü/) r

<f y 11 — 2 6 ' cos ( <p — %/ / )
yi — r ia j-f 26 l2 cos (y —v̂ ) — .

Op — yO
dcp ,

wo der dritte Theil nach der oben gemachten Bemerkung verschwindet ; aber auch
in dem ersten und zweiten Theile haben in den gegebenen Grenzen nur diejenigen
Terme Werthe , wo cp unter sin oder cos verschwindet , da im Allgemeinen sowohl
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sin ( p <p -\ - pxp) dcp als

Jr *zn
cos ( vwhp

0 4>) ä (p

verschwindet , wenn p eine ganze positive oder negative Zahl ist . Es wird des¬
halb

*S7T _ _ . , . . . .

*Ja '
j d (f _ 2n l > * — tr ' iojty — ^ ') » i * r^ cosj xp — fo | ) 1 ^ ^
/0 iv ~ iv ' a — x) l - yi — »•« ■ " *" -j/ 1 - »-' 2 Jj '

wie wir dieses schon ( 80 ) gefunden haben .
Mit Hülfe jener Reihen wird nun aus

fsi ncpdq)
J N

/ , f r a — w 1cos ( ip — tp [) -\ - rr }sin (tp — tp ]) rsin (tp — rp) l [ 1

— 2 &cos ( y — tp ) -\ - 2b 'i cos2 ( (p — xp) — ..... ]
wy - &) ] _ , [ * • n ["; ■' 2 — rr ]cos (tp — xp [) — rrhin ( ip — ip l) r fsin ((p — tp 1)! [ 1

l +jsin <p cp JÄf — ^
— 2frcos ( cp — ipi ) + 2fr * cos2 ( <p — ip \) — ..... ] ,

und , wenn man die Produkte der trigonometrischen Funktionen in die Summen und
Differenzen zerlegt und die oben gemachte Bemerkung über die Grenzen festhält :

8 sin <f dtp

— f~r a — rr l cos ( tp — ip ^ bsinrp rr 1sin {xp — ip ]) rcostp
} 1 — r * - _1 2 ]/ l — r a

— rr 1sin ( xp — ip l~) rb 2 coslp r l — rrcos ( ip — %p )̂ b [simp [

__ rr ^sin ( xp — tp ^ r *costp ] rr ]sinQtp — tp ^ ^ b ^ costp 1!

2n

2 } ' i _ , .i2
und durch die Zurückführung der Werthe

Vi .

---------------- und -------— ------- für b und b 1r r '
und der Quadrate dieser Ausdrücke

2 ( 1 — yr^ ) — 1 = J 2 und 2 ( 1 — yi —~7la ) 1 _
4.12 -----

6 ' 2



gelangt man zu

S:271
sin <p dtp
~1n ~ ■

2n

! r \ ( \ —. -]/ \ __ r 2 ~)
-— r - *■-----— - \sin \ip cos ( xp — xp )̂ — sin (\jL/ — \p ' ) cos \p ] \

r ( \ __ T/ 1 __ , . | 2 ~)
l -|- £-----p — — \ cos {ip — ip {) simp [-\ - sin {ip — t// ' ) co s V ']yi — i 2

^ C*— *) \ r ( I — yi — f « ) • , »-1( 1 — l ' l — »-' O
yr sinip - yi , .12 S!(H | / '

( 113 )
+ W 181« ( \L — -J^ 1) I -------— ------ _ I

^ ^ ^ I_yi ^ , .i2 yi _ _ , « J
i , . , , ■ , f r cos \b »•' cos \b l T+ rr ' si « ( iL/ — J / I — ^ ------— ^ I ,

lyi _ , .2 y i _ , . i 2 J *

Dieses ist derselbe Ausdruck , wie ihn die endliche Integration ( 89 ) gegeben
hat . Auf analoge Weise findet man die Identität des durch die Integration vermit -
telst unendlicher Reihen gefundenen Ausdruckes von

i cos g> d <p

und des endlichen oben angegebenen ( 90 ) . Es ist nämlich
/ 'cos (f d <p

' / £ 0fjP _ | jy 2 _ rr \ co $ ( ^ , _ ^ , l) _j_r V ^ ( ^ — ^ 1) M« ( y — ^ )] [ 1
— 2 Ä cos ( cp — •£ ) + 2 o 2 cos 2 (o? — 4 >) — ..... ]

iV ( l A.) \ fcoscfidai n . _
n+ „

fcosyi ,
[ W 2 — ar ' cos ^ — */ / ) — rr | a si « ( \ / v — \ / / ) si » (o? - - \ / / )] [ 1

— 2o ' cos ( y — •̂ <) 4 - 2S I2 cos2 ( od — ^ ') — ..... ] .
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Von diesen Tlieilen bleiben nach den Integrationen in den bestimmten Grenzen
und nach der Zerfäüung der Produkte in die Summen und Differenzen der trigono¬
metrischen Funktionen

>S7T
cos <p dtpI Cd

Ja

2n
I ( r * — rr ' co s (-■/ / — ip ' ) cos \p . b r 2 r [sin (%p — ^ s m \p (. \ — 6 2 )") ]

' iV 1(7 — / ) I (- r l2 _ ,y l cos ( -̂ — ^ ) cos ^ 1&1 ?■' 2 rsin ( -p — ^ ) sin ^ ( \ — &12 )} l
[ | 1 — r 12 yf ^ iä ]
r 1 ( 1 — yi — r 2 ) [ Am (^ — -̂ ') sin -̂ 4 - cos ( v£ — ^ l) cos %p ] \

In
+

yi - »-«
»• ( I — 1 1 — », l2 ) [« » ( v/ / — i^/ 1) sin \p [ — cos { ĵ — \^ ' ) cos -̂ 1]

yi — >
"iV ' ( / - ^ ) \ _ f . ( 1 _ ]/ i _ , . 2 ) ,. r ( i _ y ! _ , . i2 )co * -iy — ------—-------— - cos \b <

yi - ,.12
rsinip r f sin ■̂ / '( rsinip r ' simp ' v
y ,7rpi ~~ yyL . rv 2 / '

und hieraus

J 8 ?r ( f f *
w y J y 2n \ ( r cosxb - r ] cosxL 1) V ' ____ — _ J ____ ]

iv — jv ' ( /— A) ( lyi — »-2 yi — r l2 J (
i i ■ ri i \\ T rs *n P̂ ^ sin -l / 1 1

- r ^ ^ / ly 1 _ , .z y t _ r i2 J *

( 114 )

Wie diese Resultate in die einfache Gestalt durch die Wurzeln der kubischen

Gleichung gebracht werden , ist oben schon gezeigt ; wie auch , auf welche Weise
von ihnen die Ausdrücke

| sin * (f dcp I cos 2 (pd <p , I sin <p cos qxlq?

abhängig sind .
12
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Nachdem wir die Auflösung der 6 vorgelegten Integrale auf dreifachem Wege
gegeben und die Uebereinstimmung der Resultate nachgewiessn haben , bleibt uns
noch übrig , die Mittel anzudeuten , wie auf diese Ausdrücke jedes andere Integral
von der Gestalt

fsinicpclcp ^ j fcosifp dq>I- und ß
zurückgeführt werden kann , so lange i und Je ganze Zahlen sind ; jedoch erlaubt
die Beschränktheit des Raumes bei diesem Theile der Aufgabe nur andeutungsweise
zu verfahren .

Es können nämlich
/ sin icp d (p I cos i (p d cp

ivk und j m
mit Hülfe der Gleichungen , durch welche man sinm <p und costnep durch kleinere
Vielfache von cp ausdrückt , leicht auf die Integration von

/ sin cp d cp C cos <p d cp , fd (p
- n * — , y — äf *— und Jm

zurückgeführt werden , wie wir dies schon bei
/ sm 2 (p d cp , f cos 2 <p d cp

---N---- Und J ----N----
zum Theil gezeigt haben , als sie durch

/ 'sin <p d cp fcos (p d tp , Cd <p
— * — , J iv und J ^r

ausgedrückt und entwickelt wurden .

Auch der Exponent k des Nenners lässt sich durch folgendes Verfahren für
diese verschiedenen Ausdrücke um die Einheit unter dem Integralzeichen verringern ,
oder

/ ~7\Fk ' au ^ ^ e entsprechenden Formen von fiük -̂ L etc «

zurückführen . Es wird dieses jedes Mal erreicht werden , wenn man sich die
Gleichungen bildet :
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d' \ W^ \ a bcos
dtp ~ N k '

) ]\ k -- i | __ — sincp

N

d , cos

dcp
d ( sin V

S

H k - i

s </i . csincp dsin2cp ecos2q >

t , ftjcosgj , c ^ iinp d 1sin2q> ( e 1cos2y
k I J^ k r " ~ pj~k ' J^ k I jjj "k

« 7» (̂ \

N k — x f __ cos cp , « 2 . 5 2 cos (f , c 2 s2 « op . <? 2 s ?« 2 ^) , « 2 cos 2 g?
d ^ JP ^ ^ N 1' ' " "^ N 1 t_ _l *ir - ~l JP ' ]p —

, istw2op ,

| nF = TJ _ 2cos2g )_ Äq COS

N [k - 1 I JJ k
3 cos y , c 3 si » (p , d 3 sin 2q > . e 3 cos 2 op
1P ' JP ~ " ■ JP ' ~> P ~ ~

( 115 )

«Zop

rf | cos2jpi
\ N k — 1) __ — 2sin2cp . a 4 , i 4 coscp . c ^ si/Hp <?4 si » 2op , e 4 cos2cp

- ^ - — N k - i "r -jpi jp t_ ~ S k~~ H P f" - !^ *
Bezeichnet man

/ d (p j fcoscpd tp __ R pshi (p . d (p __ fsin2 <p , d <p __ Ccos2 (pdq>

so geben jene fünf Gleichungen ( 115 ) , nachdem sie mit dcp multiplizirt worden , ein
Mittel , die fünf unbekannten Grössen A , B , C , D , E durch Integralformeln , bei
denen der Exponent um die Einheit verringert ist , und durch die ähnliche Formeln
ohne das Integralzeichen auszudrücken ; eine Aufgabe , deren Lösung nur Schwierig¬
keiten in der Rechnung darbietet .

Gonitz , den 1 , Juni 1851 .

A. Wiehert .

»>»> »> »K @ -(.<« <. (■(■
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