D Gleichung einer Lemniskate ist:
(.‘t"a —I— yg) 2 — gt (.'l-'g s yE) LRI (T)
wo a die halbe Axe derselben bezeichnet und die rechtwinkligen Koordinaten

und y aus dem beiden Theilen der Curve gemeinschaftlichen Puukte - (siehe die

Figur) gerechnet werden. Setzt man hier. 22 4 y2 = 22 und a® = 1, so dass
z, die Chorde, in Theilen der halben Axe ausgedriickt ist, so wird die Gleichung:
2t = 2% — y? = 2 a? — 22 =2% — 2 3°

1 z2 J iyl

ferner X =3 /——L———' y,_.-—-__z;]/_z_
(l+2"2) dz Tl (1 — 2 22) dx
Y2 F ) Y2 —3%)

und daraus das Differential eines Bogens:

T 5 T e )

d=z
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ein elliptisches Integral, aus dessen Natur Aper im zweiten und dritten Bande des

Crerceschen Journals fiir reine und angewandte Mathematik bewiesen hat, dass
man mit Hiille des Lineals und Zirkels allein die Peripherie einer Lemniskate in
m gleiche Theile theilen kann, wo m die Form hat 2" oder 2* -+ 1, und wo die
letztere Zahl zu gleicher Zeit eine Primzahl sein muss,
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Die dort aufgestellten allgemeinen Vorschriften sollen hier auf die Fiinftheilung
der Lemniskate amgewendet werden, da der Weg, auf welchem man hiezu durch
die Zerfillung der elliptischen Funktionen in imaginire Theile gelangt, von grossem
Interesse ist; fiic die Siebzehntheilung derselben Figur jedoch sollen die Verthe
durch die Auflisung einer biquadratischen Gleichung angegeben ‘werden, indem der~
selbe Weg wie dort zu grosse Rechnungsschwierigkeiten darbieten wiirde,

Da in Folgendem die Aserschen Bezeichnungen festgehalten werden sollen,
so sei, um sie mit den Lrerxpreschen zu vergleichen, z=sin ¢ ond 1 = — k2,

und es wird dann:

f dz i f a3 s und dieses =4d ... (3)
. n}.’l_z-_o }r"]_!_zz Olrfl-—-ﬁ'g sin 2 9

giebt z als Funktion von ¢y so dass

Sa— tpd: sin & =— sin amd ]
e B _f(?=]-"]_@‘2d‘=cns&=cosamc‘ Vow's o {d)

}’J_l_-|v 22 =Fd= V1 + @2 d —V1l—Fk2sin? 9 = Jamd

ist, Hieraus folgt unmittelbar, wenn man an die Stelle des % setzt = ¥ — 1 oder

-

g (07) =i ¢ d, f(07) = Fd, und F (di) = fd .. (5)
g ¢
Es sei ferner ﬁ( —d—:—- = --a—)-, so ist fiir ¢ 2 cwz=1 und fii
Sl Y=z = -
¢ o wird 2 = o,

Nach den Fundamentalformeln der Addition e!liplfsuher Transcendenten :

sinam e cosamfl A amf -sinam g cos am e A am «

sinam (-} f) =

1 — %2 sin? ame sin® am g,
oot 2l (el cosame cosam B — siname sinamf Aame Aamp
1 — 42 5in? ame sm? am g

Adameg Aampf — k% siname sinam f cosama cosam f
1 — %2 sin? am« sin® am §,

A am (e Hp) ==

oder

e e Y

-
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wird mit Riicksicht auf die Formeln (5)
gufB FB+ighfeFa

ff‘(l‘l‘[‘"ﬁ(;}: l—ng“-!,C“"ﬁ-
/(e ) =L Ff :i;;c;(;f;a ST e (@)
F(a+p7) = Foff4-ige gf fa Fp

1 — ¢*a g2 §.

Diese Gleichungen zeigen, dass die Funktionen der imaginiven Verdnderlichen
bekannt sind, weun die der reellen es sind, Setzt man damn ¢ =md und § =
wd, so geben dieselben Formeln (6) eine Methode ¢ (md), f(md), F(md),
¢ (ud)y f(uwd) und F(nd) durch die einfachen Funktionen ¢d, fd, FJ auszu-
driicken, wenn nur m und y ganze Zahlen sind; und mit Hiilfe der Gleichungen
(7) kann man' jede der: Funktionen ‘¢ (m~wi)dy f(m—-p 2)0y Lm-tpi)d
darch die 3 Grossen’' g0, f 6 und F d, oder auch nur durch eine derselben z, B,
¢ d angeben,

Auch iiberzeugt man sich Tleicht, dass,” wenn man in 'den Gleichungen (6)
« = g setzt und so resp. ¢ (2e) ¢(8a) ¢ a) . . g (ma) entwickelt; dieses
rationale oder irrationale Fanktionen von ¢« sein werden, je nach dem m eine
ungerade oder gerade Zahl ist, die noch in den Faktor ¢ @ multiplizirt sind. Da
die Gleichungen (7) mit ihnen gleichartig sind, so wird auch ¢ (n+4pi)d =
@8 T “oud o (8); wo T eine ratioriale Funktion von g2 d ist

Vertindert man J in 04, so verindert sich ¢id in i d und es wird aus (8)
i mfpi)d=:igd T* .... (9)
wo T dieselbe Funktion von — 2 ¢ wie 7" von ¢? J sein muss. DMan muss also
D)
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TL="T ", .s«+ (10) haben, oder ‘es kann ‘die Fanktion 7' nnr die Quadrate
von ¢2d enthalten d. h, eine rationale Funktion von ¢#% J sein,
Wenn wir das bisher Gesagte fiir ¢ (2—1)d entwickeln, so ist aus den For-
meln (7), darin ¢=2d und f=d gesetzt,
& @20 f0 Fd 4 iqo f20 F29
g(2+10 = T — 420 ¢220 cessae (AD),
290 fd Fd
1+ ¢*d
__ ro=go FiJ 1
jzfj— 1+¢’4(} --....(2)
F2 () q2d f20 '
3 A g
F24 1L ia
und die Substitution dieser Ausdriicke in (11) giebt:

: 2 —2¢80+i(l—6g*d+g°d)
oy A gl Lo e,
(@A Ddimpad 1—2 gt0 F og8d

nach (6) aber ist @24 =

woraus, ¢ ¢ = & gesetzt und Zahler und Nenner mit: 1 — (1 4 24) 2% dividir,
folgt: \
: ; L1 —2¢ — 2t
g2+nNd= at L 7 s, THOLR (13)
Eine ganz #hinliche Form erhdlt ¢(4--7) d, die sich auch durch einen solchen
imagindren Faktor vereinfachen  lisst und dieselbe Relation der Coeflizienten in Zih-

ler und Nenner hat,

Es lisst sich -aber jede Zahl yon der Form 4m -+ 1 in die Summe zweier
Quadvate auflisen™), so dass 4m -+ 1 — «2 + g% gesetzt werden kann, oder
fm-1= (e f7) (¢ — Bi) Um zur Finf- und Siebzehntheilung der Lem-

niskate zu gelangen, darf man also nur ¢ 2_":_3., @ 222. und ¢ -4%;_.,

(n » ! . s . .
® G entwickeln, oder auch nur die beiden ersten, da die beiden zweiten

Funktionen sich aus den ersten ergeben, wenn man darin fiir 4 #:setzt —

—_—

*y Legendre theor. d. nombr, pag. 176.




Da ferner 4m -~} 1 eine ungerade Zahl ist, also auch «?-{- £2, so muss o -8
eben so eine sein, also in der Gleichung

’ U _
q’(ﬂ—]—ﬂ!:}d:q}&-—f LU SRR A (14)
miissen, ivie oben bemerkt, U sowohl wie # ' rationale Funktionen von g% ¢ sein,

Auch wird in (14) ¢ (e gi)d = 0 werden fiir ¢"= ﬂ%-_g-, da ‘g = 0;

weil -aber fiir diese Annahme ¢ 'u_—{?ﬁ? nicht = 0 ist, so kann es nur U oder
in (13) nur 7 sein d. h, die Wurzeln der Gleichung U=0 sind die Werthe fiir
@ 'oc_-_l?ﬁ' Man hat also aus (13), wo ¢ -é% =2 iat,

.T§=l—2f., -T2=:l:V1‘—2£ R R A ] (15)
Es lisst sich aber auch beweisen, dass die zwei Wurzeln dieser Gleichung

zngleich die Werthe der Ausdriicke ¢2 (ﬁ) und @2 (TZ%'E_!) sind, oder

dass die Gleichung (15) keine anderen VWurzeln haben kann, als +g 21 .
2w
unt] i i mn

Es ist nidmlich ¢ (¢4 87)d = 0, wenn man (e+F1)d = !Em -+ p?) @ oder

s mtpio
T et pi

theilung der Transcendente gebraucht werden, wenn ¢ —

setzt; oder, da diese Werthe nur fiir die Fiinf- und Siebzehn-

(mtwuwi)w

- ist, wo
a1 ! 3

entweder 2 oder 4 bedeuten mag. Dann lisst sich immer

m-fput  p ;
WT i a-i—z' —I—i‘—f—&‘! « &% 0 0B (lﬁ)

setzen, wo k¥ und %’ und p ganze Zahlen sind; und es wird dann

m= ptak — & e
o= k44




sein, “woraus'p = m —lep - (21 B0 o0 H(18)
und k' als irgend eine unbestimmte ganze'Zahl sich immer so bestimmen ldsst,

e? -1
2
kannten Periodizitit der elliptischen Transcendenten, wie sie sich ans (6) leicht ab-

leiten lisst, und nach den Gleichungen (3) ist:

ist.  Aber nach der be-

dass p positiv oder negativ immer kleiner -als

1._[_171

: - wi e P ' I P
Ko, Ty gl w0 o8 9 {<a+i ik o M lpmhecb 2l pinlirs
)

=SD (i a?+t} LIRC R I T (lg)
d. h. wir diirfen fiir ‘die Einsetzung aller Werthe von - @ bis — o nur die
. p . o 482 .. e 82
Werthe der ganzen Zahlen fiir p von - 5-— bis'— R brauchen,

P o bt

) , da «® - §2 immer eine

2 geie
oder vielmehr von ‘- u__—[_—_g____l bis —
ungerade Zall ist,

Die Werthe dieser Eunktionen aber als die dev Wurzeln der Gleichung sind
auch ‘unter sich verschieden, oder, da sie alle durch die Form:

p o
e+ gi

ausgedriickt sind, es kann nie

.‘t“':q} nnuq-'(2[}:}

P Ny plo
a8 o 7 afpi
sein; denn man kanninach dem Frithern immer

m--n
. 11w A o
B (s 0 g Mt iatgag) «

plo
e pi

setzen; es miisste’also

* Crelle Journ., B, II. 109.
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m_i._(—l} m—l—{ﬁ&—!—ﬂe}{d LR R (21)
sein, und dieses giebt, den zweiten Theil von (21) gleichnamig gemacht und die
Zihler einander gleich gesetat:

Bm + nae =0
Lm__(*,)ff&

mn & % 8 ® & & & & & & § B
Pt am — Bn

Da ‘'m und # willkihrliche"ganze Zahlen sind, so kounen wir sie so wiihlen,
dass aus der ersten der Gleichungen (22)

n — At

m

et
folgt, wo: ¢ noch

t dlale 8 8 e s R R B Y ¢ g &AL (23)
eine ganze Zahl sein muss,
Aus dieser Relation lisst sich

a2
p=.(=1) pr + (a2 452 2
d. b, ‘E_.H ==
«? 4 f*

leicht ableiten, was unméglich ist, da p und p! immer kleiner als

"E-z‘.:i——,{ﬁ und
als ganze Zahlen angenommen wurden.
Es werden also diese verschiedenen ]__Tunkt:'unen
+ o ?_—E—ﬁ—i-, + aj«mﬁé"" ol f:]{h. etc. deren Apzahl
-{fi'ii—_—l ist, auch die Wurzeln von U = 0 sein, wenn nachgewiesen ist,
dass; dieses keine, gleichen Faktoren enthilt.

Es war allgemein

6:ﬁ'1—_-.:— und _ z

d.gpd=dz=ddyl—z*
3

¢

also

oder d.gpd=dd, fdé.Fd
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Diese Gleichung substituirt in die Differential - Gleichung (19) und durch d4

dividirt giebt: - ik}

d (V.9 (@+pi)d) = digd.U)

i . ; d¥V ;
(@t Bi) o flatfi) b Flatpi)d o F + S g atfi)e
dU

Dochi hat U/ = 0 nur dann gleiche: Faktoren, wenn gleichzeitig U = 0 und d U
= () ist; es miisste also in diesem Falle

e dV :
(4 pi).flatgi) 0. Fa+pi) V+—5 g+ 8)d=0 ... (28)

sein, Da aber d = gesetzt war und g w=0 und fo =Fo = i 1

WA Ve
i :
ist, 50 muss aus (24) # = O sein oder U und ¥~ gleiche Faktoren enthalten, die

! Rl . >
wir aber in = als nicht vorhanden voraussetzen diirfen; oder umgekehrt unter

dieser Voraussetzung kann U keine gleichen Faktoren enthalten.

Um die Gleichung U = 0, deren Wurzeln die Werthe von

w 2w ﬁfz—‘—_l
PramET R e ifﬁl_aiﬁi 22

sind, mit Hiilfe der Gavsseschen Methode aufzulisen, sei ¢ eine primitive Wurzel
von «? - 2 oder unserer Primzahlen 5 und 17; dann wird immer

m

=Tt tm + 1@+ et eseranses (25)
gesetzt werden konmen, wo, wenn 7 eine ganze Zahl bedeutet, auch a, eine solche
ist und die verschiedenen Werthe _—l: L+ s bis -+ Lﬁz—_l
haben kann, wenn man fiir m dieselben einsetzt.

Da nun auch
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¥ ) = o (ke (G
= {iﬂm-ﬁﬁ—;-{—i(a—-ﬁ%’.) &}} ...(26)
=.t.9 (ool

ist, so0 fallen die YYerthe von

i 2m a_ﬂ_l_ﬁﬂ_l i
i@"a+ﬁa"i9°?fr_ﬁf’“”i¢{ B TR
mit den von
, o221
(7! & e a 2 : il
e e 3 e By e e acr T RIS i

allerdings in verschiedener Reihenfolge zusammen,

Es sei ferner 3 irgend eine reelle oder imagindre VWurzel der Gleichung

o 42 —1
-3 2 —1=0 uﬂerﬁ—.‘}“—1=ﬂ,
2 ceei T m . us
wWo B = f—i-g— ist, und, wenn SAMEE = ¢ wie [rither gesetzt worden,

werde durch o der Ausdruck

G20+ g2 (60) e &+ 92 (20) 2 82 00ung? " 13" 1
bezeichnet, so dass die Gleichung

wﬁﬁlpgd‘—f—fﬁzt‘?d) ° 3"‘@2(&2&} .‘&2-*— ses s

de it a8 =L ety
als eine ganze rationale Funktion von ¢? d entwickelt werden kann, die wir auch
unter der Form schreiben konnen:

1,&'5=x[5p25]; TR TR TR I T S T RN B R (28)
so lasst sich leieht beweisen, dass immer
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W) Vi Ay A PO Ris eims s wea D us (20)
Setzt man ndmlich in den Ausdruck (27) ¢™d fiir d, so wird er:
P e =gt "+ e T I 0 g2 " T 20 02 0.
gt la) IR L PRt B0 T
RS R ittt P

(30)

es ist aber ¢® (e i v) ="¢* (smﬂ], weil

'Eﬂ= (az"["ﬁz)f—]. und £?1+m f— (ﬁ!—l-*ﬁ’).',g’ﬂ #i Eﬂt
und deshalb- konnen wir dem Ausdrucke (30) folgende Gestalt geben:

ip (E'ﬂ‘ld\} = q}z J .311—“‘.'!! _I_'rpq (SJ).&ﬁ“m-i-‘l*!‘-‘ql% (395).3"*m+2+_..
B (amhﬁld‘) .&n—l o 'P!(ﬁ’nd)._i- ¢ (r_m_;—'lﬁj Pt
lrot—E_I)'."E (Eﬂ_IJJ.Jﬁ__“m_l ;

oder:
m —= I a - a L] 2
Y (™) =9 " (4 (0) + 97 (:8) - O + 92 (*8) « 94 ennye
{Fg(Eﬂ_lfy).‘\?'HMI) LIRSS S VR (31)
da 9" =1 ist3
d. h. o (emd) = J_m(’gﬂf d)
und 'a_,iﬂcizﬁm.ip (émd) A e A

Es ist' dber 1y (s™ 0) dieselbe Funktion von ¢* (¢"'d) wie wd von
¢*d, oder ' -

W) = g [¢" ("]
also nach (32) W (@) =o"y [g® (="0)]

g L T

al M oty
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und dieses zur nten Potenz erhoben gieht

)
Gt — Ol &™) s as el (33)
Setzt man in diese Gleichung Tiir 22 der Reihe nach die ganzen Zahlen 0, 1,

2, 3 4 % n—1, so erhilt man n Gleichungen und durch deren Addition wird

n@d) = (1@ + @ €T+ @@ + ...
(Gt tittamd gpatn 15 eto. arid woibe won(8H)

wo das zweéite’ Glied eine rationale und zu' gleicher Zeit symmetrische Funktion von

den Ausdriicken ¢® dy @® (¢0), ¢® (2d)y s o o o @° (sﬁ_lr}') ist, d. h. eine
derartige Funktion simmtlicher Wurzeln der Gleichung U = 0. Da sich dann so-

woll die Produkte wie die Summen. der Potenzen der Wurzeln durch die gegebenen

(3
Coeffizienten dieser Gleichung ausdriicken lassen, so ist (i d)  durch diese be-

Lannien rossen gegeben und es SEi Emiunacil
kannten G gegeb d d 1

(1 0) "=y und Wd = ‘[llz'.

T : - 3 : n
Wir wollen nun die # verschiedenen Wurzeln der Gleichung 4 — 1 = 0,
2 2
s - T s w - . .
von denen eine & = ¢os —o = h dsin —— Ist, mit T d 83 98, L
L £

n—1 . . ot 2
9 hezeichnen, da dieselben mit iliren Potenzen zusammenfallen, und die ver-
schiedenen Werthe der Funktion i/ J, wenn wir successive darin die Wurzeln o,

7 —1 I n n n 5
3% 9% e 3 selzen, mit Yv,, Vv, VU, o o » ‘L-’u_u_‘l ausdriicken, so er-

halten wir die Gleichungen:
Vo, =2 0 8. (20) + 920 g2 (2 0) o o g7 (&° 0) oo 0 F=1, g7 (8-1)

Vog = g? @k 8% 0 @® (68) 9% g? (62 8) +9° 0 g (2 8) + o0’ g
92n=2, g2 (1) ) (35)
Vo, = g 0 90, @ (6 0) 4= 9%, 9% (62 ) + 9° . ¢ (2 0) + 200
33 u-—S. Sc_'l (én-—laj
4




l:"z,ﬂ_lz[;.'}6.‘_3"—‘1.@9(5&)4—{}29_2,@?(E’6J+&3"—3.(P2(55&).._.. 33
J
S =072 (=19) T

und ;
p—gr g7 0+ 97 (D) 9P (D) s g2 ()
von denen die letzte als die Summe simmtlicher Wurzeln der Gleichung U = 0
dem negativen Coeflizienten p des zweiten Gliedes in derselben gleich ist.

Hieraus erhilt man die einzélnen Werthe von ¢* (), ‘92 (s0), ¢2 (2 0) ete.
auf eine einfache Weise dadurch, dass man die Coeffizienten dieser Grossen in den
verschiedenen Gleichungen = 1 macht und addirt, indem sowohl die Summe:

1 . o
als auch die Summen der positiven

f1—
1 sk 92 2 g8 ST
wie negativen Potenzen dieser Grissen vermoge der Gleichung & — 1 =0 alle

- 5 poam : ; : !
gleich 0 werden, Um g¢= (¢ d) zu erhalten, wird die erste dieser Gleichungen

m s . 2 1, . 3m e
durch o™, die zweite durch 9~ , die dritte durch 4 u. s. w. dividirt wer-
den miissen; dann verschwinden durch die Addition simmtliche Glieder aufl dex
. . G 2 Lo .
ceohien Seite des Gleichheitszeichens ausser 2 (¢ 6) und es resultirt:

—2m "

1 — n— e (__.,...3 i
¢* (Em&) =*,T{_ Pt & m]"vl 4 Vg e m}/vﬁ ik

(n—1)m "

SR V0, Siihieioss e B6)
als diejenige Form, aus welcher die einzelnen Wurzeln sofort abgeleitet werden
kinnen, wenn man dem m die Werthe 0, 1, 2, «ve #— 1 beilegt, und in der z.B.
der Coeffizient von ¢? {akd“ ) sein wiirde:

#k—m i &21."--2:» Bl 331:—3:;:

: k—m)n . .
weil 1'{ ) —1, der immer =0 ist,

[ (" _1) (I_

+.‘Q|. 1) ?'"} +-\-],

i o ‘-__"""m&f-h_‘.. b e
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Es zeigt ferner die Gestalt der Gleichung (36), dass, wenn 2 von der Form

ist EF_I, d. h.
“H“gz bt e oA = 2P 1

die Wurzeln der Gleichung U = 0 nur von Quadratwurzeln abhingen,
: S )
Hat man so ans der Gleichung (36) die einzelnen VVerthe von ‘2 1;-1_—lh1 §

2 n—1w
o A i YT g

] abgeleitet, so erhilt man die entsprechenden

* fiir rpﬂ{ 2 }, lp"’{ S },....tp“ [—{ﬂ_—l)w-}, wenn man in die-

a—f1 e—f1 e—ft
selben fiir 4~ ¢ setzt — ¢, und durch die Additionsformel der elliptischen Trans-

cendenten somit den VWerth fiir

1 mm m e % (2amo)
I(P{&-}-.ﬁi + __:ﬁ_z]’ oder fiir -+ ¢ [_—a“-l—,tigf'

(43
Diese vorstehende Theorie der Division elliptischer Funktionen hat an der Fiinf-
theilung der Lemniskate ibr einfachstes Beispiel. Es ist fiiv dieselbe a =2, g=1,

1 =

«? -l-g? ks 9 und die Wuikeln dér Gleichung 9" — 1 =0 sind hier

+ 1 und — L
Wir wollen nun ¢? {E-:T_—z] = «? und, da von a2 - 2 oder 5 die primi-

2 i ;
tive Wurzel = 2 ist, g2 [2_"3:} = ¢, setzen, so wird nach (27)

2 (1— t)
{!] d = a® — inm,
e,2 (1—a,®)
o e e
und hieraus durch Substitution in die Gleichung (34) fur die erste Wurzel 9 =1:
a? (a®+6et—3)* % (et)® + 6y —3)2 (38)
(1_’_5‘-'1:]-1 (1+ar4)q e 0e

® 8 & 8 B 8 F S BB (37)

2
2 (po) =

oder
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(V= )4 (6294212 @16 4180 ¢12:02 36 8 419 et)

SO [+ e (1 F &7
£ f] + )4 (2% 12,25+ 30,22 — 36 2,8 + 92, %) { ° (39)
! . [P o0 + o 1%
Z
R

ein_Ausdruck; in welchem ' Zihler und Nenner rationale und symmetrische Funktio-
nen von ¢? und «,® oder von den Winzeln der Gleichung U = 0 sind, die fiir
unsern' speziellen Fall sclion als
= (1—=2{) =0
angegeben war und fiiv welche ferner '
it el e R o i AL )
o? o2 =—(1—21¢))
ist,
Ordnet man aber die Gleichung (39) und zwar zuerst den Zihler nach den

symmetrischen Verbindungen von «2 und 2, so wird

SN (Yd)? = a0 20 - 12 (e16 -} ¢,16) 4 30 (a“"*-f-ce,"’ .\L
— 36 (¢ + ) 4+ 9 (a* F @) + 4 at o
[@l6 + 10 4 12 (e'2 4 12) 4 30 («® +.a,%)
— 36 (¢" + b -+ IS] + 6 «® «,® [5412 —+ a,12

+ 12 (e® 4 &, %) 4- 30 (c* ‘1““:4)'“72_'_9([;4‘{_1* ]

(e

Tk r¢4+ )+ (r:3+ )_,_;—“lﬁawl‘ “to
+ 28 + 36 (1 _%)—35 gt o

o,

\
+ 4 a2 22 [o8 4 08 4 12 (" + o) + ﬁns

(tx”‘ T _17 ] !

oder

& TN

i S e T e A e e
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2 Ni(ypd)?=0a2+4,20 4 (a1 4 ¢,19) (12~ 4 a4 %) = (! 2 1 2)
(30 4 57 et ot + 6a® «®) 4+ («® 4+ «3) (— 36
+ 146 ¢t )% 436 ® a,® + 4 2?2 ,'2) + (¢ +,?)) o (42)
(9—90ca?q,*—24 a8 a,® + 7822 1% + ' @,19)
~+ 72 ¢ o, — 432 a® ;® | 240 12 )12 - 24 16 ¢, 16

%

(LI T

‘.i
;' Aus den Gleichungen (40) ergiebt sich dieser Ausdruck als Funktion von
it (e? e,®) oder von e« ¢, 3 denn es ist
j ettt = —22a%a?
l a® o = 2catat
al? 4 12 =—2a%q,b a8 s s s s b (43)
_ @l 16 = 2g8 g,8
!
’ aﬂﬂ_i_a;*lﬂ =—m2a10“’10"

=L R

und ‘es verindert sich somit die Gleichung (42) in folgende:
2 IV (3 0)% = — 228 ;18 - 32 16 16 — 168 w14 ;1% |- 320 12 g1
— 188 10 2,19 — 96 8 ¢,8 -}- 120 &b ¢,5 — 18 e? 2,
= — 2 2 ('8 1% — 16 a4 o,'% | 8% «!2? 12

— 160 210 10 94 o ¢, 8 |- 48 6 ¢, — 60 et )% - 9)

. . oder
| 2. o 2 ) 5 ¥
4 i =t e e P A R A

Auf eine ganz analoge Weise erhilt man aus (27) und (34) fiir die zweite

Wurzel 3= —1 den Ausdruck: :
4 8 e s
2 (yoyr = SAGEREZ I o Se o9
(I+ea') (14 )
oder

2 (w8 = (1 4+ &* (a2° 4 12616 | 30012 — 36 &% - 9a?)
* [+ e?) (14 D)2 - 43)
A+ e, (2,20 12626 +30¢,'2 —36e,"F9e,) | °
o [A+a) 1+

in dem sich eben so Zihler und Nenner als symmetrische und rationale Funktionen

5




- 1B -

W“, & und @2 oder den Warzeln der Gleichung U = 0 darstellen lassens ‘Es
wird ndmlich nach #hnlicher Weise geordnet. die Gleichung (45):

a "N(w d)2 = (20 —E~tx 2”)-}—(&” —f—a,”‘) (43 o —‘]')—f"(a”-i-a 12))
(14+9c¢ e, 1+ 6a° a,") + («® + &,°) (— 20 4 156 &*
— et et + 42012 + (e 4+ ) 25470c" ¢ (46)
- 4t o, — 2 12 e, 12 + €l% g, 18) + 200 ct a,“
— 24008 8 + 11212 12 — Balf q,l8
und, wenn man die Summen der Potenzen von «2 und «,2 aus den Gleichungen

(43) substituirf: b
2 N (v, &)2——2.:{150:,15 -—8(:1405,.1“-[—32&12{:” 28 10 g, 10 .

+ 64 a® «,® — 168¢° o,° + 160 ' a,* — 304&° ¢,°

oder

g 2 0,2
(W, 82 = — c? ¢, (B e, ® —|—20¢;:¥;4——-8a «,? 4+ 5)2 e B
Fiir den Nenner IV leitet man aber:
=[A+e¢) A+e)]'=0+e" Fa*+e'e) | (8)
= (1—2¢"¢*+ ' &) =(1— " ,")®
ab, und es ist somit aus der Verbindung von (44), (47) und (48)

.

TR | o L

2 W B0 Y & A aoy (e, —8a’ e, +10c* ¢, —3)

ot ket e —a—@ o (9)
0w o 20 E_ fem g B0 (e, +2c' e, t— 8w, 5)

P 13.+ ‘ g {2+if“*’”‘ (1= a?a?)?

und hieraus: |
Sl ~tea (1—a’ af-{—ﬁa“a,"—ﬂ-a“a,‘-l-ftaa,“):i.aa i
¢ 124-1'}—‘ (1— o2 %)% :
20 bice (1 —c® e’ —ea' e +a"«f) h
P ’I2-|—1}—_ (1 — a2 a?)* - (30) i

bice (14 ¢ e,’) 3

A—a’a,)?

2 i .
Dieselben’ Werthe von ¢? [ﬁ—’l und ¢? [2_;_0’:1 hiitten wir eben so schon




-— 10 -

aus der Gleichung x*=(1 — 27) ableiten kinnen, sollte diese Auflisung derselben
nicht als Beispiel der oben gegebenen Methode dienen; denn es ist daraus:

x? = gt {215} A e w0 ey
und w$=q}“[22_;]t.]= — Y2 =1

wo man den zweiten dieser Ausdriicke in den Gleichungen (50) wieder findet, wenn
man in ¢p2 122—_;:’3} fiir ¢® @,® den Werth 2 — 1 setzt, Hierdurch wird gleich=

zeitig den Relationen der elliptischen Transcendenten und den der Wurzeln einer
Gleichung Geniige geleistet, und es ist endlich:

¢ (B ol i

¥ i — —_—

2—!_! T 4 8 & 2 9 2 9 @ ¥ 8 O % 0 " @ ®° (51)
‘ 2m

) ﬁ—
A s Gl V1—2:

"I Verwandeln wir aber ¢ in — 4, so ergeben sich daraus die Gleichungen:
a AN T
A e S CERE,
N 2 y 0 4 %8 " 8 a8y e R (52)
(i1 “ 4*
e e V14214

Nach den Grundformeln (6) der elliptischen Funktionen aber ist:

i = 5 —
ey ¢ 2“4—71/‘“““94 (z=2) +93= 1/1~s°“—21—1-

{11} P 1]
1+9* (337)9* (3=7)
oder, die Werthe aus (51) und (52) substituirt:

4 4
= VA —2i V=2t F VA2 V2%
e 1+735
Es ist jedoch V—27 = 1—1{ und V27 = 17, so dass

shil sy
SRR SFERN| . TT) S
i

fﬁ'(ﬁ: i 'é‘m—‘_a)




- WM

— (=) y1l—2z - (1417) y14+2:

4
-—-&) R
s 1+75

lll..(53}

und hieraus, weil

yi—2i :’/f’-i-l-]/ﬂ;'_l ]/{fs—.}/lT‘l_:i
/-. ]/2—5+1 / ‘/ j 172 Ssey
4 g V5-qY ' y5=1/Y 2._!.
yi42: = . 2 ]/ }
ist, folgt: :
2 f"'; V51 % 7 ==
¢ %”":‘ﬂ%@ If;vhﬂf% 3k :j/vs ﬁﬁ:t_l_g

« (35)

—_—
p—

2 13 0 ¥y5—1 -
/ _1!‘
175 Yo e

Ganz auf dieselbe Weise giebt uns die Gleichung:

P ( 2w ﬂm )
2-1"!
¢ z.-{-,; ]/1_5‘"4( ) e Y1y (22_&.)
1 g2 + ? g2 “_;i_?}

fiiv die ans (52) und (54) substituirten Werthe
L 80 _ iA—HVI—27 — (i4+1)VIF2;
L2 T 1F75

/i T T 7 ——
A fY5Fy¥SEl y5—1/¥Y5+1
= 15 h/ . Yewirts ]/ 2

e

L




et o W i R

LA

_l+l/5]/aTlf 2 lll.lill..liil (56)

Die beiden Ausdriicke fiir ¢ 4—5? und ¢ 8—;—’, die mit siebenstelligen Logarith-

men berechnet resp. 0,52047 -und 0,933522 geben, entsprechen auch der Relation
der elliptischen Funktionen, dass

g ITHECT
14-¢ 4_"’
2{8_@]/_1 . s SERCR I S i
f;%f: s i Sl
1+t 52

ist, Nun war -:—- = T»fl—-' , oder der halbe Bogen des Zweiges der

Lemniskate fiir die positive haihe Axe und z die Chorde dicses Bogens als Funktion

derselben = 1, d. h. 2 = ¢ -IZ ='1; dagegen fiir diesen ganzen Zweig war

z = gw = 0. Es werden also fiir diesen Theil der Curve, wenn wir die halbe

Axe a zuriick substituiren, die VVerthe dieser Chorden A B, A4 C, A D, A E, be-
L3

e . i . o 2w

zeichnen wir sie resp. - mit 2,y 2,y %y, %;, die der Funktionen ¢ e L sl

3w
i

o .
p 5 sein und also:

Y 2a 15~1
i A 553 1 ];' 5
: . = & 8 8 0 00 (58}

|
=

ty == Z5 = ]/v5+]f




Al g

Ausdriicke, die, wie man leicht sieht, sich durch Zirkel und Lineal allein con-

striiren lassen, da sie nur von Quadratwurzeln abhingen,

Nimmt man aber auch den Zweig fiir die negative halbe Axe (— a) hinzu, so
ergeben sich aus der Periodizitit der elliptischen Transcendenten so wie aus der
Relation von (57) fiir die Fiinftheilung der ganzen Figur die Chorden 4 C, AE,
AI, 4G und deren Werthe als folgende:

e 2a 2 ¥5—1 v imion: 2y P Y TR T |
40=15y3 ]/ﬁﬂ/ 3 =13y Vvs 2

SN 0 bs_1/YV5—1 (a1
Sk b =T V5 ""G**l-{-;fs /}/ +]/

und somit die vollstindige Lésung der Aufgabe.

Fiir die Siebzehntheilung derselben Curve geben die Formeln (7), darin ¢ =44

und §==1d gesetat:

. 940 VT—¢%id + gid VI—gidd

{‘p{'{—ﬁ—‘!}(j—r l—(ﬁgg‘du@Ea LN R (ﬁﬂ)
Um diesen Ausdruck als Funktion von ¢ ¢ zun entwickeln, benutzen wir die

Gleichungen (12), nach welchen

_ 2¢92dY1—g*24d 290y 1—g24

g 40 = TF 4524 und ¢ 2d= gy

ist; und hieraus wird, ¢d = x und @4dJ = = gesetzt, da ¢J = ipJ und

gt (id) = ¢* d ist, zuerst:

: /T— 22 V1+F a2 : 1—z2 V1422
¢ @+ 0= = r¥ +1T—t;iav - xS (61)

Wenn aber ¢ 2 J hier y genannt wird, so dass

2y yT= 37 | T=By F 8y =B Ty
= = /. und YT —2%
? R A T+y9)°

AR S N ST




1—6y*+3°
: (L4yH*
ist, woraus dann:

% 249 YT —7% (1 HYl—at i (l—69y2t y8
L s e S e TN

folgt, so erhalten wir durch die Substitution von
2rY1—2at —a 1—6a* a2t
YT T e VA4 =g
den Endausdruck:

0 UFi)d =2 vsunan
wo Z=4dxr (1—2%) Q1+ [A+ 29 4 162" (1 —2*)?]
[I— 62 L] 4 iz [+ 28 —6 (L4 2%y,
16 * (1 —a)? 4 2828 (1—2*)4] s o (63)
und N =[1+42")* 4 162* A —2")2]2—162* (1 —a?).
\ (I1—62*+2°)2 (1+2%)%
Auch hier hat, wie bei der Fiinfiheilung, der Ausdruck im Zihler und Nenner
einen gemeinschafilichen Faktor; es ist ndmlich
N = 124 2* 4 524 28 — 1400 212 |- 886 16 — 408 x20 |- 748 22
— 136 228 4 17 232
oder -
N = [1424 2% 124 x5 —280 12 — 378 216 | 424 220 | 380 24
— 40 28 | 232] - [400 28 — 1120 212 | 1264 219 — 832 220
-+ 368 x22 — 96 x28 | 16 x°2]
= (14 122 — 1028 — 20212 4 216)% 4 (20 2* — 28 28
+ 12212 — 4 216)2;
und die Summe dieser Quadrate in die imaginiren Faktoren zerfiillt, giebt:
N =1 + (12-420¢)2* — (10-+28i)x® — (20 — 127) 212
+ (1—4¢)21%] [1 4+ (12— 202) »* — (10 —287) &8
— (204+-127) 212 + (1+47)21%] csvsnnsoses (64)




.._24“

Fiir Z aber findet man Z = 2 Z,, und
Z, = (1 — 47) — (88 +} 56¢)at 4 (92 - 588¢) 8
— (872 | 728 7) x12 | 1990 x16 — (872 — 728 ¢) 220
-+ (92 —058817) x2% — (88 — 567) 228 - (1 -} 44) 232
oder :
Z, =[1—4: — (20 —12¢) 2" — (104 28¢) 28 4 (12 + 201) »12
+ 216] [14-(12—207) x* — (10 — 287) x® — (20 F 12¢) 212
SETQL SR w18] T S AN TR T e e T . (B5)
und somit wird, nach der Division von (64) und (65) durch den gemeinschaft-
lichen Faktor:
2t [1—4:i— (20 —12) 2*— (10 1-287) 224 (12}-207) r12}- 216
glEnpes 1+[ (12+2UE} .r‘—(ll:f]]+23(i) j—(zjeszi} .j;%il—;f;;uelg -(66)
ein Ausdruck, der, abgesehen yon dem Faktor x ¢, in Zihler und Nenner symme=

trisch ist in Bezichung auf 2* und —I—, wie wir es auch bei ¢ (2 ¢) J fanden,

und der, wenn man ¢ = 44_ setzt, wodurch ¢ (44 7)d=0 und t'—gc-*i—i

wird, die einzelnen Werthe von ¢2 s _'_3 y 2 42_{_'3 etc. mach der oben an-

"egebenen Methode nur durch grosse Rechnungsschwierigkeiten finden Iisst.

Wir diitfen uns jedoch aus derselben nur an den Beweis erinnern, dass
Lo e AR
f-e 4-fz 4-pi
die 8 verschiedenen Wurzeln der:Gleichung :

16 - (124-207) 212 — (104-284) 08— (20 — 124) a* (L= 4i) =0 . , (67)
sind, da_sich deren Wu:ze!n durch die unmittelbare  Aullisung derselben Jeichter
finden lassen.

Wit kénnen ndmlich dieselbe auch unter die Form bringen:
[z1¢ 4 (124-208) 212 — (46 — 116 ¢) 28 4~ (148 - 156 &) v+ - (77 — 36 )]
—= (36— 144+) w8 (168 - 1444) 2 - (76 — 32i)] = 0

oder




(v + 6 +100) £ 4-0—20)2 —(6iat - 442i)2 (1 =4i) =0
und hieraus werden leicht die Faktoren abgeleitet:
r3+(6+10i+ﬁiVW-v*-{-Q—i&s‘—l—(&-{-Ei}Vl_—iTzﬂ . (68)
64+10i—6i yT—&:) a*+9— 2 — @42 VT—4i =0 ;

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt zur Bestimmung von 2:

P SR T £ ey T ]/_.34+ 08i— (34— 161) V1 —A&i =0

w3 5 3IVI— AT — 1/—34+68£—{34—-16£)V'_1_:ﬂ=0
oder
Z4 8 53y 1 —&: —H 1—4: (1+4¢+(m—1)n-—4e) = 0| (69
at 3453y 1 —44 -1’1—4: (1+4t+(2;~1) Vi—%) =0

aus der zweiten dagegen:
ot (3450 —3iV T =42 +1?:1 — 7 (i (1 48) 4 @+4)VTI—E) =0| 60y
ot (345 —3 VT — 4 —VI—4:i(iA+4)+ @+ Vi—%) =0
Dic 4 Gleichungen (69) und (70) geben dann die 8 verschiedenen Werthe von

o | (2w ) 8o
a2 oder von ¢? [—-—.- @ |=—=!, « s 0 @ I-—
R B0 P Tl Er)? e fe ¥y
man die irrationalen Formen beibehalten, in demselben Maasse komplizirt wie die
bei der Fiinftheilung einfach sind, wenngleich sie nur von Quadratwurzeln abhiingen,
Die Berechnung mit sichenstelligen Logarithmen ergab fiir die 16 verschiedenen

Wurzeln der Gleichung (67) folgende Werthe:

2 welche, wollte

— + V= 15.225017 — 20,307804: , v, =L iwy,

&y

& !
Y = 0271813 T+ 0,70856 ¢ , @, =iz,

0,004526 — 0120307 i @q =iy,

4
Vo
&
e

H0320% — 0,270585 ¢, a4y =L iagn




= g8 =

%

Verwandelt man iiberall in diesen Ausdriicken das Zeichen von ¢, so erhilt

< .l, @p* {42:13.] ov e @2 48_&)1. y und hieraus

man die Werthe von ¢? [4—1

mit Anwendung der Summenformel :
= ‘>°:1+s]/1 o'l + 25 ]/1 9‘|4+u
L [4—}-—:‘] v =

die verschiedenen Theile der halben Axe a als Chorden fiir die Siebzehntheile un-
serer Curve, die wir mit #y, wsy #y o « + g bezeichnen wollen, und bei denen die
Maglichkeit einer geometrischen Construktion einleuchtend ist, da sie mur von Qua-

v (gt 1=

dratwurzeln abhiingen,

Der Gang der Rechnung wird am einfachsten, wenn man die Ausdriicke von
(71) in die Form bringt:
i i ]}“‘J“!". == i?’?‘ (cos ¢ -+ 7 sin )
and (1 — @) +bi = ¢ (cos ¢ sin ),
und auf eine analoge Weise die Indices ;, 5, bei xy, ¥, und x, anwendet.
Dann erhilt man aus den zusammen gehorigen Werthen von 2:

4
2yr yocos (%— - _‘1‘;)
I+ &

ot — + 0,4606045 a.

2 }jr ¥ o sin (% + %)

14 r i

+ Bk 2 ]j?‘,}fg,cus(ig— + i;_r)
14

2 ;’r,],fg,sin (%‘L 4 -!2&)
1+

= -+ 0,7446965 «

a = 1 0,9479800 a

a = 1 0,8613340 a.




e W=

4
2 YV 0, co8 %@ - %
14 r,

“"b=

a = + 0,9940963 a

2 VraVeasin (92 + %2)
14 r;

2 Vry Vs vos (B2 + %)
1+ rg

2 Vv, Vo, sin (%n s 3%-1)

N, = e a = 1 0,6080097 a.

Mg = T a = 1 0,3093421 a,

Ny =

a = -+ 0,1540212 a

Von diesen Ausdriicken entsprechen auch w,, wgy #g %, 80 Wie w;, u;, %o

ug der allgemeinen Relation:
2u, V1 — (uy)*

Ny = etc,

T4 (y)?

U, VI— (u,)% 4 u, VL (1,)%
1+ (wg)* (uy)* 2

und ¥, =

Wir haben demnach in dem positiven Theile der halben Axe der Curve
u, fiir die Theile 1 und 16. des Bogens,
g 2 und 15, - -
3 und 14,
4 und 13,
5 und 12.
6 und 11.
7 und 10,
8 und 9,

dagegen in der ganzen Curve ist:




o]
17
2w
17
Jw
17
4
17
Sw
17
6w
17

7w
17

Sw
17

— 0,3093421 a3
0,6080997 a3
0,8613340 a;
0,9940963 «;

0,9479800 a3

= 0,7446965 a ;

= 0,4606045 o;
= 0,1540212 ;5

Conitz, im Juli 1846.

acacace s TSP T

— 0,1540212 a;

— 0,4606045 a;
— 0,7446965 a3
— 0,9479800 a;
— 0,9940963 «;
— 0,8613340 «;

— 0,6080997 a;

= — 0,3093421 a.
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