
V orbemerkung: Vorliegende Arbeit verfolgt im wesentlichen das Ziel, an einigen
Beispielen zu zeigen, dafs die Determinanten auch für den elementaren Unterricht von
Bedeutung sind. Es wird nicht nur erkannt, dafs die Koeffizienten in den Gleichungen
besonderer Geraden Determinanten sind, und dafs gewisse Bedingungsgleichungen in dieser
Form erscheinen, sondern auch, dafs durch Benutzung einfacher Sätze dieser Formen eine
Vereinfachung der ßechnung herbeigeführt werden kann. Verschiedene der hier ange¬
gebenen Sätze sind bereits von mehreren Mathematikern behandelt. Da dieselben in den
meisten Fällen sich jedoch andern Untersuchungen, die mit der Geometrie des Dreiecks in
Verbindung stehen, anschlössen, so lag es wohl in der Natur der Sache, dafs die Beweise
für das Verständnis manche Schwierigkeiten boten. Es erschien mir daher nicht über¬
flüssig, auf diese Sätze nochmals einzugehen, um solche Beweise zu bringen, die ein einiger-
mafsen befähigter Primaner verstehen kann. Die Einführung gewisser Hilfsgröfsen zeigt
ferner in der äufsern Form der Bedingungen für kollineare und orthologische Dreiecke
eine Analogie, die verdient, hervorgehoben zu werden. Vielleicht führt dies zu neuen
Besultaten. Es sei mir ferner gestattet, auf einige Sätze von Determinanten drittel' Ordnung
hinzuweisen, da es nicht unmöglich ist, dafs sie einer Erweiterung fähig sind.

Während die Eigenschaften der kollinearen Dreiecke schon in elementaren Lehrbüchern
behandelt werden, sind die orthologischen Dreiecke, von denen bereits Steiner zwei Haupt¬
eigenschaften angegeben hat, erst in ganz neuester Zeit, hauptsächlich wohl durch die
Arbeiten veranlafst, welche sich an die Geometrie des Dreiecks knüpfen, in den Kreis
der Untersuchungen gezogen. Die Sätze darüber scheinen sich einer sehr verbreiteten
Bekanntschaft nicht erfreut zu haben. Ich schliefse dies daraus, dafs man Sätze aus der
neuern Geometrie des Dreiecks mit vieler Mühe bewiesen hat, die sich als einfache Folge
eines Hauptsatzes von orthologischen Dreiecken ergeben, und dafs Jahre vergingen, ehe
auf diesen Umstand hingewiesen wurde.

Von den Männern, welche sich mit diesen Dreiecken beschäftigt und ihre Eigenschaften
erweitert haben, kann ich nur Lemoine und Neuberg nennen; doch sind sicherlich noch
andere vorhanden, da Casey in seinem Werk: „Analytical geometry of the point, line,
cercle and conic sections, TT edition 1893" diese Dreiecke erwähnt.

1. Einleitung.
Im zweiten Bande des Journals von Cr eile S. 287 gab Steiner folgende Sätze:
Sind irgend zwei in einer Ebene liegende Dreiecke so beschaffen, dafs, wenn aus den

Ecken des einen auf die Seiten des andern in irgend einer Ordnung Lote gefällt werden,
alsdann diese drei Lote einander in einem Punkte treffen, so treffen auch diejenigen drei
Lote, welche in entsprechender Ordnung aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die
Seiten des ersten g-efällt werden, einander' ebenfalls in einem Punkte.



Oder
1. Fällt man aus einem willkürlichen Punkte D in der Ebene eines Dreiecks ABC

auf die Seiten des letztern Lote Da, Db, De, nimmt auf diesen Loten drei beliebige Punkte
a, b, c als Ecken eines Dreiecks an, und fällt auf dessen Seiten aus den Ecken des ge¬
gebenen Dreiecks in gehöriger Ordnung genommen die Lote, so werden sich dieselben in
einem Punkte d schneiden.

2. Nimmt man in ähnlicher Weise ein drittes Dreieck a 1 \ c 1 an, dessen Ecken in den¬
selben drei Loten Da, Db, De Liegen, so wird demselben auf gleiche "Weise ein Punkt d,
entsprechen, und alsdann liegen die Schnittpunkte der drei Paare entsprechender Seiten
des zweiten und dritten Dreiecks, d. h. die Durchschnittspunkte a, ß, y der Seiten bc
und bi Cj, ca und c t a 1; ab und a: b t in einer Geraden, und diese Gerade aßy ist zur
Geraden ddj senkrecht.

Eberty beweist diese Sätze mittelst der Eigenschaften der Chordale von zwei Kreisen
und damit zusammenhängenden Sätzen. Bei besonderer Lage der Gebilde können manche
der vorkommenden Hilfskreise imaginär werden, so dafs die Beweise nicht mehr elementar
bleiben. Solche Dreiecke erhielten auch keinen besondern Namen, vermutlich weil man
weitere Folgerungen nicht zog, ein Bedürfnis zu einem Namen somit nicht vorlag. Erst
viel später (Lernoine 1889) ist für diese Dreiecke die Bezeichnung als orthologische ein¬
geführt. Im Anschlufs daran sind dann die Schnittpunkte jener Lote orthologische Centra
genannt.

Ehe wir näher auf die Eigenschaften dieser Dreiecke eingehen, sei noch auf eine
andere Art von Dreiecken hingewiesen, die teilweise entsprechende Eigenschaften wie die
orthologischen aufweisen. Da für dieselben noch keine Bezeichnung eingeführt ist, obwohl
sie schon erwähnt sind, so seien sie durch folgende Eigenschaft gekennzeichnet.

Haben zwei Dreiecke solche Beschaffenheit, dafs die Parallelen durch die Ecken des
einen zu den Seiten des andern sich in einem Punkte schneiden, so werden auch die
Parallelen durch die Ecken des zweiten zu den Seiten des ersten in entsprechender Ord¬
nung genommen sich in einem Punkte schneiden.

Der Kürze halber wollen wir von solchen Dreiecken sagen, sie stehen in paralleler
Korrelation. Die Schnittpunkte jener Parallelen sollen die Centra der parallelen Korre¬
lation heifsen.

Die Bedingung für das Schneiden der angegebenen Geraden kann in die Form ge¬
bracht werden:

(l)sin(AB,C'B')sin(BC,AC')sin(CA,B'A')=sin(AC,C'B')sin(BA,A'C')sin(CB,B'A'),
wenn die Dreiecke ABC und A'B'C sind. Vertauscht man die Dreiecke mit einander, so
wird an der Eelation (1) nichts geändert. Aus dem Schneiden des ersten Systems von
Geraden folgt somit auch das Schneiden des zweiten Systems.

Man ersieht hieraus leicht, dafs man folgende Bedingung dafür erhält, dafs die
Lote von den Ecken des einen Dreiecks auf die Seiten des andern sich in einem Punkte
schneiden:

(2) cos(AB,B'C)cos(BC,CA)cos(CA,A'B')=cos (AC,B'C)cos(BA,CA)cos(CB,A'B').
Diese Eelation ergiebt ebenfalls die Gegenseitigkeit der Beziehungen.
Analytisch läfst sich dies ebenfalls leicht feststellen.
Sind x t , y,; x 2 , y 2 ; x 3 , y 8 die Koordinaten der Ecken von ABC, ferner u,, v t ;

u 2 , v2 ; u 3 , v3 die Koordinaten der Ecken von A'B'C, so sind die Bedingungen dafür,
dafs die Dreiecke in paralleler Korrelation stehen, bezw., dafs sie orthologisch sind, folgende:

(3)
Xl X 2 X 8 yi Ji y3
V, V2 V3

-
u x u 2 u 3

111 iii
= o,



X l X 2 X S yi J2 y»
u x u 2 u3 + ▼l V2 V3
1 1 1 111(4) u~ u„

Die Vertauschung von Xh mit u^, und y h mit Vh, wo der Index h die Werte 1, 2, 3
annimmt, ändert an den Bedingungsgleichungen nichts, woraus also die Gegenseitigkeit der
Beziehungen folgt.

Bei der Untersuchung weiterer Eigenschafcen solcher Dreiecke werden wir sowohl
Parallelkoordinaten, als auch Dreieckskordinaten benutzen, wobei die Gleichungen der
Seiten des Grunddreiecks x = 0, y = 0, z = 0 sein sollen.

(5) y_^= o, * •i= o, *.
*2 X3

2. Kollineare Dreiecke.
Für die folgenden Untersuchungen sollen der Kürze halber gleich einige allgemeine

Bemerkungen gemacht werden. Bezeichnen wir zwei zugehörige Dreiecke mit ABC
und A'B'C', so wenden wir Dreieckskoordinaten an. Das Grunddreieck ist stets ABC,
dessen Seiten a, b, c, dessen entsprechende "Winkel A, B, C sein sollen.

Es seien ABC und A'B'C kollinear; ferner x1 y, z,; x 2 y 2 z 2 ; x 3 y 3 z 3 die Koordinaten
von A', B', C, dann sind die Gleichungen von AA', BB', CC' bez.

y = o.
ys

Damit diese Geraden sich in einem Punkte schneiden, mufs die Bedingung (6) y t z 2 x3 =
z i x 2 Y3 erfüllt sein. Da diese Gleichung von x 2 , y 2 , z 3 unabhängig ist, so folgt, dafs die
relativen Koordinaten folgende Form annehmen können:

u + u x , v, w; u, v + vx , w; u, v, w + w 1 .
Sind Xh, yh> %h (h = 1, 2, 3) die absoluten Koordinaten, so müssen folgende Gleichungen

stattfinden können:
(7) X2 x2 = Ä3 x 3 , A3 y3 = ÄjV,, X1 zi = A2 z2 , wo die l zunächst unbekannte Pro¬

portionalitätsfaktoren sind. Dies ist aber der Fall, da die Multiplikation dieser Gleichungen
wieder zur Bedingungsgleicbung (6) führt. Legen wir für die relativen Koordinaten der
Ecken von A'B'C die vorher angegebene Form zu gründe, so sind die Koordinaten des
Kollineationscentrums

(8) IL —L
v w' während die Gleichung der Kollineationsachse ist:

(9) 2L + 2. + JL - o.
Die Bedingungsgleichung erscheint in ganz analoger Form, wenn man von den Gleichungen

der Seiten des Dreiecks ausgeht. Dieselben seien:
(10) l h x 4- mh y + nh z = 0, (h = 1, 2, 3).

Ist lx + niy 4- nz = 0 die Gleichung der Kollineationsachse, so sind die Bedingungen
für jene Koeffizienten;

(U) \\ T n? k = n"' 17 = T' daraUS f0 ^ :
(12) m 1 n 2 13 = n x 12 m 3 .

Die Gleichungen der Seiten können wir daher in folgender Form annehmen.
(13) (1 4- i.) x 4- my 4- nz = 0,

lx 4- (m 4- n) y 4- nz = 0,
lx 4- my + (n + v) z = 0.



Die Gleichung der Kollineationsachse ist dann:
(14) lx 4- my -j- nz = 0, die Koordinaten des Kollineationscentrums sind
(15) *x = ny = J'Z.

3. Dreiecke in paralleler Korrelation.
Die Dreiecke sind wieder ABC und A'B'C, und die Gleichungen der Seiten des letztern:

l h x + m^y + n h z = 0, (h. = 1, 2, 3).
Soll nun eine Gerade AS II B'C sein, so mufs ihre Gleichung die Form haben

l1x +m,y + n,z 4-k (ax 4- by + cz) = 0. Entsprechend lauten die Gleichungen durch B
und C parallel zu CA' und A'B'. Berücksichtigen wir, dafs in der ersten Gleichung der
Koeffizient von x verschwinden mufs, in den andern aber die von y und z, so finden wir
folgende Gleichungen dieser Geraden:

(16) y (am, —blj 4-z (an, —cLJ == 0,
z (bn 2 — cm 2) 4- x (bl 2 — am 2) = 0,
x (cl 3 — an 3) 4- y (cm. — bn 3) = 0.

Die Bedingung des Schneidens dieser 3 Geraden ist somit
(17) (am, — blj) (bn 2 — cm 2) (cl3 — an 3) 4- (an x — clj (bl 2 — atUg) (cra 3 — bn^) = 0.

Setzen wir (18) ß =
\ mx n i
l2 m 2 ^
k m 3 ns

und bezeichnen

0.
ist, so erhält sie

mit Lh, Mh, Nh die in lh, m^, n^ multiplizierten Unterdeterminanten von R, so nimmt die
Bedingungsgleichung (17) folgende Form an:

(19) abc (m t n 2 13 4- n x 12 m3 — 21x m 2 n3)
— bei, (cNj 4- bMJ — cam 2 (aL 2 4- cN 2 ) — abn 3 (bM3 4- aL 3)

Da ferner m, n 2 l s 4- n x 12 m3 — 2l x m 2 n, = R — (l x L x 4- m 2 M 2 4- n 3 ]
auch die Form:

(20) abcR-^bc^ (aL 1H-bM 14-cN 1)4-cam 2 (aL 24-bM2 4-cN 2 ) + abm(aL 3 4- bM 3 4- cN 3)] =0.
Die Gleichung einer Ecktransversalen durch A' parallel zu BC mufs von folgenden

Formen sein:
(21) Ax 4- ax 4- by 4- cz = 0,
(22) k 2 (l 2x 4- m 2y 4- n 2z) 4- k 3 (l 3x 4- m 3y 4- n3z) = 0.

Aus der Vergleichung folgt:
(23) l 4- a = k 2 l 2 4-k 3 l 3, b = k 2 m 2 4-k 3 m 3, c = k 2 n 2 +1?^ 113.

Bestimmt man aus den letzten Gleichungen k 2 und k 3 und setzt die Werte in die erste
Gleichung ein, so folgt:

(24) — 2L X = aL x 4- bM t + dS v
Die Gleichungen der Geraden durch A', B', C parallel zu BC, CA, AB lauten somit:

(25) x (bMj 4- cNjJ — bL,y — cL,z = 0,
— axM 2 4-(cN 2 4-aL 2)y—cM 2z = 0,
— axNg — byN 3 +(aL 3 4-bM 3)z — 0.

Die Bedingung, dafs sich diese Geraden in einem Punkte schneiden, ist daher:
(26) (bMj 4- cN,) (cN2 4- aL 2) (aL 3 4- bM3 ) — 2abcL x M, N3

— bcM 2 N3 (bMj 4- cNj) — calSTg L, (cN 2 4- aL 2 ) — abL x M2 (aL s 4- bMs ) = 0
oder auch

abc (M x N 2 L 3 4- IL, M 3 — 2L XM2 N 8 ) — bc (M2 N3 — M 3 N2 ) (bMx 4- cN x)
— ca (N3 L x — N x L 3) (cN2 4- aL 2) — ab (L x M2 — L 2 M,) (aL 3 4- bM3) = 0.



Nun ist M2 N, — M3 N2 = El,, N3 L x ■
LjMjN,

L 3 N, EiUj, L, M2 — L 2 M, = En 3. Setzt man noch:

P =

dP
dL,

L 2 M 2 N2
L„ M, N„

= M2 L 3

E 8, so ist

M3 L 2 El, s. w., daher

M 1 N2 L3 + N1 L 2 M3 -2L 1 M2 N3 = P - (L,
dP

M s
dP

3 d!SL 'dL, 2 dM,
: E(E-(l 1 L 1 +m 2 M2 + n3 N3 )

= E (in, n 2 lg + n x 12 m3 — 21, m 2 n 3).
Die Bedingungsgleichungen (19) und (20) sind daher identisch.
Nebenbei sei bemerkt, dafs der Ausdruck m x n2 13 4- n x i 2 m 3 — 21, m 2 n3 in sich selbst mit

der Determinante E
\ m, n i
k in, n 3
\ m3 n 3

multipliziert übergeht, wenn man statt der Gröfsen lh, mh,

nh die zugehörigen Unterdeterminanten setzt.
Einfacher gestaltet sich der Beweis für die Gegenseitigkeit zwischen Dreiecken, die in

paralleler Korrelation stehen, wenn man noch einen andern Determinantensatz benutzt.
Man habe folgende Determinanten:

A =
a il a i2 a !3

1

a 2l a 22 a 23 , B =
a 31 a 32 a 33 i

"n "12 "13
b 21 b^ b 53

.31 "32 "3s
aus denselben bilde man die Determinanten

cit o et
u n =

u„ =

b.„ b12 "13
U

13 b ll

12

J-22

'12 a 13
b b i'

^31 *h
b u b.

u„„ =

23 "21

"21 ^2

U 1Q =

A23

Mnn -----

°32 "33

^23 a 21
b b"33 u 31

a 31 a 32
"31 "32

welche Bildungen zusammengefafst werden können in Uhk =

dabei angenommen wird, dafs falls h 4-1 oder h + 2 gröfser als 3
Index gesetzt wird. Dann ergiebt sich folgender Satz:

ah, h +1, ah, h + 2
bk, h +1, bk, h + 2
wird, der um 3

, wenn
kleinere

(27) — b (a, 2 a 23 a31 aj, a32 a,l3 ).
-l32 u33 l

Sind die Determinanten A und B identisch, so folgt
A (a12 a23 a31(28) A, 2 A 23 A 31 . A A A

-°-21 ^32 ^13 dai dn a is)>

wobei Aj 2 , A 23 etc. die zu aj 8 , a2B etc. gehörigen Unterdeterminanten sind.
Setzen wir nun

(29) Fh = cm.h — bnh, Gh == anh — elh, Hh = blh •
so heifst die Eelation (17) jetzt:

amh,

(30) H, F 2 G3 G, Hj, F 3 0.

Die Gleichungen (25) erhalten durch die Einführung der genannten Gröfsen eine ein¬
fache Form. Es ist
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(31) bM, + cNj

(32) — bL x
= m

4= b (n 2 13 — n 8 12) + c (1 2 m 3 — 13 m 2)
== 12 (ClTLg — bllg) — lg (CIU,, --- bllj)
= ^Fg—1 3 F 2 ,
b (m 2 n 3 m 3 n 2) = m 2 (cm 3 — bn 3) — m3 (cm 2 — bn 2 )Q3 u 2

m 3 F 2 ,
(33) — cLj = — c (m 2 n3 — m 3 n 2) = n 2 (cm 3 — bn 3) — n 3 (cm, — bnj)

n 2 F3 • n8 F
Die Umformung der Koeffizienten in den andern Gleichungen (-25) ist ganz analog.

Dieselben lauten nun:
(34) x(l 2 F 3 — l,F,)+y(m 1 F,'

x(] 3 G 1 -l 1 G3 ) + y(mgG 1
F 8) = 0,

m, G3) + z (n 8 Gt + n x G3) = 0
• m 3 F ä ) + z (n 2 F 8 — n 3

x (1, H 2 - 12 HJ + y (m, H 2 - m 2 H,) + z (n, H 2 — n 2 H.) = 0.
dieser Gleichungen

diesen Geraden in
in einem Punkte.

Nach Formel (27) ist die Determinante aus den Koeffizienten
E(G l H 2 F 3 -H 1 F 2 G 3).

Wir erhalten also genau die Bedingung (30) für das Schneiden dieser Geraden.

4. Orthologische Dreiecke.
Die orthologischen Dreiecke seien wieder ABC und A'B'C, ebenso die Gleichungen der

Seiten des zweiten l h x + m h y + n h z = 0. Es seien ferner die Gleichungen von 3 Geraden,
die zu den Seiten von A'B'C' senkrecht stehen:

(35) ah x + bh y + Ch z = 0.
Die Geraden, welche dann durch die Ecken des Dreiecks ABC zu

gehöriger Ordnung parallel gezogen werden, schneiden sich alsdann
Setzen wir dann:

(36) F h = lh — mh cos C — nu cos B,
Gh = mh — nh cos A — lh cos C,
Hh = nh — lh cos B — mh cos A,

so sind die Bedingungen, dafs die Geraden ah x + b h y + c h z = 0 zu den Geraden
lh x + mh y + nh z = 0 senkrecht sind,

(37) ah F h + bh G h + c h H h = 0.
Sind x h , yii, z h die Koordinaten eines Punktes der Geraden ahX + bhy + ChZ — 0, so ist

(38) a h Xh + b h yh + Ch Zh = 0.
Aus den Gleichungen (37) und (38) folgt dann:

(39) a h : b h : c h = (Gh z h — Hh yh): (H h x h — F h z h ) : (F h yh
Setzen wir diese Werte von a h , b h , c h statt der Werte lh,

(17) ein, so erhalten wir die Bedingung, dafs ABC und A'B'C orthologisch sind. Die
Bedingung lautet:

(40) [a(H, x, -F, z,) -b(G t zj -H, y,)] [b (F 2 y2 - G 2 x 2) - c (H 2 x 2 -F a z,)] [c(G 8 z 3-H 3 y 8)

- a (F3 y8 - G3 x 3)] + [a (F, y, - G, xj - c (G, z, - H, y,)] [b (G2 z 2 - H 2 y s )

-a(H 2 x2 -F 2 z 2)][c(H 3 x 3 -F 3 Zg)-b(Fgy 3 -G 3 Xg)] = 0.
Indem wir x h , yh, z h als die absoluten Normalkoordinaten annehmen, lassen sich

einzelnen Faktoren des Ausdrucks in (40) umformen. Es ist
(41) a(H 1x I -F 1z 1)-b(G 1z 1-H 1y 1 ) = H 1 (ax 1+by 1+cz 1)-z 1 (aF 14 bG.+cH,) = 2JK,

b (F 2y 2 - G 2x 2 ) - c(H 2x 2-F 2z 2) = F.^+by.+oa.) - x 2 (aF 2 + bG2 + cH ) = 2JF 2 ,
c (G9zg - - H 3yg) - a (F 3y 3- G 3x 3) = G 3 (ax 3+by 3+cz 3) - y 8 (aF 3+bG 8+ cH 8 ) = 2JG 8 ;

G h x h ).
mh, n h in Gleichung

die

I
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denn es ist aFh + bGt + cHh = 0. Für die Faktoren des zweiten Gliedes der Gleichung (40)
erhält man die Gröfsen — 2JG ]: — 2JH 2, — 2JF 3) wobei J den Inhalt von ABC bezeichnet.
Die Bedingung des Schneidens der 3 Geraden lautet daher nach Auslassung des Fak¬
tors 8J 3 jetzt:

(42) Hj F, G3 — G; H 2 F 3 = 0, eine in ihrer äufsern Form gleichlautende Bedingung
mit der der parallelen Korrelation.

Die Auflösung der homogenen Gleichungen:
lgX + m.,y + n,z = 0, l s x + m8y + n 3z == 0,

giebt (43) x : y : z = L t : Mj: N x, d. h. die Koordinaten der Ecke A' des zweiten Dreiecks
sind den Gröfsen L u Mj, N, proportional. Ebenso sind die Koordinaten von B', C pro¬
portional zu L 2) M 2, Ng, bez. L s , M3, N3. Die Gleichungen der Lote von diesen Ecken auf
die zugehörigen Seiten des Grunddreiecks sind dann folgende:

(44) x (Nt cos C — M 1 cos B) + y (Ni+L^ cos B) — z (Mj + L, cos O) = 0,
—x (Nj + Mg cos A) + y (L 2 cos A —- N 2 cos 0) + z (L 2

x (M s + N3 cos A) — y (L 3 + N3 cos B) + z (M3 cos B
Es ist (45) Nj cos C — M] cos B = (1 2 m3 — lj m 2) cos C — (n 2 13

M 2 cos C) = 0,
- L 8 cos A) = 0.

n 3 12) cos B

N"i + L x cos B

m 3F ä

= I3 (I2 — m 2 cos C — n 2 cos B)— lg(l 3 — m 3 cos C —n 3 cosB)

— m 3 n 3 ) cos B
cos B) — m 2 (lg — in 3 cos C — n 3 cos B)

h F 2 — I2 ^3
-13 mg + (m 2
— m 3 cos C —
-m 2F s .

Entsprechend lassen sich die übrigen Koeffizienten der Gleichungen (45) umformen.
Die Gleichungen erhalten dann die Gestalt:

(46) x (lg F 2 - l, F 3 ) + y fm, F 2 - m 2
lgGJ + yKGx G, G3

fagF 2 ■n,F 3 ) + z
m3 G,) + z ( n i G"s — n<

h H 2) + y (m 2 H i — m, H 2 ) + z (n 2 H, — n x H 2)

F s ) = 0,
GJ = 0,

0,
also genau die Gestalt der Gleichungen (34).
Gleichungen

B, (Gt H 2 F 3 — Hj Fg G3), woraus also die Gegenseitigkeit der
Beziehungen folgt.

Nach Formel (27) ist die Determinante dieser

orthologischen

I
5. Kollineare Dreiecke, die zugleich orthologisch sind.

Die Dreiecke, deren Eigenschaften wir zunächst mittelst kartesischer Koordinaten unter¬
suchen wollen, seien PQR und P'Q'R'. Indem wir den Anfangspunkt als Kollineations-
centrum wählen, können wir für die Ecken der Dreiecke folgende Koordinaten annehmen:

PQE : xl; yx ; x2 , y2 ; x3 , y3 ;
P'Q'E' : lx x , lyx ; mx 2 , my 2 ; nx 3 , ny 3 .

Die Gleichungen der Geraden durch P, Q, R senkrecht zu Q'B/, E'P', P'Q' sind dann:
(47) x (mx, — nx 3) + y (my s — ny 3 ) — m (x t x 2 + y, y,) -f n (x, x 3 + yj y 3) = 0,

x (nx 3 — lx x) + y (ny 3 — lyj — n (x 2 x3 + y, y s ) + 1 (x 2 x, + y2 y,) = 0,
x (lxx — mx 2) + y (lyi — my2) — 1 (x 3 x, + y3 yx ) 4- m (x3 x 2 + y3 y2) == 0.

Da diese Gleichungen die Eigenschaft haben, dafs die Summe der Koeffizienten von x
und y verschwindet, so mufs auch die Summe der andern Glieder verschwinden. Die Be¬
dingung, dafs die Dreiecke orthologisch sind, ist daher

(48) (x 2 x 3 + y 2 y3) (m — n) + (x 3 x, + y3 y,) (n - 1) ( s i *j + yi y») (1 - m) = 0
2
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®fcf (§Mäkwp» i4%>' <$^i*!feffi <$»sfe P'^^K' ssffläb©dbffc zun «QJK^]BF„Bä Jkaofem::

0§) *fo—%;+yfo — Jfi|— 1 j*»% + y*y*—fo*» + 7«y»j} = •.

s (g, = %U + f (fi = f|J — » I % % + j t $\ — K% ^ + y, J2) j = *■•
Si"jg#'äflS Mgjt &#<**>> <&$§ <Üfe Jl^itffl^pmg;,d&fe Älb «Hes® Cferadlen iim eömem PmmDtte

f}§? %mm feslte' fife« wfr «am Mgmä® Bmeklmtmgm eim;
%y* i| %Ji «am

%$f8 i %gfs Im |
tu,, i? i (6£) i»s»(%^ + y»y») — n(^t% + y»y s )*

ffi%,ai, 1, == Kg,, q j= » (SjS^+yjy*) —1 (XgX, + y,yi),
»% fl,. 1 1 r s» 1 (x, % + yg yt ) — 1*1(3% % + y, ys ).

(6# tf m> I fo % + y, y,)— i fe % + y* y,),
?sffl & % + y, y,) — m (x^ x, + yt y,),
/ m s (% #i + f, y,) - ii (sj, x, + y» f t ),

{U) %s y§ =% § y § m %,, x»y f — x, y s — Zg, %y 2 — *»yi = z sr
Aft§ 4i§§©8 ffMäraagia Mgt meiert;

(61) Zj * 2, + ^»sD, (67) fflfl Zt + Hl Z, + Im Zs = D',
(61) p + q+f s p' + q' + i'' ss 0,

ÜJMl dftfifi Sg,y§ dl© Kööi'dia&toade« Sehaittpunktes der Geraden (47) (des orthologi-
§§h§fi ö§flti!ua§ &§§ Drikeks PQE ia Bezug auf P'Q'B'), ho ergiebt sicli

(61) D's s ■ T (piyi + toy f + rny 9),
D y 8 s« p«j 4= qrnsg + rnx8 .

Üfiri. So', y,/ die Keeffliaatifl Am Sebaittpmnktes der Geraden (49) (des orthologischen
ögafe'öffii vea f Q'B' in Sigag auf PQB), ho folgt ebenso:

By e ss i/xj + q'i a +r'x 8 ,
All§ flu' dliiehaai (48) folgt nun, dlft wir die in p, q etc. vorkommenden Gröfsen

Ifelfe + yfeys dit'eb S HilfsgröfB« ausdrüektm können. Us folgt:
(Sl) s s lg + y, y8 s ^ 1 + X\ i 8 Sj + y, y x =b A m + A', s t s 2 + y t y2 = A n + X.

Baaa ist
(II) p =g A'(ffi = a), q ■ A>-1), r = X {\ — m),
(SS) p' aa — M (m == a), q» - — *m (a — 1), r" = — An (1 - m),

s§eait (S4) pla t + qma 8 + vaaa b A' jlttj (ai =- a) + um, (n — 1) + nu„ (1 — m)]

efe§a§e (Si) p'uj + %\ + ii'i\8 = — k K„.
Bits fkbfe tkaa

B*i» b =**%» D'y 0 « A'K*, (67) Ds 9'= AKy, Dy 0 '= -AK S .
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Die Ämirfi]knmiiig d«r JEtesimmmig estgidbft feucht::

(fl) xK y —yKs + B*— IrnaD = 0.
Wir' sehen, daaraws» d&fe diasse Qterad© tot GearaÄBi (69) saafes^dkl ist.
Ek «tffirfte nicht iafeeirffiisssig seüa, dies® BigepauädkaftsÄher Breieeke ameln saitttlst Breit--

eekskoordniateaL"zm hdhaiadelii, mma ©jbanasehett, "weteSäe BedeutuM 1 die DfetesfflaäBfteaift
der sndLyÄdhcmGteönietriehalbem. "Wir henuftrasa dabei die T©m©r testg%stettteft
gemgrai für Kolmeatikni und Ortkolegie.. Die CHeietaagea den- Seiten m&m
A'B'C, das zum Granddpeieck: ABC? Isettinear ist» süad;

(72) (l + ^x + my+nz = 0,
lx + (m-f-|i)y + nz = 0»
lx + my + (n -T- v) % = 0,

das Centruui der Kollineation ist dann durch die Gleichungen As se j«y ss *g
und die Gleichung der Achse ist lx 4- my +ni = 0.

Die Bedingung der Orthologie war in die Form Ht Fa% — Q^FgHg ss ö
Setzen wir nun

(73) L = 1 —mcosC — n cosB , 31 — n— neosA —IcosO»
~E = n — 1 cos B — m cos A, so erhalten wir für dieselbe:

(74) (E-X cos B)(L-« cos C)(M-* cos A) - (II- A<m»C)(N- j»cos4)(L-veoaJB) at 0
oder

iMN + LicosA, 2, cosA
(75) »L + MmcosB, m, cosB

JLM + NycosC, v, cosC
Die Gleichungen der Lote von A, B, C auf B'O, C'A\ A'B» sind

(76) y(N —AcosB) — z(M —ÄcosO) = 0,
z (L —« cos Cj — x (N — fi cos A) == 0 ,
x (M — j' cos A) — y (L — v cos B) = 0 ,

Der Schnittpunkt dieser Geraden, d. h. das orfchologisoh© Oentrum ^fQn ABÖ besüglieli
A'B'C giebt:

Bireteetes

(77) (L — v cos B) (L — ri cos 0) pä — v cos A) (L — (Heos 0)
_____ z

(L — v oos B) (N — « eoi A)'
a*
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Die Gleichung des Lotes vom Centrum auf die Achse der Kollineation isr:
(78) Ax(Mjt —Nv)4 ny(Nv — LA)4-»*z(LA — Mp) = o.

Soll das orthologische Centrum von ABC auf dieser Geraden liegen, so gilt folgende
Gleichung:

(79) A j L 2 — L« cos C — Lv cos B + fiv cos B cos C j (M/i — Nv)
+ ft JLM — Li-cos A — M,ucos C + uvcos C cos A j (Nv — LA)

+ v | LN — L;U cos A — Ni> cos B + /uv cos A cos B (LA — Mju) = 0 .
Die aus den ersten Gliedern des Polynoms in der grofsen Klammer hervorgehenden

Glieder der ganzen Summe geben offenbar 0. Wir bezeichnen dann die Koeffizienten der
in MN, NL, LM, L, M, N multiplizierten Glieder mit MN, NL, Li, L, M, N, und

X(xv cos A (v cos B — f.i cos C),
= (.iS cos B (A cos C — v cos A),

= [iv 2 cos C ((« cos A — A cos B).

erhalten
(80) MN = fxv (v cos B — (j, cos C), L

NL = /.tv (A cos C — v cos A), M
LM = (Uv(/ucosA — AcosB), N

Die Relation (79) wird daher nach Fortlassung des Faktors /.iv:
(MN 4- LA cos A) (v cos B — p cos C) 4- (NL 4- Mjt cos B) (A cos C — v cos A)

4- (LM 4- Nv cos C) (ft cos A — A cos B) = 0 .
Wir finden daher, dafs die Bedingung, dafs das orthologische Centrum von ABC auf

dem Lote vom Kollineationscentrum auf die Achse liegt, identisch ist mit der Bedingung,
dafs die Dreiecke kollinear und orthologisch sind. Da ferner die Dreiecke in ihren ortho-
logischen Beziehungen vertauscht werden können, ohne dafs sich Achse und Centrum der
Kollineation ändern, so ergiebt sich der Satz: (81).

Sind 2 Dreiecke zugleich kollinear und orthologisch, so liegen die orthologischen
Centra und das Kollineationscentrum auf einem Lote zur Kollineationsachse.

6. Kollineare Dreiecke, die in paralleler Korrelation stehen.
Die Dreiecke seien wieder mit PQB, und P'Q'B/ bezeichnet, die Koordinaten der

Ecken wie in Nummer 5, sodafs also der Anfangspunkt das Kollineationscentrum
ist. (Fig. 1.) Die Gleichungen der Geraden durch P, Q, E parallel zu Q'E', E'P', P'Q'
sind dann:

(82) x (my 2 — ny 3) — y (mx 2 — nx 3) — mZ 3 — nZ, = 0,
^ (ny 3 - ly t ) — y (nx 3 — lx x) — nZ x — 1Z, = 0,
x (lyi — my 2) — y(i*i — mx 2 ) — iz 2 — mz, = o,

wo Z ( , Z 2 , Z3 die durch die Gleichungen (55) gegebenen Ausdrücke sind. Hieraus folgt,
sich in einem Punkte S schneiden, wenn die Bedingungsgleichungdafs diese Geraden

stattfindet:
(83) (m + n) Z t 4- (n 4-1) Z, + (1 + m) Z3 = 0.

Die Gleichungen der entsprechenden Geraden durch P', Q', W sind dann:
(84) x (y, - y8 ) - y (x 2 - x 3 ) -1 (Z 2 4- Z s ) = 0,

s (y» — yJ — y ( xs — ^) — m (z 3 4- z t ) = 0,
x (yi — y2) — y fr — ^ 2) — n (Z, + z 2 ) = 0.

Die Bedingung, dafs sich diese Gerade in einem Punkte S' schneiden, ist die obige.
Es läfst sich hieraus durch Benutzung eines einfachen Determinantensatzes eine Folgerung
machen. Es bedeutet Z, 4- Z 2 4- Z8 = D offenbar den positiven oder negativen doppelten
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Inhalt des Dreiecks PQB und ebenso mnZj + nlZ 2 + lmZ 3 = D' den von P'Q'B'. Denken
wir uns nun den Inhalt eines Dreiecks noch mit einem Zeichen versehen in der Weise, dafs
ein Dreieck PQB positiv sein soll, wenn die Reihenfolge der Ecken PQB in derselben Art
der Drehung geschieht, wie die Beihenfolge der Quadranten der Koordinatenachsen, im
entgegengesetzten Falle aber negativ, so bedeuten D und D' den doppelten Inhalt der
Dreiecke PQB und P'Q'B'. Wir haben nun folgende Gleichungen:

y t (1 ± m) (1 ± n)
(85) x 2 y2 (1 ± n) (1 ± 1)

, y, (1 ± 1) (1 ± m)
y, (1 ± m) (1 ± n)

, y2 (1 ± n) (1 4 1)
, y3 (1 ± 1) (1 ± m)

Setzen wir daher:
(1+ l)x 1; (1+ l)y x ,

(87) (1 + m) x 2 , (1 + m) y2 ,
(1 + n) x 3 , (1 + n) y„

(86)

x i yi i
s 2 y2 i
x3 y3 i
(1+ l)x,
(l±m)x ;

+

(1+ n)x s

i y4 um
* y2 nl
s ys im

(i± i)y„ i
(l±m)y 2 , 1
(1± ii) y„ 1

= D + D',

= T,
li>(1- 1):

(1 — m)x 2 ,
(1 — n) x 3,

(i- i)y 1(
(1 — m) y2 ,
(i — n) y s .

= T'

so ist
(88) T = T' = D + D'.

Tragen wir nun OP', OQ', OB' von P, Q, B erst nach einer Bichtung (Fig. 1) ab, ent¬
sprechend den Zeichen von 1, m, n, wodurch wir die Punkte U, V, W erhalten, dann
ebenso nach der andern Bichtung, wodurch wir die Punkte IT', V', W' erhalten, so geben
uns die Grröfsen T und T" offenbar die doppelten Inhalte der Dreiecke UVW und IT'Y'W.
Somit gilt der Satz:

(89) Stehen 2 kollineare Dreiecke PQB und P'Q'B' in paralleler Korrelation mit 0
als Kollineationscentrum, und trägt man von P, Q, B auf den Strahlen OP, OQ, OB die
Längen OP', OQ', OB' nach beiden Bichtungen ab, wodurch man die Punkte U, V, W
und TJ', V, W erhält, so sind die Dreiecke UVW und TP VW einander gleich und zwar
gleich der algebraischen Summe der Dreiecke PQB und P'Q'B'.

Wir führen nun folgende Hilfsgröfsen ein:

(90) H u =

(92) J

Pu x 1 1
m 2u 2 m 1 ,
n 2u3 n 1

mn 1 1 P 1 1
nl m 1 = m 2 m 1
Im n 1 n 2 n 1

Q Z 3 + nZ 2, 0Lo = n Z,

(91) H' u =
u, 1 1
u 2 m 1
u 3 n 1

1Z 3 , r 0 = lZ, + mZ 1 ,
q' 0 = m (Z, + ZJ, r' 0 = n (Z x + Z 2),

ist.

(93) p 0
(94) p' 0 =l(Z 2 + Z

so dafs auch hier p 0 + q 0 + r 0 = p' 0 + q'o + r'o = 0
Aus den Gleichungen:

Z, +Z 2 + Z 3 = D,
(m + n) Zj + (n + 1) Z 2 + (1 + m) Z 3 = 0,
mnZ, +nlZ 2 +lmZ 3 = D'

folgt
(95) JZ l — (m — n)I)' + l 2 (m — n) D,

J Z 2 = (n — 1) D' + m 2 (n - 1) D,
J Z 3 = (1 — m) D' + n 2 (1 — m) D.

Die Gleichungen (82) geben uns die Koordinaten des Schnittpunktes S der betreffenden
Geraden, welche mit x 0 , y 0 bezeichnet werden sollen.
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(96) x 0 D' == pobq + q 0mx 2 + r 0nx 3 ,
y 0D' = p 0ly, + qomy, + r 0ny 3 .

Aus den G-leichungen (84) erhält man analog für die betreffenden Koordinaten x 0 ', y 0 '
des Schnittpunktes S' die Werte

(97) x' 0 D = p'oXj + q' 0 x 2 -fr'oX 3 ,
y' 0 D = p'oyj + p'oya+r' 0 y 3 -

Nun ist
— J-p 0 = — z/(mZ 3 + nZ 2) = — m(l — m)D' — mn 2 (l — m) D,

— n (n — 1) D' — m 2n (n — 1) D,
oder

(98) — z/p 0 = (m — n) lmnD + (m — n) (1 + rn + n — 21) D',
ebenso:

(99) — z/p'o = 1 (m — n) (mn + nl + Im. — 2mn) D +1 (m — n) D'.
Die G-röfsen q 0 , q' 0 etc. erhält man hieraus durch cyklische Vertauschung. Wir erhalten

(100) J (polxj + qomxj + r 0nx 3 ) = — lmnDK x — (1 + m + n) D'K X + 2D'H X,
(101) J (p' 0x, + q' 0x 2 +r' 0X3) = — (mn + nl + Im) DK X + 2Dlmn H' x — D'K X,

also
(102) x 0DD'^ = 2DD'H X — D 2lmnK x — DD' (1 + m + n) K x ,

x' 0DD'^ = 2DD'lmnH' x — DD' (mn + nl + Im) K x — D' 2KX.
Daraus folgt weiter:

DD'i x °"i" x '° = DD'(H x + lmnH' x )

_ Kx r Daimn + D D -(mn + nl + Im + 1 + m + n) + D' 2 l

Der Ausdruck von DD '/l ^° •<—° lautet ganz entsprechend, es wird nur Xh mit yh ver-
tauscht. Die Gleichung der Kollineationsach.se von PQR und P'Q'B' war vorher (71) an¬
gegeben.

xK y -yK x +D'— lmnD 0.

Setzen wir in dem Ausdruck der linken Seite nach Multiplikation mit DD'^ die Werte
von —-------° und JO J ° ein, so erhalten wir:

(103) DD' [Ky H x — K x H y + lmn (Ky H' x — K x H' y)]
+ DD' 2.// — lmnD aD'z/.

Betrachten wir nun den Ausdruck K y H x — K x H y
= A 2x x (m - n) + m 2x 2 (n — 1) + n 2x 3 (1 — m) \ Ay, (m — n) 4- my 3 (n—1) + ny 3 (1 — m) \

— (l 2yj (m — n) + m 2y2 (n — 1) + n 2y 3 (1 — m)) ((lx x (m — n) + mx 2 (n — 1) + nx 3 (1—m)) ,
so ergiebt sich sofort, dafs bei der Entwickelung die Glieder verschwinden, welche in
x iyi> x 2Ji' X3J3 multipliziert sind. Die in Xgy3 multiplizierten Glieder des ersten Pro¬
dukts sind:

m2:Q x a Ja ( n — 1) (1 — m) — mn 2 x 2 y 3 (n — 1) (1 — m).
= — z/mnx 2 y8.

Diesem entspricht im zweiten Produkt ein Glied mit x 3 y2 , das aber das entgegengesetzte
Vorzeichen hat. Demnach ist

(104) H x Ky —H y K x = — z/(mnZ 1 + nlZ 2 + lmZ 8 ) = —JD'.
Ebenso ergiebt sich die Gleichung:

(105) H' x K y —H' y K x = z/(Z x + Z 2 + Z 3) = JB.
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Der Ausdruck (103) verschwindet daher, woraus folgt, dafs der Mittelpunkt der Strecke
zwischen den Centren der parallelen Korrelation auf der Kollineationsachse liegt. Wir
können also folgenden Satz aussprechen:

(106) Wenn zwei kollineare Dreiecke in paralleler Korrelation stehen, so halbiert
die Kollineationsachse die Strecke zwischen den Centren der parallelen Korrelation.

Zusatz. Liegt also das eine Centrum auf der Kollineationsachse, so auch das andere.

7. Dreiecke, die zweifach kollinear oder orthologisch sind oder zweifach
in paralleler Korrelation stehen.

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C können sich sechsfach entsprechen. Diese sechs Fälle
sind. Es entsprechen sich:

B und ß', C und C,1. A und A',
2. A und B',
3. A und C",
4. A und A',
5. A und C,
6. A und B',

B und C. C und A',
B und A', C und B',
B und C, C und B',
B und B', C und A',
B und A', C und C.

Soll eine der genannten Beziehungen zweifach sein, so bilden die drei ersten Fälle eine
Gruppe, sowie auch die drei letzten. Von den drei ersten Fällen sagen wir, dafs sie in
cyklischer Permutation stehen. Da zwischen denselben ein Zusammenhang besteht, so
bieten sie das Hauptinteresse dar und sollen hier allein betrachtet werden. Der Fall der
Kollineation ist schon früher untersucht z. B. von ßosanes im zweiten Bande der „Mathe¬
matischen Annalen von Clebsch"; ebenso von Schröter ebenda, vonValyi im 70. Bande
des Archivs für Mathematik und Physik. Weniger behandelt sind die mehrfachen Be¬
ziehungen der Orthologie und der parallelen Korrelation; doch haben sich Lemoine und
Neuberg mit ihnen beschäftigt und zu einer Grundeigenschaft noch manches hinzugefügt.
Der Vollständigkeit wegen, da unsere Formeln damit in Zusammenhang stehen, soll darauf
noch, wenn auch nur kurz, eingegangen werden.

Für die Betrachtung der Kollineation benutzen wir die Relation (12) in N. 2 •
m i n 2 h — n i h ms = °-

Soll nun A zu B', B zu C\ C zu A' entsprechend sein, so sind nur die Indices cyklisch
zu vertauschen. Für den Fall der zweifachen Kollineation in cyklischer Permutation er¬
halten wir:

(106) m^lg—njl 2 m3 = 0,
mäiig^ — ^lgUij = 0.

Aus diesen folgt also auch:
l1 m2 n 3 —njlgmg = 0,

d. h. es entsprechen sich A und C, B und A', C und B'. Die Dreiecke sind also drei¬
fach kollinear.

Die Bedingung für Orthologie oder parallele Korrelation lautet GjH 2F 3 — HjF 2G3 = Ö;
wobei freilich die Bedeutung der Gröfsen andere sind. Aber auch hier giebt die cyklische
Vertauschung der Indices die Zugehörigkeit von A und B', B und C, C und A'. Daher
findet bei zweifacher Beziehung in cyklischer Permutation stets eine dreifache statt.

Von Lemoine ist dann noch eine weitere Folgerung an die Dreiecke geknüpft, welche
zweifach orthologisch in cyklischer Permutation sind.

Sind zwei Dreiecke ABC und A'B'C orthologisch, so folgt leicht, dafs die Seiten des
Dreiecks A'B'C parallel den Seiten eines Dreiecks sind, dessen Ecken die Fufspunkte der
Lote von einem willkürlichen Punkte P auf die Seiten von ABC sind. Wir nennen dies
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Dreieck das Fufspunkfcdreieck des Punktes P in Bezug auf ABC. Man kann nun fragen,
welche Kurve inufs der Punkt P durchlaufen, damit die Fufspunktdreiecke desselben ortho-
logiscli in cyklischer Permutation sind. Der Punkt P habe die Koordinaten x,, y,, z,, dann
sind die Koordinaten der Fufspunkte A 1 , B ls C x von P bez.

(107) Aj: 0, y, + x t cos C, z, + xi cos B,
Bj: x, + J t cos C, 0, z x + y. cos A,
0,: x, + Zj cos B, Vj + zx cos A, 0.

Die Lote von C 15 A t , B t auf BC, CA, AB haben somit die Gleichungen:
(108) xcosB (yj + ZjCosA)—y cosB (x, +z 1 cosB)+z(x 1 cosC+y 1 +ZjSinBsinC) = 0,

x(x 1 sinC sinA+y t cosA + z 1)+ y cosC (x t cosB+Zj)—z cos C(x 1 cosC+y 1 ) = 0,
— x (y1 cosA4-z 1 )cosA+y 1 (x 1 +y,sinAsinB + z 1 cosB) + zcosA(x 1 -|-yi cosC) = 0.

Sollen diese Geraden durch einen Punkt gehen, so mufs die Determinante dieser Glei¬
chungen verschwinden.

Setzt man cos A cos B cos C = v, sinA sin B sin C — (i, so erhält man daraus also
die Gleichung:

(109) v(y1 +z 1 cosA)(z 1 +x 1cosB)(x 1 +y 1 cosC)—j'(yiCosA+z 1)(z 1 cosB+x 1 )(x 1 cosC+y 1 )
+ (Xj+y x sinA sinB+Zj cosB) (xx cos C+yj + Zj sinB sin C) (xj sinC sin A+y x cos A+z t )
+ cos B cos C (j 1 + z 1 cos A) (xx cos C 4- yj (x 1 + y, sin A sin B + z t cos B)
+ cos C cos A (yt cos A + zx ) (xt cos B + z t ) (xs cos C + yx +z x sin B sin C)
+ cos A cos B (x x + Zj cos B) (xx + y, cos C) (x x sin C sin A + y1 cos A + z x) — 0.

Die Ausführung der Rechnung ergiebt, wenn man noch die Relationen benutzt:
sin 8 A + sin 2 B + sin 2 C = 2 (1 -f- v), sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 4 ,u.

(110) /u(x 1 s sinA + y 1 3 sinB-l-z 1 s sinC) + 2x 1y 1 z 1 j (14 vf + ^ j
+ x t 2 y t sin A sin C (sin 2A + 2 sin 2B) + x t j t 2 sin B sin C (2 sin 2A + sin 2 B)
+ y^z, sinB sin A(sin 2B + 2 sin 2 C) + y x z x 2 sin C sin A (2 sin 2B + sin 2 C)
+ z, 2 x, sin C sin B (sin 2 C + 2 sin 2A) + z, Xj 2 sin A sin B (2 sin 2 C + sin 2A) = 0.

Ist r der Padius des Umkreises im Dreieck ABC, und setzt man 2 r sin A = a, 2 r sin B = b,
2 r sin C = c, so erhält man

(111) abc]>ax 1 3 + Jay lZl jby, (b* + 2c 2) + cz t (c 2 + 2b 2) j

+ 2x 1 y1 z 1^b 2 c 2 = 0,
wo ^die bekannte Bedeutung hat, dafs aus dem einen Gliede die andern durch cyklische
Vertauschung erhalten werden. Für den Ausdruck erhalten wir aber auch, wobei wir die
Indices fortlassen wollen:

(112) (bcx + cay + abz) (ax + by + cz) 2 = 0.
Da ax + by + cz konstant ist, so erhalten wir als Bedingung für die Orthologie in

cyklischer Pernratation:

d. h. der Punkt P mufs auf der Geraden von Lemoine Hegen.
Verbindet man einen Punkt P mit den Ecken des Dreiecks ABC, so steht ein Dreieck,

dessen Seiten parallel den Geraden PA, PB, PC sind, mit ABC in paralleler Korrelation.
Man kann nun fragen, wie mufs P liegen, damit diese Beziehung dreifach in cyklischer
Permutation ist. Diese Frage wird durch einen Satz von der Ellipse beantwortet:

(114) Zeichnet man in eine Ellipse zwei Dreiecke ABC und XYZ (Fig. 2), deren
Schwerpunkt das Centrum der Ellipse ist und zwar in umgekehrter cyklischer Ordnung, so
findet folgende Beziehung statt:

AX || BY || CZ, AY || BZ || CX, AZ || BX || CY.
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Der Beweis ist sehr einfach mittelst Einführung der excentrischen Anomalie. Die Koor¬
dinaten der Ecken von ABO und XYZ können wir, wenn a und h die Achsen der Ellipse
sind, folgendermafsen bezeichnen:

A : acosa, b sin«; B : a cos (a + -q-)> ^

a cosg, b sing; Y = a cos I g— -tr)>
Die Gleichung von AX ist:

bx cos

sm

X
(. + £), 0: a cos

bsin Z
la— — j, bsin

a cos

—-Jj+ayain—g-2 ; ab cos a — g = 0.

Nehmen wir nun « um gröfser, £ um — kleiner, so bleibt
2n ; In

"8"

bestimmen, tritt
Daher ist auch AY

_2n
~3~

CY.;

a + g

für
und

ungeändert,

| ein, wobei

ebenso folgt

d. h. BY || AX, 0Z || AX. Um AY zu bestimmen, tritt nur g
aber g ein willkürlicher Winkel ist. Daher ist auch AY || BX
AZ || BX || CY.

Nun ist für irgend ein Dreieck die Steinersche Ellipse diejenige, deren Mittelpunkt der
Schwerpunkt des Dreiecks ist. Legt man also um das Dreieck ABC die Steinersche Ellipse
und verbindet einen Punkt derselben mit den Ecken des Dreiecks, dann folgt aus dem
eben angeführten Satz, dafs ein Dreieck, dessen Seiten parallel den Verbindungslinien
PA, PB, PC eines Punktes P auf der Steinerschen Ellipse mit den Ecken A, B, C sind,
mit ABC in dreifacher paralleler Korrelation steht. Dabei bilden die drei Centra der pa¬
rallelen Korrelation ein Maximaldreieck der Ellipse.

Wir betrachten noch zwei Dreiecke, die sowohl orthologisch sind, als auch in paralleler
Korrelation stehen. Ist ABC das eine Dreieck und S und T die zugehörigen Centra der
parallelen Korrelation und Orthologie, so geht der Kreis über ST als Durchmesser durch
alle Ecken des Dreiecks. Die angegebenen Centra müssen daher auf dem Umkreise des
Dreiecks liegen und sind stets die Endpunkte eines Durchmessers. Man sieht ferner leicht
ein, dafs die beiden Dreiecke dann einander symmetrisch ähnlich sind, auch haben die
betreffenden Centra in den beiden Dreiecken stets ähnliche Lage. Nebenbei sei endlich
noch folgendes bemerkt, was aus bekannten Sätzen leicht folgt: Hat man zwei Dreiecke,
die entweder zweifach orthologisch sind, oder in zweifacher paralleler Korrelation in cyk-
lischer Permutation stehen, oder endlich sowohl orthologiseh sind, als auch in paralleler
Korrelation stehen, so müssen solche Dreiecke denselben Brocardschen Winkel haben.

8. Einige Anwendungen.
Das Hauptziel der vorigen Untersuchungen war, die Bedeutung der Determinanten für

den elementaren Unterricht zu zeigen, so dafs die Arbeit hiermit abgebrochen werden
könnte; indessen ist es doch wohl angebracht, noch einige Anwendungen der Hauptsätze
zu machen, die sich auf Dreiecke beziehen, die kollinear und orthologisch sind, oder noch
in paralleler Korrelation stehen, da manche Sätze der neuern Geometrie des Dreiecks in
einem neuen Lichte erscheinen, auch wohl noch einige Ergänzungen erhalten.

a) Zeichnet man über den Seiten eines Dreiecks ABC ähnliche gleichschenklige Drei¬
ecke, so bestimmen die Spitzen X, Y, Z ein Dreieck, das als Kiepertsches zu ABC ge¬
höriges Dreieck bezeichnet wird. Es dürfte dies wohl bekannt sein, doch sei es noch
für alle Fälle erwähnt. Es ist ferner bekannt, jedenfalls auch leicht einzusehen, dafs diese
leiden Dreiecke ABC und XYZ sowohl kollinear als auch orthologisch sind. Ist </> der
Basiswinkel an den Grundlinien der ähnlichen gleichschenkligen Dreiecke, so sind die

3



18

Koordinaten des Kollineationscentruins bez. sin (A + qp) —}, sin (B + <jß) _1 , sin (C + q>) _1 . Bei
der Veränderung des Winkels </> beschreibt der Punkt eine gleichseitige Hyperbel, die
Kiepertsche Hyperbel heifst. Aus unserem Satze folgt sofort, dafs das Kollineationscentrum
und die orthologischen Centra der Dreiecke auf einer Geraden liegen, die zur Kollineations-
achse senkrecht ist. Hierbei findet noch folgender Umstand statt (Fuhrmann, Synthet. Be¬
weise, p. 183 ff.): Es giebt immer je 2 Winkel q> an den Grundlinien der gleichschenkligen
Dreiecke, welche solche Kiepertscheii Dreiecke bestimmen, dafs die Kollineationsachse mit
dem Grunddreieck dieselbe ist. Diese Winkel ergänzen sich zu 90°. Dabei ist ferner das
orthologische Centrum des Grunddreiecks zu dem einen das Kollineationscentrum des Grund¬
dreiecks mit dem andern Kiepertschen Dreieck. Das orthologische Centrum der Kiepert¬
schen Dreiecke ist stets der Mittelpunkt 0 des Umkreises vom Grunddreieck; auf dem Lote
von 0 auf die Kollineationsachse mit einem Kiepertschen Dreieck liegen daher stets zwei
Kollineationscentren. Besondere Kiepertsche Dreiecke sind noch (abgesehen vom Mitten¬
dreieck) die, welche durch r/> — 30° und cp ±= 60° erhalten werden. Das letztere führt zu den
isogonen Centren des Dreiecks. Über letzere Punkte, sowie die zugehörigen Dreiecke ist eine
Abhandlung von Lieber verhanden, die als Programmabhandlung 1896 des Stettiner Pealgym-
nasiums erschienen ist. Zu den Kiepertschen Dreiecken gehört endlich noch das erste Brocardsche
Dreieck, welches zum Grunddreieck zugleich symmetrisch ähnlich ist. Das orthologische Centrum
ist der Punkt von Tarry T. Wegen der Ähnlichkeit steht es mit demselben auch in paralleler
Korrelation; die Centren sind der Punkt von Steiner S und der Punkt von Lemoine L. Ist D das
Kollineationscentrum der Dreiecke, so folgt aus den gegebenen Sätzen, dafs die Punkte
T, 0, D, S auf einem Lote zur Kollineationsachse liegen, und dafs die Strecke LS durch
diese Achse halbiert wird. Dies letzte Resultat scheint mir neu zu sein, wenigstens habe
ich es noch nicht erwähnt gefunden; die anderen Resultate sind ja bekannt, erscheinen
aber hier im Zusammenhange mit andern Eigenschaften. Da der Punkt von Steiner auf
der Steinerschen Ellipse liegt, so mufs das Grunddreieck mit dem ersten Brocardschen
Dreieck in dreifacher paralleler Korrelation stehen. Dies giebt also noch folgendes Resultat:

Ist A'B'C das erste Brocardsche Dreieck und zieht man durch A', B', C die Parallelen
zu AB, BC, CA einerseits und zu AC, BA, CB andrerseits, so werden sich diese betreffenden
Geraden in zwei Punkten schneiden, die in Verbindung mit dem Punkte von Lemoine ein
Dreieck geben, das mit ABC denselben Schwerpunkt hat.

b) Eine zweite Anwendung knüpft an eine Figur an, von der einige Eigenschaften in
einer kleinen Abhandlung gegeben sind, die in Mathesis X. p. 105—111 erschienen ist,
aufserdem in dem schon erwähnten Werke: Fuhrmann, „Synthetische Beweise", p. 107ff.
vorkommt. Des allgemeinen Verständnisses halber sei einiges kurz erwähnt. Schneidet
man von den Höhen eines Dreiecks ABC Längen von der Ecke nach den Gegenseiten
ab, die gleich dem Durchmesser des Inkreises sind, so erhält man ein Dreieck UVW, das
kollinear und orthologisch zu ABC ist. Der Höhenschnittpunkt H von ABC ist, wie sofort
ersichtlich, das Kollineationscentrum der beiden Dreiecke und das orthologische Centrum
von UVW. Da ferner UVW symmetrisch ähnlich zu ABC ist, so steht es mit demselben
in paralleler Korrelation. Das Centrum der Korrelation von UVW ist der Punkt von
Nagel N des Grunddreiecks. Diesem entspricht im Dreieck ABC ein Punkt L, dessen
Koordinaten 1: (b — c), 1 : (c — a), 1 : (a — b) sind. Das orthologische Centrum des Drei¬
ecks ABC ist also der Gegenpunkt T von L auf dem Umkreise von ABC. Natürlich
müssen auch H und N auf dem Umkreise von UVW (Kreis von Fuhrmann) hegen. Ist
q der Radius des Inkreises von ABC, so ist die Gleichung des angegebenen Kreises:

(1) 4 yq (ax + by + cz) (ax cos A + by cos B + cz cos C) — abc (ayz + bzx + cxy) == 0.A . B . C
Setzt man sin -~ sin ^ sin -^ = t , so erhält man noch folgendes:

(2) Die Koordinaten von T sind: 1 : (cos A — 4t), 1 :(cosB — 4t), 1 : (cos C— 4t)
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(3) Die Gleichung der Kollineationsachse der Dreiecke ist
x sin A y sin B z sin C _

cos A — 4 t cos B — 4 r cos C — 4 r

(4) Die Gleichung von TH ist: x cos A (cos B — cos C) (cos A — 4 t)
+ y cos B (cos C — cos A) (cos B — 4 z) + z cos 0 (cos A — cos B) (cos C - 4 i) = 0.

Nach unseren Sätzen (81), (106) ergiebt sich, dafs TH zur Kollineationsachse senkrecht
ist, und LN von derselben halbiert wird.

c) Die vorher betrachteten Dreiecke sind zum Grunddreieck kollinear, orthologisch und
stehen mit demselben in paralleler Korrelation. Man sieht leicht ein, dafs man beliebig
viele solcher Dreiecke erhalten kann, indem man irgend einen Punkt P des Umkreises
mit den Ecken A, B, C verbindet und dann ein Dreieck konstruiert, dessen Seiten parallel
zu PA, PB, PC sind, und das zugleich kollinear zu ABC ist. Manche mögen noch be¬
sondere Eigenschaften haben, doch soll dieser Punkt hier nicht weiter verfolgt werden.
Es soll nur noch eine Anwendung auf ein Dreieck gemacht werden, das dem Grunddreieck
einbeschrieben und zu demselben kollinear und orthologisch ist. Ein solches Dreieck geben
uns die Berührungspunkte X, Y, Z der Ankreise auf den zugehörigen Seiten (Eig. 3).
Zunächst bemerken wir darüber folgendes:

(5) Die Gleichungen der Seiten YZ, ZX, XY sind:
— xsrn 2 — + y sm 2 — 4-z sm ! -

,A • 2 B , . .0x sii' — — y sm'
• 2A , ■ )B

x sm' — ■+ y sm- —
di iL

sm'- =

z sm
2

o,

o,

0.

Die Gleichungen der
mögen, sind:

(6) x(si

Lote in X, Y, Z zu den Seiten, welche sich in L schneiden

) 4- y sin 2

— x sm'

x sm"

b :,o— — sm- ,-2 2
A
2

— y sin 2 %- 4- z (sin 2

+ y ( sin 2 _ sm

z sin' —

~ ) 4- z sin 2 _

B
"2
A
9

2 ^2 J 2 ' ~ \ 2
(7) Die Koordinaten des Schnittpunktes L

i B i • 9 C ■ <, C
- 4- sm 2 —

die

sm'

= a i
Die

Gleichung:

2
sm"

(8)
: V fx ■
Kollineationsachse,

(:ai

)
— sm

= 0,

) = 0.

2 — 4- sin 2 — sm ) : {sin + sin 2 B
"2

sm' ,G\

welche die Seiten in X 0 , Y 0 , Z 0 schneiden möge, hat

x sm 9 A i • o B i ■ u C+ v sm' — + z snr ■ = 0.
2 J 2 2

Durch die Punkte X, Y, Z wird ein Kreis gelegt, der jede Seite noch in einem zweiten
Punkte schneidet. Sind X l5 Y 1, Z 4 diese Punkte, so ist auch X t Y 1 Z, zu ABC kollinear,
orthologisch und dem Dreieck einbeschrieben. Die Gleichung des Kreises ist, wenn
a,, b„ c,, die obige Bedeutung haben:

,2 T + b i.Y sili 2 ¥ '
x sm*(9) |x sin A 4- y sin B 4- z sin C J ( s^

— 4 r I yz sin A + zx sin B 4- xy sin C I
Daraus ergeben sich die Koordinaten von X 1) Y X) Z

4- bj y sm' — -f- c x sin"

o.
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(10) X t : 0,1 : b t sin B, 1: g 1 sin C; Y t : 1 : at sin A, 0, 1 : c, sinCj ;
Z x : 1 : ax sin A : 1: b t sin B, 0.

Daraus folgt die Gleichung der Kollineationsachse von ABC und XjYjZj, nämlich:
(11) a 1 x sin A + biy sinB + ciz sin C = 0.

Die Koordinaten des Kollineationscentrums Ni sind
(12) a^sinA = l^ysinB c t z sin C.

Bekannt ist, dafs sich die Lote in X 1, Y 1; Z y zu den Seiten in dem zu L isogonal ver¬
wandten Punkte L x schneiden, so dafs die Koordinaten desselben sind:

(13) x:y:z = (1 : a.) : (1 : b.) : (1 : cj.
In demselben Punkte müssen sich aber auch die von A, B, C auf YZ, ZX, XY gefällten

Lote, d. h. in dem orthologischen Centruin von ABC zu XYZ schneiden. Das Kollineations-
centrum von ABC und XYZ ist der Punkt von Nagel NT. Aus dem vorigen folgt nun,
dafs auf LL 1 die Punkte N und N 1 liegen müssen, und dafs diese Gerade zur Kollineations¬
achse von ABC und XYZ senkrecht stehen mufs, ferner aber, dafs die Kollineationsachse
von ABC und X 1 Y 1 Z ] zu der von ABC und XYZ parallel sein mufs.

Von sonstigen Eigenschaften dieser Figur sei noch einiges bemerkt, was zwar nicht
den eigentlichen Untersuchungen angehört, aber doch zur letzten Figur einige Beziehungen
hat. Die Kollineationsachse von ABC und XYZ geht durch den Schnittpunkt der Geraden

(14) x + y + z = 0 und x cos A + y cos B + z cos C = 0.
Dieselben sind von Vigarie in seiner Arbeit: Geometrie du triangle als axe antiorthique

und axe orthique bezeichnet. Die erste Gerade ist auch gelegentlich als Nulllinie be¬
zeichnet, da ja von ihr sofort die Eigenschaft erkannt wird, dafs die Summe der Lote von
einem Punkte derselben auf die Seiten gleich Null ist. Der Schnittpunkt hat die Koordi¬
naten : (cos B — cos C) : (cos C — cos A): (cos A — cos B). Der diesem isogonal verwandte
Punkt ist also der trilineare Pol der Geraden, welche die Mittelpunkte des In- und Um¬
kreises verbindet.

Dann wäre noch zu bemerken, dafs sich auf diese Figur die kontinuierliche Transformation
anwenden läfst.
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(10) X x :0, 1 i^sinJl
Zj: 1 : a2 sin A :

Daraus folgt die Gleicht
(11) a t x sin A + bij

Die Koordinaten des K>
(12) a x xsinA

Bekannt ist, dafs sich
wandten Punkte L x schneie]

(13) x : y : z = (jIn demselben Punkte Dl
Lote, d. h. in dem ortbologij
centrum von ABC und X
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von ABC und X^Z,
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