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Btfrftwrt

öefaunt fiub bie 9?efornt6eftve6ungeu gf. Steins, bie mimentlid) in bei*
Sdjrift: Über eine 3eitgentä|e Umgestaltung beä ntatJjentatifcfjeuUnterrichts
(i-etpjig, Seubner 1904) enthalten finb. ©S nrirb barin tiauptfadjlid) eine
ftärfere Betonung ber Slnfdiauung, bei* 2lnroenbungeu, be§ gunftion§=
begriffet, unb bie ©infütjnmg ber ©lernente ber 2)ifferenttal= unb
Sntegralredjnung geforbert.

£er Sßerfaffer t)at einige äfiutidje ©ebanfen in einem Vortrage im herein
pt* görberung be§ mat|ematifd)eu ttnterridits [1898 <S. 2: $ur Reform be§
Unterrid)t§ in ber Irittjmetif] u er off entließt, unb feine älufgabenfammtung für
bie oberen klaffen*) (Seipgig, Senbner 1902) enthält eine meit ftärfere
ä3erücffid)tigtmg be§ gunltion§6egriffe§unb ber Inmenbungen als anbere Samm=

lungen. ©er Stfferentialquotient ^ • ift bort jroar errcäfjnt
unb »ielf ad) benutzt, baZ 3Bort „SHfferenttalredjnung'' aber oermieben, weit
eine birelte @iufüt)rung berfetben bamals ausfidjtsfos erfci)ien. S>a jefet aber
bie (Sadjtage ootlftänbig geänbert ift, unb ba bas UnterridjtSminifterium
geftattet Ijat, SSerfudje mit ber 33ef)anbluugber £)ifferentiat= unb $ntegrat=
reef-nung**) ju machen, fo finb im fofgenben einige Stufgaben aus biefem
©ebiete ofme Slufprud) auf aSotlftänbigteit als ©rgänjung für bie lufgaben=
fammlung II sufammengeftetlt.

2Bie fott nun bie ^Differential; unb Qntegratredmung in beu Unterridjt
eingeführt werben? SBenn eine äufammentjängenbe33el)anblungin 0 I ftatt=
finbet, fo wirb man ungefähr ben Sßeg einfdilagen, ber in ben jaljtreidjen
für bie £>od)fd)ufe beftimmten SSüdjern norge^eid-net ift. 3(ber bies fäjeint
mir fdjn)eren Sebenfen ju unterliegen. S)er o^ne^in fdjon reictjüct) bemeffene
©toff müfste nodj ftärfer pfammengeprefst werben unb eine ftarfe Uber=
bürbung fönnte nid)t ausbleiben, deiner 2lnfid)t nad) lann es ftd) nur
barum f-anbetn — wie es uou %. .Klein angegeben unb oon Söefjrenbfeu

*) Qnt fotgenbenabgefüllt Beäctc()net burd) StufgaBeu II.
*) 2(iic£) beut aSerfaffer ift ©etegenijeit baju gegeben.
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unb ©ötttng am ©nmnafium §u ©öttingen ausgeführt ift — ba§ ber
Unterridjtsftoff t)on bem neuen ©elfte burdibrungen roirb, bafj bie einzelnen
Slbfdmitte ber ^Differential;unb Sntegralredmung ba eingefdjaltet werben, roo
fie fid) an bie Seljraufgabe natürtid) anfdjliefjen, unb bafs junt Seit biefetben
Aufgaben beljanbelt werben wie gegenwärtig (©efdjroinbtgfeit, Tangente,
Sftaruna, S^^e, ©teidjungen). 3C6er weil man altes, was je|t getrennt
erfdjeint, in 3ufammenl)ang. bringt, wirb ber ganje Setirftoff letzter unb über=
fidjtttdjer, unb trofe ©infü^rung ber neuen Segriffe wirb bie ©efamtarbeit,
bie ber ©djüler aufjuroenben tjat, geringer als bistier.

2l(Ierbings mufj man frül), fdjon auf Sertia, mit ber Umgeftattung bes
Unterrictitä anfangen. SBenn bie Setjanblung »on gm et ©leidjungen mit
groei Unbetaunten »orgefdjrieben ift, wirb man fetbftöerftctnblid) aud; eine
©teidmng mit gtoet Unbekannten beforedjen muffen, alfo ben gunttions =
begriff. Sdj will jebod) tjier nidjt naljer barauf eingeben, ba id) in meiner
Slufgabenfammluug für bie mittleren Ätaffen*) (fieiüjig, £eubner 1906) bieg
ausfüljrtidj bargelegt tjabe. ®er "Stoff ift bort fein reidilid) angegeben unb
man wirb namentticb, auf bem ©immaftum einiges nad) 0 II hinüber nehmen.

3Bie fefir bie Reform ber 5Dcatb,emati! eine innere ift, gef)t baraus
tjeroor, bafs es garnidjt notwenbig ift bie amttidjen ßetirptäne ju änbern,
wenn man nur bie SBorte ber Seljrpläne nidjt fo beutet, wie es in ben meiften
©dwlbüdiern gefdjieiit, fonbern fo, roie fie ein Unbefangener auffaffen müfjte,
ber sroar bie SJfatljematit', aber nidjt ben je|igen ©dmlbetrieb lennt. ©inige
33eif»iete aus bem Sel)r»lan ber ©nmnafien mögen bies beroeifen. $ür OII
ift üorgefd)rieben: 2lnwenbung ber Sllgebra auf ©eometrie. 5Das fetjr
roeit verbreitete Sefyrbud) non 9ftef)ler gibt in biefem SCbfdmitt:

abc

i
e

Va «6 Vo

— = F' 9 a + 9b+ 9c = 4r

a* + V = ~c* + 2fc , w„ }/ ab (a + b -f c) (a -f b — c) ,
a -\- b '

Offenbar finb alt biefe Sesiefningen ganj Ijübfd), aber — aud) ganj
entbeljrÜd). 2>er gadjmatljematifer brauet fie wätjrenb bes UnvoerfttätS=
ftubiums nidjt, unb für bie allgemeine Silbung geben fie einen geringen
Seitrag; benn ba ein ©re'ied burct) 3 ©tüde beftimmt ift, fo ift es felbft=
»erftänblid), baf3 jwifdjen abc, h a \ h c, w a wb w 0, ta tb tc , s s — a s — b s — c
Qa Qb Qc 9 v > 9a i 9b satilreidje SebingungSgteidjungenbeftetjeu muffen. SBetdjes
ift aber bei roeitem bie widjtigfte Stnraenbung ber 2l(gebra auf ©eometrie?

*) Qm folgenbcn bcjctcfinct bitrd; SlufgaBcn I.



SBortoort.

©idierlidj bie aitattjtifdje ©eometrie. Dafs eine ©erabe ober ein $rei3 burd)
eine ©leidjung bargcfteUt werben fann, bafe man bie ©eometrie arttljmetifd)
betjanbetn unb aritljmetifcfje ©feicfntngengeometrifd) beulen fann, bieä gibt
eine- wefentlidje ©rroetterimg beä ©efid)t§freife§, unb bie einfäfften <Sä£e aus
biefem ©ebiet finb fo leidjt, bafc man fte nidjt bis 5|3rima ju uerfcljiebeit
brauet. 50tan gewinnt bamit ben ferneren Vorteil, bafs bie Seljraufgabe in
2lritt)metif ©leidjungen, befonbers quabratifdje mit mehreren tln=
bekannten in enge SSerbinbung mit bem nortgen gebracht wirb. SBenit
man bie gelünftetten 23etfptele 23arbeo§ wegläßt, fo finb quabratifdje ©letdj=
nngen mit p>ei Unbekannten in geometrifdier Deutung ^egelfdmttte; man
wirb bie l;öd)ften nnb tiefften fünfte befummelt, bie Sangente in gegebenem
fünfte beregnen unb bann jetdjnen ufw. Die§ gibt gxtgteid; bie beften unb
widjtigften J?onftruftion§aufgaben, befonberä and; foldje mit alge=
braifdjer 2lnah)fi§. So fann ba§ ©nmnaftum mit Setdjtigfett bie
Differentiale ganzer rationaler Munitionen in OII einführen.

Sn UI wirb man gleidj jum 23eginn (im Slnfdjluft an bie arttf)metifd)en
9M£jen ober ben binomifdjen ©a|) bie ^otenjfummen betrauten, hiermit
unb beffer noeb, burdj ttmfeljrung ber Differentialredmung ift ein 9J?ittel
gewonnen, um nidjt allein beliebige gläd>en= unb Rauminhalte abzuleiten,
fonbern aud), wie »orfjtn fdwn |eroorget)obeit, ganj allgemein oon ber @efe^=
mafrtgfeit fleinfter Seilten einen ©djlttfj auf bie ©efamtfjeit ju madjen. Das
üblidje aSerfatiren 3. 33. ben Sufjalt ber $ugel al§ Differenz äwtfdjen SBalje
unb J^eget ju finben, ift jroar elegant, aber »om allgemein=päbagogifd)en
Stanbpunlt wenig wertooll, benn e§ ift ein matfjematifdjes Äunftftücf unb
ber ©djüler fann feinen anberen Rauminhalt in äljnlidjer SBeife finben. $n
ber Trigonometrie wirb man im 9tnfcl)tuJ3 an ba§ Slbbitionäifjeorem aud)
Differentiale, -Jftarüna ufw. uon trigonometrifdien Munitionen beftiinmen, unb
man erfjält bamit ebenfo geeignete Übungen für bie Umformung ber gunf=
tionen, wie bei ber 23ered)nunguon Dreieden au§ „mögltdjft unäwedmäfngen
©tüden"; jugleid) aber gewäfjrt bie geometrifdje Darftellung biefer Munitionen
noäj bemerfenäwerte ©inblide in bie £f)eorie ber Cbertöne unb ber 3Bed)fel=
ftröme.

%uä) bie gorberung: ©leidjungeu, aud; foldje fjötjeren ©rabeä,
bie fid; auf quabratifdje jurüdfüliren laffen täfjt ftd) anber§ erfüllen
als burd) bie gefünftelten 23eifpiele, bie fo Ijäufig bei ber Reifeprüfung geftellt
werben. Qm te|ten 3lbfd;nitte ift bie§ an einigen Slufgaben über ben ©dwitt
«on ©eraben, Tangenten, SBenbetangenten,Greifen mit turnen angegeben.

3m einzelnen bemerfe id) nod), bafj burdj ben ©renjbegriff zwar mit
einem ©djlage alle ber Differentialrechnung früher anliaftenben Unbeftimmt=
(leiten befeitigt finb, aber id) Ijabe abftdjtlidj ben weniger ftrengen atet
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anfdjaultdjen 2Beg etngefcf;tagen, sunädjft flehte ©rbfjen einsufüljren unb Ijöljerc
^ßoteitjeit ju i)ernad)lafftgen, betrn ber ©djüter mu| erft bie ©djwierigfeiten,
bie Saljrlnmberte Ijinburdj beftanben fjaben, beuttid) feljen, um ben Söert ber
ftreugen sDJetfjobe richtig 51t fdjä^en. Studj finb ntdjt bie medjauifcbett Regeln
beä SDifferensterettS an ben Anfang geftellt, fonbern bei- <Sd)üler foll in ber
erften 3 e ü °en ©djritt »on rr + dx ju «/ + dy jebeäntal wirflidj ausführen.
(Sbenfo finb bie burdj uv unb u:v erreichbaren SBöJürjungen erft gartj fpät
beitu|st, um ein grünblidjes SUerftcmbnis ber 5Ked;nungen ju erreichen.

ßhtblidj bewerfe idj nod), baf3 bie tatfäd)lid)e ©infüfjrung biefer Steuerung
am leidjteften erfolgen faitn, wenn man allmätjlid) »orgeljt. @§ genügt ju=
nädjft eine furje S3efpredmng be§ SHfferetttialquotienten (ober be§ Integrals)
unb fpäter fügt man bei naffenber ©etegentjeit einen weiteren 3lbfd>nitt I)injü
unb läfjt anberes bafür weg. ©a bie einzelnen Seile ftdj aber gegettfeitig
ergänzen unb ftü|en, fo wirb ber nollc Sinken erft bann Ijeroortreten, wenn
ber gange Unterridjt uon ben neuen Siegriffen burdjbrungen tft.

3m folgenben ift alfo feine ftjftematifdje u. »ollftänbige SSeljanblungber
^Differentialsunb ^ntegralrecfinung gegeben — baju finb ja jatjlreidje 33üd;er
»orlmnbeii — fonbern ber SBerfaffer fielet ben SBert ber twrliegenben 3lrbett
barin, bafs aus bem weiten ©ebiet ein 2lu§fd)nitt gegeben ift, ber in ber
©äjttte leidjt bewältigt werben fann, unb ber jugleid) burdj ba§ 3ufammen=
wirfen twn reiner unb angewanbter 9)ktf)ematif bem Sdjüter bie ©runblagen
ber 3nfinitefimalred;nung ju notier Älartjeit bringt. Seutlidj geEjt baraus
tjeroor, bafe burdj fie bte Setftungsfätjigfeit ber SJtattjematif in äfmltdjer
äöeife ertjöljt wirb wie bie ©cfjfraft bes Stuges burdj -äfttfroffon unb gern=
rotjr; bie Siffeventialredmimg geigt, bafs wir aus ber allgemeinen 33etrad;tung
eines Vorganges einen 33lid tun föttnen ins innere ber Statur, unb bie
^ntegratredmung leitet aus einfachen 2tnnal;men über bie SÖefdmffentjett ber
f(einfielt Seitdjen bie @rfd;einungentu itjrer ©efamtfjeit tjer. SDiefe ©eiftes=
arbeit ber testen Safjrtjuuberte, bie weit über bie Seiftungen bes Stltertums
in ber Sftatfiematif f)inausgeljt, läfjt fid) alfo für bie allgemeine. Silbung uittr
ben Unterricht uu^bar machen, wätjrenb bie logifdje Seite ber Söiffenfdjaft in
feiner SBeife barunter leibet.

Königsberg i. $r.
Jt, Skullte.



I. ^tfltatttialrßrfjmmg.
1. 39a« ÜDatfjsrfimt Einer 3futtRfion.

©§ fei y = 2% + 3, bann raub für
x = 0 (/ = 3
« = 1 y — 5

alfo roenn # unt 1 roädjft, fo roädjft i/ um 2, ober wenn # um 7/ junimmt,
fo ftetgt y um 1:, unb ba y + /• = 2 (*• + h) + 3 ift, fo mufj ß = 2A ober
Je : ä = 2 fein.

Sei einem SBege be^eietjuet man ba§ 3Sert;äItni§ ber jQöfyencmbeniug jvmt
toageredjten gortfdjritt mit Steigung (Neigung), entfpredjeub nennt man
aud) bei einer gunttion bies SSertjättniS h:h bie Steigung ober bas 2Bad)§ =
tum ber $unftion. SBenn y mit roadifenbem # Keiner rotrb, fo ift bie
Steigung negatiü. Sie Steigung bei einer gunftion erften ©rabeä ift fon=
ftant unb gteid) ber Tangente be§ SleigungeroinMä.

1.—5. 33eftimme in aufgaben I, S. 119, 1—5 ober II, S. 33, 1—19
bie Steigung unb ben Steigungäroinfel.

33ei gunftionen beeren ©rabes ift bie Neigung (ebenfo rote bei einem
SBege im ^gügeltaube) uerönbertid), man erlitt aber für jeben ^unlt einen
beftimmten SBert, wenn man fid) auf ein fo Keines Stüd befdjröuft, baf; man
bie Äurtje als gerablinig aufetjen lann.

3. 33. Sei y = x 2 roirb
I. für x = 1 y = 1 unb II. für x = 2 y = 4

x = 1,1 y = 1,21 x = 2,1 y = 4,41
x = 1,01 y = 1,0201 x = 2,01 2/ = 4,0401
s = 1,001 y = 1,002001 x = 2,001 y = 4,00400.1

ü)üubiert man ben 3uroad)S oon y bttrd) ben 3uwad)3 r>ou x, fo erhält man
bei I. 2,1; 2,01; 2,001 unb bei II. 4,1; 4,01; 4,001.

SBentt * unt ein fetjr Keines Stüd roädjft, fo t>erfagen bie 2ogaritbmen=
tafeln bei ber 93ered)nung be§ jugetjörigen y; man erfjfttt aber eine bvaudibare
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äkftimmung, wenn man bie ©lieber naäj ben »erfdjiebenen ©röfjenorbmmgen
trennt. SBejeidmet man nämtidj ben guroadis mn x m ü dx unb ien ^u-
roadjs oon y mit dy [entfprecfjenb bie Snberung »on r mit dr, oon J mit
dJ*) ufm.], fo mirb für einen SRa^barpunft mit ben ^oorbinaten x + dx
unb y + dy

y + dy = (x + dx) 2 — x 2 + 2x dx + dx 2
dy = + 2x dx + ^# 2

da;
= 92x -\- dx.

SIuS biefen ©leidjungen fann man für ein beliebig fleineä dx bas ju-

gehörige dy finben.**) %üx ben Quotienten -p erhält man nur bann einen;
beftimmten SBert, wenn man dx fo Hein annimmt, bafs man dx neben sc ober
©lieber mit dx 2, dx ■ dy, dy 2 neben dx uernadjläffigen fann. Sas bebeutet
geometrifd), bafj man bas Stücf ber Sluroe jroifdjen bem fünfte xy unb bem
Sfadjbarounfte x + <&», y + $# al§ gerablinig unb als jufammenfallenb mit

ber Tangente anfielt. -^- gibt alfo ba§ 2ßaäj§tum ber Äuroe ober bie
Sangente be§ -tteigungSttunfelä « an.

33i§f)er erfjielt man bie ©eftalt einer gunftion nur baburdj, bat? man
für x = 0, ±1, ±2-"±ao bie zugehörigen SBerte tion y beregnete unb bie
©djnittpunfte ber Äurne mit ben 2tcf;fen beftimmte. 3>e£t Ijat man ein weiteres.

Utittel für bie Unterfudmng,ba ber Sßert »on -p geigt, ob bie $uroe in
einem fünfte ftarf ober fdjroad) anfteigt ober abfällt, unb bie ©leidmng,

-p = 0 liefert ben pcfjften ober tiefften SßunJt ber $uroe.
SBeifptele:

a) y = x 2 + 2x b) y = 0,1a; 2 + 1,6a; c) y = x 2 + 4a; + 3
d) y = x 2 — 4x e) y = 3x — x 2 fj y =----- 0,2a; 2 — 0,4ar

g) y = 0,1 (s -1) (s - 5) h) y = 0,2 {x + l)(x- 3)
•\ 0L> . J*

-1) 2/ = T- + ¥ k) y = 1 + 0,8a; - 0,1a; 24 ' 2

1. Sßie groft wirb y für x = 0; 1; 2; 3; - 1; - 2?
2. SBie groft ift bd§ 2öad)§tum ber Äuroe in tiefen fünften?
3. äßeldjen Sßinfel a bilbet bie Sangente in biefen fünften mit ber x 2ld)fe?
4. 3n melden «fünften ift tg c - 0; 1; 2; - 1; - 2?

*) ®teje jetjr äWetfroäpge SBescidjmmg bexbanlen ffiir 2eibnt|.
**) Slnwcnbungen naTnentltdj Bei bei gef)ter6eftiitraung..
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5. ^n welken fünften ift « = 0; 45°; 30°; 120°; 36,87"?
6. 2Bo liegt ber E»ötf»fte ober tieffte Spunft ber $uroe?
?• y — Vi *= A (x — x t ) Bebeutet eine Sinie, meldje burd) ben ^unft x1 y 1 gef)t;

roeldjen Sßert mufj man A erteilen, bamit bie burdj xx y± geb>nbe Sinie
eine Tangente an bie Äuroe wirb?

8. a) Seftimme bie ©leidjung ber Sangente im fünfte Pj^ = 1, y x = 3]
an bie Kuroen 8. y = 4x — x 2 9. y = # 3 + 2x 10. y = # 2 + x + 1
11. y = — a; 2 + 3x + 1. b) Um ju prüfen, ob bie gefunbene Sinie
nrirfltd) eine Sangente ift, foHen bie ©djnittpunfte ber Sinie mit ber
^ßarabel beftimmt toerben. c) Sie ©djntttpunrteeiner beliebigen Sinie
burd) P± y — 3 = A (x — 1) mit ber Parabel follen beftimmt werben,
d) Sßeldjen SBert mufc A erhalten, bamit aud) ber pjeite ©djnittpunrt
auf P x fällt?

3Jad) biefem 2lbfdmitt fann man entroeber ben ©renjbegriff bezaubern,
ober bie Äuroen britten ®rabe§, ober man unterfudjt in berfelben SBeife bie

Steigung -^- bei gebrochenen unb irrationalen gunftiouen, j. 33.

a) y
a
x

xy = a
(x + dx) (y + dy) = a

xdy + ydx = 0

äy--l dx

dy
dx

a
x*

2Ran tarnt aud) baä dx auä bem SRenner fortfdjaffen, inbem man mit
frer ©ifferenj erroeitert unb dx 2 »ernadiläffigt.

i x — dx
a l) y + dy== x -f- dx x — dx

x 2 — dx 2
adx

Jj ' Cvdir

dx

b) y x* -f- ax
bx -j- c'

für ben Scadjbarpunft wirb
(y + dy) Q>x + bdx + c) = (x + dxf + a (x + dx)

y (bx -\- c) + dy (bx + c) -f ?/&*£ = x s + 2#(?# + ax -\-adse
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dx

-c)

dy (bx + c) = (2x + a) dx — bydx
dy (2 a; + a) (bx -j- c) — (x- -\- ax) b

(bx.+ c) s

d) y = Va s~+~si?
9 9 i 9y = er + %

if -f 2ydy = a 2 + x- + 2xdx .
2ydy=2xdx

dy x
d® ~ Ya- + x"

Sie trtgonometrifc&enMunitionen betianbett man nadj bem 3tbbition§=
tfjeoretn. @s ift batet nodj ju teadjten, bafc für Heine SBinfel sinrfjc = dx*)

VT
e)

2/ = a y»
y 3 = a 3a?

(y + rfy) 3 = a 3 (a; + cZai)
3y 2 dy = a 3 c?a;

d« « s 1
j^ = 3-5 = a a ' •*'

<;os da; :

*)

g)

. — sin 2 dx = }/l — da: 2 1 dx* 1 tmb folglitfj tg dx =

y = sin x
y + dy = sin (a; + dx)

sin a; cos dx + cos a; sin dx

da; cos X

y = sin (« — x)
y + dy = sin (a — x — da-')

= sin (rt — x) cos da; — cos (a — x) sin da;

da; — cos (a — x).

y = tsx

*0

3 ^ 1 — tga; • tg dx
y -\- dy — y tg x • dx = tg x + da;

df/ = (1 + tg 2 X) dx
dy _ _1
dx cos 2 a;

y = a cos 2 a;
y -\- dy = a (cos a; cos öla; — sin x sin da;) 2

= a (cos'a; — sin xdxf
= a cos 2 a: — 2a cos a; sin x dx

dy
dx = — 2ö shia' • cos x

= — 2a sin 2x.

*) 9Mf)eve 58egvunbung fietje unter (Srcitjiuevt.



• 2. ©rengtoert

a
J sina; b) 2/

a sin .-»
cos s a;

dy a cos x dy
dx

a
äx sin 2 « cos'a;

a
sin x tg * '

11

(1 + sin 2 x) .

2. t&teni'mext.
"ißenn eine oeränberlic^e ©röfte f (x) für einen "ißert non x, j. 39. #-.=■ «,

einer 3 a fyl « beliebig nabe gebraut «erben tann (ober wenn tue Sifferenj
/" (a) — a fid; unbegrenzt ber 9hill nähert), bann fagt man, bie ©reitäe (limes)
»on /'( K) ift gleid) « nnb fd)reibt lim /" (%) ='a. Sabei ift es ganj gleicb>

gültig, ob f{x) ben Sßert « erreidjt ober nidjt, j. 33. bie obere ©ren^e aller
«d)ten S3rüdje ift 1, benn 1 ift sroar felbft fein 33rud), fonberu eine ganjc
,8aljt, aber ber 33rnd) 0,999 ... fann ber 1 beliebig nalje gebradjt werben;
man fagt batjer: ber ©ten§tuert non 0,999... ift gleid) 1, ober lim ——

33eftiiinne ben ©renjroert »on

1.

1. a) - 1

i% (n + 1)

t)
2« —1

c) 2 ii + l «0 i
2«

a)

e)

e

»<+ 1
n — 2

2« 2 — 1

2n"

b)

f) n (» -f 1) (2« + 1)
6 m3

2h-
c) -.- n -f- 1

3 » — 4

für w = oo.

2w 2 + m
3n + 4 "7 »»■-(- 2w -|- 3

(» — 1) (2 « -f 3) (3w — 4)

d)

3.

4,
* = o *

a) lim

b) lim
;. = o

n- — 2% -f- 6'

für n = 0 nnb w = co

a (x -f- k) s -f- & (# + *)■ — «* 8 — 6a;

sin/;

GS ift ABM<BCM<CBM

~ r sin «• r cos « < — r ■ ru < r • r tg a

cos « < -— <------sm (x cos k

b) liim
1 — COS Jö

c) lim 8. "
i=0 fc

d) lim 1̂ -^*)7 7. _ 0 sm fc

*) 9Kart ertjcilt aud) burd) (Sitifüljruttg falber SBinfcl
2 sin 8 —

1 — cos 7.- 2
sin k

2 - sm — öos ■k = tg
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») lim (l + |) B b) lim (l + iL)" c) lim log (l + ^fn = oo \ ™' m= 00 x ' ' «=00 x '

burd) Sieitjenentnucftung.

nen, b) ber umgefdjriebenen 9ie<f)tecfe?
©ummen, rcenn n = <x> toirb?

6. SDie §öf)e eines ^aralleto-
grammJ (a, h, a) ift in
w gleiche Steile geteilt imb
jur ©runbtinie finb ^ar=
affelen gesogen (f. $ig.)
a) äßie groß tft bie
©umme ber eingefdjrtebe*

c) SBelcfjer ©renje näfjern fid) beibe

3. 3tx Sififßrimttarjjuxrfmtf.

SDie Neigung einer Shiroe mar
»ort)in norlaufig feftgefejst; bie ftrenge
ßrtlärung lautet: SBenn y = f(x) tft
unb x Toäö^ft um h, bann ift ber ©renj=
roert oon f(x + h) -f(x)

h für ä = 0

unb läfct bann Aa; = 0 werben.

ber gefugte Söert; ober raenn x um
A# mädjft, fo änbert fid) y um Ay;

nun beregnet man ben Quotienten ~

3ur Stöfürjung fc|t man geroörmlid)
m

Aar

unb
lim^ =

Jx = 0 Ax dx ober df(«0
da;

rix)

f (») = >' = tg a,

ffia P bie iloorbinaten #«/, Pj^ bie Äoorbinaten x + h unb f(x + li)
ober £ + A« unb y + Ay f)at, fo begeidmet man ben ©renjroert be§ SDifferenjen^
Quotienten aucfj als Sufferentialquotienten.

Sßenn man fjiernad) ben ©ifferentialquotienten beftimmt, fo ertjätt man
biefetben Stedjnungen mie norlnn, ber Unterfdiieb liegt nur barin, bafj bie
©lieber, bie uorfyin „ternadjläffigt" mürben, je|t ftreng fortfallen, fobalb man
h = 0 ober Ax = 0 fefet. Smrdj bie ©infütjrung beö ©renjbegriffes mirb
alfo eine fdjarfe Definition für ben SDifferentialquotientengefdjaffen, unb bie
unbeftimmten begriffe be§ Unenblidtfleinen unb be§ S5ernad;täffigenäroerbett
befeitigt.
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$u beachten ift nod), bafi hiermit nur ber SDifferentialquotient erKärt
ift, bie Differentiale dx unb dy rjaben pnäcfjft nod) feine Sebeutung.

SBir fe|en batjer feft: roertn -~ = /"(*') ift fo fott, wenn da; einen Meinen äBert

Gebeutet, d?/ = /" 0*0 - & x fcH *>• §• m ^1 "ernten an, bafs bie gunftion eine furje
©trede fjinburd) gteidjmafng mit ber Tangente roäc^ft. ©tatt eines ©ifferential=

cuotienten, s. 33. -^- = aa; 2 , fann man alfo immer audj bie ©(eidjung

dy = ax* ■ dx fdjreiben.
%l& Seifpiele beljanbelt man Munitionen pmten ©rabe§ ober bie folgenben

gunftionen brüten ©rabe§ ebenfo raie I, 1 —11.
1.

2.
3.

b) y = 2a; 3

e) y = — 0,5 a; 3

b) y = 3!» - 2
b) £/ = x % -\- 6x

a) y = x %

d) 2/ = — # 3

a) y = x % + 1
a) «/ = a; 3 — 4a;

d) j/ = 2x — 0,5a; 3

g) «/ = a: 3 + 2a; 2
a) ?/ = x (x — 1) (a; — 2)
o) «/ = 0,la;(a;- 1) (3 — x)

0,1a; 3

h) t/ = a s

c) 2/

c) 2/ =
c) «/ = 0,2a; 3 - 1,8*

f) 2/ = $ - 9a;

i) «/ = 4a; 2 — a; 3 .
b) y = x (x — 1) (x + 3)
d) 2/ = 0,1a; (x + 1) (a; + 4)

3

3 a; 2

X"

p*'
3-

5.

6.

c) y'ä
27

a) tf = 8a; b) y 3 = 8 (a; - 1)

b) y'd = 2a; 2 c) ?/ 3 = — (x

4X erfe^e in 1.—4. «/ burd) y 2.

(3-a;)

2/ 3.

a) iß = ^x z b) */ 3 = 2a; 2 c) tf = ~ (a; - 2) 2 .

•*-2 ' *a // // // y

Weitere 33eifpiele f. Slufgaben II, ©. 38.
SBenn x unb «/ ©treden [ober 3<dden] finb, bann bebeutet ber Sifferentiat=

quotient -£- eine ßatfl, roeldje gteid) ber trigonometrifdjen Sangente be§
3teigung§minfete ift.

SEßeldje SSebeutungfjat c, y_, wenn.

1. y eine ^lädje, x eine ©trede,
2. y ein 9?auminf)ali, x eine ©trede,
3. y eine ©trede, x eine geit,
4. y eine ©efdjrainbigfeit, a; eine 3eit ift?

j. 58. 1. a) F=a 2, b) K = r 2it, meldje geometrifdje Sebeutung

*ot ** f ?y da' dr
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i r 3 dl dK
2. a) I = iv z, b) K = —n, welche geometvtfcf;eSSebeutung Ijat ~, d ~ ?

3. a) s = ci + -~ £2, b) s = a cos #, c) s = a sin af,

4. a) y = c + gt, b) v = — a sin £, c) v = a a cos a'fc

4. 3fBl|ter&Eptmnmn0.*)

Sie weiften ©röfjen fönnen niäjt bireft gemeffen werben, fonbern fie
werben aus gemeffenen©röfjen burd) 9tedmung abgeleitet, j. 58. ber Qnljaft
eines QuabtatS ober einer Jhtget wirb burd) 9Jteffung Der ©eite ober beä
SurdjmefferS beftimmt. Sa bei jeber SJleffung ein 33eobad)tungsfeI)terent¬
fielt, fo muf? man ben ©infutfj unterfudien, weldjen biefer ^eljter auf baä
(Ergebnis Ijat. GS empfiehlt fid), babei bie Sejeidjmmg ber Differential-
redjnung attjuroenben, alfo ben geiler non x mit dx, von r mit dr ju be=
jeidinen, fobafi, wenn x eine gemeffene ©röfje ift, ber waljre SBert bauou
jwifcljen x + dx unb x — dx liegt. Sa bie $et)Ier im Ä^errjältniä$ur ge=
meffenen' ©röfje immer Kein finb, fo f ollen, ebenfo wie in I. bie Duabrate
unb bie Ijöljeren ^otenjen ton dx gegen dx nernacfjläffigtwerben. 3- ^8- Ser
Snfjalt eines Greifes ift F = r i %, burd) ben SSeobad)tuugsfef)ler dr gefjt ber
3nl;alt über in F+ dF = (r + drf% = r 2x + 2rdr ■%, alfo dF = %•% ■dr
b. I;. wenn ber 9?abiuS r 1 cm beträgt, fo bewirft ein gelter uön 0,1 min,
bafs ber ^ntjalt beS Greifes um 6,28 qmm unfidjer ift. ÜÖenn r=\ dm,
fo bewirft berfelbe gef)ler non 0,1 mm beim 9?abiu3 einen gefrier uou
62,8 qmm beim Greife, für r = 1 km wirb dF = 0,628 qm.

häufig ift neben bem abfoluten geljler aucf; ber relatioe »on 58e=
beutung, b. I). bas SSerfjältnis bes $el)ters %u ber gemeffenen©röfse. Surcf;

Sbifion »on dF burd) F erljält man ' F = 2 ■ -*, alfo ber relatioe gefder
bei ber Äreisflädje ift bopuelt fo grof3 wie bei bem 9?abiuS, ober wenn bie
llufidjerfjeit bei ber Söleffung bes <§albmeffers 1% beträgt, fo fteigt bie Un=
fidjertjeit bei ber Sreisflädje auf 2%. Umgefeljrt, wenn I bis auf 1% richtig
fein folt, fo mufj r bis auf 0,5% genau gemeffen fein, hieraus folgt audj,
bafs, wenn eine ©tred'e auf 3 (ober 4) geltenbe 3iffent gemeffen ift, fo
lönnen bei ben baraus abgeleiteten $täd)en ober hörnern audj nur 3 (ober 4)
geltenbe 3iffcnt richtig fein.

1.—4. ©S ift gemeffen bie Strede s = 25 cm mit bem gefjter ds = a) 0,8 cm,.
b) 1 mm, c) 0,2 mm, d) 0,03 mm, e) 0,001 mm.

*) Stefer SlBfc^nitt foll nidjt im 3iiiammenI)otigeburdjgenommentnerben, fonbcrn
man fann entfprecfjenbe Stagen on jcbe Beliebige 9(ufga6e fm'ipfen.
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SBie grofi ift ber Snljalt 1. eines DuabratS, 2. eines gleidjfeitigen
©reieds, 3. eines ©ediSeds, 4. eines Greifes mit ber ©eüe s? «) SBie-
tuet % beträgt ber geiler bei ber SReffung ber ©trede? ß) SBie grof?
ift ber abfotute unb y) ber relatioe get)ler bei ber glädie?

l x—4 t ®ie entfpred)enbenSlufgaben für 1,^ SBürfel, 2 t 3ld)tf(ad), 3 X 3Sier=
ftact), 4 t Äuget.

5. ®ie $lädie eines DuabratS, unb 6. eines Greifes fei a) 1 qkm + 100 qm,
b) 25 qcm + 1 qmm. 2Bie groß ift bie ©eite (^atbmeffer) unb bis-
ju roeldter ©enauigfeit ift bie SSeftimmung mögltcE) ?

7. ©er mittlere ©rbrabius ift tmdi Seffet 6370 km (nad) Strafe 6371 km).
SBie äubert ftd) a) bie Dberflädje unb b) ber 3nf)alt ber (Erbe, wenn
man ben ipalbmeffer 1 m größer ober Keiner annimmt?

8. ©in $u»ferbrat)t ift 1 mm bie! unb 1 km (ang. a) SBie groß ift baS
©eroidjt? b) SBie änbert fid; baS ©erotdit, roenn bei SBeftimmung ber
©ide ein ^etiler oon 0,01 mm, c) bei ber ©tdite tron 0,01 tror=
getommen ift?

9. @S ift bie ©trede s = 5 m unb ber 3JeigungSroiuMa = 1°; 40°; 89*
gegeben, a) SBie lang ift ber ©runbrift unb b) ber Stufrtf.? a t b x)..
SBie änbern fidi biefe ©röjjen, raenn a um 0,1° roädift?
(Sin 10 km langer SBeg fteigt unter 1° auf. a) SBie lang ift ber ©runb=
rifs, b) wie tjocfj liegt ber ©nbpunft über bem 9tuSgaug§punf't?ax \).
SBeldje Snberung tritt ein, roenn bie Steigung um 0,01° uufidier ift?

cos « = yl — k 2 = 1 —— ■

Qn- einem redjtroinfügen ©reied ift eine $att)ete s = 5 m unb a = 1°;
40°; 89° gegeben, a) SBie lang ift bie .'girootenufe unb b) bie anbere
$att)ete? a 1 b t ). SBie änbern fie ftd), roenn a um 0,01° roädift?

SBeitere S3eifpiele f. Aufgaben II, ©. 68, 1—7. •
a) ©er Slbftanb beä SRonbeS ift a = r : sin u, worin r = 6370 km unb
a = 57'. SBie grofs ift a, unb roie l)at fidi a geänbert, roenn u = 57,6'

gemeffen roirb?
b) gär bie ©otme ift u = 0,002444°; roie groß roirb a unb roeldjeu

©influfs l)at eine Snberung uon « am 0,0001°?
13. S3on ben @nbpunt"teneiner ©tanblinie oon e = 100 m erfdjeint ein in
berfetben afJidjtung liegenber 33erg unter ben Sötnletn a = 20° unb ß = 22°.
a) SBie tiodi ift ber SSerg? b) SBetdieu (Sinflufj t)at ein gel)Ier oon 0,01*

[0,001°] bei ber 3Jteffung oon a, c) oon ß unb d) oon 0,01 m bei c?
14. ©ie Sänge bes ©agebogeus wirb beftimmt burdi cos t = — tga tgbr

rooriu a bie Stbroeidinug, b bie 33reite be§eicf)net. a) SBie groß ift t für

10.

11

12
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ben 1. 3£prtt 1900 itt ©reenrotcfj unb b) mie änbert fid) t, wenn a um
0,01° n>ädjft? a) SBieoiet ift ber Sßacfjmittag länget afä ber Vormittag?*)
ß) SBann erfolgt ber Sonnenaufgang 1907; 1908; 1909; 1910? y) 2öie
änbert fxcJ) t bei einer um 0,001° größeren breite? d) äßietnel Mo-
nteter muf? man nadj Sorben gefyen, bainit eine Slnberung ber Sageä=
länge »on 1 ©efimbe eintritt?

15. Stm 6. 9Jlai beobachtet man beim Stuf gang ber (Sonne eine SDtorgeitraeite
m = 45°. a) SBelcbe geograpljifdjeBreite ergibt fid) baraul unb b) roie
grofe ift bie erreichte ©enauigfeit, wenn m big auf 0,1° feftgeftettt ift?

16. a) SBetdie £öt)e erreicht in 3iom bie (Sonne am 1. SJtai, wenn fie gerabe
im Dften ftel)t? b) Söie änbert fiel) bie £)ör)e mit ber Breite, unb c) mit
ber Slbroeidjung?

17. a) ©in gnmnjigmarfftüd wiegt in üuft^ = 7,965 g, in SBaffer q = 7,500 g.
cc) SBie grofi ift bie ®id)te? ß) SBetdjen ©influf3 bat ein get)ler von
0,001 g bei ber Beftimmung uon p ober y) uon g?

b) SaSfetbe für ein ©imnarfftüd: p = 5,556 g, q = 5,016 g unb
c) für ein ©tue! ©la§: p = 1,350 g, q = 0,810 g.

18. a) SDie Sßurfroeite ift w = — sin 2a. a) mie grofj ift w für c = 500 m

unb a = 5°; 40°; 80°? ß) 2öie änbert fid) w, wenn de = Im ober
y) da = 0,1°? d) gür melden SBert »on a ift bie Säuberung oon w
am geringften?

b) 2)iefelben Stufgaben für bie 38urft)öl)e h = — sin 2 a.

19. Um ben inneren SBiberftanb w eines galüanifdjen ©temente§ (/ = —j

ju beftimmen, fdtaltet man ben SBiberftanbB ein unb erhält i

E\
w

E
iv + B

iB
ober tv = 7—--' ®tte 9 t0 !"5 mu § man ' i»äl)len, bamit w mbglic^ft genau

beftimmt wirb? t-^-. = Oj •

5. üiaxitnalauföatiim.

Beftimme bie größten unb f'lemften SBerte für Stufgaben oon folgenber
gorm:

I. y = ax 2 -\-bx -{- c IL y = ax"' + &;r 2 + c# + d

III. y = ax + & +
: + d IV. y = ax + b + ]/ca; + i

*) Slngaben über bie Sinbcrungber 2>eMtnattott finbet man in ber Sogarirtjinentafel
Skrfafferg.
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V. y = ax + b + ]/c# 2 + </sc + e
VI. Aufgaben aus ber ©eometrie, SRaumleljre, Sßfjgfif ufro,

galjlreidje 39eifptete bjerju ftnbet mau in 2tufgaben I, <S>. 121 — 126 urtb
II, ©. 39—40 unb 183—187.

6. 3tx {breite StflferenttalauulKttf.

Sßcnn y = sea (3 — scj ift, fo ttrirb y = ^ = Qx - 3« 2. £>ie§ ift roieber
eine gunftion von x, man rann alfo baoon ben SDifferentialquotientenbilben

unb man fd^ret&t ~ = y" = jÄ = 6 — 6sr.
3eidjnet man y, y unb y" in bemfetben $oorbinatenfnftem unb Betrachtet

bie $uroe uon P 0 (x = 0, y=* 0) bis P Sl (x = 2,y = 4), fo ift ber 5Diff erenttat=
quotient anfangs 0, mäcfjft, nimmt bann ab unb erreicht bei P 2 roieber ben

SBert 0. ©er gröfite 9Bert non y mufs natürlict) ba liegen, roo -j- = «/" = 0
toirb, alfo bei P x (x = 1, y = 2). 23on P 0 bis P x unb überall ba, mo
y" > 0 ift, roenbet bie $ttroe bie font>ere Seite ber s^SlcbJe ju, ron P x bis
P 2 , too ,;/" < 0 ift, bie foitraoe ©eite. [Sßenn bie ßuroe unterhalb ber
s£=2lcf)fe liegt, j. 33. für y = x* (3 — sc) — 4, ift e§ umgefefjrt, bie ^urne ift
für «/" > 0 fonrat», «/" < 0 Jone er jur sc;2lcl)fe.]

Ser ^ßunrt P x , in bem bte eine Krümmung in bie anbere übergebt, Reifst

SBenbepunft, unb man ftnbet ifin burdj bie 33ebingungy" = -p£ = 0.
23eftimme bie Sage ber SBenbepunfte für beliebige Äuroen brüten ober

»iertett ©rabes. 23etf»iele f. 6. 13 unb Stuf gaben II <&. 38.
gerner für

2. y = cos cc 3. y = tg a
5. «/ = sin « cos a 6. y = cos 2 a
8. y = 2 cos 2 * 9. y = 1,5 sin 3 sc

11. y = cos x + cos 2 sc

1. y = sin a
4. 2/ = sin 2 a
7. «/ = sin 2 #

10. «/ = sin sc -f- sin 2 #

12. y = 2 sin sc + —- sin 2 sc

14. cos 2 sc + — cos sc

13. y

15. y

2 sin sc + y cos 2 sc

sin sc -f- -r- sin 3 #.

7. ftnttrenbmtg auf biß !J&&iiJi&.
(Sine Äuroe ift ftetig gefrümmt, mir tonnten aber bttreb, Differentials

redjnung feftfteHen', roie grojj bie Steigung ber ^urce in jebem einzelnen
fünfte ift, inbem mir annahmen, bafj bie J?uroe für eine furje ©treefe fiel)
burdj bie Sangente erfefeen läf3t. £>te grofce SBebeutungber £)tfferential=

Slfiütfe, SDifferetttiat. unb gntegraltecftmma- 2
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redmung liegt nun barin, baß man bxtrd; biefelbe Setradjtung überall, mo>
eine ftetige 33eränberung vov ftdj gefjt, aus ber Kenntnis bes ganäen 33or=
ganges befummelt fann, wie bie ©ntroidelung an jebem Ort unb in iebent
Stugenblid »erläuft. Sie genauere ©rllärung plrafifalifdjer ©rfdjeinungen ift
alfo nur burd) ^Differentialrechnung*) möglid). 3- 23- Sßenn man beim
freien gaH, beim galt auf ber fdjiefen Gbene, ober bei ber attmoobfdien
gallmafdjine beobachtet, bafs ber SBeg proportionalbem Duabrat ber 3^it ift
s = — f, fo folgt baraus, bof? in jebem fünfte bie ©eftfmnnbigfeit (= Söeg

burd) 3eit) ^| = bt, unb bie ttnberuug ber ©efdmnnbigMt ober bie 33e=

fd)Ieunigung fonftant ~ = b fein tnufj.
Sßenn man beobachtet, baß bei ben ©clmringungeneines Rubels, ober

eines elaftifdjen ©tabes, einer gefpannteu ©arte ber Slbftanb non ber Sfufje:
tage gegeben ift burd) x = a sin at, fo folgt barauS, baß bie ®efd)roinbigfeit

d oti d" x ä
tt = aa cos at, unb bie 33efd)leunigung ., s = — aa 2 sin at = — a 2 x r
alfo proportionalbem Slbftanbe non ber 9iufjelage ift.

3?.eobadjtet man eine elliptifdje 33a(jn um ben 3E)littelpunft nadj ben
©teidjungen a cos at, y = /; sin at, dx

fo mirb v x = dl = aa sin at r
b a 2 sin a t, bie Söe=v y = b a cos a t , unb 6, = - « u s cos « i, &y =

fdjleunigung ift alfo b = ~]/bl + b 2 = a 2 ]/« 2 cos 2 at + b 2 sin 2 at= a~ Y% 2 + iß
b. I). proportionalbem Slbftanbe com SQiittetpunfte.

Gbenfo fann man aus ben Jleplerfdjen ©efe^en bas 9leratonfd)eertjalten,
aus ber Sfivrfung eines ©tromfreifes auf einen SOiagnetpol bie SBirfung eines
©tromtetldjens auf ben ?pol ufw.

8. Mtnftßlinma1>tz ^i^'evexxüalteäinimß.
9luS a + b = c folgt a:== c — b,

ab = c

„ a" = 6 „ a = Yb,
umgefetjrt .fann man aus ben redjts fteljenben ©leidjungen nrieber bie ur=
fprünglidjen ableiten. @ntfpred)enbesgilt aud) non ber ©ifferentialredjnung..

2luS y = ax mürbe abgeleitet dy = adx,
„ y=bx 2 „ „ dy = 2bx ■ dx,

y
a dy

dx
3a
„4 /

*) Stmuenbimgett ber Sutcgralredjnung auf ^ijfif f. ®. 23—26.
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3lu§ y = a Vx würbe abgeleitet — = --~-,
dx 2 yx

„ y = a sin x „ „ äy = a cos xdx uftü.,
alfo folgen aus ben ^Differentialgleichungen redjts aud) bie ©leidnmgen Rufe.
®iefe Umfeljrung be§ SDtfferenjierenä besetctjnet man ate integrieren,
Integralrechnung imb ba§ 9?ed)nung§äeicfjen ift J. @§ wirb alfo

d [*»]

1. a

d

k

m

3. a

d

4. a

//"(a;) dx = JP(«); wenn !iJ^P = /"(*) ift.*)

j 2 dx b) fSxdx c) \<6x % dx

f(2x + 3)dx e) f(4x-S).dx f) f(-J - J) da;

f(0,1 a; 2 + 0,2) da; h) f(3 - 0,4 a; 2) da; i) f(a - 6a; 2) da;

/*(2a; 3 + 3 a; 5) dx 1) /(5 a: 4 - 6a; s) dx

Hin + 1) a?" — 0 - 1) a;*- 1) dx.
/adx , ^ fädx

~W ) J ÜT
b) jaYioc^dx

e) / Yax 2 dx

b) ja cos a# da;

a; dxf.*
I j/ax d,

I a sin x

c) J(2x~^)d
c) I ]/a + bx dx,

c) A sisin x cos a; dx.

9. Utetferc Mbungett.
dj/1. äßenn y = aa;" ift, fo nrirb ~- = anx"-\ aSeroetfe, bafs biefe Siegel

aud) für negattoe unb gebrochene ©ponenten gilt.
2. Sßie grofj ift j^, wenn y = a) uv, b) «:« ift, unb uv gunfttonen uoit

x finb?

3. 2/ = e* = 1 + f + *1 + . . .
y -\- dy = e° + dx = e°- e dx

dx , da; 8_ /-, , dx . dx* , \

*) Sie SBebeutung btefer DJedjnungäartnrirb im nädjften 9Ibfdt)nitt befprocf)eu, bor;
nrirb aucf) bie tonftante ober bie Sniegraüonstoifc^en ©renken eingefügt.

2*
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dy = e» (dz + ~ + ■ • •)

dx

4.
5.

dy

6.

' dx

2, = 10^ = (e a ) x = e<".
<f=10
« = log nat 10 = 2,303 ober 1 = a log e

g = 2,303-10* =^-10* = 2,303,.
y = 2X = e 1"

e« = 2
a = log nat 2 = 0,693 ober log 2 = a ■log e

J? = 0,693 • 2* = 0,693 y,dx ' "

7. 2Iu§ 3. folgt x = log nat y, ~ = ~ = -
d log nat a;

8.

da;
d log a;

da;

x'
0,4343

dloga;
: 0,0004343

2,303 x x

%. 93. für z — 1000 u. dz = l wirb ^|
„ « = 2000 „ dz-1 „ „ =0,000217
„ a;=5000 „ dz = l „ „ =0,000087

©er SDtfferentiatquotient ergibt bie ^roporttonatteite genauer at§ bie
£ogaritf)mentafel.

n. 3nf£0ralrBd|jtutt0»
1. Tßotsrxffvmmm.

1. ©e|t man in (» — l) 2 = x % — 2x + 1 für z ber Steitjc nacfj bie
2Berte 1; 2; 3; • • n unb abbiert alte ©leidjungen, fo crtjält man
0 = w 2 _ 2 (l + 2 + 3 • • • n) + «. 3Bie groft wirb atfo 1 + 2 + 3
+ ... n = ^ n%

2. 33efttmme auf biefelbe SGBeifc au§ (z — l) 3 = z 3 — 3z 2 + 3x — 1 ben
SBert »on l 2 + 2 2 + 3 2 h-----ra 2 = £> 2.

3. 23eftimme auf biefelbe SBeife l 3 + 2 3 + '3 3 -\-----» S =S« S unb 4.
I 4 + 2 4 + 3 4 + S» 4
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l i _4 i# Seredme biefe Summen für n = «) 4; /3) 10; y) 100; S) 10 5;
«) 10 6 auf 4 gettenbe 3tffertt.

1 2—4 2. SBeredjne biefe Summen für «) 1 bis n — 1; ß) 1 bis 2 w;
y) t)on n bis 2».

5. SBfe grofi finb bie SBerte »on a) ^(1 + 2 + 3 + • • w);

b) l(l* + 2* + .-^); c )i(l 3 + 2 3 + ..n 3); d) J^ (1*+• 2* + •-'. »*),
in metdiem ©rensroert nähern fie fid), menn n unenblid) grofj wirb?

6. SDagfelbe, wenn man im $äf)ler nur big a) »■— 1; (n — l) 2; (n — l) 3 ;
(n — l) 4 gebt.

7. @§ fei OQ = a, PQ = b unb bie ©leidjung ber geraben Sinie OP
fei «/ = — «. Sßenn man a in w gleiche
Seile teilt, in ben Seilpunften £ote er=
richtet unb parallelen gie^t (f. gig.),
roie grofj totrb a) bie Summe ber fenf=
red)t fdjraffterten 9?ed)tede, b) bie (Summe
ber magerest Staffierten? c) 2Md)em
©remitiert ncujem fid) beibe Summen,
menn n = oo nrirb?

SMe entfpredjenben Aufgaben, roemt bie ©leidjung für OP tautet:

8. y ex* 9. y = 2p' 10. y = qx 3 11. y = te*.

Seftimme bie gläcfjemntjalte*) OPQ für « = a) 2 cm, ß) 3 cm, wenn
gegeben ift: 12. y = x\ 13. y = 0,6 a; 2, 14. y = 0,1 a; 3 , 15. y = 0,05 .z4.
16. y = 0,5 a; 2 + *, 17. y = 0,3 x (x + 2), 18. y = 0,1 a; 3 + 0,4 x\
19. «/ = - x\ 20. «/ = - 0,4 a; 2 - 0,5 x, 21. «/------ 0,2 x s - 0,8 a?.
12 x—21 1. SBte grofj finb bie gliidjen prifdjen

ber Jhtme in ber a;=lc£)fe »on a) x = 0
big a = 1, |3) aj = 1 big a; = 2, y) 35 = 2
big 35 = 3, d) 35 = 3 big x = 5? geige,
ba£ n = F\ + JP»; F*2 = *«„ - ^ 0 ufra,

22. Sie $öt)e eineg legete ift in n gieid)e Seile
geteilt unb burä) bie Seilpuntte finb ©benen
parallel jur ©runbflädjegelegt, a) SBie
grofs ift bie Summe ber n äBat^en (f. gig.)

*) Seltne bie giguren auf 3Kiutineter=$Papier (1 = 1 cm), jäljle bie öuabrarmillimeter
unb bergleictje ij\n unb im folgenben bie fo erhaltenen SScrte mit ben Berechneten.
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roeldje um ben $eget Betrieben finb? b) Sßie gtofj ift bie (Summe ber
w — 1 innerhalb bes Tegels liegenben SEat^en? c) SBetdiem ©rcngtocrtc
nähern fiäj fceibe Summen, wenn n = oo nrirb?

23. SBie grofs werben biefe ©ummen, wenn in ätjnlidier SBeife gerabe SBatjeit
bei einem fdjtefen Sieget gewidmet werben (©afc bes ©aualieti).

24.—29. SBie grofj finb biefe ©ummen, wenn gerabe Prismen in ätmtiäjet
SBeife bei einer geraben 24. »ietfeitigen, 25. breifeitigen, 26. w=feitigen
^ijramibe ober bei einem fdjtefen 27. xnerfeitigen, 28. breifeitigen,
29. «Zeitigen SßtiSma gewidmet werben.

2. Jnts&xalveäimin&,

SBenn ein ÄteiS r 2 % gegeben ift, fo ift baS ©iffetentiat 2 r % ■ dr bie
glädje eines fdnnalen 9lingeS; umgeteljtt wenn man non bem SDiffetenttat
ausgebt, fo geigt bie 2lnfd)auung, baf3 baS Sntegtat r 2 % bie ©umme aller
^Differentiale ift, roenn man fid) ben 9labius non o bis r road)fenb benlt.
©benfo ift bas Cluabtat a 2 bie ©umnte aller ^Differentiale2a-da, ba bie
©umme ber Meinen Guabtate da 2 beim ©renjübergang »etfcfjroinbet.

SBenn y = x 2 ift, unb man fotl bie $läcfje jroifäjen ber ®utoe unb ber
#=2läjfe beftimmen, fo lann man bie im nötigen Slbfdmitte 7.—11. etroätmten
9aed)tec£e als Differentiale be§ glädjeninlialts anfeilen dF = y • dx = x 2 ■ dx,
unb man finbet batauS einfadjet unb überfidjtticfjerbiefetben ©rgebniffe roie

nortjin F = y x 3. ©ie§ unbeftimmte ^ntegtat erlangt einen bestimmten
Sßert, menn man es es pnfdjen ©renken nimmt.

6§ ift burd)aus notmenbig, bafj man beftimmte S3eifpiele, etwa y = 2x
— 0,5 x 2 auf 9Jtittimeterpa»ier aufjeicfjnet,bie gtädjeninfjalte F 0\ F t 2, F 2 S . ..
berechnet unb mit ber 3eid)nung »ergleidjt. SBenn y negatto ift, wirb natür=
lid) aud) y ■ dx unb bamit ber gtädjemntialt negatin % S3.

2 2 2

F 2 = Cy ■dx = C(2x - 0,5x 2)dx = x 2 - 0,5 *

W ■J

A 4 O 2

y-dx = cB = 16------ = 5~ qcm,O o

F 5 = qcm.

SDtan fiet>t i^ 4 ift boüpett fo grofs roie F 0 2, bagegen F 05 ift offenbat
ntdjt rtäjttg, ba I)ier .F06 < JF04 ift Solan mufj bafiet F 05 jetlegen in

F* + F 4B, unb ^ 4 1- qcm.
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©beufo beftimme man bie gtädje änrifdjen ber Äuroe imb ber yMi))t
■clF = x ■ dy = x (2 - «)da;. 2Bie gtofs tütrb F 0\ F* f JF3S? Sßa§ bebeutet
:bas negatioe Beiden irt biefem gatle?

§l£)nlid)e Snlmltsbeftimmungen f ann man für beliebige Parabeln y = a x"
-f Ix"- 1 -t- • • • ausführen.

9totationsförper.
©s ift bie ^Jarabet y 2 = 2px gegeben unb für x = a fei y == b,

1. 2Bie grofs ift bas ^ßarabotib,bas burd> Umbreljung um bie #=3Wjfe
entfielt?

rf/ = 2/2 3t • «üa: = 2px ■ % ■ dx

1 = 2)7tx 2 = pita? = —ab-x-

*2.—3. SBeftimme bie Körper, bie bei ber Dotation um bie y-Mä))t unb 3.
um y = b entfielen.

dl = x 2 ic ■ dy = -—^lidy unb dl= (a — xfndy.

4. sJJtan beftintme ben Sufyalt eines Tegels, roeun ba§ 2ld)fenfreu$ a) burcl)
bie @pi|e ober b) burd) ben 9)iittetpunf't ber ©rünbftaclje gelegt irrirb.

5. Snljatt uon a) $uget imb b) ^ugetabfdmitt, roemt man ba§ Idjfenfreuj
a) burd) ben tiefften Sßunft, /3) bitrd) ben -äJtittctpunftlegt.

6. Snljalt »on Gdipfoib unb 7. ignperboloib.
8. 3iotation§lörper, bie burd) Umbre£)ung uon Äuroen brüten ©rabes" ent=

ftetjen.
Sie ©teidmug für bie Sogentänge einer beliebigen $urae läfjt fid)

^roar leid)t aufftellen, weil ds = Ydx 2 + dtf = dx l/i + ( d y\ 2 ift aber bie
2lu3fiu)rtmg ber Integration ift geroöljtttid) fdjnnertger als in ben uorigen
gälten.

3. Uceljungaminmtf imb 3 iiiaevpunM.

D = m '• r.
Sßenft bie Parabel t/ 2 = 2^;r imb für x = a, y = b gegeben ift, fo ift

ftas S)ref)momentum bie «/=3ld)fe

I) =Jydx . x = jy- yp dy- ^ = j'^Jy
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_y"
10p'-

2 2 2 2J

SDie (Summe ber einzelnen 2)re£rmomente ift gleich bem 3)rer)momentber
im Sdrroerpunu fonjentrierten ©efamtflätfje.

#ä = 0,6 a-2 27 2 7

$n berfetben äBeife finbet man bie ysßoorbmate bes SdjroerpunnS y„
unb bie Sdjroerpuntte für Beliebige Stadien unb Körper, j. 33. 3/ = 0,2rc a ;
# 2 = 0,2;z 3 ; tf^px 3, Äegel/ Äuget, $ugefabfcr)nitt,^arabotoib.

4. ©räßririfeutomenf.
T = »rl

1. ©in Stab »ort ber iiänge Z bretjt fict) um eine Std^fe, bie fenfredjt pm.
Stabe a) burdj einen ©ttbputtft, b) burcf) ben -Hiittefpuntt, c) bitrdr) einen
Spuntt getjt, ber um a »on einem ©nbpunfte entfernt ift. SBie grofs ift
bas TrägheitsmomentV

a) Se|t man bie 9)iaffe »on 1 cm gleidj m, fo roirb
dT.= mdx ■ x 2

M P.

wenn bie SWoffe bes Stabes ml = M ift; b) ~f; c) y (3a 2 + 3aZ -f Z2)-
2. SBie grofc ift baS SrägljeitSmoment a) einer Scheibe r, b) eines.

^Ringes rg, roenn bie 2Icr)fe burdj ben 3Jiittetpuntt geltjt?
a) ö'T = m2ritdr ■ r"-

b) T.

™*r

M,

M

3. Xitrdj eine Staljladjfe mit bem £atbmeffer g>
ift eine Stange geftedt (f. gig. 8), unb um bie
2ld)fe ein gaben gefdjlungen, an bem bas ©eroicfrt B
befeftigt ift.. 9Benn bieS h cm herunterfällt, roirb»

bie 2lrbeit Ph in bie ©nergie ber 33eroegung m v 2

»erroanbelt. Ta bei ber brefjenben 33ei»egung v
mit bem Stbftanb oon ber Sreljungsadjfe roädift,

fo fütjrt man bie SBintetgefcrjiüinbigfeit — = a ein,,

bie bei ber ©rerjung fonftant bleibt. S)ann wirb
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a) 2Bie grofi ift ba§ S£rägt)eit§momentT beä Apparates, menn
p = 50 g, h = 40 cm, p = 4 mm unb bie $attäeit t = 10 sek.
beträgt?*

@S ift 7i = \t*
v = U atfo 6 = 0,8 cm, « = 8 cm, a = 20, T=10.

b) ©asfelbe, menn p = 0,459 cm ift.
c) SBetdje £rägt)ett§momente tjaben 2 33teigenrid)te »Ott je 40 g iirt

Stbftcmbe 22 cm?
d) Sßetdje gattjett ergibt fid; mit ben vorigen ©eroid)ten für P= 50 g

unb h = 40 cm?
e) 33erüdfid)ttgt man bie tebenbige Äraft be§ faltenben @enrid)ts r

]o roixb Ph = ir mv 2 +-Ta 2. 9Bie anbern fid) baburd) bie

©rgebniffe ber vorigen Aufgaben? (3 gettenbe ßiffern).
4. ©in 9tab mad)t 2 (n) Umbrefjungen in ber ©etunbe, meld)e 2ßtnlet~

gefdjroinbigfeitf)at e§?
5. ©ine @d)eibe »on r = 50 cm miegt 100 kg, 6. ©in ©djroungring.

wiegt 1000 kg unb t)at bie Stabien 1,8 unb 2 m. 2Bie grofj ift ba&
3/räg§t)eit§moment unb bie ©nergie bei 2 («) ttmbrerjungen in ber
©efunbe?

5. T&xbsit

1. ©in gtjtinber »om Duerfdmitt q unb igöfie /» foll burd) eine ^umne mit
SBaffer gefüllt werben. 2Md)e Slrbeit ift erforberlid), wenn fid) bie
©runbflädie beS 3plw^ erä a) ° m r b ) Äi m uoer oer SBafferflndie
befinbet?

i
■2'Hr2[(*H-*0>-V]dA = g^/i ■ h

2. SaSfelbe für einen Äeget, 3. Äegetftumpf unb 4. Äuget.
<L4 = x^xdy ■ y

*) 9JäIjere§ über bie StuSfüljrungbiefer SSerjudje «nb 9KateriaI für Weitere Stufgabetv
tt ftdE» burd) SSerfudjebetätigen laffen, finbet man in ber fetjr intereffantenSlb^cmMung:
Bon *J5rofefforDr. Sffiifdjöeter: ®ie 33ef)anblung be3 ErägJjettSmonienteä in
■ber @cf)ule, Programm be§ SRealgtjmnaftumä auf ber SBitrg, töntggberg i. $r. 1S96.
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4 = hF* - T-""f""-r

Sei etaftifdien Gräften ift bie Äraft K=lc-s, bie Arbeit J. = /*ffrfs

= 4 **'•
ar23ei ber ©djroerfraft ift Z = ™, J. = / ™

/i i\
V''! V

äöetm in bem gnlinber einer ©ampfmafdjine ber 3)ampf$utritt abgefperrt

ift, wirb p ■ v = lc A = f pdv = l — dv

= Ä • log nat — •

©urd) 3ntegratred)nung finbet man ferner beit $Drud! einer 3?Utffi<}=
feii auf bie ©eitenroanbe be§ ©efäfseS, bie 33af»n bei gegebener 3fe
fdjteunigung itfto.

in. OMEirfjmtgm
1. ©diniffpmtRfe item liuriren unfr ©ecaorn.

1. SDie ©djnütpunrte einer Äuroe jtoeiten ©rabe§ unb einer ©eraben werben
burd; eine ©leidnmg jmeiten ©rabe§ beftintiut (33etfpiete f. Aufgaben I
©. 115). Citroen brüten ©rabe§ führen auf eine ©letdjung brüten ©rabes,
bie fidj auf ben ^weiten ©rab jurüdfütiren läfst, wenn bie ©erabe burd)
einen gegebenen 5)3unft ber $urt>e geljt j. 33.

y = 0,1a; 3 .
•Stuf ber- Äuroe liegt ber «ßunft P x fe = 2 yx == 0,8). «/ - 0,8 = ^ (* - 2)
ift eine ©erabe, bie burd) P t gelü; bie ©dmittpuntte werben beftimmt burd)

0,l.r s — Ax + 2 J. - 0,8 = 0.
'SDiefe ®ieid)ung Ijat bie Söfung xt = 2, unb mufj fidj baljer burd) bett %ai\m
-% — 2 teilen laffen. ■
1. SBeldje Söfungen £>at bie obige ©leidmng für A = a) 1,9; b) 0,7; c) 0,3;

d) - 1?
äBenn bie ©erabe im Sßunfte P t berührt, fo fallen l)ier jroei Söfungen

-jufammeu, bie ©leidiung Ijat alfo ben gaftor (x — x t ) 2.
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% 3fn metdjen fünften mirb y = 0,1a; 3 oon ben Tangenten in P t (xy = 1),
P, (x t = 2), P 3 (»; = 3) gelitten?

•3. äiiie l)eiJ3t bie ©leidnmg bei- Söenbetangente, unb mo fd)tteibet fie bie
Suröe?

9ftan tann aucb, bie ©ämittpuntte einer $uroe oierten ©rabes mit
einer Tangente burctj ©leidutngen jroeiten ©rabe§ bestimmen.

ßertegt man bie fubtfdje ©leidjimg x 3 — px — g = 0 iit y = x 3 unb
y = px + q, fo erhält man burd) bie grapf)ifcr)e Tarftellung eine angenäherte
Söfnng ber tubtfcfjen ©teidjung.

2. lilrümmungekreijs.

1. a) 3>u wetzen fünften wirb bie Parabel y- = 2jpa; t>on beut $reiö
(x — «m) 2 + iß = r* gefctjmtten? b) r = a;m. c) SBeläjen SBert muß #,„
ermatten, bamit alle 4 ©dmittpunfte in ben ©djettetpunft fallen?

2. a) Sasfetbe für bie ©llipfe (£>t>perbel) -^ + ^ = 1 unb ben Stretä (# — a;„,) 2
+ jr = r 2. b) r = a — #,„. c) 28te grofj ift x,„ unb r für ben S?rümmung§=
freie?

©3 ift «/ 2 = 4# gegeben, barattf ber ^ßunft P 1 (^ = 1, y 1 = 2) unb
burd) P x ift bie Formate y = — x + 3 gelegt. Stimmt man auf ber 9tor=
utaten einen ^unft M an unb fdjlägt mit MP 1 einen Ärei§, fo Ijat biefer
bie ©tetdwng

(x - x mf + (y- 2/„,) 2 = (x m - iy~ 4- (2 - y m)\
gttr bie ©dmittpimfte biefe§ Greifes mit ber Parabel erbalt ntan bie ©leidnmg
werten ©rabes

16
y-(x9 V°" 2) + 2y(x m -3)-2x m + l = 0,

unb ba ber £ret§ bei y = 2 berührt, fo tjat bie ©leidjung ben gaftor y 2 — 4y + 4.
®urdj ©ioifion erljält man if + 4y — 4 (2x m ~ 7) = 0. 9Jian. tarnt nun
x M immer fo matten, bafs nod) einmal y = 2 nurb [# m = 5], baf3 alfo ber
$rei§ bie ^arabel in brei fünften berührt. $n ätjnlidjer SBeife f'ann man
3U jebein ^5unft ben 5?rümmuitge!rei§ beftimmen. 2)urd) @infüt)rung ber
'©ifferentiatquotienten tommt man \v. allgemeitteren (Srgebniffen.

3. ÄßUtftttt* ©Btfativctt jur angunäfierfcn Xüfung iuxn OlEtdjuneett.

Sßenn bie ©leidiung f{x) = x n + ax' 1- 1 + • • • = 0 gegeben ift, unb
man Ijat burd; SBerfudjen einen Sßert xx gefunben, meiner eine angenäherte
Jßöfung ergibt, fo mirb man burd) fötusufügung ber ^orreftion /,• bie ridjtige
Jßbfung erhalten. G§ wirb alfo
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(«, + 1()" + »(!, + /c)"- 1 + • ■ • = 0
xxn 4- ax/- 1 H------h h [nx^- 1 + a(n — 1) a^ -2 -\-----] = 0.

Sßenn ä fo Mein ift, bafj man bie {(öfteren 93otenjen baoon oernactj'
läffigen fann, roirb alfo

f(x,):+hft*d-0

Tuxä) nriebert)otte 2(ntt>enbung btefes 33erfal)ren§ erhält man genauere
SBerte.

2ll§ 23eifniete Ijierju fonnen namentlich bie rubiftfjen ©leictjungenbienen
(Aufgaben II, 6. 28).

4. JnfErpuIafttm.
@§ ift sin (20° 4- x°) = sin 20 cos x 4- cos 20 sin x. SBenn aber in

einer trigonometrifdjen ^Tofet bie gunftionen für jeben gangen @rab gegeben
firtb, fo rechnet man nicfjt naäj biefer formet, fonbern man fefct

sin (20 + x) = sin 20 + (sin 21 - sin 20) x
= 0,342 + 0,016«.

©eroölmltdj beruht man biefe Formel nur für « = 0,1°.. 0,9°, aber fte
liefert nod) für « = 7° auf brei ©teilen ein richtiges ©rgebnis, für größere
SBerte t)on x erfwlt man immer [tariere 2l6raeid)ungen.

(Sbenfo fefet man bei einer merfteHigen £ogarit£)mentafet
log (200 4- x) = 2,3010 + 0,0022 x

braudjbar »on x = 0,1 bi§ x = 2. SJiefeä fetjr £)äuftg gebrauchte @infd)attung§~
»erfahren berutjt alfo barauf, baft man ftatt einer beliebigen gunftion eine
gerabe Sinie y = a 4- bx einfe|t, roetdje auf eine furje ©trede mit ber
gamltion jufammenfattt.

@ine beffere Interpolation erhält man, menn man ftatt ber ©eraben
eine ^ßarabel y = a 4- bx + ex 2 fo beftimmt, baft fie an brei fünften mit
ber gunftion jufammenfätlt, j. 23.

sin (20° 4- x°) = 0,342 4- ax 4- bx 2
sin (20 4- 10) = 0,342 4- 10 a 4- 100 b = 0,500
sin (20 4- 20) = 0,342 4- 20a 4- 400& = 0,643

10 a 4- 100 b = 0,158
10a + 3006 = 0,143

2006 = - 0,015
b = - 0,000075
a = 4- 0,01655

sin (20 + x) = 0,342 4- 0,01655« - 0,000075« 2 .
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®ie§ ift auf 3 ©teEen gültig für — 2° < x < 21°.
1.— 3. 33erecfjne eine Interpolation pjeiten ©rabe§ für 1. sin 30, sin 40,

sin 50. 2. tg 45, tg 50, tg 65. 3. log 5, log 6, log 7 uftt).
2Iud) beliebige 3 a |I en / b\e öur(^ Seobadjtung gefunben finb, lann man

auf biefe SBeife burcf) eine gortnel barftellen. $. 33. bie ÜMtteftemperaturen
im 2Jcai in Königsberg finb:
Qa 7« ga Qa IQa ^a ^m y> %p y> ^ fy, Qp

8,8° 10,4 11,7 13,0 13,9 14,7 15,2 15,7 16,0 15,8 15,3 14,7 13,9
4. Seredjne auz ben Temperaturen um 8°, 12™, 4 P bie übrigen unb oergteiebe

fie mit ben beobachteten^Temperaturen
£emp. (8 8 + x) = 11,7° + 1,3« - 0,106« 2

ober
£emp. (12 + x) = 15,2° + 0,45« - 0,106a; 2 .

$n aßen btefen gäEen empfiehlt e§ fid), bie toirfCic^e Kuroe unb bie
interpolierte jur geometrifdjen ©arftettung gn bringen.

Sßeitere 3lnnäl;erung erhält man burcb, eine Parabel brüten ©rabe§
y = a + bx + ex 2 + dx s, bie man bureb, 4 fünfte legt; unb bieä füt)rt auf
ben ©ebanlen, eine gunftion in eine 9?eif)e ju entttricMn.

SDurct) ©ioifion erhalt man

(l + tf)-i = _L_

5. ftetljeu.

= 1 — X + X 2 — X 3 + X*

33eftimme bie ©djnittpuntte ber Kuroen
y = 1 — x; y = 1 — x + x 2; y = 1 — x + x 2 — x a ; ■ ■ ■

miteinanber unb mit ber |nmerbet y = (1 + x)~\ ®ie 3ted)mmg unb bie
ßeidjmmg geigt, bafj ftä) alle turnen bei x = 0 berühren unb bafi bie $a=
rabeln fiel) ber ^pperbel non — 1 < x < 1 immer meijr anfdjmiegen. %iix x == — 1
erreicht bie 9Wt)e ben ©renjmert oo ebenfo nrie bie linte Seite, für x = -(-1
ttrirb bie SRei£>e 1 ober 0, bie ^gnperbel = 0,5; für x > 1 finbet leine 31n=
näljeruug (Konnergenj) meljr ftatt.

$n berfelben SBeife lann unterfuetit raerben
(1 + x)-i = i _ 2x + 3x 2 - 4x z + ox i -------

1/(1 + x) VÖ-'TxJ2 uftt).
3Wmmt man an, bafj eine beliebige gunltion fix) in eine 9ietf)e entroictelt

m erben lann, fo roirb
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fix) = a + ix + ex 2 + dx s + <?# 4 + • ■ •
%üx x = 0 erhält man a==f(0), unb burä) Stf ff ereiferen roirb

/•'(x) = & + 2 c» + 3dx 2 + 4ex s + ■ ■ •
Se^t mnn roieber x = 0„ fo wirb l = /" (0) unb einlief)

„ r (o)

d =

1 • 2o
1 • 2 • S

3tffo roirb

/•(o) + f /" (0) + -^ /- (0) + j-^ f" (0) + • • -
hieraus erhält man bie Dieirjenentroicfhingen für <f', sin x unb cos #.

3. 33. fix) = sin« /'(0) = 0
f 0) == cos a; f (0) = 1

/•" \ x ) = _ sin * f" (0) = 0
/"" (a,) _ - cos x f" (0) = - 1

ufro.

jf (*) - sin x - T - j 75Ti + ^.,.^ -g-------
2lutf) liier erfennt man bie 33ebeutungber 5Rei£)enentroi(J(ung am beftetv

inbem man bie fftei^e naäj bem erften, p>eiteit, brüten ©liebe abbricht unb
geometrifd) barftellt. j. 33. für y = <?

y = l+ 1-; y-l + T + —; y=l+ f + _ +-^ .
33efonber§ intereffant ift es, rote bei ber sinus- unb cosinus - 9{eü;e

bittet) jebe§ neue @Iieb eine beffere 2lnnäljerung an bie SBettenftnie t)erüor~
gebraut roirb.

©e^t man
f (1 4- x) = a 4- ix + c« 2 + ^^ 3 + ex* ■ ■ •

fo fann man burä) x = 0 unb burdj ©ifferenjteren ableiten

/■(i + *)=/-(i)+ T -/-(D + ~-r(i) + r:|^r (i) f • • -
unb bie§ ergibt bie ©ntroießung für (1 + *)" unb log (1 + *).

/•(«) = (1 + x)" f(l) = 1
/" 0) - » (1 + x)"- 1 f (1) = n
f" (x ) = n (n - 1) • (1 + a;)«- 2 /"' (1) = n (» - 1)

ufro.

(1 + »)" — 1 + y * + —Y72" x + - ■ •
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/'(*■
gür x = 0 crptt m^

/"
®e§t man mieber a;

3ttfo wirb
m= /'(oi

hieraus erhält man
3- 3|

o

00

N
üirb

rib cos x.

f(?) =1
3lu<f) Ijier erfetl

inbem man bie SReil
geometrifd) barfteUt.

1 i x
«/ = !+ fj

Sefonbevs int<|
bitrd) jebe§ neue @|
gebraut mtrb.

<Se£t man
AI

fo fann man burdn

unb bie§ ergibt biel
m =

/•'» =

cflung am befteiv
iebe abbricht unb

2 T1.2-3

IIb cosinus - SReüje
lettenftnie fyxvox-

lr(i) +

C»-i)

(i
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