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Porivort.

Befannt find die Nefovmbejtrebungen F. Kleins, die namentlidh in ber
Sdyvift: 1lber eine zeitgemdBe Umgeftaltung des mathematijdhen Unterridyts
(Veipyig, Teubner 1904) entbalten find. €s wird davin hauptjacdlih eine
ftavfere Betonung der Anjdauung, der Anwendungen, des Funftions-
begriffes, und Dbdie Cinfithrung bder Elemente ber Differentialz und
Jntegralvednung gefordert.

Der BVerfafjer hat einige dhnlidhe Gedanten in einem Vortrage im Vevein
sur Forberung des mathematijhen Nntervidhts [1898 &. 2: Zur Neform des
Unterrvichts in der Avithmetif] verdifentlicht, und feine Aufgabenjammiung fiiv
die obeven SKlafjen®) (Leipzig, Teubner 1902) enthdlt eine weit ftdcfere
Beviidjidhtigung des Funttionsbearifjes und der Wnwendungen als andeve Samms=
(@ 4 k) — [(x)

h
und vielfach benupt, das Wort ,Diffeventialvedhynung” aber vermieden, weil
eine direffe Cinfithrung derfelben damals ausficdhtslos erjdhien. Da jebt aber
die Sadilage volljtandig gednbdert ift, und da bdas Untervidtsminijterium
geftattet hat, Berjuche mit ber Vehandlung der Diffevential- und Jntegral-
redynung *#) ju machen, fo find im folgenden einige Aujgaben aus bdiefem
Gebiete obhne Anjpruch auf Volljtandigteit als Crgdnzung fiiv die Aufgaben-
jammbhmg IT zujammengeftellt.

Wie foll nun die Differentialz und Jntegralvechnung in den Mntervidt
eingefithrt werben? Wenn eine zujanunenhinaende Behandlung in O ftati-
finbet, fo wirtd man ungefibr den Weg einjdhlagen, der i den Fahlreichen
fir bie Hochjchule beftimmten Biidhern vovgezeichnet ift. Wber bdies jcheint
miv jyweven Bebenfen zu untevliegen. Der obhuehin fdhon reidhlich bemefjene
Stoff miifte nod) ftarfer sufammengepreft werben und eine ftarfe Tiber-
bitvdung fonnte nidht ausbleiben. Meiner Anfiht nad) fann es fidh mw
barum bandeln — wie es von F. Klein angegeben und von Vehrendfen

[ungen. Der Tiffcrentia[mwtient" ift Dbort Fwar evwdadhut

Jm folgenden abgefiivat begeichnet durch ujgaben II.
%) And) dem BVevfaffer ift Gelegenheit dagu gegeben.
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Borwort.

und @otting am Gymnafium zu Gottingen ausgefithrt it — bdafp dev
Untervichtsitoff von dem neuen Geifte duvdhdrungen wird, daf die einzelnen
Abichnitte der Diffevential und Jntegralredynung da eingefchaltet werden, wo
fie jid) an die Lehraujgabe natiiclid) anfdliefen, und daf zum Teil bdiejelben
Aufgaben behanbelt werben wie gegemwirtig (Gejdwindigheit, Tangente,
Marima, Jnbalte, Gleichungen). Aber weil man alles, was jebt getrennt
erjcheint, in Sujammenhang Dringt, wird der ganze Lebritoff leichter und iiber-
fidtlicher, und trop Einfithrung der neuen Begriffe with die Gejamtarbeit,
pie der Sdhiiler aufzuwenbden hat, geringer als bisher.

Allerdings mup man frith, jhon auf Tertta, mit ber Umgejtaltung des
Untervichts anfangen. Wenn die Bebandblung von zwei Gleihungen mit
swet Unbefannten vorgejdvieben ift, wird man felbjtverjtindlih aud) eine
Gletchung mit zwei Unbefannten DLejprecdhen miifjen, aljo den Funftions-
begriff. I will jedoch Hier nicht ndher davauj eingehen, da idh in meiner
Aufgabenjommiung fiir die mittleren Klafjen™) (Leipzig, Teubner 1906) bies
ausfithelic) bavgelegt Habe. Der Stojf ijt dbovt fehr veidhlich) angegeben und
man witd namentlid) auf dem Gymuafium einiges nad) O I hiniiber nehnien.

Wie febr die NReform der Mathematif eine inneve ift, geht dbaraus
hevvor, dap es garnidht notwendig ijt bie amtlichen Lehrpline zu dndern,
wenn man nur die Worte der Lehrplane nidht {o deutet, wie ed in den meijten
Sdulbiichern gefdyieht, jondern jo, wie fie ein Unbefangener auffafjen miifite,
ber gwar die Mathematif, aber nidht den jebigen Sdulbetrieh fennt. Einige
Beifpiele aus dem Lehrplan der Gymmafien mbgen dies beweijen. Fiiw O IL
it vorgejdhrieben: Anwendung der Algebra auf Geometrie. Das fehr
weit verbreifete Lehrbuch) von Viehler gibt in diejem Abjdhnitt:

abe ===t 1 1 1
e - A = e
= Y eEL 00 e s e
1 1 2 . o
Lo e e R
?_I_b.-“,__l_e 42 Vﬂbm-—l—b—[—c)(r!—-—b—) 2
"t 0 =5 +ole, w alb —2 1w,

Offenbar find all diefe BVeziehungen gang hiibjdh, aber — aud) gan
entbehrlih). Der Fadhmathematiter braudt fe wdibrend des Univerfitats-
jftubiums nicdht, und fiiv die allgemeine BVildbung geben fie einen geringen
Beitvag; denn da ein Dreiet durd) 3 Stiide beftimmt ijt, jo it es jelbit:
verftandlic), daf 5111'tid')cn abe, b, by b, w,w, w, t, t,t, s s—a s—b s—¢

0. 90,0,07, 0, T 0, 3ahlreiche Bebingungsgleihungen beftehen miifjen. Weldhes
ijt aber Dei mufcm bie widtigite Anwendung der Wlgebra auf Geometrie?

) Jm folgenden begeichnet dburd) Aufgaben L.




Bortwort. 5

Siderlich die analytijhe Geometrie. Daf eine Gervabe ober ein Kreis durdy
eine Gleidung dargejtellt werben fann, dap man die Geometrie arithmtetijch
behanbeln und arithmetijdhe Gleichungen geometrijch deuten fann, bdies qibt
eine. wefentliche Crweiterung des Gefichtatreijes, und die einfachiten Sige aus
biejemn Gebiet find fo leicht, baB man fle nicht biz Prima u verjchieben
braucht. Man gewinnt bamit den fevneren Vorteil, daf die Lehraufgabe in
Arithmetit Gleihungen, bejonders quabratifde mit mehreven Un-
betannten in enge Verbindbung mit dem vorigen gebracht wivd. Wenn
man die gefiinftelten BVeijpiele Bardeps weglaft, 1o find quadratijde Gleid)-
ungen mit jwei Unbefannten in geometrifdher Deutung Kegeljdnitte; man
witd die hochiten und tiefften Lunfte DLejtimmen, die Tangente in gegebenem
Punfte beredhrnen und dbann zeichnen ujw. Dies gibt jugleich die beften und
widitigiten Konftruftionsaufgaben, bejonders aud) jolde mit alge-
braifdher Analyiiz. So fann das Gymnafium mit Leidtigleit bdie
Tiffeventinle ganger vationaler Funftionen in OIL einfithren.

o UT wird man gleid) jum Beginn (im Anjdhlup an die avithmetijden
Jeihen oder den binomifden Saf) bdie Potemjjummen betvachten. Hievmit
und  Deffer noch) duvd) Umbehrung ver Differentialvechnung ift ein Mittel
gewonnen, um nidht allein beliebige Flachen- und Rauminhalte abzuleiten,
jonbernt audh, wie vorhin jhon Hervorgehoben, gang allgentein von der Gefeh-
mapigteit fleinfter Teilchen einen Shlufp auf die Gejamtheit ju maden. Tas
itbliche Verfahren 5. B. ben JInbalt der Kugel -als Differens swijdhen Walze
und Kegel zu finden, ift zwar elegant, aber vom allgemein=padagogijdhen
Standpunft wenig wertvoll, denn es ift ein mathematifches Kunitjtiicf und
ver Sdiiler fann feinen anbeven Nauminbalt in dhnlicher Weife finden. Jn
ver Trigonometrie wird man tm Anjdhluf an bdas. Additionstheovem aud
Differentiale, Varima ujw. von frigonometrijden Funftionen beftimmen, und
man erhalt damit ebenjo geeignete Tlbungen fiiv die Wmformung dev Funt:
tionen, wie bei der Veredhnung von Dreiecten aus ,mbalichit unzwedmafpigen
Stiiden”; sugleid) aber gewdbhrt die geometrijhe Tarftellung diefer Funttionen
nod) bemerfenswerte Ginblide in die Theovie der Tbhertdne und der Wedijel
jtrime.

Auch die Forberung: Gleichungen, aud) folde Hoheven Grabes,
bie fid) auf quadratifde survidfihren laffen [dht fih anbers exfiillen
als durd) die gefiinjtelten Beifpiele, bie fo hiufig bei der Reifepritfung geftellt
werden.  Jm lepten Abjdnitte ift dies an einigen Aufgaben fiber den Schnitt
von Gervaven, Tangenten, Wenbetangenten, Kreifen mit Kurven angegeben.

am eingelnen bemerfe id) nod), bap durd) dben Grenzbegriff swar mit
einem Sdlage alle der Differentialvedhnung frither anbaftenden Unbeftinunt:
beiten Dejeitigt finb, aber i) BHale abfichtlid) ben weniger ftrengen aler




6 RBorwort.

anjcdhaulidhen Weg eingefchlagen, sunddjt tleine Grofen eingufithren und hiheye
Potengen ju vernadhldjfigen, benn der Sdhiiler mup erft die Schwierigteiten,
die Jahrhunderte Hindbuvd) beftanben haben, deutlich fehen, um den Wert der
jtrengen Miethode ridtiq u fdhaben. Aud) {ind nicht die medanijchen NRegeln
des Differenzievens an den Anfang geftellt, fondern ber Sdhiiler foll in der
erften Seit den Sdritt von 2 + de ju y + dy jevesmal wirtlich ausfihren.
Chenjo find bie durd) we und w:v erveihbaven Abfiivzungen erft gang fpit
benubt, um ein gritndliches LVerjtandnis der Nedynungen zu erveidyen.

Cndlich bemerfe ich noch, daf die tatfachliche Einfithrung diefer Neuerung
am leichtejten exfolgen fann, wenn man allmaplicd) vovgeht. €s genilgt ju-
nidft eine furze Befpredjung des Diffeventialquotienten (oder des Jufegrals)
und jpater fiigt man bei pajjender Gelegenbeit einen weiteven Abjchnitt Hingu
und lafit andeves dafiiv weg. Da die eingelnen Teile fidh aber gegenfeitig
ergingen und ftitken, fo wird der volle Nuben erft bann Hervortreten, wenn
der gange lnterricht von den neuen Vegrifjen durdhdrungen ijt.

om folgenden ift aljo feine jyftematijche u. volljtdndige Vehandlung der

Diffevential= und Jntegralvedhnung agegeben — dagu {ind ja zabhlreiche Biicher
vorhanden — fondern ber Verfafjer fieht den Wert ber vorliegenden Arbeit

parin, baR aus dem weiten Gebiet ein Ausjdhnitt gegeben ift, dexr in Dder
Schule leicht bewaltigt werden fann, und bder jugleidh durd) das Jujamiten:
witfen von veiner und angewandter Mathematif bem Sdhiiler die Grunbdlagen
oer Jnfinitefimalvechnung zu voller Klavheit bringt. Deutlid) geht davaus
bervor, dafy buvc) fie bie RLeiftungsfdbigfeit dber Mathematif in dhnlider
Weife erhoht wird wie die Sehfraft des Auges durd) Mifrojfop und Fern-
vohr; die Diffeventialredmmg zeigt, daf wiv aus der allgemeinen Betrad)tung
cines Vorganges einen Blid tun Fonnen ing Jnneve der Natur, und die
Jntegralvechnung leitet aus einfachen Annabhmen iiber die Bejdhaffenbeit dev
fleinften Teildhen die Crjcheinungen in ihrer Gejamtheit her. Diefe Geiftes-
arbeit der leBtert Jahrhunbderte, die weit iiber die Leiftungen des Altertums
in ber Mathematit hinausgeht, Lt fid) aljo fiir die allgemeine. Bilbung uind
pen Untervicht nupbar madpen, wibhrend die logifde Seite der Wifjenjdhaft in
feiner Weije davunter leidet.

Konigaberg 1. Pr.

R, Brilke.




1. Pifferenfialvedmung.

1. Pax Wahsfum einer Funkiion.

€5 fei y =22 + 3, dann wird fiiv

=10 y=25
2=1 y=0
x=2 y=1,

aljo werm @ um 1 wadit, Jo wadjt y um 2, oder wenn 2 wm o zunimmt,
jo fteigt » wm &, und da y + k=2 (¢ + k) + 3 ift, jo mup k= 2% odev
kih =2 jein.

Vei einem Wege Dezeichnet man das Verhiltnis der Hihendnderung um
wagerediten Fovtfdritt mit Steigung (Veigung), entjprechend nennt man
aud) bet einer Funttion dies Verhiltnis k:/h die Steigung oder das Wad)s-
tum der Funftion. Wenn y mit wadjendem » Fleiner wivd, fo ift bie
Steigung negativ. Die Steigung bei einer Funttion evjten Grades ijt Ton-
jtant und gleich der Tangente des Neigungswinkels.

1.—5. Bejtimme in Aufgaben I, S. 119, 1
pie Steiqung und den Neigungswintel.

Bei Funftionen hoheven Grades ijt die ieigung (ebenjo wie bei einem
Wege im Hiigellande) verdnderlich, man erhdlt aber fiiv jeden Puntt einen
Deftimmten Wert, wenn man {idh auf ein jo Feines Stiid bejhrantt, da man
pie Surve als geradlinig anjehen fann.

3.8, Bei y = 2 wird

5 over I, ©. 33, 1—19

IEfite o =1 y=-1 unp 1L ive =2 Y=
z=11 y=121 | y =441
o =0T ==] (201 z=201 y=40401
z= 1001 y=1,002001 z= 2,001 . y=4,004001

Dividiert man den Juwadhs von y durd) den Juwad)s von z, jo erhdlt man
bei I. 2,1; 2,01; 2,001 und bei II. 41; 4,01; 4,001

Wenn « wm ein jehr fleings Stitd wadijt, jo verjagen die Logavithmen-
tafeln Dei ber Bevechnung des zugehorigen y; man erhilt aber eine braudbare




8 L. Difjerentialrednung.

Beftimmung, wenn man bdie Glieder nad) den verjdiedenen Grofenordnungen
trennt. Begeidnet man ndmlid) den Buwads von » mit dw und den Bu-
wad)s von y mit dy [entfprecdhend die Jlnderung von » mit dr, von J mit
dJ*) ujw.], jo witd fiir einen Nadhbarpunft mit den RKoordinaten z + d=
und y + dy
Y+ dy= (z +da)? =2+ 22 do + da*

dy =+ 2z dz + da?

dy Ly S| 3

i =2 eI da .

Aus diefen Gleichungen fann man fiiv ein beliebig fleines dx bad ju=
gehivige dy finben*) Fiiv ben Quotienten ;—Z erhdalt man nur dann einen

beftimmten Wert, wenn man da {o flein anninunt, daf man de neben x oder
Glieber mit da®, da - dy, dy* neben da vernadldjfigen fann. Das bebeutet
geometrifd), baB man bas Stiid ber Kurve Fwijhen dem Punfte zy und dem
Nadybarpuntte = + dx, y + dy als geradlinig unb als zujommenfallend mit

per Tangente anjieht. :;g gibt aljo das Wad)stum bder Kurve ober bdie
Tangente des Netgungswinfels « an '

Bisher erbielt man die Geftalt einer Funftion nur dadurd), daB man
filv 2=0, =1, £2...+ 0o bie gugehirigen LWerte von y DHeredhnete und bdie
Sdnittpuntte der Kurve mit den Acdhjen beftimmte. Jebt hat man ein weiteres
WMittel flir die Unterjucdhung, da der Wert von gi seigt, ob bie Surve in
cinem Puntte ftarf ober jdwad) anjteigt oder obfdllt, und die Gleidhung

i Al " : e S =
(;f:{ = 0 liefert ben bhodjten oder tiejjten Punft ber Kurve.

Beifpiele:
a) y=2a° + 2z b) y=012+ 162 c)y=a'+4z + 3
d) y=2a"— 4z e) y=3z — x* f) y=—022"— 04
g) y=01(z—1)(z—5) h) y=02 (z + 1) (x — 3)
Diy—2 & g k) g—14 082 — 0,128

1. Wie grop wird y fix 2 =0; 1; 2; 3; — 1; — 2¢

2. Wie grop ift bas Wadstum der Kurve in diefen Puniten?

3. Welchen Winfel « bildet die Tangente in diefen Punften mit der = Adhfe?
4. 3In welden Punften it tge=0; 1; 2; — 1; — 22

?
*) Diefe jehr wedmipige Begeichnung verdanfen wir Leibuip.
) Ymwendungen namentlich bei der Fehlerbeftimmung.
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=3 &

1. Das Wadystum einer Funition, 9

S welden Punften ift « = 0; 459 30°; 120° 36,8707

Wo liegt ber hodjte ober tieffte Punft der Kurve?

y — 4y, = A (z — x,) bedeutet eine Linie, welche durc) den Punit z,y, gebht;
welchen Wert mu man 4 evteilen, dbamit die durd) =, v, gehende Linie
eine Tangente an die Kurve wird?

. a) Bejtimmne hiee@j[eitf)ung per Tangente im Punfte P, [z, =1, y, = 3]

an die Kuwven 8. y=4z —2* Q. y=a"+2z 10. y=2"+ 2+ 1
11. y=—2*+32+ 1. b) Um zu puiifen, ob bie gefundene Linie
witflidh) eine Tangente ift, follen bdie Sdnittpunfte ber ¥inie mit bder
Parvabel beftimmt werden. ¢) Die Sdnittpuntte einer beliebigen Yinie
bmd) P, y—3 =4 (z—1) mit der Pavabel jollen bejtimmt werden.
d) Weldhen Wert mufy 4 erbalten, damit aud) der zweite Sdnittpunit
auf P, fallt?

Nad) diejent Abjchnitt fann man entweder den Grenzbegriff behandeln,

ober Die Kurven bdritten Grades, ober man unterjudit in derjelben Weife die

Steigung d_g bei gebrodjenen und irvationalen Funftionen, 3. B.

[

a) I=%
Y =a

(+ dz) (y + dy) = a

zdy + ydo =0

g L
dy gL A
dy (1]
de 73

Pan fann aud) bas de aus dem Nenner fortjdajfen, inbem man mit

der Differens evweitert und da? vernadlifjigt.

: @ z—dx
a) y+dy = Feds & —dw
S e o adax
TS T R
dy @
dez =z’
: E .2.5 -:_—_ ax
b) Y= %z 4+ c¢f

fiiv ben Nacdhbarpuntt wird

(y+ dy) bz + bdz + ¢) = (z + d2)* + a (z + da)
y (b + c) + dy (bz + ¢) + ybde = a* + 2zda + ax +adx




I Differentialvednung.

dy (bx + ¢) = (22 + a) dz — bydz
dy (QRz+ a) bz + ¢ — (@* + az) ]

dw (bx 4 ¢)*
-¢) y=ayx d) y=Va + o
?_,"5 = %z yﬂ — 2 4+ z°
(y + dy)’ = a® (x + dx) y? L+ 2ydy = ¢* + 2° + 22dx .
3ydy = a’dw 2qdy = 2xda
dy a’ 1 — dy r
== () i Yo == .
da 3° 3 o ]_,f,,‘-' + z*

Die trigonometrijhen Funftionen behandelt man nacd) dem Additions-
theorem. G5 ift dabet noch su beachten, daf fiiv fleine Winkel sin dw = dz,*)

‘cosdae —Y1—smds = Y1 da*=1—"" —1 und folglid) tg du — du ift.
e) 1 = sin &

y + dy = sin (2 + dz)

— gin & cos da - cos & sin daz

di
29 = cos T
dax

1) y = sin (¢ — z)

Y + dy =sin (¢ — 2 — dx)
— sin (@ — @) cos dz — cos (a — z) sin dz
dy e 5
> Pl 0 (a—=z).
g y=tgu

tgx J tgda
= 1 —tga . tgde

dy = (1 + tg?z) dz
dy 1

dw  costx
h) i = @ cos* %
y + dy = a (cosz cos dax — sinx sin dz)*
= a (cos & — sin xdx)*
— q cos’x — 2@ cosz sin & da
da ;
J—;: — — 2¢ sSIn% - cOS &
= — 2asin2x.

¥} Ndbere Begriindung fiche unter Grenjivert.



2. Grenztvert. 11

" @ k) s - a sm ®
Y Y~ sna < Y= costa
dy @ co8 & dy
Sy L RO 1 e
da sin®a Te o3 n (1 + sin*z).
i

" sinatea’
2, Grengiuert,

Wenn eine verdnderliche Gvope 7 (x) fiiv einen Wert von 2z, 3. B. # = ¢,
einer 3abhl « beliebig nabe gebrad)t werben fann (oder wenn bdie Differen;
/(@) — a fid) unbegrenst dev Null nabert), dann fagt man, die Grenze (limes)
vont f(e) ift gletd) « und jdreibt L £ (z) —«. Dabei ijt es gang gleidh:

r=u
qiiltig, ob / () den Wert a exveidht oder nidht, 3. V. die obere Grenze aller
echten Briihe ijt 1, denn 1 ijt swar felbjt fein Brud), fondern eine ganze

SBafl, aber ber mtc[] 0,999 ... fann ber 1 beliebig nahe gebrad)t werben;
: . S . n—1
man fagt daber: der Grenzwert von 0,999 . .. ijt gleich 1, oder lim * ===

Bejtimme den Grenywert von

S | “’1:—1 2n 41 29,
1. a) b) S
n 1) e e R S D e
== f) Sy flitn = oo,
TR s \ 2n—3 nt—mn 1 2u' 4+ n—3
s e b) 3n--4 ¢) n®4-2n - 3 d) n*— 2n -+ 6
20 — 1 m—=1) 2n+3)@Br—4 .. el
Sn® L1 ) (n + 1) (n + 2) @n — 3) it # =0 und n = co.
“ fu\ - ¥ (e + B 40 (w ;) — ax® — by
3. a) lim @ o bjilim 2 + izl =
k=0 k k=0 k
. sink
4, a) lim bf!;T-
k=0 "

Cs it ABM < BCM < CDM

; 1 1
prsma-rese —-r-ore<l r-rige /
1 J}I (4
cose < o < S DR e
Jayqe. 1l — cosk STy T .1 —coskh#
L S ¢) lim =5 d)Eim ——s = )
k=0 ; k=0 ™ k=1 AN TG

#) MWan erhilt aud) durd) Einfiijrung Halber Wintel
k

9 gin® —

11— costh 2 te X
e g

. 8in k T [ P02
2 - s1n = ¢os




12 I. Differentialvechnung.

5. a) lim (1 - ,1_!); b) lim (1 4 'i)“ c) 31_111 log (l i _i)ae
ourd) Reihenentwidlung.

AN 6. Die Hobe eines Parallelo-

' | gramms (@, h, @) ift in

n gleidhe Teile geteilt und

sur Grundlinie {ind Lar=

allelen gezogen (j. Fig.)

a) Wie grof ift Ddie

Sunume der eingefchriebe-

nen, b) der umgejchriebenen Nechtecte? c) Weldjer Grenge ndahern fich beide
Gummen, wenn » = oo Wirh?

e

I

3. Drr Differentialguotient.
Die Neigung einer Kurve war
vorhin vorlaufig feftaefett; die {trenge

und z widyjt um k, bann ijt der Grenz=

wert von L&T ]2 =) fiit h=0

ver gefudyte Wert; ober wenn z wm
Az widft, jo dndert jidh y um Ay;

Ay
Ax

e

nun bevedynet man den Quotienten
und (it don Aw = 0 werben. Sur Abkirzung jebt man gewdhnlid)

Ty e ) SSiales f ()

= f
uno
2 Ae Yy s QY AR B e :
lim N T!_.b pber ;m‘ T ——f L.ﬁ) =l = tg 0

dx=0
Da P die Koordinaten zy, P; die Koordinaten z 4+ h und f (2 4 k)
ober 2+ Az und y -+ Ay hat, Jo bezeichnet man den Grenzwert des Differenzen-
quotienten audy als Diffeventialquotienten.
ennt man Hiernach den Diffeentialquotienten Deftimmt, jo erhdlt man
oiefelben Redhynungen wie vorhin, der Unterjdhied [iegt nur darvin, daf die
($lieber, die vorhin ,vernachliffigt” wurben, jebt ftreng fortfallen, fobald man
h=0 ober Az=0 jebt. Durd) die Cinfithrung des Grenzbegriffes wird
alfo eine jdharfe Dejinition fiir den Differentialquotienten gejdhaifen, und die
unbeftimmien Begriffe des Unendlidyfleinen und bdes Bernadyldjjigens mwerber
befeitigt.



3. Der Differentialquotient. 13

Bu beadten ift nod), dap Hievmit nur der Diffeventialquotient erflivt
iit, bie Differentiale dz und dy haben zunddjt nod) feine Bedeutung.

. - J n [ v L . q ] ¥
Wir feen daber feft: wenn 'rd—li’i,wf () ift, o joll, wenn da einen fleinen Wert

bebeutet, dy = [ (#) - dx fein, d. h. wiv nehmen arn, dap die Funktion eine fure
Strede hindurd) gleidhmifhig mit der Tangente widit. Statt eines Diffevential-
quotienten, 3 . —jfi = az®, fann man aljo tmmer aud) die Gleidhung
dy — ax® - dz jdreiben.

Als Beifpiele behandelt man Funttionen gweiten Grades oder die folgenden
Junftionen dritten Grabdes ebenjo wie I, 1—11.

1. a) y=2ao" b) y = 24° ¢) y=012°
d) y=—2° e) y =—05a? D) y= p‘-: :
2 )y — 5 b) y —2®—2 ¢) y =38 —ub.
3. a) y=a’— 4z b) y = a® + 62 ¢) y=022°— 18z
d) y=22—052% e) y= i)a, — %a:“ ) y— ::_j — 92
g) y = ad | 227 h) y = 2% — 32* 1) y =4a® — 3°.
4. a) y=az(x—1)(z—2) b) y=w(w—1) (z + 3)
) y=0lz(z—1)3 —a) d) y=01z (z+ 1) (z + 4)
5. &) y°—8z B f=8@—1) o ¢P=203-2).
6. a) ¥* = i 8 b) y* =242 e) 4t = —i- (2 — 2).
1, — 4, exfege in 1.—4. y duch o>
Ly Y
Weitere %riipiel’e i 9.[1zfgnhen II, &
Wenn 2 und y Strecen [oder Jahlen] {ind, dann bedeutet der Diffevential-
quotient iz eine Babl, welde gleih ber trigonometrijhen Tangente des

Neigungdwintels ift.
Weldhe Beveutung [Jat

1. y eine Flache, » cine Strede,

y ein Rauminhalt, z eine Strede,

y eine Strede, z eine Jeit,

y eine Gejdywindigleit, z eine Jeit ift?

#3B. 1. a) F'=a?, b) K =z, welde geometrijhe Bedeutung
Bat adF dK,

da’ dr’

-, loenn

b

= 2




I. Differentialrecdhnung.

(?_h_"
& drs

2. d) L= “b) = :l’! weldhe geometrijdhe Vedeutung [)ut

a

3.2) s=ct+ g £, b) s=acost c) s=asin at,

4 a)v=c+gt,b) v=—asint, ¢c) v=a «cos .

4, FehlerbeRimmnm.”)

Die meiften Grofen fonnen nidt diveft gemeflen werben, jondern fie
werden aus gemefienen Grofen burd) Nedhnung abgeleitet, 3. B. der JInhalt
eines Quabrats ober einer Kugel wird durd) Mefjung der Seite oder des
Durchmefjers beftimmt. Da bei jeder Mefjung ein Beobadytungsfehler ent-
ftebt, jo mufy man den Cinfluf unterfuchen, weldjen diejer Fehler auf das
Crgebnis hat. €s empfiehlt fich, dabei die Vezeichnung der Differential-
vednung anzuwwenden, alfo den Fehler von z mit de, von » mit dr ju be-
seichiien, {obaf, wenn 2 eine gemejjene Grofe ift, der wabre Wert davon
awijden @ 4 da und o — do legt. Da die Fehlev im Vexhdltnis zur ge-
mefjenen” Grife immer flein find, jo jollen, ebenjo wie in I die Quadrate
und die hheven Votengen von dz gegen da vernadliffiat werden. 3. B.: Dev
Snbalt eines Kveifes ift 7' = »?x, durd) den Beobadhtungsfehler dr geht der
Snbalt iiber in F' + dF = (r + dr)?z = r¥z + 2rdr -z, aljo dF = 2rz - dr
0. ). wenn der Nadiug » 1 cm betrdgt, {o bewirft ein Fehler von 0,1 mm,
bafp ber Jnbalt des Kreifes um 6,28 qmm unficher ift. Wenn » =1 dm,
jo Dbewirtt derfelbe Fehler von 0,1 mm beim NRadius einen Fehler von
(2,8 qmm beim SKreife, fiiv » = 1 km witd dF = 0,628 gm.

hmmg 11t neben dem ub]nhltut Fehler auch der velative von Be-
veutung, d. h. dag Verhaltnis des Fehlers zu der gemefjenen Griope. Durch

N oy (R S R et
Divifion von dF durc) F erhilt man ’F e aljo dev velative Fehler

bei ber Kreisflache ift doppelt {o grofy wie bei dem Nadiug, ober wenn bdie
Unficherheit Let der Mejjung des Halbmefjers 19, betrdgt, fo 1temt pie 1n=
ficherbeit bei der Kveisfladhe auj 2%, Wmgefehrt, me!m F bis auf 19, ridtig
fein Joll, fo mup » bis auf 0,5%, genau gemefjen jein. Hievaus mlgt atich,
dafg, wenn eine Strede auf 3 (ober 4) geltende Biffern gemefjen i, jo
fonnen bei den bavaus abgeleiteten Flachen oder Korpern audh nur 3 (chel 4)
geltende Biffern rvidhtig fein.

1.—4. 3 ift gemeffen die Strede s = 25 cm mit dem Fehler ds — a) 0,8 cm,

b) 1 mm, ¢) 0,2 mm, d) 0,03 mm, e) 0,001 mm.

# Diejer Abjchnitt joll nidht im Jujammenhange duvchgenomuien werben, jondern
man fann entjprechende Fragen an jebe belicbige Aufgabe Iniipfen.



4. Fehlerbeftinmung. 15

Wie grof ift der Jnbhalt 1. eines Quadrats, 2. eines gleidieitigen
Dreieds, 3. eines Sedpseds, 4. einesd Kreifed mit der Seite s? «) Wie-
viel 9, betviigt der Fehler bei ber Mefjung der Strede? B) Wie grof
ift der abfolute und ) der velative Fehler bei ber Flddhe?

1,—4, Die entjprechenden Aujgaben fiiv 1, Wiirfel, 2, Adtflad), 3, Vier-

flach, 4, Kugel.

5. Die Flidhe eines Quadbrats, und 6. eines Kreifes jei a) 1 gkm + 100 qm,
b) 25 qem + 1 qmm. Wie guof ift die Seite (Halbmefjer) und bis
i welcher Genauigleit ift die BVejtinumung moglicd)?

. Der mittleve Erbradius ift nad) Vefjel 6370 km (nad) Elarfe 6371 km).
Wie dnbert fich a) bie DOberflacdie und b) der JInbalt der Erde, wenn
man den Halbmefjer 1 m griofer ober Eleiner annimmt? ;

. Gin Kupferdbraht ijt L mm bdik und 1 km lang. a) Wie groff ijt das
Gewidht? b) Wie dndert fidh dag Gewicht, wenn bei Beftimmung bder
Dide ein Fehler von 0,01 mm, c) bei bder Dicdhte von 0,01 vor-
gefottmen ift?

9, s ift die Strede s =5 m und bder Neigungswintel @ = 1°; 40°; 89°
gegeben. a) Wie lang ift ber Grundrif und b) ver Aufrif? a, by).
Wie dndbern fich diefe Grofen, wenn « um 0,1° wad)it?

10. Gin 10 km langer Weg jteigt unter 1° auf. a) Wie lang ijt der Grund-

tif, b) wie Hod) liegt der Endpuntt iiber dem Ausgangspunit? a, b)).
Weldhe Imberung tritt ein, wenn die Steigung wm 0,01° unficdher ijt?

[uos e=V1—e?=1— c;:|
11. Sneeinem vecdhtwinfligen Dreiect ijt eine Kathete s =5 m und a = 1%
400; 89° gegeben. a) Wie lang ijt die Hypotenufe und b) bie anbdere
Rathete? a, by). Wie dnbern fie fidh, wenn e wm 0,01° widit?
Weitere Veijpiele |. Aufgaben II, S. 68, 1—T. -
12. a) Der Abjtand des NMondes ift @ = »:sin e, worin + = 6370 km und
«=D5T". Wie gvop ijt @, und wie hHat fih @ gednbdert, wenn « = 57,6
gemeffen wird?
b) Fiic die Sonne it « = 0,002444°; wie grof witd @ und welden
Cinfluf Hat eine Inbderung von e am 0,0001°2
13. Von den Cndpunften einer Standlinie von ¢ = 100 m erjdeint ein in
verfelben Ridhtung legender Verg unter den Winfeln ¢ — 20° und g = 220,
a) Wie hoh) ift der BVerg? b) Weldhen Einflup hat ein Fehler von 0,01°
[0,001%] bei ber Mejjung von &, ¢) von B und d) vort 0,01 m bei e?
14, Die Liinge bes Tagebogens wird bejtimmt durd) cost = —itga tgb,
worin « die Abweidpung, b die Breite bejeichnet. a) Wie grop ift ¢ fiiv

=F

an




15.

16.

17.

18.

bes Berfajjers.

I. Difjerentialvednung.

pent 1. April 1900 in Greenwich und b) wie dndert fid) £, wenn a um
0,01° widhft? «) Wieviel ijt der Nadymittag linger als der Vormittag?™)
B) Wann erfolgt der Sonnenaufgang 1907; 1908; 1909; 19107 p) Wie
andert fich ¢ Dei einer um 0,001° groferen Breite? o) Wieviel Kilo-
meter muff man nad) Norben gehen, damit eine Inderung der Tages-
[inge von 1 Sefunde etntritt?
Am 6. Mai beobachtet man beim Aufgang der Sonne eine NDlovgenweite
m = 459 a) Weldhe geographijthe Breite ergibt fih daraus und b) wie
grofy ift bie evreihte Genauigleit, wenn m Dbig auf 0,1° fejigejtellt ijt?
a) Weldye Hohe evveidht in Rom bdie Sonne am 1. Mai, wenn fie gevade
im Often fieht? b) Wie dndert fich die Hohe mit ber Breite, und e) mit
per Abweidhung?
a) Cin Swanzigmartitiit wiegt in Luit p— 7,965 g, in Wafjer ¢ = 7500 g.
«) Wie grop ift die Didte? f) Welden Cinflup hat ein Febler von
0,001 g bei der Beftimmung von p oder ) von ¢?
b) Dasfelbe fiiv ein Cinmarkftic: p — 5,556 g, ¢ = 5016 g und
e) fiiv ein Stitd Glas: p = 1,350 g, ¢ = 0,810 g.

°

a) Die Wurfweite ift w = 'g sin 2. «) wie grof ift w fiir ¢ = 500 m

und « = 5% 40° 80°? ) Wie dnbert fich w, wenn de=1m oder
y) de=0,1°2 0) Fiir welden Wert von « ift die Anderung von w
am geringjten?

a

b) Diefelben Aufgaben fiir die Wurfhohe 7 — £ gin? .

29
19. Wm ben inneren Widerftand 0 eines galvanijden Elementes (I= w)
su Deftinumen, jcdhaltet man den Wiberftand R ein unbd exhilt i = i
0Der w = Ii_ o Wie grop muB man ¢ wdahlen, damit w moglidjt genau
s S eardan :
Deftimmt 1wird? (;H = (J)-
b, WMaximalanfgaben.
Bejtimme die groften und fleinften Werte fiiv Aufgaben von folgender
Horim:
L y=ax*4bzx+c Il y=ax’ + ba* + cv +d
2

L y=az+ b+ IV. y—=aw+b+ Vex + d

x4 d

# 9ngaben fiber die Inberung der Deflination findet man in der Logarithmentafel




6. Der jreite Dijferentialquotient. 7. Anwendung auj bie Phyfit. 17

VL Aufgaben aus der Geometrie, Raumlehre, Phofif ujw,
Bablreiche Beifpiele hievsu findet man in Aufgaben I, ©. 121 —126 und
II, ©.39—40 und 183—187.

6. Der pwreite Diffeventialquotient,

j-’; — 62 — 322 Dies it wicer

eine Funftion von 2, man fann alfo Havon den Diffeventialquotienten bilden

e dy e gy :
und man Jdyreibt =Y =7:—6—6bu

Wenn y =23 —2) ijt, fo wirh ¢y —

Beidnet man y, 4 und 4 in vemjelben Roordinatenjyftem und betradhtet
die Surve von P, (2=0, y —0) bis Py (x=2,y=4), fo ift der Differential-
quotient anfangs O, widit, nimmt dann ab und erreiht bei P, wieber ben

Wert 0. Der grifite Wert von muf natiiclid) da legen, wo ‘fz‘l — =i

wirtd, aljo bei P, (z—1, ¥y =2). Bon P, bis P, und iberall ba, wo
y” > 0 ijt, wenbet die Rurve die fonvere Seite der a-Adjle zu, von P, bis
Py, wo y” <0 ift, die fonfave Seite. [Wenn bdie Kurve unterhalb der
z-Adje liegt, 3. B. filr y = 2 (3 —2)—4, ijt es umgefehrt, die Kurve ijt
fiix y” > 0 fonfav, y” < 0 Fonver sur 2-Adhie. |

Ter Punft P,, in dem die eine Sriimmung in die anvere liberaeht, beifit
Wendepuntt, und man findet ihn burd) bie Bebdingung y’ — gmy = (.

Beftimme die Lage der Wendepunite fitv Deliebige Suvven bdritten ober
vierten Grades, Beifpiele |. S. 13 und Aufgaben IT S. 38,

Ferner fiir

l. y =sin « 2. y = cos « 3. y =tg «

4. y = sin® ¢ 5. y = sin @ cos « 6. y = cos® «

. y=sm2y 8. y=2cos 2z 9. y=155in 3 »
10. y = sin & - sin 2 2 11. y — cos z - cos 2 z

c o .t Al : 1
12, y = 2sinow + < Sin 2 g 13, y=2sina + - cos 2=
14 &, )l 1 arogdd E il 3z

- Yy —=cos2a+ 5 cosa 15. y = sin 2 + 5 s 3 .

Y. Antuendung auf die Phylik,
Cine Suvve ift ftetig gefrimmt, wiv Fonnten aber durd) Differential-
redmung fejtftellen’, wie grof die Steigung der Kurve in jedem einzelnen
Puntte ijt, indem wir annahmen, daf die Kurve file eine furge Gtrede fid)

burd) die Tangente erfeben [dft. Die grofe Bedeutung der Differential-
Sdiilte, Differential- und Integralrednung. 2




18 I. Differentialvechnung.

rehmung liegt nun davin, daf man burd) bdiejelbe Vetradiung iiberall, wo
eine ftetige Verdnberung vor i) geht, aus der Kenntnis bdes ganjen Vor-
ganges beftimmen fann, wie die Cntwidelung an jebem Ot und in jedem
Augenblict verliujt. Die genauere Crflirung phyfifalijher Cricheinungen ijt
aljo nur dburd) Differventialrednung™) moglidh. 3. B. Wenn man beim
freien: {all, beim Fall auj der fdjiefen Cbene, ober bei der Atwoodjchen
Fallmajchine beobachtet, dafs der Weg proportional bem Quadrat der Jeit ijt
s = —2---12, fo folgt baraus, bap in jedem Faunite die Gejdwindigleit (= Weg
ourd) Jeit) g;= bt, und bdie Inderung der Gefchwindigfeit oder die Ve-
jehleunigung  fonjtant % — b fein muf.

Wenn man beobadhtet, dafi bei den Schwingungen eines FPenbels, ober
eines elaftijdhen Stabes, einer gefpannten Saite ber Abftand von der Rube-
lage gegeben ift durd) @ = a sin «t, jo folgt daraus, dap die Gejdywindigheit

:’;—: — ac cos e, und bdie Vejdleunigung f;,;f
alfo proportional dem Abftande von der Nubelage ijt.
Beobadytet man eine elliptijhe BVahn um den Mittelpuntt nad) den

1% ; Rl d: ;
Gleidungen 2 — a cos at, y — bsin af, jo with v, = d: = — a« sin ¢,

= — aa¢® sin ot = — oz,

v,—bacosat, ud b,=—a a® cos «t, b= —Dba®sinaf, die Ve

jleunigung ift alfo b=Vbi+b,*=c*Vacos® et +b*sin*at = o |a® + o
9. b. proportional bem Abjtande vom Mittelpuntie.
Gbenjo fann man aus den Keplerjdien Gejeten dag Newtonjdhe erhalten,
aus Der Wirfung eines Stromiveifes auf einen Magnetpol die Wirfung eines
Stromteilchens auf ven Lol ujw.

8. Umhkehrung der Piffevenfialvedimng.
s a+b=c flgt a=c—0,

7 ¢
ap =«c¢ o, (.'-=?)-,

Sk gt="h O — "f/b, :
umgefehrt fann man aus den red)ts ftehenden Gleidungen wieder bdie ur-
fpriinglichen ableiten. GEntjprechenbes gilt auch von der Differentialvechnung.

Mus y — ax wurde abgeleitet dy = adw,

"

it ey - dy = 2bz - du,
[ dy 3a
s = PR " " adx e T

—~

*) Ymwendungen der Jutegralrednung auj PHYjit |. ©. 23—26.
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8. Umlehrung ber Differentialvechnung. 9. Weitere 1lbungen. 19

— : d a
Aus y = a Y wurde abgeleitet el R 5
dx o IV;!.'
b Ul EIn A 7 dy = a cos zdx ujw.,

folgen aus ben Differential-Gleihungen vechts aud) die Gleichungen linfs.

Diefe Umbehrung bdes Differenzicvens begeichnet man als Jntegrieven,
Sgntegralredynung und dag Rednungsseichen ift J- €8 witd aljo

[}"(:{:) dz = F(z), wem TGl _ ) it %)
2) f) d b) f?m:d.v _ ) ['exwa.-
a) f @z +3)dz o) ["(43,-_5) dz o) f(-; — s
g) f (0,122 +02)dz h) ﬁs — 042 da i) f (@ — ba®) du
k) /‘(2x3+:’,x5} dz 1) / (Bat — 62°) da

m) f((n +1)a"—(n—1) x”“l) da.

sa8) aiL b) [ 6:‘1: c) j ‘(2;1; - :i) du.
. a) faVxdx b) [I aVbaidx c) f Va + bz da,

] it £l e 3 F;
d) /1’/{!&: dax e) f‘?/rw;g da 1) f%]/a—] dz.

a) |asinzdz b) [a. cos ax dx c) f? sin & cos z dx.

9. Mieifere Ubungen.
Wenn y = aa” ift, jo wird gg = ana"'.  Beweije, daff Dbiefe Negel
aud) fiic negative und gebrochene Erponenten gilt.
: vy O i ;

Wie grof ift d-f’;, wennt y = a) uv, b) wiv ift, und wov Funftionen von
@ find?

e AT
y_}_dy: er.+d:c=e1r.g(i:

de | dx?
St )

*) Die Bebeutung diefer Rechmumgsdart wird im nichiten Abfchnitt befprodhen, dor

loitd auch bdie Konftante ober bie Jntegration zwifden Gremgen eingefilhrt.

9%




II. Jutegralvecdmung.

dy=ez(dm+f"‘m;+"‘)

EE;‘{ = T
dx -
dy :
— pT . il S . pex
4. B G, e L
5. y = 10% = (e%)* = e**.
e*= 10

« = log nat 10 = 2,303 oder 1 = aloge
49 _ 92303.10°= —~ . 10 = 2,303 4.

W _ 0,693 25 = 0,693
P s A e e L R,
7. Aus 3. folgt @ = log nat y, HinEwg
d log nat o 1
“da TREMT
8 dloga 1 04843
; de = 2308x @ ©
3. . fite 2 = 1000 1. do— 1 with “vEL — 0,0004343

2—2000 " dz=1 , , =0000217
. #=5000 , dz=1 , , =0,000087
Der Differentialquotient ergibt die Proportionalteile genauer als bdie
Logarithmentafel.

"

TI. Infegralvedmung.

1. Pofeniiununen.

1. Geit man in (# — 1) =2 — 22+ 1 fiir = der Neibe nad) bdie
Werte 1; 2; 3; --»n und addiert alle Gleichungen, jo erhilt man
0=n*—2(1+4+2+3---n)+n Wie grof wird aljo 1 +2+3
+ooon= Y n?

. Beftimme auf diefelbe Weife aus (2 — 1) =2® —32* - 32— 1 Dden
Wert von 12 + 22 L 32 L ... .02 =D

3. Beftimme auf diejelbe Weife 1° 4 2% + 83 ... nP=n° und 4.

T4 L 24 130 L .ot St

o



1. Potenzjummen. 21
1,—4,. Bervedhne diefe Summen fiiv » = «) 4; ) 10; y) 100; &) 10°;
&) 10° auf 4 geltenbe 3iffern.

1,—4,. Bevedhne bdiefe Summen fiiv «) 1 bis » — 1; B) 1 bis 2 n;
») von n bis 2n.

5. Wie grofy find bie Werte von a) :Tﬂ(l +2+4+34-..0);

1 o 2 1 g 5 b 1 5
b) L2t @) M (P42 n?); ) Lt 2t
in weldem Grengwert ndbern fie fidh), wenn »n unendlich arof wirh?
6. Dasfelbe, wenn man tm Jdhler nuv bis a) n — 1; (n — 1)%; (n — 1)%
(n— 1)* gebt.
7. G5 jei OQ=a, PQ=10 und bdie Gleidhung der gevaden Linie O P
e b o ; :
fei y=_a Wenn man a in » aleiche

Teile teilt, in ben Teilpunften Lote er- |
vidhtet und Pavallelen jieht (7. Fig.), |
wie guof witd a) die Summe der fenf- |
redyt jdhraffierten Nedhtecte, b) die Summe |
ver wagered)t fdraffieten? ¢) Weldem |
Grengwert ndabern {ich beide Summen, O Q

e
wenn n = oo wird?
Die entjprechenden Aufgaben, wenn die Gleidhung fiiv OP lautet:
Sy —icr 9. y= %, 10. y = qa?, Uk =

Beftimme bie Fladeninhalte®) OPQ fiiv « = &) 2 cm, f) 3 cm, wenn
gegeben ift: 12, y =4°, 13. y = 0,6 2*, 14. y =01 2°, 15. y = 0,05 z*.
16. y=052"+ 2, 17. y=03z (2 + 2), 18, y =01 2° + 04 22,
19. y = — 27, 20. y=—042"—052, 21. y=—022°—08 =
12, —21,. Wie grof find die Fldchen jwijchen

per Kurve in der 2-Ad)je von «) 2 =0

biga=1, flz=1hid2=2, p)a=2
bis =3, d) 2=3 bisg x=D5? Jeige,
bag B3 = F*, + F%; F°, = F°,— 7, ujm.
22, Die Hohe eines Kegels ift in » gleide Teile
geteilt und durd) die Teilpuntte find Chenen [~L
patallel jur Grundfldde gelegt. a) Wie |
grof3 it die Summe der » Walzen (1. Fig.)

*) Beidne die Figuren auj Millimeter-Papier (1=1 cm), zihle die Duabratmillimeter
und vergleiche hier und im folgenden die fo erhaltenen Werte mit ben berecneten.




II. Gntegralredyming.

welde um den Regel bejdhrieben find? b) Wie grof ift die Summe der
n— 1 innechalb bes RKegels liegenden Walzen? c¢) Weldyem Grengwerte
ndhern fid) Leide Summen, wenn n = oo Wird?

23. ie grof werben diefe Summen, wenn in dhnliher Weije gerade Walzen
bei einem jchiefen KRegel gejeichnet werben (Sap ded Cavalieri).

24.—29. Wie grof find dieje Summen, wenn gerade Prismen in dhnlider
Weife bei einer gevaden 24. vierfeitigen, 25. dreijeitigen, 26. n-jeitigen
Pyramide oder Dei einem fchiefen 27. vierjeitigen, 28. bdreijeitigen,
29. n-feitigen Prisma gezeichnet werben.

2, Integralvedpmung.

Wenn ein Kreis »* = gegeben ijt, jo it das Diffevential 2 » = - dr die
Fliache eines jdhmalen Ringes; umgefehrt wenn man von dem Diffevential
ausgeht, jo seigt die Unjdhauung, daf bas Jntegral +* z die Summe aller
Differentiale ift, wenn man fidh den Radius von o bis » wadjend bdenit.
Gbenjo ijt bas Quadrat a® bie Summe aller Differentiale 2a - da, da die
Summe der fleinen Quabrate da® beim Grengiibergang verjdhwindet.

Wenn y — 22 ift, und man joll die Fliche wijdhen der Kurve und dev
2-dfe beftimmen, fo fann man die im vorigen Abjdnitte 7.—11. errmibhnten
Redhtede als Differentiale des Flacheninhalts anjeben dF =y - de = a*- du,
und man finbet bavaus einfacher und iiberfichtlicher diejelben Crgebnifie wie

s 1500 g o - : :
vorhin F'= o &’ Dies unbeftimmte Jntegral erlangt einen Dbeftimniten

Wert, wenn man es ed ywijden Grengen nimmt.

©s ift durchaus notwendig, daf man beftimmte Veijpiele, etwa y = 2z
— 0,522 auf Millimeterpapier- aufzeichnet, die Flacheninbalte Ly, Iy% F. ..
berechnet und mit ber Feidhnung vergleiht. Wenn y negativ ijt, wird natiir-
lih aud) y - dx und bamit der Fladeninbalt negativ 3. B.

2 2 2
e 2 - q,-;) S o e ol r-‘.’?lfﬁ 4 22
Fyi=[y-dx = / (22 — 062%)dz = | 2* — 00 5 =4 — 2 =25 qem,
o 0 0
4 4
. 8 1 g9z
mli o ol S by T g e D R
K, —fy da @ Gm—IG g =535 qem,
o 0
5
i 17 el
F, [y = 45 qem.

0
Man fieht F,* ijt doppelt jo grof wie F,?, dagegen F® ift offenbar
nidt vidtig, da bhiev FP < Fyt ift.  Man mufy daber F,® gerlegen in

: . it ek 1
A S T 1) i T e
Fif4 Ff,ung FP =4-—5. —=—1= qem.



3. Drehungdmoment und Schmwerpuukt. 25

Ghenjo beftimme man die Jlide swijhen dev Kurve und ber y:Achre
dF =z - dy == (2 — 2)de. Bie grop witd F, F2 I’ TWas bedeutet
bas negative Beidhen in diefem Falle? '

Sehnliche Jnhaltsbeftimmungen Fare man fiic Deliebige Parabeln y — aa”
+ bz"=1 4 - - - ausfithren. :

Rotationstorper.
Gs ift bie Pavabel y* = 2pa gegeben und fiiv z —a jei y = b.
1. Wie grop ift das Parabolid, das bdurd Umbdrehung um bdie z-Adje

entjteht?
dI=y*n-dz =2pr -7 dz
I— %pﬂ:.’u‘-’ — pma’ = ], abx-
\ 2
2.3, Bejtimme die Korper, die bei der Notation um die y-Achje und 3.
um y = b entjtehen.
i
dl =2"n - dy = __:;j:mig; und dI = (a — z)*wdy.

4. Dian bejtimme den Jnbhalt eines Kegels, wenn das Achentrens a) durd
bie Spige oder b) durd) den Mittelpunit der Grundiliche gelegt wivd.

5. Snbalt von a) Sugel und b) Kugelabjdhnitt, wemr man das Achienfreus
«) burd) den tiefjten Puntt, B) dburd) den Mittelpuntt legt.

6. Subalt von Cllipjoid wnd 7. Hyperboloid.

8. Notationsforper, die durd) Wmbrehung von Kurven bdritten Grabes ent-
ftehen.
Die Gleichung fitr die Bogenldnge einer belicbigen Kuvoe it fid)

swar leidt aufftellen, weil ds = V/da? + dyf = dux ]/1 4 ((;‘f)_’ iit, aber bie
dx 4

=z

Ausfithrung dev Jntegration ift gewdhnlich jdwieviger als in pen vorigen
Fillen. '

3. Prehungsnionent und B fiverpunkt.

D=m .
MWenn die Parabel y> = 2pz und fir £ —=a, y =10 gegeben ijt, fo ift
Das Drehmoment um die y-Ad)ie

]

e [ bl A (e T e el (1
D - [yd.r. a,—-_[g 5 dy S _ZP:N?_J!

0




II. Jutegralvedinung,
b

Yoo 22
10p* 5

2, 2 g

— | &'y — ~a’b
Die Summe der einzelnen Drehmomente ift aleich dem Drehmoment der

im Sdwerpuntt fongentrievten Gejamtilide.

2 2 s
~a*b=—ab-x,; x, = 06a
b 3 L

‘57

J3n derfelben Weife findet man die y-Roordinate des Edwerpunits y,,
und die Schwerpuntte fiiv beliebige Flachen umd Kirper, 3B, y=022z%
y* = 022% y* = pa®, Kegels Qugel, Kugelabjdhnitt, Paraboloid.

4, Tragheitsmoment.
T = mr2
1. Gin Stab von der Yiinge ! dreht jicdh um eine Adhje, bie jenfrecht zum
Gtabe a) burd) einen Cnbdpunit, b) durd) ben Mittelpuntt, ¢) durd) einen
Puntt geht, ber um a von einem Endpuntte entfernt ift. Wie qrof ift
bag Trdgheitsmoment ?
a) et man die Maffe von 1 em gleih m, o wird
dT = mdz - a?
i
| .8 ) ¥
e m?’"_’j = .’f:'_ = _‘ygi!
0

s . : M, TR R :
wenn die Maije des Stabes ml = M ijt; b) -jT‘,r{-; ¢ .—:(dw + al+12).
?. Wie grofy ift das Tragheitsmoment a) ciner Sdheibe r, b) eines
Ringes ro, wenn die Adhje dburd) den Mittelpuntt geht?
a) dT = m2rndr - 1*

T — mart M

2

M, e
b) =204 o).

3. Durd) eine Stahlachie mit dem Halbmeffer o
ijt eine Stange gejtedt (. Fig. &), und um die
Adhje ein Faben gejdhlungen, an Hem bas Gewidt P
befeftigt ift., Wenn dies hem Devunterjdllt, wirh

bie Avbeit Ph in die Cnergie der Bewegung T v

// | verwandelt. Ta bei ber drehenden Bewegung o
7 di]_, mit dem Abjtand von ber Drehungsadie widit,

jo fiihrt man die Winfelgejchindigeit —: — ein,
bie bei ber Drehung fonftant bleibt. Dann wird



5, Urbeit. 25
m met fonNEE L e
_thg,ﬁﬂ:_e_ (_r.)=.§1 vl
a) Wie grof ift das Trdgheitsmoment 7' bes Apparates, wenn
P=50g h—40 cm, o — 4 mm unbd bie Fallzeit = 10 sek.
betrigt?*
G ift 7= ot
v = bt alfo b=0,8 em, v=8 em, «—20, T'=10.
b) Dasielbe, wenn @ = 0,459 em ijt.
¢) Welde Trdagheitsmontente haben 2 Bleigewidte von je 40 g im
bjtande 22 em?
d) Welde Fallzeit ergibt fich mit den vorigen Gewidhten fiir P=50 g
und h = 40 em?
e) Beriidfidhtigt man die lebendige Kraft des fallenden Gewichts,
io witd Ph = %m@ﬂ—]— ;-,’I_‘uf. IBie dndern fich bdaburd) bdie
Grgebniffe ber vorigen Aufgaben? (3 geltende Jiffern).
4, Gin Rad madyt 2 (») Umbdrehungen in der Sefunbe, welde Winfel:
gefdhmindigleit Hat es?
5. Gine Sdeibe von r =50 cm wiegt 100 kg, 6. Cin Sdhwungring
wiegt 1000 kg und Bhat bie Radien 1,8 und 2 m. Wie grop ift dbas

Trigsheitsmoment und die Gnergic bei 2 (n) Wmbrehungen in ber
Sefunbde?

b, Hrbeif.

1. Gin 3ylinder vom Querfdnitt ¢ und Hobe 2 joll durd) eine Pumpe mit
Waffer qefiillt werden. Weldhe Arbeit ift erforderlich, wenn fid) die
Grundfldde bes IJylinders a) O m, b) k, m idiber ber Wafjerfldche
befindet?

dA = qdh -] b) A= q[(h+ h) —h7]

) = L — (i +2)
2. Dasgfelbe fiir einen Kegel, 3. Kegeljtumpf und 4. Kugel.
dA =2mdy  y

e i O
i S

*) Miferes {iber die usfiihrung diefer BVerjuche und Material fitr weitere Anufgabern,
ti fich durch Berjuche beftdtigen Iajfen, finbet man in der febr interefjanten Abhanbdlung
von Profefior Dr. Mijdhpeter: Die Behandlung ded Trdgheitsmomentes in
der ESdjule, Programm ded Realghmmafiums auf der Burg, Konigdberg i. Pr. 1896




IIT. ®leidungen.

h
-:_"_T y* _ r*zh 3h
B e T
0 b

Bei elaftijchen Kriften ift die Kvaft K — 7% - s, die Arbeit 4 — f Kds

A=

ol

142
—?.IVS‘

Bei der Schwertraft ift K = :_—”,, A 2'1;12 dr
1

1
—m (=)
Ty Ts

Wenn in dem Jylinder einer Dampimajhine der Dampfzutritt abgejpervt
ift, with p-o=%k A= ﬁ_}dv =-/”:L dv

v,
= [ - log nat *.
%

Durd) JIntegralvechnung findet man ferner den Drud einer Flijiig-
feit auf bie Seitemwindbe des Gefifes, die Babhn bei gegebener Be-
jdleunigung ufw.

III. Ghleidpugen.

1, Soamitipunkie wr Rurben anx Gerabven,

1. Die Shnittpuntte einer Kurve zweiten Grades und einer Geraden werden
burd) eine Gleidhung zweiten Grades beftimmt (Beijpiele j. Aufgaben I
€. 115). Kurven dritten Grades fithven auj eine Gleichung dritten Grades,
oie fih auf ben weiten Grad guviidiithren [afit, wenn die Gerade durd)
einen gegebenen Punft der Kurve geht 3. V.

Y= 0178,

Auf der Kurve liegt ver Punft Py (z, =2 y, =08). y—08 =4 (z — 2)
ijt eine Gerade, bie dburd) P, geht; die Schnittpunfte werben bejtimmt burd)
Ola®— Az +24—08 =0.

Diefe Gleichung hat die Lojung 2, = 2, und muf {id) daher durd) den Faktor

o — 2 teilen laffen.

1. Welde Lojungen Hat die obige Gleichung fiiv 4 = a) 1,9; b) 0,7; ¢) 0,3;
d) — 12

Wenn die Gerade im Punfte P, beviihet, jo fallen hier zwet Lojungen

Jufammen, bie Gleidhung hat alfo den Faftor (2 — z)%




2. Qritmmungsfreid. — 3. Newtond BVerfahren zur angendherten Lojung njw. 27

2. Sn welden Punkten wird y = 0,12° von den Tangenten in P, (z, — 1),
P, (2, = 2), P; (x, — 3) gejdynitten?

3. Wie Deift die Gleidhung der Wendetangente, und wo jdhneidet fie bdie
Surpe?
Man fann aud) bie Sdnittpuntte einer Kuvve vievten Guades mit
einer Tangente durd) Gleidhungen zweiten Grades bejtimmen.
Berlegt man bie fubijdhe Gleidung 2° —par —g=0 in y —2° und
y = pa+ g, jo erhilt man durd) die graphifhe Darjtellung eine angendherte
Lofung der fubijden Gleichung.

2, R’riimmunagshreis.

1. a) Jn welden Punften wird die Pavabel #° = 2px von dem Kreis
(& — @m)® + y® = »® gefdnitten? b) r =@, c) Weldjen Wert mup a,
erhalten, damit alle 4 Sdnittpuntte in den Sdeitelpuntt fallen?

2. a) Dasfelbe fiir die Cllipfe (Hyperbel) E’— + % =1 und den Kreid (2 — 2,)*
+ 92 =% b) r =a— x,. ¢) Wie grop ift 2, und » jiir den Kriimmungs-
freis?

$5 ift y2 = 4o gegeben, davauf dev Punkt Py (x, =1, y, = 2) und
durd) P, ift bie Novmale y = — « + 3 gelegt.  Nimmt man auf der Nor-
malen einen Punft M an und jdhlagt mit MP; cinen Kveis, jo hat diefer
die Gleidung
@ — #n)* + (Y — yn)' = @a— 1" + (2 — )"
Fiir die Sdnittpunite diefes Kreifes mit der Pavabel erhdlt man die Gleidung
viecten Grabes
fbl = yg (@ —2) + 2y (20 —3) — 22, + 7=0,

und da der Kreis bei y — 2 beviihrt, Jo hat die Gleichung den Fattor y* — 4y +-4.

Durd) Divijion evhilt man o? + 4y — 4 (22, — 7) =0. Man. fann mm

2, tmmer jo wdblen, daff nod) einmal y = 2 wivd [z, = 5], bap aljo dev

Rreis die Pavabel in drei Punften beviihrt. Jn dbnliher Weije fann man

su jebem Punft den Kviimmungstreis beftimmen. Duvd) ECinfiihrung dev

Diffeventialquotienten fommt man zu allgemeineven Crgebnifjen.

3. Pewfons Perfaliven qur angendferfen Tofung von Gleidiungen.

Wenn die Gleihung f(@) = &" + aa" ' +--- =0 gegeben ift, und
man Hat durd) Verfuden einen Wevt », gefunden, welder eine angendberte
Lofung ergibt, fo witd man durd) Hinzufitgung der Kovrebtion & die ridytige
Lofung erhalten. €8 witd aljo




II1. @leichungen.

(@, +*)"+a@+Ey1+---=0
" +ax," 4 ke a(n—1) 22+ -] =0.
Wenn £ o flein ijt, daB man die hoheven Potensen davon vernady-
ldffigen fann, wird aljo
f@)+kf(z)=0
A ACN)
iy
Qurd) wiederholte Anwendung biefes Verfahrens erhdlt man genauere
LWerte.
Als Beifpiele hiersu fommen namentlich die fubijden Gleichungen dienen
(Aufgaben II, S. 28).

4, Inferpolativa,

€5 ift sin (20° 4 2°) = sin 20 cos © + cos 20 sin z.  Wenn aber in
einer trigonometrijchen Tafel die Funftionen fiiv jeben ganzen Grvad gegeben
find, o redhnet man nicht nach diefer Formel, fondern man fest

sin (20 + #) = sin 20 + (sin 21 — sin 20) z
— 0,342 + 0,016 3.

Gewdhnlic) benupt man Ddiefe Fovmel nur fiiv 2 =0,1°.. 0,9°, aber fie
liefert nod) filv 2 = 7° auf brei Stellen ein ridtiges Crgebnis, fitr grifere
Werte von z erhdlt man immer ftactere Abweidyungen.

Cbenjo fept man bei einer vierftelligen Logarithmentafel

log (200 + z) = 2,3010 + 0,0022

braudibar von 2 =0,1 bis z=2. Diejes jehr hiufig gebraudite Cinjdhaltungs-
verfafren berubt alfo davauf, daf man ftatt einer beliebigen Funftion eine
gerabe Linie y = a + ba einfept, welde auf eine furje Strede mit der
Funftion zujammenfillt,

Cine Deflere Jnterpolation erhilt man, wenn man ftatt der Geraden
eine Pavabel y = a + bz + ¢a® jo bejtimmt, baf fie an drei Punften mit
per Funftion zujammenfallt, 3. B.

sin (20° + 29 = 0,342 + ax + ba?
sin (20 + 10) = 0,342 + 10a + 1006 = 0,500
sin (20 + 20) = 0,342 + 204 + 4006 = 0,643
10a + 100b = 0,158
10a + 3000 = 0,143
2006 = — 0,015
b = — 0,000075
a =+ 0,01655
sin (20 + #) = 0,342 4 0,016662 — 0,00007522.




5. Reifen. 29

Dies ift auf 3 Stellen giiltig fiir — 2° <a < 21°.
1.—8. Beredne eine Snterpolation zweiten Grabes fiiv 1. sin 30, sin 40,
sin 50. 2. tg 45, tg 50, tg 65. 3. log b, log 6, log T ujmw.

Aud) beliebige Jahlen, die dburd) Beobadhtung gefunven find, fann man
auf diefe Weife durd) eine Formel davitellen. J. B. die Mitteltemperaturen
im Mai in Konigsberg find:

GEERTER Qe ER O e Sl (1Rase ] e s | 20 S B LReRE PR D

880 104 11,7 130 139 147 152 157 160 158 153 14,7 139

4, Beredhne aus den Tempevatuven um 8%, 12" 42 bie iibrigen unbd vergleiche
fle mit den beobadyteten Temperaturen

Temp. (8 4+ o) = 11,7° 4+ 1,32 — 0,1062*

0DeY
Temyp. (12 + 2) = 15,2° 4 0452 — 0,10622.
Sn allen diefen Fillen empfiehlt es fid), bdie wirflihe Surve und die
interpolierte sur geometrijden Davjtellung zu bringen.
Weiteve Unndherung erhilt man bdbuvd) eine Pavabel dritten Grabes
Y = a4+ bx + cx® 4 da® bdie man durd) 4 Punfte legt; und bdies fiihrt auf
pen Gedanfen, eine Funftion in eine Neibe zu entwickeln.

5. Reifen.

Durd) Divifion erhdlt man
(1 +{s)‘1=-1—_:-_—£=1—a;+;r9—z“+ Tt — .-
Bejtimme die Schnittpuntte der Kurven
y=1—2; y=1—a+2? y=1—a+a?—2a%. ..

miteinander und mit der Hyperbel y — (L + )~ Die Redynung und bdie
Beidnung zeigt, daf fid) alle Kurven bei # = O bevithren und daf die Pa-
vabeln fid) ber Hyperbel von — 1 <2 <1 immer mehr anjdmiegen. Fiv 2 =—1
erreicdht die Neihe den Grenzwert co ebenfo wie die linfe Seite, fiv 2 =41
witd bie Neihe 1 ober 0, die Hyperbel = 0,5; fiiv > 1 finbet feine An-
ndberung (Sonvergeny) mebr ftatt.

Sn berjelben Weije fann unterjudht werben

(14 2)"2=1—2x+ 32> — 42° + Hat — - ..

. ! a* s 5t
GRS et

Va + 2z VA + 22 ujn.
Nimmt man an, dap eine beliebige Funftion £(2) in eine Reihe entwidelt
werden fann, o wird




30 III. ®leidpngen.
f(z) =a+ bx + cad L da® ext ..

Fliv & = 0 exhilt man « = £(0), und duvd) Differenzieven wird

() =b+ 2¢x + 3da® + dea® + . - .

Seft man wieder 2 = 0, fo witd b — /" (0) und dhnlich

_ 1o
S
1 (0)
b=y
Alfo wird
.'U"’ :C!‘

F@ =1+ 21 (0) + 251" 0) + 225 " (0) + - - -

Hievaus erhilt man bdie NReihenentwidhungen fiir ¢, sin 2 und cos z.

3 8. fl@)=snz £(0)=0
f () = cos 2 75(0) =1
f7(z) =—sng f”(0)=0
" (£) = —cos z f“0)=—1
ujin.

N 4 fi7 x? w?
[=site= 5 rr e v
Aud) hiev erfennt man die Vebeutung der Reihenentwicdlung am beften,
indem man die Reihe nad) dem erften, jweiten, dritten Gliede abbricht und

geometrijd) davftellf. 3. B, jiiv y = ¢
) x &t T i
b e Bl W e o e T R SRSy e
Bejonders interefjant ift es, wie bei der sinus- und cosinus - Reife
ourd) jebes mneue Glied eine befjere Anniherung an die Wellenlinie Hervor:
gebracht wird. .

Seit man
fA+a)=a-+ bz + ca® + da® + ezt . - .

jo fann man durd) = 0 und durd) Diffevensieven ableiten
Fl+a)=fO+ T F O+ PO+ 5@+ -
und bies ergibt die Cntwidlung fiir (1 + 2)* und log (1 + ).

(@) =1 +a) f(1) =1
(@) =mn(+ z)"! fdr=n
f"@=n@m—1)-(1 4 x)**2 f"A)=nm—1)
ujiw.

A+ay=1+Fe+28= Dy .




30
f(a

Fiir & = 0 exhalt m
f'!

&eft man wieder z

Ao wird
f@)=rQ
Hievaus erhilt man flb COS .

3.9

lung am bejten,
iede abbridht unbd

=

indem man die NRef
aeometrifd) darftellt,

& .
1
Befonders inte
durd) jebes mneue G
aebracht wird.
Sept man

y=1+4

cosinus - Neihe
Rellenlinie Dhervor=

|
v | |
( i

TWFFEN Gray Scale

jo fann man duvd)
fl+a2)=f(
und bies ergibt bdie
f(z) =

(@)=

f.ﬂ (x) =

(1
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