Kollineare
und orthologische Drelecle.

W. Fuhrmann,

Professor an der Kiniglichen Oberrealschule anf der Burg in Kbnigsberg i. Pr.

Beilage zum Jahresbericht 1902 der Koniglichen Oberrealschule auf der Burg in Konigsberg i

— T O et

Honigsherg i. Pr.
Hartungsche Buchdruckersi

1908,
1902. Progr. Nr. 34







\"Torhu-nu;!r]{ung‘: Vorliegende Arbeit verfolgt im wesentlichen das Ziel, an einigen
Beispielen zu zeigen, dals die Determinanten auch fiir den elementaren Unterricht von
Bedeutung sind. FEs wird nicht nur erkannt, dals die Koeffizienten in den Gleichungen
besonderer Geraden Determinanten sind, und dals gewisse Bedingungsgleichungen in dieser
Form erscheinen, sondern auch, dafs durch Benutzung einfacher Sitze dieser Formen eine
Veremfachung der Rechnung herbeigefithrt werden kann. Verschiedene der hier ange-
gebenen Sitze sind bereits von mehreren Mathematikern behandelt. Da dieselben in den
meisten Fillen sich jedoch andern Untersuchungen, die mit der Geometrie des Dreiecks in
Verbindung stehen, anschlossen, so lag es wohl in der Natur der Sache, dals die Beweise
fiir das Verstindnis manche Schwierigkeiten boten. Es erschien mir daher nicht iiber-
fliissig, auf diese Siitze nochmals einzngehen, nm solche Beweise zu bringen, die ein einiger-
malsen befihigter Primaner verstehen kann, Die Einfiihrung gewisser Hilfsprifsen zeigt
ferner in der iufsern Form der Bedingungen fiir kollineare und orthologische Dreiecle
eme Analogie, die verdient, hervorgehoben zu werden. Vielleicht fiihrt dies zu neuen
Resultaten. Es sei mir ferner gestattet, auf einipe Siitze von Determinanten dritter Ordnung
hinzuweisen, da es nicht unmdglich ist, dals sie einer Erweiterung fihig sind.

Wiihrend die Eigenschaften der kollinearen Dreiecke schon in elementaren Lehrbiichern
behandelt werden, sind die orthologischen Dreiecke, von denen bereits Steiner zwei Haupt-
eigenschaften angegeben hat, erst in ganz neuester Zeit, hauptsichlich wohl durch die
Arbeiten veranlalst, welche sich an die Geometrie des Dreiecks kniipfen, in den Kreis
der .l-J'Iltffl'Hlit'-‘!JLlEl,‘_—.fL*Il gezogen, Die Siitze dariiber scheinen sich einer sehr verbreiteten
Bekanntschaft nicht erfrent zu haben. Ich schliefse dies daraus, dals man Sitze ans der
neuern Geometrie des Dreiecks mit vieler Miihe bewiesen hat, die sich als einfache Folge
eines Hauptsatzes von orthologischen Dreiecken ergeben, und dafls Jahre vergingen, ehe
auf diesen Umstand hingewiesen wurde.

Von den Minnern, welche sich mit diesen Dreieclken beschaftiot und ihre Eigenschaften
erweitert haben, kann ich nur Liemoine und Neuberg nennen: doch sind sicherlich noch
andere vorhanden, da Casey in seinem Werk: ,Analytical geometry of the point, line,
cercle and conic sections, IT edition 1898% diese Dreiecke erwiihnt.

1. Einleitung.

Im zweiten Bande des Jowrnals von Crelle S, 287 gab Steiner folpende Sitze:

Sind irgend zwel in einer Ebene lisgende Dreiecke so beschaffen, dals, wenn aus den
Fcken des einen aul die Seiten des andermn in irgend einer ('_Jnl111|_;|1§_'; Lote gefillt werden
alsdann diese drei Lote einander in einem Punkte treffen, so treffen auch diejenigen drei
Lote, welche in entsprechender Ordnung aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die
Seiten des ersten geftillt werden, einander ebenfalls in einem Punkte.
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l. Fillt man aus einem willkiirlichen Punkte D in der Ebene eines Dreie scks ABC
auf die Seiten des letztern Lote Da, Db, De, nimmt auf diesen Loten drei beliebige Punkte

b, ¢ als Beken eines Dreiecks an, und fillt anf dessen Seiten ans den Ecken des ge-
gdren{-n Dreiecks in gehtriger Ordnung genommen die Lote, so werden sich dieselben in
einem Punkte d schneiden.

2, Nimmt man in #hnlicher Weise ein drittes Dreieck a, b, ¢, an, dessen Ecken m den-
selben drei Loten Da, Db, Dec liegen, so wird demselben auf gleiche Weise ein Punkt d,
entsprechen, und alsdann liegen die Schnittpunkte der drei Paare entsprechender Seiten
des zweiten und dritten Drelecks, d. h. die Durchschnittspunkte «, 2, y der Seiten be
und b, ¢, ca und ¢, a, ab und a b, in einer Geraden, und diese Gerade a gy ist zur
Geraden dd, senkrecht.

Eberty beweist diese Sitze mittelst der Eigenschaften der Chordale von zwei Kreisen
und damit zusammenhiingenden Siitzen. Bei besonderer Lage der Gebilde kinnen manche
der vorkommenden Hilfskreise imaginir werden, so dals die Beweise nicht mehr elementar
bleiben. Solche Dreiecke erhielten auch keinen besondern Namen, vermutlich weil man
weitere Folgerungen nicht zog, ein Bediirfnis zu einem Namen somit nicht vorlag. Erst
viel spiter (Lemoine 1889) ist fiir diese Dreiecke die Bezeichnung als orthelogische em-
gefiihrt. Im Anschluls daran sind dann die Schnittpunkte jener Lote orthologische Centra
genannt.

Ehe wir niiher auf die Eigenschaften dieser Dreiecke eingehen, sei noch auf eine
andere Art von Dreiecken hingewiesen, die teilweise entsprechende Eigenschaften wie die
nnhn]nevm hen aufweisen. Da fiir dieselben noch keine Bezeichnung eingefithrt ist, obwohl
sie schon erwihnf sind, so seien sie durch folgende Eigenschaft gekennzeichmet.

Haben zwei J_}uw:_ke solche Beschaffenheit, dals die Parallelen durch die Ecken des
ginen zu den Seiten des andern sich in einem Punkte schneiden, so werden auch die
Parallelen durch die Ecken des zweiten zu den Seiten des ersten in entsprechender Ord-
nung genommen sich in emem Punkte schneiden.

Der Kiirze halber wollen wir von solchen Dreiecken sagen, sie stehen in paralleler
Korrelation. Die Schnittpunkte jener Parallelen sollen die Centra der parallelen Korre-
lation heilsen.

Die Bedingung fiir das Schneiden der angegebenen Geraden kann in die Form ge-
bracht werden:

(1) sin(AB,C'B')sin (BC, A'C’) sin (CA, B'A")=sin (AC,C'B)sin (BA,A'C')sin(CB,B'A’),
wenn die Dreiecke ABC und A'B'C’ sind. Vertauscht man die Dreiecke mit einander, so
wird an der Relation (1) nichts geiindert. Aus dem Schneiden des ersten Systems von
Geraden folgt somit auch das Schneiden des zweiten Systems.

Man ersieht hieraus leicht, dals man folgende Bedingung dafiir erhilt, dals die
Lote von den Ecken des einen Dreiecks auf die Seiten des andern sich in einem Punkte
schneiden:

(2) cos(AB,B'C')cos(BO,0"A ) cos (CA,A’B')=cos (AC,B'C’)cos (BA,(YA') cos(CB,ABY).

Diese Relation ergiebt ebenfalls die Gegenseitigkeit der Beziehungen.

Analytisch lilst sich dies ebenfalls leicht feststellen.

Sind x;, ¥i; %5, Yei: X, ¥y die Koordinaten der Ecken von ABC, ferner u,, v;;
gy i Vi Mgy Vg 10 Koordinaten der Bcken von A’B'C', so sind die Bedingungen dafiir,
dals die Dreiecke in paralleler Korrelation stehen, bezw., dals sie orthologisch sind, folgende:

XXy Y1 ¥a ¥a |
(8) |¥; V¥ i
1B |



X Xg By Y1 X2 ¥s
(4) om0, | T |V Va¥y | = 0.
[ | Jsetas]

Die Vertauschung ven xj mit u,, und y, mit vy, wo der Index h die Werte 1, 2, 3
annimmt, #ndert an den Bedingungsgleichungen nichts, woraus also die Gegenseitigkeit der
Beziehungen folgt.

Bei der Untersuchung weiterer Eigenschaften solcher Dreiecke werden wir sowohl
Parallelkoordinaten, als auch Dreieckskordinaten benutzen, wobei die Gleichungen der
Seiten des Grunddreiecks x = 0, v = 0, z = 0 sein sollen.

2. Kollineare Dreiecke.

Fiir die folgenden Untersuchungen sollen der Kiirze halber gleich einige allgemeine
Bemerkungen pemacht werden. Bezeichnen wir zwei zugehdrige Dreiecke mit ABC
und A'B°(Y, so wenden wir Dreieckskoordinaten an. Das Grunddreisck ist stets ABC,
dessen Seiten a, b, ¢, dessen entsprechende Winkel A, B, C sein sollen.

Bs seien ABC und A'B'C’ kollinear; ferner x, v, 2,i X; ¥, %} X, ¥y % die Koordinaten
von A, B’, €', dann sind die Gleichungen von AA’, IgiB', CC' ﬁcx.

% % x X v

S
(D) =—— = — = e
2

Zy ==

] — ]

%3 Xg X3 s

Damit diese Geraden sich in einem Punkte schneiden, muls die Bedingung (6) P
z, Xy ¥y, erfilllt sem. Da diese Gleichung von x,, y;, 2, unabhingig ist, so folgt, dals die
relativen Koordinaten folgende Form annehmen kiénnen:

2 et P iy B ) e i o o i

i I‘
Sind xp, yn, 20 (h = 1, 2, 8) die absoluten Koordinaten, so miissen folgende Gleichungen
stattfinden ltnnen:
(M Aaxy = Lxp yy = 4 42 = A5, wo die i zuniichst unbekannte Pro-

portionalititsfaktoren sind. Dies ist aber der Fall, da die Multiplikation dieser Gleichungen
wieder zur Bedingungsgleichung (6) fithrt. Legen wir fiir die relativen Koordinaten der
Ecken von A'B’C’ die vorher angegebene Form zu grunde, so sind die Koordinaten des
Kollineationscentrums

- X ¥ =& - . * = - . . .

(8) === wiithrend die Gleichung der Kollineationsachse ist:
: 2 =

9 =+¥L+2 — 0.

e
Die er;-dingungsgleichmlg erscheint in ganz analoger Form, wenn man von den Gleichungen
der Seiten des Dreiecks ausgeht. Dieselben seien:
(10) lpx 4+ mypy -+ npz = 0, (h = 1, 2, 3).
Ist Ix + my + nz = 0 die Gleichung der Kollineationsachse, so sind die Bedingungen
fiir jene Koeffizienten;

) n Tl s B S m

@y =t — = et — o 8 — L idarauy Tolpk:
Im, m' n, s i

(12)im, n,1. = n, I, m,.

Die Gleichungen der Seiten konnen wir daher in folgender Form annehmen.
(13) 1+ 4) x +my + nz = 0,
lx +(m+u)y+nz = 0,
Ix +my + m+»z = 0.




Die Gleichung der Kollineationsachse ist dann:
(14) 1x 4+ my 4+ nz = 0, die Koordinaten des Kollineationscentrums sind

(15) ix = oy = ¥Z.

3. Dreiecke in paralleler Korrelation.
Die Dreiecke sind wieder ABC und A'B'(Y, und die Gleichungen der Seiten des letztern:

Ipx Hmyy oz — 0, (h =1, 8. 8).
Soll nun eine Gerade AS || B'CY sein, so muls ihre Gleichung die Form haben
Lx+my+nz+k (ax+by+ecz) = 0. Entsprechend lanten die Gleichungen durch B

und C parallel zu C'A" und A'B’. Beriicksichtigen wir, dals in der ersten Gleichung der
Koeffizient von x verschwinden muls, in den andern aber die von y und z, so finden wir
folgende Gleichungen dieser Geraden:
(16) y (am, —bl;) +z (an, —el}) = ©,
% (bn, —ecmg) + x (bl; —am;) = 0,
x (el; — ang) + ¥ (om; — bn,) = 0.
Die Bedinpung des Schneidens dieser 8 Geraden ist somif
(17) {dm — bl,) (bn, — cm;) (el, — ang) + (an, — cl,) (bly — am,) (em, — bn,) = 0.
(L, mm, |
Setzen wir (18) B = .I,. m, n, |, nnd bezeichnen
1, m, n.|!
mit Ly, My, Ny die in ly, my, n, multiplizierten Unterdeterminanten von R, so nimmt die
Bedingung agﬂlE*tthuugﬁ (17) folgende Form an:
(19) abe (m, ng I, +n, I, m; — 21, m, ny}
— bel, (q_.h Ak w'.l ‘]-—-— Cillllg (dla., -+ ¢N,) — abn, (bM, 4 ali;) = 0.
-2l myn, = R— (I, L, + my M, -+ n, N,) ist, so erhilt sie

Da ferner m,; nyl,+ n, 1, m,-
auch die Form:
(20) abeR—[(bel, (aLi, +bM, +cN, )+cam, (aly+bM; +cNj) +-abm(al., + bM, + eN,)]=0.
Die Gleichung einer Ecktransversalen durch A’ parallel zu BC mufs von folgenden
Formen sein:
(21) ix+ax + by +cz = 0,

(22) ky (Lx + myy + nyz) + ky (x4 mgy +ngz) = 0.
Aus der Vergleichung folgt:
(28) ita=Kkl+kl,b=km-t+lkm, ¢ = kn;+kyn,

Bestimmt man aus den letzten Gleichungen k, und k, und setzt die Werte in die erste
Gleichung e, so folgt:
(24) — AL, = al, + bM, + eN,.
Die Gleichungen der Geraden durch A, B, C' parallel zu BC, CA, AB lauten somit:
(25) =x []-?\1.-‘-{\' )— blyy —elyz = 0,
— axM_+ (eN, +aly,) v —L“.E.-’ =
— axN, —"}J\\ —| [‘ﬂ +bM,)z = 0.
Die Bedingung, <!.fo auh diese Geraden in einem Punkte schneiden, ist daher:
(26) (bM, + cN,) (eN, + L1L o) (alig -+ bM, 2abell, M, N,
— |:u_ "'ul \ Ll1M N,) — caN, L :[r'\ S J.Lq‘,l - .LhL M, Ed[; £ bM) =0

oder anch
abe (M, N, L, + N, L, M, — 2L, M, N,) — b (M, N, — M, N, ) (bM, + cN,)
Gt o i s R e W s T e )




Nunist M,N,— M, N, = Rl, N, L, — [, N, = Bm,, L, M, —L,M, = Rn,. Setzt man noch:
L, M, N,
Pi— L Mo NG =" R sorist
T‘.'I 1*'"1-‘.1 N.': .

dP .

— = MEI‘:: — :'l[31,__. = [{]L, . 8. w., daher

{ _.I_I

(i - dP dP IH_’

I | s T L .-‘_"rf,,—ZJ L _1_ = 2k J .'_‘L o ".1—.

M, N L, +N, L, M, L, M, N, ] (L ar, I AN, Ny H.\';I}
= RRB—(,L,+mM+nN,)
= Rmn,l;+n 1, m— 2l m,n,.

Die Bedingungsgleichungen (19) und (20) sind daher identisch.
Nebenbei sei bemerkt, dafs der Ausdruck m; 0.l +n [2 m, — 2], m,n, in sich selbst mit
I, mn, |
der Determinante B = |l myn, | multipliziert iibergeht, wenn man statt der Grisfsen Iy, mp,
l, myn, |
ny die zugehtrigen Unterdeterminanten setzt.
Binfacher gestaltet sich der Beweis fiir die Gegenseitigkeit zwischen Dreiecken, die in
paralleler Korrelation stehen, wenn man noch einen andern Determinantensatz benutzt.
Man habe folgende Determinanten :

By g By l'u ;'1-- l’]:,
= 8, B — ]'"1 l:'-r' i|.,,:
gy Bigg gy h.,l b,, b,
aus denselben bilde man die Determinanten
T o e T o — |2 Ba How — | o2 By
11 | sl LA biiha!® SErTw iho ek
12 Tig 22 Ugg 32 Yag
Hyn A | o
Uy, = | 3 M1 Ugg = [138 31 m. — l<.=:t}‘.1
18 Dpy Yas Ugq Jag Vgy
f,, A Hpy b i a
oo = (B9 ag Tie — |Bii2ag U — |88 Beg
a1 a8 » Ugg
hn iz h*.n 93 1331 l’:r_'
x v = . Bh, hdis & 1 42
welche Bildungen zunsammengefalst werden kinnen in upyy gt G B wenn

i ] ]-"k.h -+ 1y h]l. h4a .
dabei angenommen wird, dals falls h+1 oder h +2 grofser als 8 wird, der um 3 kleinere
Index gesetzt wird. Dann ergiebt sich folgender Satz:

N gy :
) |Ugy Ugo Uge | = B (a;; 8y 8y,

=1

(2

Byp Ggg 8520,
Ug, Usg Ugy
Sind die Determinanten A und B identisch, so folgt
(28) Ay Agy Ay — Agy Ay Ay = A (8, 855 85, — 8y, 85, 8,),
wobel Ay, Ay ete. die zu a,, ay ete. gehtrigen Unterdeterminanten sind.
Setzen wir nun
(29) Fy = cmp — boy, Gy = any, —cl,, Hy = bly — amy,,
so heilst die Relation (17) jetzt:
(80) H, ¥, G, — G, H, F, — 0.
Die Gleichungen (25) erhalten durch die Finfiihrung der genannten Gréfsen eine ein-
fache Form. Es ist




(31) bM, +¢eN, = byl —ngl)) +c(l, my — Iy m,)
= L, (cm, — lmq) l, (em, — bny)

= LF¥,—1LF,,
(82) — b, = b(m,; n, — mq n,) = my(cmy; — bng) — my (cmy, — bny)
— m, ¥, —m; K,
(33) —cl, = —c(myn, —myn,) = m, {cm, — lms,'l — 1, (cm, — bng)

= n, K, —mn, ¥,
Die Umformung der Koeffizienten in den andern Gleichungen (25) ist ganz analog.
Dieselben lauten nun:
(34) = (1, F, —1, l"E )+ ¥ (my f_"_q — my K} + 2 (ng ¥y —n, F)
%l G, - I] )+ ¥ (my, G, —m, Gg) + z (0 f.‘ En ) — 0,
x(l, H, — 1, M, j| + v (m Il — m, H’) A ll-ﬁ —n, H)) =
Nach I*'m mel [‘?T] ist die Ur*tt.rmmnnts. aus den Koeffizienten dieser Gleichungen

R (G H, F;, — H, I, &).
Wir q]h]lwn dlm\ oenau die Bedingung (80) fiir das Schneiden dieser Geraden.

4. Orthologische Dreiecke.

Die orthologischen Drejecke seien wieder ABC und A'B'(', ebenso die Gleichungen der
Seiten des zweiten I, x + my v +n,z = 0. Es seien ferner die Gleichungen von 8 Geraden,
die zu den Seiten von A 'B'(’ senkrecht stehen:

(89) apx-+Fbpytepe = O

Die Geraden, welche dann durch die Ecken des Dreiecks ABC zun diesen Geraden in
gehriger Ordnung parallel gezogen werden, schneiden sich alsdann in einem Punlkte.
Setzen wir dann:

(36) Fy, = Ly my cos C — ny cos B,
Gy — my —npeos A — 1 cosC,
Hy, = ny —ljcos B — my cos A,
so sind die Bedingungen, dals die Geraden ayx+byy+enz = 0 zu den (Geraden
lyx+my v+ n,z = 0 senkrecht sind,

(B7) an Py + by Gt op Hy = 0.

Sind xy, vu, zn die Koordinaten eines Punktes der Geraden apx+byy +cnz = 0, so ist
(38) ap = + by, ¥n +cp 2 = 0.

Aus den Gleichungen (37) und (38) folgt dann:
(89 ay: 511| T — (G], Zh H|._ ¥, : (T‘T\ Ty — B2yt Ey Vi Gy, x3).

Setzen wir diese Werte von ap, by, ¢, statt der Werte ly, my, ny in Gleichung
(17) ein, so erhalten wir die Bedingung, dafs ABC und A'B'C” orthologisch sind. Die
Bedingung lantet:

(40) [:l.;_l'.ll:ig----f"._zﬁ—hEGi;fq—-H,y,}”hLE-'g}a‘, G, x;)— e (Hyx, - Fuz, .|[ (G,z,—H, v,
a(F, v, — G, :-::5)] B [al (F.ym—0x)—c(@ 2z —H Yy |j [11 (G, z, — H__,g.'g_:-
—a (Hyx, — B, “2'] |_n (Hyx,— F,z,) — b (F, vy, — G“,‘ES}J

[ndem wir xy, vn, zn als die absoluten Normalkoordinaten mmr_-ll.nwn. lassen sich die

ginzelnen Faktoren des Ausdrncks in (40) umformen. Es ist
(41) a(H,x,—F,z2, 1) = l={(1 Z - I] v, = il m‘-cl-l-‘m' +r.'-r.1‘| —z, (al; 4 bG +cl,) = 2
b (Fyy, [1 ]T X zfj F, (ax, + by, +ez,} — %, (aF,+bGy+cl,) = 2J
¢ (G2, HH"‘ \"ﬂ'x]";"‘a {’s\ ‘1-—{7, ,1\ =+ ln +(.f J— ¥y Ifuj"ﬂ---h{‘.-_.'-' cH;)= 2.

-
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denn es ist a®y, -+ bGy + ¢Hy = 0. Fiir die Faktoren des zweiten Gliedes der Gleichung (40)
erhilt man die Grofsen 'i-]l"ll_—‘.?.”Fﬂ_—"_),]l"::, wobei .J den Inhalt von ABC bezeichnet.
Die Bedingung des Schneidens der 3 Geraden lautet daher nach Auslassung des Fak-
tors 8J2 jetzt:
(42) H, ¥, G, — G, H, F, = 0, eine in ihrer #iufsern Form gleichlautende Bedingung
mit der der parallelen Korrelation.
Die Auflosung der homogenen Gleichungen:
hr+my +tmz = 0, Lx + myy +n,z = 0,
: giebt (48) x:y:2z = L : M : N d. h. die Koordinaten der Fcke A’ des zweiten Dreiscks
_Jl sind den Grolsen L, M, N, proportional. Ebenso sind die Koordinaten von B’ C* pro-
J portional zu L, M, N, bez. L, M, N, Die Gleichungen der Lote von diesen Eoken auf

' die zugehorigen Seiten des Grunddreiecks sind dann folgende
(44) x (N, cos C— M, cos B) + y (N1 +L, cos B) — z (M, - L, cos C) 0,
—x (N; + M, cos A) + y (L, cos A — N, eos C) + z (L, + M, cos C) — 0,

x (M; + N; cos A) — y (Ly + N cos B) + z (M, cos B - [, cos A) = 0.
Es ist (45) Ny cos C—M, cos B = (I, my — 1, m,) cos C — (n, ly — my 1) cos B
= ES{]':! — I, COS8 H= n, cos B)- l;"[].\i_.m:'s cog [ — n, Lﬁ"-HJ
= L, F;—1, F;.
N, +LcosB = L, m, —1,m; + (m, n, — i, 1,) cos B

= my (l; —m, cos C — n, cos B) — m, (I, — m, cos C — n, cos B)
= mgF, —m,F,.
Entsprechend lassen sich die iibrigen Koeffizienten der Gleichungen (45) nmformen.
Die Gleichungen erhalten dann die Gestalt:
(46) x(lg Fy — 1, Fy) + y (my ¥y — m, F,) + 2z (0, F, —n, F,) = 0,
x(LG—1G)+y(mG —mG)+zm G — DlbiR=—u1)
x (g H,— 1, Hy) + ¥ (m, H, — m, Hy) + z(n, H, — nycH =,
also genau die Gestalt der Gleichungen (34). Nach Formel (27) ist die Determinante dieser
Gleichungen
- R(G,H;F; —H, F, G,), woraus also die Gegenseitigkeit der orthologischen
Beziehungen folgt.

9. Kollineare Dreiecke, die zugleich orthologisch sind.

Die Dreiecke, deren Eigenschaften wir zunfichst mittelst kartesischer Koordinaten unter-
suchen wollen, seien PQR und P'Q'B’. Indem wir den Anfangspunkt als Kollineations-
centrum withlen, kénnen wir fiir die Ecken der Dreiecke folgende Koordinaten annehmen :

PAR : x,, vi; %, 733 X, ¥y
PQR : Iz, ly;; mx,, my,; nx,, ny,.
Die Gleichungen der Geraden durch P, Q, B senkrecht zn QR, P, P'Q sind dann:

(47) x (mx, —nx,) + y (my, —ny,) —m (x, x, + ¥, y2) + n(x, Xy Y —
x (nxy — 1x,) + y (07 — 1y,) = 0 (% X + ¥a Fo) +1 (50 %, + 2 32) = 0,
x(lxy —mx)) + y(ly, —my,) —1(x,x, + ¥, v,) + m (x, X F oy =2

Da diese Gleichungen die Eigenschaft haben, dals die Summe der Koeffizienten von x
und y verschwindet, so muls auch die Summe der andern Glieder verschwinden. Die Be-
dingung, dals die Dreiecke orthologisch sind, ist daher

e ey Fod e i o S P e i Y I e
(48) (g +y; ye)m—m) + (x5 x, +y, y) (0 - D+ (x, x, +y, ¥o)(l - m) = 0
2
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fifly, 1 (% Xy g ) — I} ke T Y g}
i) [-'l 'r-',- g Yal T ¥y ¥sl,
£ "“l.l'-'.' ral J % .1'r' 1
| L (3 Y o Vo)
) d 4
(B8} %y ¥ Zys % Yy b Zigs %y ¥y = %g ¥y Y
iig fiaseh F'.r|'.:iill.'r.-';_ff'u I‘r!i'_l sofort
(86) 7 ig iy B (G7) 1 ?:.I nl £y -t Im 4, I,
(08) 11 -F 41 |-' i -|' =1 )
Binid dann 1., v, de Koordinaten clew :'--']l!ll”]rllllldl::i der Geraden [‘_1?‘3 (des 'JI‘I'iJ-.Jl{}gi- |
sehign Centviims des Drsloclks PQR in Bezug anf PR, 8o ergiebt sich
(68 D'%, (plyy == (ny, <+ rnyy),
D'y, plx, == QmxE, == 'nx; l
S TR e Koardinaten des Sehnittpunktos der Geraden (49) {flf'.\i orthologischen It
Hentrams von Q'R n Besug aat QL) #o |'nl;;t chenso: |
(60y Dx,, .“""',l 'll\-'.l v,
B, Xy | i X; { 1" Xy, :
Vige der GHelehung (48) folgt nun, dals wir die m p,q ete, vorkommenden Grilsen
g %6 o viove dureh 2 Hilfegrofen ausdrileken kinnen, Es folgt:
: F, e |
(B1) %, X, = ¥, ¥ Ald, X T Am-tA, XXy, ¥ = AnT A, |
Iheiis 18l
(68) p 4 (11 i) .a!'{‘n ), 1 A U- m),
(68) p Al fm=1), q Am (n=1), 1 - An (| — m}, '
CIRRTERL \“” ;||-|.|L1 = ity F Tt A ||lI|I"IlI nj mi, (1 1) 4 nil, [:ll = '-?I]H
A By
phansa  (08) pu, = fq Yy s d K.
Dies gebt dann
(aa) D'x, UK, Dy, MKy, (67) Dxy' A K Dy — A K




——

Orthologie war in die Form H,F,G,
(8) L=1—mecosC—ncosB, M = n—uncos A loos O,
N =n—Ilcos B —mecos A, so erhalten wir fiir dieselle

(74) (N—4Z cos B) (L —ge cos C)(M—» cos A) — (M — 24008 C) (N — wcos A) (L — voor B)

W,
oder

MN 4+ Licos A, i1, cosA
[T-.'Ji NL =+ }I..H cos B, i, cOS Bl =0.
LM+ NycosC, v, cosC
Ihe “’l:‘i('llllrlgt‘ll der Lote von A. B. C auf B (A AYHe
(76) v (N — 4 cos B) z (M — i cos C) 0,
zZ(L—pucosC)—x(N—pucosA) = 0,
X (M—veos A)— v (L — »cos B) 0.
Der 53!]]1[“[!1!!”\'1 dieser {‘rl‘lillit'il, d. h. das ll]'[]ul]nlu'im']n\ Clontram von A RB(
A'B'CY giebt:

(77)

bieatiglich

X V

L—veosBI(L —ncosC) (M w008 A) (Li— uoos O

l = (s — wcos B) (N e A
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Die Gleichung des Lotes vom Centrum auf die Achse der Kollineation ist:
(78) Ax (Mp — No») 4 py (Nv — L) 4 vz {Lid — M) = o.
Soll das orthologische Centrum von ABC auf dieser Geraden liegen, so gilt folgende
Gleichung:

(79) A ’ 2 — L cos O — Liveos B + u» cos B cos C E (Mp — N

+ u E LM — Lrcos A —Mgeos O+ uveos Ceos A E (N» —Li)

+ » : LN — Lucos A—Nyecos B+ uvcos A cos B }{L;‘.—-Ii[_u} i

Die aus den ersten Gliedern des Polynoms in der grofsen Klammer hervorgehenden
Glieder der ganzen Summe geben offenbar 0. Wir bezeichnen dann die Koeffizienten der
in MN, NL, LM, L., M, N multiplizierten Glieder mit MN, NL, LM, L, M, N, und
erhalten

(80) MN = u» (vcos B—pcos 0), L = Aurcos A (vcos B — u cos C),
NL = wr(leosC—weos A), M = p®vcos B (AcosC —weos A),
LM — ur(npcos A —AicosB), N = wcos C(ucosA — AcosB).

Die Relation (79) wird daher nach Fortlassung des Faktors wr:

(MN -+ L4 cos A) (vcos B -— u cos C) + (NL + My cos B) (4 cos C — » cos A)
+ (LM + Nwcos C) (1 cos A —ZAcos B) = 0.

Wir finden daher, dals die Bedingung, dals das orthologischeé Centrum von ABC auf
dem Lote vom Kollineationscentrum auf die Achse liegt, identisch ist mit der Bedingung,
dals die Dreiecke kollinear und orthologisch sind. Da ferner die Dreiecke in ihren ortho-
logischen Beziehungen vertauscht werden kinnen, ohne dals sich Achse und Centrum der
Kollineation iindern, so ergiebt sich der Satz: (81).

Sind 2 Dreiecke zugleich lkollinear und orthologisch, so liegen die orthologischen
Centra und das Kollineationscentrum auf einem Lote zur Kollineationsachse.

6. Kollineare Dreiecke, die in paralleler Korrelation stehen.

Die Dreiecke seien wieder mit PQR und P'Q'R’ bezeichnet, die Koordinaten der
Feken wie in Nummer 5, sodals also der Anfangspunkt das Kollineationscentrum
ist. (Fig. 1.) Die Gleichungen der Geraden durch P, Q, R pavallel zu Q'R‘, R'P’, PQ
gind dann:

(82) x (my, — ny,) — y (mx, — nx,) — mZ; — nZ, = 0,
x (ny, — ly,) — ¥ (nx, — Ix,) — nZ, — 12, = 0,
x (ly, —my,) — y(x, — mx;}) — 14, — m& = 0,
wo 4, 4y, 7, die dorch die Gleichungen (55) gegebenen Ausdriicke gind. Hieraus folgt,
dals diese Geraden sich in einem Punkte S schneiden, wenn die Bedingungsgleichung
stattfindet:
(83) m+n)Z, +(n+D)Z;+(14+m)Z, = O
Die Gleichungen der entsprechenden Geraden durch P’, Q‘, R’ sind dann:
(84) X (Yo — ¥s) — ¥ (Xg—=g) —1(Zy + Zy) = 0,
X(Yg— ¥ — ¥ (x5 —x,)—m (4, + 4,) = 0,
X (v, —Yo) — ¥ (3, — x,) —n (%4, +Z,) = 0.

Die Bedingung, dals sich diese Gerade in einem Punkte S' schneiden, ist die obige.
s lifst sich hieraus durch Benutzung eines einfachen Determinantensatzes eine Folgerung
machen, Bs bedeutet Z, + %, + 2, = D offenbar den positiven oder negativen doppelten
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Inhalt des Dreiecks PQR und ebenso mnZ, + nlZ, + lmZ, = D’ den von P'Q‘R‘. Denken
wir uns nun den Inhalt eines Dreiecks noch mit einem Zeichen versehen in der Weise, dals
em Dreieck PQR positiv sein soll, wenn die Reihenfolge der Ecken PQR in derselben Art
der Drehung geschieht, wie die Reihenfolge der Quadranten der Koordinatenachsen. im
entgegengesetzten Kalle aber negativ, so bedeuten D und D* den doppelten Inhalt der
Dreiecke PQR und P‘Q'R‘. Wir haben nun folgende Gleichungen:
(%, ¥ A +m)(d * n) [ el X y; mn|
FTo)(lx Y= nll+|x v,ol |[=D+D,
£ 1) (1 & m) i | x5 ¥, lm
[B: tm) (1 n) (el My
(86) [x, ¥, sy D — (1 m)a (T m)y,, |
X ¥ (£ 1)1 X m) (1x n)x,, (1% n)y,, 1
Setzen wir daher:
(1= = e ] (I— Dz, (L— Dy, 1
(87) |[(L+m)x, (1+m)y,, 1|=T, [(1 —m)x,, (1—m)y, 1|="T"
(1-+ n)zg, (1-+ n)y,, 1 (I—n=x (1— 1)y, 1

(85) |=x

80 ist
(i Ts R — R i e
Tragen wir nun OP!, 0Q’, OR’ von P, Q, B erst nach einer Richtung (Fig. 1) ab, ent-
sprechend den Zeichen wvon I, m, n, wodurch wir dis Punkte U, V, W erhalten, dann
ebenso nach der andern Richtung, wodurch wir die Punkte U‘, V', W’ erhalten, so geben
uns die Grofsen T und T offenbar die doppelten Inhalte der Dreiecke UVW und U/V'W*.
Somit gilt der Satz:

(89) Stehen 2 kollineare Dreiecke PQR und P/‘Q‘R’ in paralleler Korrelation mit O
als Kollineationscenfrum, und triigh man von P, @, R auf den Strahlen OP, 0Q, OR die
Lingen OP', OQ!, OR’ nach beiden Richtungen ab, wodurch man die Punkte U, V. W
und U¢, V', W erhiilt, so sind die Dreiecke UVW und U'V'W* einander gleich und zwar
gleich der algebraischen Summe der Dreiecke PQR und P/Q/R’.

Wir fiihren nun folgende Hilfsgrifsen ein:
Jan = e |
(90) Hy, = |m®1, m 1|, (81} Hg =l mad
[nfg; n 1 [0, n 1
muls ol kL ke vl

92) 4 =|nl m1|=|m*m 1},
Im n 1 ot ma i

(98) po=m%Z, +nZ, g, =n% +15%, r,=1 ZytmZ,

(94) plo =1(4; + Z;), q'o = m (Zy + Z,), v's =1 (%, + %),

so dals auch hier p, 4+ qo + ro = p's + q's + 'y = 0 ist.
Aus den Gleichungen:
e e e B D
(m+n)Z& +n-+DE +(+m)% =0,
mnZ +nlZ,+lmZ, =D

(98) J4Z, =(m—n)D'+12(m—n)D,
47, = (n— BD'+m?n— 13D,
dZy=(1—m) D'+ n?(l — m)D.
Die Gleichungen (82) geben uns die Koordinaten des Schnittpunktes S der betreffenden
Geraden, welche mit x,, v, bezeichnet werden sollen.




(96) x, D! = pelx; + qomx; + ronx,,
Yol! = poly; + qemy, -+ rony,.
Aus den Gleichungen (84) erhilt man analog fiir die betreffenden Koordinaten x,’, v,'
des H('Jll]it[],‘l'l]]l]u‘,l,t‘..\; 5 die Werte
(97) =D = p'ox; T q'oxy T 1oy,
Yell = Py T Pey =Ty
Nun ist
Adpy = — 4 (mZy+10Z,) = —m (| — m)D —mn?(l —m) D,
—nn—lID'—minn—1D,
oder
(98) — 4p, = (m —n)lmnD +(m —n) (1 + m +n — 21) D,
ebenso:
(99) — 4p's, = 1(m — n)(mn + nl + Im — 2mn) D +1 (m — n) D"
Die Grilsen go, q'o ete. erhilt man hieraus durch eyklische Vertauschung, Wir erhalten
(100) A (polx, 4 qomx, + ronx,) = — ImnDK; — (1 + m + n) D’K, + 2D‘H,,
(101) o (p’ex; T q'oXy +1'sx,) = — (mn + nl + Im) DE, + 2Dlmn H'; — D'K,,
?‘ll-‘S”
(102) =, DDA = 2DD'H; — D¥mnK; — DD (1 + m + n) K,
x . DD'4 = 2DD'ImnH’, — DIV (mn + nl + Im) K, — DK
Daraus folgt weiter:
DD'4 ¥t *e — DD’ (H, + lmn H'y)
- ]\J" I:'lJ“'*lum + DD (mn + ol +lm + 14+ m +n) + 'D'*] ;

Der Ausdruck von DD’ IE\ o lantet ganz entsprechend, es wird nur xy mit yu ver-
tauscht. Die (leichung der Kollineationsachse von PQR und P'Q'R° war vorher (71) an-
rageben.

Ky —yEy+D'—lmn D = 0.

Setzen wir in dem Ausdruck der linken Seite nach Mlll[‘ip]il:atinn mit DD'4 die Werte
e i R Ay ks ik

LS LA ein, so erhalten wir:

von und

(108) DD’ [K, Hy — K H, + Imn (K, H'x — K. H'y)]
+ DI 24 — Imn DD’ .
Betrachten wir nun den Ausdruck K,H., — K.H,
== (I'—':-;L (m — n) + mx, (n—1) +nix, (1 — 111)) (lj,'l (m —n}~+ my, (n—1) + ny, (1 — tn})
—(lﬂ."} (m—n) + m¥y, (n —1)+ny, (1 — m]) ({lxl (m —n)-+mx, (n —1) TIxX, (1— m}) !
so ergiebt sich sofort, dals bei der Entwickelung die Glieder verschwinden, welche in
X, ¥y» Xg ¥a» XgVy multipliziert sind. Die in x,y, multiplizierten Glieder des ersten Pro-
dukts sind:
mmxy,m—1) (01 —m) —mn?xzy,{n —1)(1 —m).
— — 4mn x, ¥,
Diesem entspricht im zweiten Produkt ein Glied mit x,y,, das aber das enfgegengesetzte
Vorzeichen hat. Demmnach ist
(104) HyKy — H. Ky = — 4 (mnZ, +ulZ,+1m7Z,) = — 4D".
Fhenso ergiebt sich die Gleichung:

(106) H': Ky, — H' . Ky = A4(Z,+ Z,+Z;) = 4D.




15

Der Ausdruck (108) verschwindet daher, woraus folgt, dals der Mittelpnnkt der Strecke
zwischen den Centren der parallelen Korvelation anf der Kollineationsachse liegt. Wir
kimnen also folgenden Satz aussprechen:

(106) Wenn zwei kollineare Dreiecke in paralleler Korrelation stehen, so halbiert
die Kollineationsachse die Strecke zwischen den Centren der parallelen Korrelation.

Zusatz. Liegt also das eine Centrum auf der Kollineationsachse, so auch das andere.

7. Dreiecke, die zweifach kollinear oder orthologisch sind oder zweifach
in paralleler Korrelation stehen.

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C’ konnen sich sechsfuch entsprechen. Diese sechs Fille
sind. Es entsprechen sich:
und A’, B und B, C und ("
und B, B und €', € und A’
und €, B und A’, ¢ und B’
und A°, B und €', C und B’,

A und €, B und B’, C und A’
A und B, B und A’, C und .

Soll eine der genannten Bezichungen zweifach sein, so bilden die dre ersten Fiille eine
Gruppe, sowie auch die drei letzten. Von den drei ersten Fillen sagen wir, dafs sie in
cyklischer Permutation stehen, Da zwischen denselben ein Zusammenhang besteht, so
bieten sie das Hauptinteresse dar und sollen hier allein betrachtet werden, Der Fall der
Kollineation ist schon frither untersucht z. B. von Rosanes im zweiten Bande der ~Mathe-
matischen Annalen von Clebsch“; ebenso von Schriter ebenda, von Valyi im 70. Bande
des Archivs fiir Mathematik und Physile. Weniger behandelt sind die” mehrfachen Be-
ziehungen der Orthologie und der parallelen Korrelation; doch haben sich Lemoine und
Neuberg mit ihnen beschiftigt und zu einer Grundeigenschaft noch manches hinzngefiigt,
Der Vollstindigkeit wegen, da unsere Formeln damit in Zusammenhang stehen, soll darauf
noch, wenn auch nur kurz, eingegangen werden,

Fir die Betrachtung der Kollineation benutzen wir die Relation (12) in N. 2

m,nl, —n Lm = 0.

Soll nun A zu B', B zu (', C zu A’ entsprechend sein, so sind nur die Indices cyklisch
zu vertauschen. Fiir den Fall der zweifachen Kollineation in cyklischer Permutation er-
halten wir:

(106) myn; I, — n, I, m, = o,
myngl, —mn,l,m = 0.
Aus diesen folgt also auch:
L, myng—m,; L, m; = 0,
d. h. es entsprechen sich A und 5 B und A, € und B Dis Drejecke sind also drei-
fach kollinear.

Die Bedingung fiir Orthologie oder parallele Korrelation lautet G,H,F, -- H,F,G, = 0;
wobei freilich die Bedeutung der Grifsen andere sind. Aber auch hier giebt die eyklische
Vertauschung der Indices die Zugehtrigkeit von A und B, B und ', C und A’. Daher
findet bei zweifacher Beziehung in cyklischer Permutation stets eine dreifache statt.

Von Lemoine ist dann noch eine weitere Folgernng an die Dreiecke gekniipft, welche
zweifach orthologiseh in eyklischer Permutation sind.

Sind zwel Dreiecke ABC und A'B(F orthologisch, so folgt leicht, dals die Seiten des
Dreiecks A'B'C’ parallel den Seiten eines Dreiecks smd, dessen Feken die Fulspunkte der
Lote von einem willkiirlichen Punkte P auf die Seiten von ABC sind. Wir nennen dies

L

e

(= A
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Dreieck das Fulspunktdreieck des Punktes P in Bezug auf ABC. Man kann nun fragen,
welche Kurve muls der Punkt P durchlaufen, damit die Fulspunktdreiecke desselben ortho-
lozisch in cyklischer Permutation sind. Der Punkt P habe die Koordinaten x,,y;,2,, dann
sind die Koordinaten der Fulspunkte A, B;, C, von P bez.
(107) A,: 0, y,+x, cosC, z +x cos B,
B,:x,+y, cosC, 0, z -+ cosA,
C,:x,+z cosB, y,+ 2 cos A, 0.
Die Lote von C,, A,, B, auf BO, CA, AB haben somit die Gleichungen:
(108) x cosB (y,+2, cos A)—y cos B (x, +z cos B)+z (x, cos C+y, + z,sinBsin C) =0,
x (x,8in C sin A +y, cos A+, )+ y cosC (x, cos B +2,)—2 cos O(x, cosC+y,;) = 0,
-x (v, cosA +z,) cos A+y, (x,+y, sin A smB+z cos B)+zcos A (x,-+¥, cosC) = 0.
Sollen diese (Geraden durch einen Punkt gehen, so muls die Determinante dieser Glei-
chungen verschwinden,
Satzt man cos A cos B cosC = », sin A sin B sinC = g, so erhilt man daraus also
die Gleichung:
(109) »(y,+2z, cosA)(z, +x, cosB)(x, +y, cos C)—»(y, cosA+z, ) (% cos B+4x, )(x, cosC+y, )
+(x, ¥y, sinA sinB+2z, cosB)(x, cos C+y, -z, sinBsin C) (x,sinCsin A+y, cos A-+z, )
I eos B cos C(y, + 2, cos A) (x; cos C + y,) (x; T, sin A sin B + 2, cos B)
+ cos C cos A (v, cos A + z,)(x, cos B +2,) (x, cos C + y, +2z, sin B sin C)
+ cos A cos B (x, + 2, cos B) (x, + y, cos O) (x, sin Csin A +y, cos A + %)
Die Ausfiihrung der Rechnung ergiebf, wenn man noch die Relationen benutzt:
sinf A +sin?B+sinC = 2(1+»), sin2A+sn2B+sin20 = 4.
(110) w (x,®sin A + y,3sin B -+ z °sin C) + 2x,¥, 2, g (1+ »i+pu? l»
+x, 2y, sin A sin C (sin®A + 2 sin*B) + x, y, * sin B sin C (2 sin®A + sin?B)

-y, 22, sin B sin A (sin®B + 2 sin?C) + y, 2, *sin C sin A (2sin*B + sin?C)

+7 *x sinCsin B (sin?C + 28in®A) + 2, x,*sin A gin B (28m?C + sin?A) = 0.
[st v der Radius des Umkreises im Dreieck ABC, und setzt man 2rsin A = a,2rsm B=b,
2rsim(C = e,so0 erhilt man

(111) abe Zn.\; Sian Zil-l‘s'lﬁ] 1 by, (b2 + 2c?) + ez, (c* +2bF) :

e POR ]
F lxj:\,leb cd — 0,
wu> die bekannte Bedeutung hat, dafs ans dem einen Gliede die andern durch eyklische
Vertauschung erhalten werden. Fiir den Ausdruck erhalten wir aber auch, wobei wir die
Indices fortlassen wollen:

(112) (bex + cay + abz) (ax + by + cz)? = 0.

Da ax -+ by -+ cz konstant ist, so erhalten wir als Bedingung fiir die Orthologie in
eyklischer Permutation:

X
13 - =),
[:] :I i | b G ﬂ
d. h. der Punkt P mufls auf der Geraden von Lemoine lLiegen.

Verbindet man einen Punkt P mit den Ecken des Dreiecks ABC, so steht ein Dreieck,
dessen Seiten parallel den Geraden PA, PB, PC sind, mit ABC in paralleler Korrelation.
Man kann nun fragen, wie muls P lLegen, damit diese Beziehung dreifach 1n t\‘g‘]-i“SC]'tE‘-t‘
Permutation ist. Diese Frage wird durch einen Satz von der Ellipse beantwortet:

(114) Zeichnet man in eine Ellipse zwei Dreiecke ABC und XYZ (Fig. 2), deren
Schwerpunkt das Centrum der Ellipse ist und zwar in nmgekehrter eyklischer Ordnung, so
findet folgende Beziehung statt:

AX || BY || CZ, AY || BZ || CX, AZ | BX|| CY.




Der Bewels ist sehr einfach mittelst 1'1.i11f|'i|n'1111g|'L|_ez' excentrischen Anomalie. Die Koor-
dinaten der Ecken von ABC und XYZ konnen wir, wenn a und b die Achsen der Elipse
sind, folgendermalsen bezeichnen:

3 D [ T .
+ 2TE : 7T . s
A:acosa bsine: B:acos (r: g )_. b sin (u r—J; L acos ((r-— 5 ) b sin (r: - .;I):

gt 3 \
= - p 2 . & 7 o 27 . 3 2
X :acosE bsméE; ¥ = acos (g_. _"), b sin (‘ 2 ); Z:acos (;'i' ;-r) bsin {; i I;r )

¥
¥

Die Gleichung von AX ist:
¢
2

E e 1
[

' J et o —
2 Ay sim s -

hx cos —ah COs 0,

: . 2 ; 2 70 . TSP Sl 4
Nehmen wir nun ¢ um 5 TOLBEY - kleiner, so bleibt - ungeindert,

d, h. BY ||AX, CZ||AX. Um AY zu bestimmen, tritt nur :_2:; fir & ein, wobel
i

aber & ein willkiirlicher Winkel ist. Daher ist auch AY || BX || CY.; und ebenso folgt

AZ || BX || OY.

Nun ist fiir irgend ein Dreieck die Steinersche Fllhpse diejenige, deren Mittelpunkt der
i“'nf!iﬂ\'q:]'}nnll;_i des Dreieclks ist. Legt man also um das Dreieck ABC die Steinersche Ellipse
und verbindet einen Punkt derselben mit den Ecken des Dreiecks, dann folgt aus dem
eben angefiihrten Satz, dals ein Dreieck, dessen Seiten parallel den Verbindungslinien
PA, PB, PC eines Punktes P auf der Steinerschen Ellipse mit den Ecken A, B, C sind,
mit ABC in dreifacher ;:.'al':lHe--]m' Korrelation steht. Dabei hilden die drei Centra der pa-
rallelen Korrelation ein Maximaldreieclk der Ellipse.

Wir betrachten noch zwei Dreiecke, die sowohl orthologisch sind, als auch in paralleler
Korrelation stehen. Ist ABC das eine Dreieck und S und T die zugehorigen Centra der
parallelen Korrelation nnd Orthologie, so geht der Kreis iiber ST als Durchmesser durch
alle Ecken des Dreiecks. Die angegebenen Centra miissen daher anf dem Umbkreise des
Dreiecks liegen und sind stets die Endpunkte eines Durchmessers. Man sicht ferner leicht
ein, dafs die beiden Dreiecke dann einander symmetrisch dhnlich sind, auch haben die
betreffenden Centra in den beiden Dreiecken stets #dhmliche Lage. Nebenbei sei endlich
noch folgendes bemerkt, was aus bekannten Sitzen leicht folgt: Hat man zwei Dreiecke,
die entweder zweifach orthologisch sind, oder in zweifacher paralleler Korrelation in cyk-
lischer Permutation stehen, oder endlich sowohl orthologiseh sind, als auch in paralleler
Korrelation stehen, so miissen solche Dreiecke denselben Broeardschen Winkel haben.

8. Einige Anwendungen.

Das Hauptziel der vorigen Untersuchungen war, die Bedentung der Determinanten fii
den elementaren Unterricht zu zeigen, so dals die Arbeit hiermit abgebrochen werden
kénnte ; ndessen ist es doch wohl angebracht, noch einige Anwendungen der Hauptsitze
zu machen, die sich anf Dreiecke beziehen, die kollinear und orthologisch sind, oder noch
i paralleler Korrelation stehen, da manche Siitze der neuern Geometrie des Dreiecks in
einem neuen Lichte erscheinen, auch wolil noch einige F‘:t'H'ii1l;cl:r|;_;Q:11 erhalten.

a) Zeichnet man iiber den Seiten eines Dreiecks ABC i#hnliche gleichschenklige Drei-
ecke, so bestimmen die Spitzen X, Y, 7 ein Dreieck, das als Kiepertsches zu ABC ge-
horiges Dreieck bezeichnet wird. Es diirfte dies wohl bekannt sein, doch sei es mnoch
fiir alle Fille erwidhnt. Hs ist ferner bekannt, jedenfalls auch leicht einzusehen, dafls diese
beiden Dreiecke ABC und XYZ sowohl kollinear als auch orthologisch sind. Ist ip der
Basiswinkel an den Grundlinien der #hnlichen gleichschenklicen Dreiecke, so sind die

¥
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Kaoordinaten des Kollineationscentrums bez, sin (A -+ ¢) =%, sin (B -+ q) =%, sm(C+q) 1 Bei
der Verindernng des Winkels ¢ beschreibt der Punkt eine gleichseitige Hyperbel, die
Kiepertsche “'\.El[llll s] heilst. Aus unserem Satze in]a_‘t sofort, d als das 1\f}1I1]1l,=Lfl{ﬂl‘ﬂ‘{‘tﬂ'!111[!
nnd die orthologischen Centra der Dreiecke auf einer Geraden lisgen, die zur Kollineations-
achse senkrecht ist. Hierbei findet noch folgender Umstand statt (Fuhrmann, Synthet. Be-
weise, p. 183 ff): Hs giebt immer je 2 Winkel ¢ an den Grundlimen der gleichschenkligen
Dreiecke, welche solc he Kie spertschen Dreiecke bestimmen, dals die Kol ||m ationsachse mit
dem Grunddreieck dieselbe 1st. Diese Winkel erginzen sich zu 90° Dabei ist ferner das
orthologische Centrnm des Grunddreiecks zn dem einen das Kollineationscentrum des Grund-
dreie wcks mit dem andern Kiepertschen Dreieck. Das |JI1]][J]1:|'-'I‘:|L]1I‘ Centrum der ]\[rpfr.-
schen Dreiecke ist stets der Mittelpunkt O des Umkreizes vom {ullml]r]tl siecl; aut dem Lote
von O auf die Kollineationsachse mit einem Kiepertschen Dreieck liegen daher stets zwei
Kollineationscentren. Besondere Kiepertsche Dreiecke simd noch (abgesehen vom Mitten-
dreieck) die, welche durch ¢ = 30° und ¢ = 60° erhalten werden. Das letztere fiillit zu den
isogonen Centren des Dreiecks. Uber letzere Punkte, sowie die zngehdrigen Dreiecke ist eine
Abhandlung von Lieber verhanden, die als Programmabhandlung 1896 des Stettiner Re salgym-
nasinms erschienen ist. ¥ den 1\1.,];‘_rtbLiu_n Dreiec ken gehrt endlich noch das erste Brocardsche
Dreieck, welches zum Grunddreieck zugleich symmetrisch dhnlich ist. Das orthologische Centrum
ist der Punkt von Tarry T. Wegen der Ahnlichkeit steht es mit demselben auch in paralleler
Korrelation ; die Centren sind der Punkt von Steiner S und der Punkt von Lemoine L. Ist D das
Kollineationscentrum der Dreiecke, so folgt ans den gegebenen Sitzen, dals die Punkte
T, 0, D, S auf einem Lote zur Kollineationsachse liegen, und dals die Strecke LS durch
diese Achse halbiert wird, Dies letzte Resnltat scheint mir nen zn sein, wenigstens habe
ich es nmoch nicht erwihnt gefunden; die anderen Resultate sind ja bekannt, erscheinen
aber hier im Zusammenhange mit andern Eigenschaften. Da der Punkt von Stemer auf
der Steinerschen Ellipse liegt, so muls das Grunddreieck mit dem ersten Brocardschen
Dreieck in dreifacher paralleler Korrelation stehen. Dies giebt also noch folgendes Resultat:

[st A'B'C!das erste Brocardsche Dreieck und zieht man durch AY, B, _" die Parallelen
»u AB, BO, CA emerseits und zu AC, BA, CB andrerseits, so werden sich diese hetreffenden
Geraden in zwei Punkten schmeiden, die im Verbindung mit dem Punkte von Lemoine ein
Dreieck geben, das mit ABC denselben Schwerpunkt hat.

b) Eine zweite Anwendung kniipft an eine Iigur an, von der einige Eigenschaften in
einer kleinen Abhandlung gegeben sind, die in Mathesis X. p. 106—111 erschienen ist,
aufserdem in dem schon erwihnten Werke: Fuhrmann, ,Synthetische Beweise®, p. 107f.
vorkommt. Des allgemeinen Verstindnisses halber sei einiges kurz erwihnt. Schneidet
man von den Hohen eines Dreiecks ABC Liingen von der Ecke nach den Gegenseiten
ab, die gleich dem Durchmesser des Inkreises sind, so erhilt man em Dreieck U VW, das
kollinear und orthologisch zn ABC ist. Der lInlmnschn[H'panJ\'i' H von ABC ist, wie sofort
ersichtlich, das Kollineationscentrum der beiden Dreiecke und das orthologische Centrum
von UVW. Da ferner UVW symmetrisch iihnlich zu ABC ist, so steht es mit demselben
in paralleler Korrelation. Das Centrum der Korrelation von UVW ist der Punkt von
Nagel N des Grunddreiecks. Diesem entspricht im Dreieck ABC ein Punkt L, dessen
Koordinaten 1:(b—¢), 1:(c—a), 1:(a—b) sind. Das orthologische Centrum des Drei-
ecks ABC ist also der Gegenpunkt T won L auf dem Umkreise won ADBC. Natiivlich
miissen auch H und N auf dem Umkreise von UVW (Kreis von Fuhrmann) hua,wn st
p der Radins des Inkreises von ABC, so ist die Gleichung des angegebenen Kreises

(1) 4 ro (ax + h‘- 'rtf‘l{ta cos A + by cos B + ez cos C) — abe (ayz -+ bzx ‘l—l.\.}} = ().

_:E. sin 5 am ‘::T T. B0 l-rh.‘ih man noch FUE{_'";-"]I[]{,‘."*'_

(2) Die Keordinaten von T sind: 1:(cos A — 41), 1 :{cos B—44), 1:(cos U— 4d1)

Setzt man sin




(8) Die Gleichung der Kollineationsachse der Dreiecke st

xsind , ysinB ., =zsinC 0
cos A —4r ' cos B —44 cos 0—d4 7 {
(4) [Ne Gleichung von TH ist: x cos A (cos B — cos () (cos A — 4 1)
+ v cos B (cosC—cos A)(cos B —47) +zeosC(cos A —cos B)(cos U — 4z} =10.

Nach unseren Sitzen (81), (106) ergiebt sich, dals TH zur Kollineationsachse senkrecht
ist, und LN von derselben halbiert wird,

o) Die vorher betrachteten Dreiecke sind zum Grunddreieck kollinear, orthologisch und
stehen mit demselben in paralleler Korrelation. Man sieht leicht ein, dals man beliebig
viele solcher Dreiecke erhalten kann, indem man irgend einen Punkt P des Umkreises
mit den Eeken A, B, U verbindet und dann em Dreieck konstruiert, dessen Seiten parallel
wn PA, PB, PC sind, und das zugleich kollinear zn ABC ist. Manche mégen noch be-
sondere Higenschaften haben, doch soll dieser Ponkt hier nicht weiter verfolgt werden.
Js soll nur noch eine Anwendung anf ein Dreieck gemacht werden, das dem Grunddreieck
einbeschrieben und zu demselben kollinear und orthologisch ist. Ein solches Dreieck geben
uns  die ]%(-:*1"’;}1.1':;111;;5[||L]L]<.=v X, Y,Z der Ankreise auf den gehiirigen  Seiten (Fig. 8).
Ymniichst bemerken wir dariber folgendes:

(5) Die Gleichungen der Seiten YZ, ZX, XY sind:
1

3

rREr - Yioaitd L B :
—xam? - tyvsmi_tzsmifo = 0

AL 2 9

] Aol
it s—=wsm* . 4zsmi*s = 0,

DR 2 2

- v ol L B
X8t 4 yam-_ —z8mt . = .

Die Gleichungen der Lote in X, Y, ¥ zu den Seiten, welche sich in L. schneiden

migen, sind:

: : ; : 3 et
(6) x (su;: B sin® ) ) v osin? b nanT i =
2 2

\ by 2 2 4
c gin® & gin® Y sin#* =)+ z 8in® S =
X HIX .‘3. 1 -\ & 5 m— i 0 ) TR ‘_J — y
3 ) ;
eiiigih B R Sy ~g
x gin? = —ysin? — 4 x(smﬂ — gin® ) =)
T 5 2 2

(7) e Koordinaten des Schmftpunktes L:

i s T oy O ( A o e o Coa e e i o LT
1 Bl ] 1 3 v apqy B e o T8 . i B e B ey
(b.ll ‘2 | E111 9 — 211 :3 = ..‘-_-llt 2 - 5110 ;3 S1mn 9 o (:-II] ‘;," S :? — ST\ j)

— B rhite.
(8) Die Kollineationsachse, welehe die Seiten in X,, Y,, %, schneiden mdge, hat
die Gleichung:
R gl Al
X 8N° 1T y¥sm®— 1T Z8n L

o 2 2
Durch die Punkte X, Y,Z wird ein Kreis gelegt, der jede Seite noch in einem zweiten
Punkte schmeidet. Sind X, Y, 7 diese Punkte, so ist anch X ¥, 7 zu ABC kolhnear,

1 13 1 : 1 1 1

orthologisech und dem Dreieck einbeschrieben. Die Gleichung des Kreises ist, wenn

a,, by, ¢, die obige Bedeutung haben:

) ! et e s R By
(9) {.\' sin A + ysin B 4+ zsin( ) (“1 x sm? 5T b, y sin® — + ¢, sin? ..)

—4r(lx'z.--in A4 zxsin B4+ xysin C)] = 0.

Daraus ergeben sich die Koordinaten von X, Y, %,
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(10) X,:0,1:bsimB,1:¢,8mC; Y,:1:a sinA,0,1 e, sinC;
Ziil e sin A b, sin B, 0. .
Daraus folgt die GHeichung der Kollineationsachse von ABC und X, Y, Z.. nimlich:
(11) a,xsin A+ bhysin B+ ezsinC = 0.
Die Koordinaten des Kollineationseentrums N, sind
(12) a, X gin A = |=| ysmB = r'l:f.rsi!l (.

Bekannt ist, dals sich die Lote in X, Y, %, zu den Seiten in dem zu L isogonal ver-

wandten Punlkte I‘: schneiden, so dals die Koordinaten desselben sind:
(18) xiy g = (L:a)(lsb):(1se).

In demselben Punkte miissen sich aber auch die von A, B, O auf Y% %X XY getillten
Lote, d. h. in dem orthologischen Centrum von ABC zu XYZ schneiden. Das Kollineations-
centrum von ABC und XY¥ ist der Punkt von Nagel N. Aus dem vorigen folgt nun,
dals anf L1, die Pankte N und N, liegen miissen, und dals diese Gerade zur Kollineations-
achse von ABC und XYZ senkrecht stehen muls, ferner aber, dals die Kollineationsachse
von ABC und X, Y, 7 2u der von ABC und XYZ parallel sein muls,

Von sonstigen Eigenschaften dieser I'ipur sei moch piniges bemerlkt, was zwar nicht
den v.|g-‘.n|l||']h'u [ t11|:1'.-'1|1-1|1||]}_l;-:]| :Li]_:l_:'i'.lll:'-li'l,‘ aber doch zur letzten ]‘11;_','111' ‘.:j“;g[_. Buzit:hung::n
hat. Ihe Kollineationsachse von ABC und XYZ geht durch den Schnittpunkt der Geraden

(1) x+y+2z=0 und xcos A+ ycosB+zcosC = 0.

[Meselben sind von Vigarié in seiner Arbeit: Géométrie du triangle als axe aitii'-itrl'i'llif[LtL=
und axe orthique bezeichnet. Die erste Gerade ist auch gelegentlich als Nulllinie be-
zeichnet, da ja von ihr sofort die Eigenschaft erkannt wird, dals die Summe der Lote von
emem Punkte derselben auf die Seiten gleich Null ist. Der Schnittpankt hat die Koordi-
naten ; (cos B —cos () : (cos C — cos A): (cos A — cos B). Der diesem isogonal verwandte
Punkt ist also der trilineare Pol der Geraden. welche die ?\l]tt.[':'.E]|]11||.;l:f}. des In- und Tm-
kreiges verbindet.

Dann wiire noch zu bemerken, dals sich auf diese Figur die kontinuierliche Transformation

anwenden ldlst.




(10) X :0,1:b,sm]
Ziyil:a sin A

Darans folgt die Gleichy
(I]} ax ain A + ]I-l"F

Die Koordinaten des K
(12) a, xsin A = b,
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(LY xide calie= (1
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