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Kennzeichen der Entartung einer Fldche zweiter Ordnung.

F,,im- Fliche zweiter Ordnung, deren Hessesche Determinante verschwindet, ist entweder
eine ausserordentliche, d. h. ein Kegel oder Cylinder, oder eine uneigentliche, d. h. sie entartet in
ein Ebnenpaar oder in eine Doppelebene. Notwendige und hinreichende Bedingungen, dass eine
bestimmte Art einer Flidche zweiter Ordnung vorliegt, sind von mir in Schlémilchs Zschr. XXIX S. 376
aufgestellt worden unter der Voraussetzung, dass der Coeffizient von 22 in der Gleichung positiv ist.
Es soll im folgenden bewiesen werden, dass nach geringer Abéinderung der Bedingungen diese Vor-
aussetzung fallen kann. Vorher sollen aber ecinige Sdtze (iber verschwindende = Subdeterminanten
entwickelt werden, die zur Erkennung und Unterscheidung der ausserordentlichen und uneigentlichen
Flichen zweiter Ordnung wichtig sind, wie ich Schlomilchs Zchr., XXI S. 382 angedeutet habe.

Ist namlich die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung in Punktkoordinaten

Zag vty =0 (=1 2,3; k=1, 2, 3; air = ),
und wird in der Hesseschen Determinante | @i | der Coeffizienten die Adjuncta von ey durch e aus-
gedriickt, so lautet die Gleichung derselben Fliche in' Ebenenkoordinaten bekanntlich
200 & By =0

Diese Gleichung muss identisch verschwinden, wenn die Fliche zweiter Ordnung entarten
soll. Scheinbar sind hierzu zehn Gleichungen notie. Da aber nur drei Gleichungen erforderlich
sind, eine Fliche zweiter Ordnung zu einer uneigentlichen zu machen, so ist hier, wie hiufig (vgl.
Clebsch, Bindre Formen S. 91 u. 163) eine Uberzahl von Bedingungen vorhanden, deren Redulktion
mit Hilfe der folgenden Subdeterminanten-Relationen gelingt.

& 1.
Subdeterminanten-Relationen.

+Die aus einer adjungierten Determinante ausgesonderte beliebige. Determinante m. Grades
ist gleich dem korrespondierenden Faktor der entsprechenden Unterdeterminante der urspriinglichen
Determinante multipliziert mitder (m—1). Potenz des Wertes derletzteren. (Schrader, Theorie d. Det. §37).
II-| \'I-_:! S 1t |'.| 4-;! e FE
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Wendet man statt der sehr praktischen, aber noch wenig bekannten Schraderschen Bezeich-
nung die dltere Baltzersche (Det. § 7, 3) an, so ist insbesondere

O O | au | 3< % | @ |
Coi Ugr | — s Ciyy Oy (1)

Ferner folgt aus der (nach Analogie der von Pasch Schlgmilch Zschr, XXVII S. 123 auf-
gestellten) Identitat
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(lade) (bede) — (lbde) (acde) + | lede) (abde) = 0 (2)
wobei (bede) = = + b, e, dy ¢, u.s.w. Da der Beweis ebenso fur »? Elemente gefiihrt werden
kann, gilt der Satz:

Je drei Subdeterminanten »— 1. Grades derselben Reihen-Combination einer Deter-
minante nten Grades sind unter einander durch eine lineare Gleichung verbunden,
welche als Coeffizienten: Summen von Subdeterminanten n—2ten Grades derselben Reihen-Com-
bination enthalten, z. B. wenn (&, dy) = & + a. d;

[(ay &) + (ay dy) + (ay d))] (bed) — [(by ) + (by dy) + (b dy)] (eda)
+ [(es &) + (g5 &) -+ (o, db)] (dad) = 0.

Aus der Identitit (1) folgt zunidchst der bekannte Satz, dass bei verschwindender Deter-
minante die Adjunkten der Elemente einer Reihe den Adjunkten der Elemente einer Parallel - Reihe
proportioniert sind. Umgekehrt folgt aus der Propottionalitit zweier Zeilen der adjungierten
Determinante |«| das Verschwinden der urspriinglichen |aw|. Denn ist wg= Auwy, so folgt aus
der stiindigen Identitit = ayen = o das Verschwinden der Determinante = @y,

i i

. Wenn die Determinante ersten Grades und cine Subdeterminante »—lten Grades
verschwinden, so verschwinden alle Subdeterminanten »—1ten Grades entweder dersel ben Zeilen-
Combination, oder derselben Colonnen-Combination.

Denn da |ax| = 0, so ist &, g — wp @y = O und mit ¢y muss entweder w; oder w,
verschwinden.

[I. Verschwinden zwei Subdeterminanten n—1ten Grades einer Zeilen-Combination,
so verschwinden alle Subdeterminanten z—-1ten Grades derselben Zeilen- Combination, vorausgesetzt
dass eine der Subdeterminanten n—2ten Grades aus den gemeinsamen Colonnen der beiden ver-
schwindenden Subdeterminanten von Null verschieden ist.

Denn jede Subdeterminante »—1ten Grades derselben Zeilen-Combination kann durch die
verschwindenden dargestellt werden und hat dabei als Coeffizient eine Summe von Subdeterminanten
n—32ten Grades, welche aus den gemeinsamen Colonnen der verschwindenden Subdeterminanten
genommen wird. Ist eine dieser Subdeterminanten »—2ten Grades von Null verschieden, so kann
es die Subdeterminante n—1ten Grades nicht sein. Auch aus dem Satz {ber Proportionalitit der
Subdeterminanten kann der Beweis gefiihrt werden: Verschwinden in der Determinante («bed) die
Subdeterminanten (abe) und («bd), so sind die Subdeterminanten (bc) und (4d) den (abd) proportional,
und wenn die letzteren von Null verschieden sind, ist (bed) = 0.

. Verschwinden zwei Subdeterminanten m. Grades mit m—1 gemeinsamen
Colonnen und ist eine der Subdeterminanten m—1ten Grades dieser Colonnen von Null verschieden,
so verschwinden alle Subdeterminanten derselben Zeilen-Combination, welche die m + 1 Colonnen
der verschwindenden Subdeterminanten enthalten.

Der Satz folgt aus II, wenn man dort » = m + 1 setzt. [st (abedef) vorgelegt und ver-
schwinden (abe) und (bed), so verschwindet auch (aed), wie gleichzeitig aus der Proportionalitét
von (ac), (be), (ad) ersichtlich ist.

Unabhidngig von einander sind deshalb drei Subdeterminanten m. Grades der-
selben Zeilen-Combination nur, wenn sie mindestens m -+ 2 verschiedene Colonnen enthalten. Solche




33

unabhiéingigen Gruppen erhidlt man bei cyklischer Aufeinanderfolge oder bei Festhalten von
m — 1 Colonnen. Sind n# Colonnen vorhanden, so werden % -+ 1 — wm unabhingige Subdeter-
minanten m. Grades aufgestellt werden konnen und in einem System von #? Elementen im all-
gemeinen (# + 1 — m)%

IV. Verschwinden von den Subdeterminanten m. Grades einer Zeilen-Combina-
tion » + 1 — m von einander unabhingige, ohne dass gleichzeitig alle Subdeterminanten m — lten
Grades einer in zweien enthaltenen Colonnen-Combination verschwinden, so verschwinden alle Sub-
determinanten m. Grades dieser Zeilen-Combination [Specialfall Baur. Diss. Giessen 1880, S, 13.]

Der Beweis wird durch wiederholte Anwendung von Il gefithrt. Ist wiederum (abedef ) vor-
gelegt und verschwinden («be), (abd), abe), (abf), so verschwinden alle Subdeterminanten 3ten Grades
der ersten drei Colonnen, wenn nicht alle Subdeterminanten (ab) verschwinden. Sind die cyklisch
folgenden Subdeterminanten (abe), (bed), (ede), (def) gegeben, so verschwinden die tibrigen unter

entsprechenden Bedingungen: ein (be) = 0, ein (ed) = O u. s. w., wie ja auch wiederum die Proportion

der (al), (be), (ed) erkennen ldsst.

Verschwinden von den Subdeterminanten m. Grades iiberhaupt (o £ 1 — m)?
von einander unabhingige, so verschwinden alle Subdeterminanten m. Grades des Systems unter
entsprechenden Bedingungen, d. h. es darf aus dem Verschwinden der einen Subdeterminante nicht
das Verschwinden einer der tibrigen gegebenen (n + 1 — m)®— 1 mit Notwendigkeit gefolgt sein,
was eintritt, sobald die zweien gemeinsamen Subdeterminanten m — 1ten Grades sammtlich ver-
schwinden. Ist (#bed) vorgelegt, so verschwinden mit (ab), (ac), (ad), (a,c;), (ayey), (aydy), (aydy),
(aye,), (@ d,) alle Subdeterminanten zweiten Grades, wenn die @ nicht Null sind. |cf. Subdeter-
minanten-Relationen Baltzer, Det. § 7. Kronecker Berl. Ber. 1874. Mirz,)

Diese Sitze sollen flir Subdeterminanten symmetrischer Determinanten speziali-
siert werden. Dabei sei erwihnt, dass sich die folgenden Sitze wohl auch als besondere Fille der
bekannten linearen Kroneckerschen Relation [Berl. Ber. 1882 S. 824] ergeben, die als die
einzigen fundamentalen nachgewiesen sind [Runge, Kronecker J. B, 93. S. 319ff, Anwendungen
Caspary, Kronecker J. Bd. 96. S. 183 u. S. 325, cf. auch Giinther Det. III, 7.]

V. Verschwindet eine symmetrische Determinante und eine Diagonaladjunkte, so
verschwinden alle Adjunkten der Elemente derselben Zeile und Kolonne,

Denn da bei einer symmetrischen Determinante e = e, demnach

Ui G — Gpd = |ag| > ady (a; iy — @q?)
ist, so folgt aus dem Verschwinden von |a | und e unbedingt ¢n = O und «y = 0, 2, B, ist (abed)
symmetrisch, d. h. @y, = b;, a3 = ¢; u. s. w., so folgt aus (ebed) = O und (abe) = O: (abd) = 0.
(bed) = O oder das Verschwinden der ihnen gleichen (a b, e,), (@, &; ;). Es ist ja auch nach (1)
(ab) (abed) = (abe) (ay by d)) — (abd)?

VI. Verschwinden ausser der Determinante zweiDiagonala djunkten, so verschwinden
tiberhaupt die Adjunkten aller Elemente, wenn die zwei Diagonaladjunkten unabhédngig von ein-
ander verschwinden, d. h. die gemeinsamen Subdeterminanten # — 2ten Grades nicht alle Null sind.

Denn nach V verschwinden die Adjunkten zweier Zeilen und Kolonnen und demnach in
jeder Zeile zwei, also alle nach II. Beispiel: Ist (abed) = 0, (abe) = O, (a; b, d,) = 0, so ver-
schwinden alle Subdeterminanten 3ten Grades, wenn (b)) = 0.

VIl. Verschwinden zwei Subdeterminanten »— Iten Grades derselben Zeilen-Com-
bination, so verschwinden alle Subdeterminanten » — 1ten Grades derselben Zeilen- und der ent-
sprechenden Colonnen-Combination, vorausgesetzt dass eine der den verschwindenden Determinanten
gemeinsame Subdeterminante # — 2ten Grades nicht verschwindet.

Der Beweis ergiebt sich aus II unter Beriicksichtigung von g = e, Verschwinden in

b
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der symmetrischen Determinante (abed) die Subdeterminanten («¢bc) und (eehd), so verschwinden
alle Subdeterminanten 3ten Grades der drei ersten Zeilen und die der drei ersten Colonnen, also
(bed) sowohl wie (a; by ¢,) und damit auch (abed).

VII. Verschwindet die Determinante, eine Diagonal-Subdeterminante ni— 1 ten
Grades und eine Diagonal - Subdeterminante derselben n — 2 ten Grades, so verschwinden
alle Subdeterminanten # — 2 ten Grades, derselben Zeilen- und derselben Colonnen- Combination der
Hauptdeterminante, wenn eine der Subdeterminanten » — 2 ten Grades der verschwindenden Diagonal
adjunkta von Null verschwindet.

Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte Anwendung von V und VII resp. 11, Ist (abed)
= 0, (abe) = 0, (ab) = 0, so ist auch (ac) =0, (ad) =0, (4 b)) = 0, (z,.5) =0, wenn z. B.

(ay, e) = 0. Ist dies Null, so folgt aus VI, dass alle Subdeterminanten von (abc) verschwinden,

und daher verschwinden zwar die Subdeterminanten dritten Grades der drei ersten Zeilen, aber

nicht alle zweiten Grades mit Notwendigkeit,
Spiseny

IX. Verschwinden (ﬁ

—_ i - ol . -y +
)\-'on einander unabhingice Subdeterminanten .

5
Grades eines Systems von »* Elementen, und ist das Verschwinden der einzelnen nicht ausschliess-
lich durch verschwindende Subdeterminanten m—Iten Grades hervorgerufen, so verschwinden alle
Subdeterminanten m. Grades der Determinante.

Der Satz ergiebt sich aus IV unter Beriicksichtigung von VII. Denn aus der ersten Zeilen-
Combination sind n 4+ 1 — m erforderlich, welche gleichzeitig fiir die ersten m Colonnen aus-
reichen; aus der zweiten [cyklisch fortschreitend] # 4+ 1 —m — 1 u, s. w.  Sind in (abed)
die Subdeterminanten (ab), (ac), (ad), (o, &), (&, d5), (2, d,) gleich Null, so  verschwinden
alle Subdeterminanten 2 ten Grades, wenn nicht mehr als ein « verschwindet.

X. Verschwindet eine symmetrische Determinante, so haben alle Diagonal-
Adjunkten gleiches Vorzeichen; wie aus ey i — @ at= 0 folgt.

Es ist z. B. a; (abe) = (ab) (@ &) — (ac)™

Bei verschwindendem (abe), oder wenn (abe) mit @ gleiches Vorzeichen hat, miissen (ah)

und (¢; e;) gleiches Vorzeichen haben. Entsprechend bei
(ab) (abed) = (abe) a, b, d)) — (abd)™

Hieraus ergiebt sich ein anderer Beweis fiir die Trédgheit der .quadratischen Form
[Sylvester. Philos. Mag. 1853 S. 481], der fieilich fiir jeden Einzelfall ausgefiihrt werden muss [cf.
Brioschi Nouv. Ann. 1856, S. Juli], wiihrend der von Baltzer [Det. V. Aufl. S. 176] gelieferte allgemein
gilt. — Die ausfiihrlichere und allgemeine Aufstellung dieser Sitze iiber Subdeterminanten moge
mit Riicksicht auf ihre iiber die Grenzen dieser Arbeit herausgehende Anwendbarkeit [cf. Caspary,
Kronecker J. Bd. 96. 144] gestattet gewesen sein. %

Zerlegung der Funktion zweiten Grades.
Die allgemeine Funktion zweiten Grades von drei Variabeln
u = ay, ¥z + 2a3, 7y + 2ay3 2z + 2oy, @+ Gy Yy + iy yz 4+ Loy, y + dyy 22
werde in der besonderen Art geschrieben
= (g +ay+ oz + &, 4+ ¥y by & 4+ by y + by =z + J’.«]'J F+z(y ety e + e,
4o oz Ayt dz -t dy) i
wiobei
a = dyyy; @y = '!‘:I > e, y = 0 = Gy . 5. W
Es lisst sich dann # in Quadrate linearer Funktionen von | ¥ | = zerlegen. Ist zunichst a; nicht
Null so erhdlt man:
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ol T T + t.'-l_]'-J— £+ (ad) ‘:J.r'f + 2 (e yz + 2 (ad) y + (a o) zt +
(9
(2)

2ay dy) = + (a,d),
wobei die vorkommenden Determinanten zweiten Grades folgende Bedeutung haben:
oy ay | @ dy | oy oty

i 2 1 ¥ ] I.‘.'l'-! f‘;:.; | 1 !

i (ar) —
| &y By | A e O |

Ist (@b) nicht Null, so kénnen wir nach Multiplikation mit demselben ein weiteres Quadrat

(ab) = . S, W.

= | G oy

absondern:
(@d) ¥ = (ad) |ay & + ¥ + a3 2 + &> + [(¢0) vy + (ec) 2 + (ad)]* + a; [(¢de) 22 -
(abd) =z + (a, b, d))], (3)
wobei wiederum folgende Abkiirzungen gelten:
| ay @y ay 4y oy dy | @ ag a; |
(abe) = | b by by |3 (@bd) = | b b, by | (gybod) = | & by &, |
|lep 60 & d, d, d, dy dy dy |
Unter der weiteren Voraussetzung, dass (abe) von Null verschieden ist, darf dasselbe als
Faktor hinzugefiigt werden und bringt die Zerlegung zum Abschluss. Denn es ist
a, (ab) (abe) u = (ab) (abe) [a) # + @y + @& 2 + o]* 4+ (abe) |(ab) v + ac) z + (ad)]?
+ a, [(@be) z + (abd)|* + o (ab) (abed), ()

iy

wenn
fl’-l “L' l'e'... l".’L
by, by by b

abed) =
\ ¢ € Cy Oy 10y
&

d, d, u"':lL i
Es sei auch diese Determinante von Null verschieden, dann kann man durch ¢, (ab) (ebed)
dividieren und erhélt: (5)
(abe) _ @y 2 + &y y + & 2 + “I‘ff ik l(ad) y + (ac) 2 + (ad)]® |, [[ft-’n":n 2z -+ (abd)]? 2

- = - ! - : £
(abed) @y (abed): (abe) @, (ab) (ebed) : (abe) ; (ab) (abed)

Setzt man zur Abklrzung
@ ey oas e =8, (ab) y + (we) 2 + (wd) = #, (abe) 2 + (abd) = €,
s0 erscheint die Gleichung 4 in der Form:
ay (ab) (abe) u = (ad) (abe) 2 + (abe) w* + a §* 4+ a; (ab) |,'Icrbc‘{f]
oder nach Division durch den Coeffizient von :
72 ! fe (whed)

R R N C T e D) ©)
Es stellt ¥ = O die Gleichung einer Fliche 2. Ordnung dar, und zwar im rechtwinkligen
Unter der Voraussetzung, dass « (eb) (abe) von Null verschieden

wie im schiefwinkligen System.
sind, ldsst sich die Gleichung allgemein verwandeln in
ety U S g L Lk
@, a, (ab) (ab) (abe) (abe)
Es sei auch (abed) = 0, so konnen folgende verschiedenen Fille eintreten:
(abedd), (abe), (ab), (@)
I p + Sk '
I - — +
I — -+
[V = o =t
Alle anderen Mdoglichkeiten fiihren auf dieselben Gleichungen, die wir durch Substitu-
tionen vereinfachen. Es seien die absoluten Werte von
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(abed ) (abed) {abed) ;
k) a @ a, (ab), (a%o) (ab) (abe)
der Reihe nach =%, 42 | u?,
50 lauten die Gleichungen
L A 1l L ()
i (i
L2 r2
Bl 1 i F 1 3 —
I = 4 +1=0 IV B e

Im ersten Fall entsprechen realen Werten von § und ¢ komplexe von £ und ebenso realen
von # und { komplexe von &, und endlich realen von { und &, komplexe von 7. Die Fldche

i = =

hat keinen realen Punkt.

Im vierten Fall sind reale Werte fiir { und # nur vorhanden, solange |§ | ebenso
fir |o]=|4| fiir |L|=|u|. Bis zu diesen Grenzen liefern die Ebenen parallel zu § = O, y = 0
[ | == | | = = (] ]

£ = ( als Schnitte Ellipsen. Die Fliche ist also ein Ellipsoid.

Im zweiten Fall sind & und # real, solange { real ist. Die Schnitte auf den zu £ = 0
parallelen Ebenen sind Ellipsen. Desgleichen gehoren zu realen § reale £ und 4. Die Schnilte
parallel § = 0 sind Hyperbeln, ebenso die Schnitte parallel 7 = 0. Die Fldche ist ein hyper-
bolisches (einschaliges, zusammenhangendes) Hy perboloid.

Im dritten Fall sind & und # real, sobald {2 > p?; die realen Schnitte parallel L = O sind
Ellipsen, die Schnitte parallel § = O und # = O Hyperbeln. Die Fldche ist also ein elliptisches
(geteiltes) Hyperboloid.

Die Bedingungen fiir diese 4 Flichen sind folgende. Ist @, positiv (wozu es immer durch
Zeichenwechsel von u gemacht werden kann), so beweist die positive Determinante (abed) eine
hyperbolische, die negative eine elliptische Fliche. Haben (ab) und (abc) gleiches Vorzeichen, so
ist im ersien Fall die Fliche imagindr, im zweiten Fall ein Ellipsoid, haben sie verschiedenes Vor-
zeichen, so stellt die Gleichung ein Hyperboloid dar.

Verschwindet (abed), ohne dass eine der anderen entscheidenden Grissen (abe), (ab), @
Null wird, so geht die Gleichung iiber in:

L e R v
ns, R ay (ab) ' (ab) (abe) i
Da der Punkt § = 0, 7 = 0, £ = O ein Doppelpunkt der Fliche ist, so ist die Fliche

nicht mehr ordinir (ordentlich), sondern singulér (ausserordentlich). Haben (abe) und (eb) unter der
Voraussetzung, dass @, positiv ist, beide positives Vorzeichen (vgl. § 1, X), so ist die Flédche
imagindr, hat aber einen realen Punkt, und wird als imaginédrer Kegel mit realem Centrum be-
zeichnet. Ist (abe) oder (ab) oder sind beide negativ, so erhdlt man einen realen Kegel, auf
dem Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln liegen. Hat die Gleichung die Form:

; + ﬁ ST :-J_ = ()
7 72 T '
so sind die Schnitte parallel der Ebene { = O Ellipsen, fiir L = O selbst zwei imaginidre Gerade.
Die Schnitte parallel & = O und 4 = O sind Hyperbeln, fiir diese Ebenen selbst entarten die
Hyperbeln in 2 Gerade. '
Es sei nun (abe) = 0, ¢, und («b) nicht Null, so diirffen wir in der Zerlegung nur bis zu

der Gleichung (3) gehen
a, (ab) v = (ab) [a; # + a3y + @ 2 + a> + [(ab) y + (ae) z 4 (ad)]* + o [(abd) z 4
(ay by dy)]. :
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Unter Benutzung von £ und # erhalten wir die Gleichung # = 0 in der Form:
(ad) &2 4+ 92 + a; [(abd) =z + (a; by ;)] = 0.
Ist hier (wdd) von Null verschieden und setzt man
(abd) 2 + (& by d)) = U,
so zeigt die Form
(ab) &2 + 92 4 ay & = 0, ,
dass die Gleichung ein Paraboloid darstellt. Die Fliche hat, wenn («b) positiv ist, nur fiir
negative [’ reale Werte, da (a) positiv ist. Die Schnitte parallel {’ = 0 sind Ellipsen, auf dieser Ebene
selbst liegt nur der Punkt & = 0, 2 = 0. Die Fliche ist also ein elliptisches Paraboloid.
Fiir negative (ab) sind alle Schnitte parallel £ = () reale Hyperbeln, die Fliiche ist also ¢in hyperbolisches
Paraboloid.
Es ist hier unentschieden gelassen, ob (ebed) verschwindet, aber es lisst sich beweisen,
dass dann auch (abd) mit verschwinden miisste. Denn nach § 1, (1) ist
| (ay & d)) (abd) |
| (ay by e;) (abe)
d. h. wenn (abe) und (abed) verschwinden, muss auch (abd) oder (¢, b, e;) verschwinden, diese
sind aber bei einer symmetrischen Determinante identisch.
Die Bedingungen fiir das Paraboloid wiirden also lauten: (abe) = o, (abed), (ab), a; von Null
verschieden.
[st dagegen neben (abe) auch {abed) oder, was nach § 1, V dasselbe bedeutet (abd) gleich
Null, so geht die obige Gleichung in die Form {iber:
(ad) &2 4+ 7 + @ (g &y dy) = 0.
Die Fliche, welche durch diese Gleichung dargestellt wird, ist dadurch gekennzeichnet, dass die zu
£ = O oder 5 = O parallelen Ebenen die Fliche in Geraden schneiden, die der Kante § =0y =0
parallel sind. Die Fliiche ist ein Cylinder, wenn (¢ b, d,) nicht Null ist, und zwar ein elliptischer
bei positivem (ab), ein hyperbolischer bei negativem (ab).
Verschwindet auch (a, &, ), so reduziert sich die Gleichung auf

— (abed) C‘fi’-;J J

(ab) &* + x* = 0,
d. i. eine Fliche, welche die Gerade £ = 0|y = O enthilt, im iibrigen aber bei positivem (ab)
imagindr ist. Bei negativem (ab) zerfdllt sie in zwei Ebenen.

Ist (@4) Null, so wird die Gleichung nach (2) die Form haben:
a u=[a, x4+ ay + agz + a]*+ 2 (ac) yz 4+ 2 (ad) y + (8 &) 22 + 2 (& dy)z + (o "::1)
und die weitere Zerlegung wiirde mit dem Glied (e, ¢;) 2* zu beginnen haben. Vorteilhafter ware
es dann, gleich von Anfang an # und z die Rollen wechseln zu lassen, so dass:
24 2(ch)y2 4 2(ca)zy + 2 (cd) ¥y + (o) xt +
2 ey ds) =+ (e d)).
Hier konnen alle frilheren Spezialfillle wieder eintreten.

Auch wenn

Gqu=[cgx+ ey + ez + ¢

(@b) = O und (be) = O
kommen wir nur auf einen fritheren Fall, da mit (¢b) = 0 und (ed) = 0, weil a; : @ = b, : b, =
¢y 1 ¢y auch (ae) und (abe) verschwindet. Es ist dann
a4 = [ag & 4 @y + a2 + @]2 +(ay ¢&;) 22 +2 (@, &) 2 + 2 (ad) y + (& )
oder
e =1[qz+ay+teazteal+ (¢ a)z+2@d)e+ 2(dy+ (4 d)=0
das sind i. a. elliptische oder hyperbolische Cylinder je nach dem Vorzeichen von (g, ).
Verschwindet auch dieses, so bleibt allerdings nur
2 2 (ad) yw + 2 (2 dy) 2 + (& d,} = 0.




Dieser Cylinder tridgt auf seiner Fldche nur Gerade und Parabeln und ist ein paraboli-
scher Cylinder, eme ausserordentliche, aber nicht eine uneigentliche Fliche zweiter Ordnung,
denn (abed) verschwindet nicht, solange (¢d) oder (g, d,) von Null verschieden sind.

Sind aber auch diese Null, so ist auch (abed) = 0O nach § III, IV, VI und die Gleichung

54+ (aydy)) = 0O
stellt ein Paar paralleler Ebenen dar.
Ist auch (ay o) = 0, so zerfillt die Fliche in die Doppelebene:
[ag: + aqy + &y 2z e = 0

Endlich ist der Fall zu beachten, dass ¢y = 0 ist. Dann wird leicht durch Vertauschung
von & mit y oder z geholfen werden kbnnen. Neu scheint der Fall, dass gleichzeitig @, &y und e,
verschwinden. Es erscheint dann # in der Form:

w=2bhoy 4 2¢qast+2gyz+2de+ 2dy 4+ dizFid

Ist & wvon Null verschieden, so erhilt man:

2h =100+ 9+ + e)z+ dy + d]2 — [b (&2 — 9) + (eg —e) 2+ ds— df

— 4 ["1 e, 2t + i"1-“l'.' + edy — b dylz + dyody] D by d

-
Ist auch ¢ und e, von Null verschieden, so erhalten wir:

20 6 5 u = ¢ ¢ [by (x4 y) + (c2+ )z + dy + d]2 — ¢y [b (2 — )+
o —e)e +dy —d* —[2a.6z+ cpdy + oo dy — 8 dy]* + (abed).

Um diese Zerlegung mit der fritheren zu vergleichen, bilden wir die Determinanten:

(abed) = [ey & + ey dy — by ] — 4 o ew dy &y + 2 by ¢ e d,
(ebe) = 25 ¢ o
(ab) = — 2 (@) &) = — o2 (bs &) = — e

Die Gleichung » = O stellt, wenn (afed) positiv, ein hyperbolisches, wenn («led) negativ,
ein elliptisches Hyperboloid dar. Es soll vorausgesetzt werden, dass (abe) positiv ist, was
man stets bewirken kann, so sind, was wir auch friher gesehen, in der That (abe). und (ad) ver-
schiedenen Zeichens.

Ist (ebed) = O, so stellt v = O einen Kege!l dar.

Die frithere Bedingung (abe) = 0, (ab) = O macht ¢, oder ¢, verschwinden und die Glei-

chung hat die Form (wenn ¢, = 0):
[y (2 + ¥) + 5 2 + dy + d]2 — [b (2 — ¥)+ 3 2+ d; — ]2
— 4 ey dy — b dy]z—4dydy + 28 d =0
d. i. die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids. Die Determinante ist auch wirklich
positiv, da sie ein volles Quadrat wird
(abed) = [eq dy — b dyl%

Verschwindet diese, so reduziert sich die Gleichung auf
by (g + )+ ezt d + &) —[b z—)+ez+d—d]P—4d d+2bd =0
d. i. ein hyperbolischer Cylinder. (Ein parabolischer Cylinder ist ausgeschlossen, weil hier
die verschwindenden Diagonal-Subdeterminanten gleichzeitig die siimmtlichen Coeffizienten der Glieder
zweier Dimensionen verschwinden lassen. § 1, VL)

Ein Ebnenpaar, das sich im endlichen schneidet, verlangt das Verschwinden aller Sub-
determinanten 3. Grades. Dann ist i, a. ausser dem Verschwinden der Determinanten das Ver-
schwinden zweier Diagonal-Subdeterminanten nétig (vel. § 1, VI). Nun ist

%

(adbe)"="2%0) o/ie; (by ey &) = 2 & dy dy — e’
0

(e dy &) = 2 8y dy dy — 02 d (d) ay b)'= 2 ¢ oy dy — 6% 4,




Asiar-geTalle

Wihlt man neben (abe) = O diejenige der drei andern aus, in welcher nicht beide Glieder

Null sind, die also unabhingig verschwinden kann, z. B. bei e = 0: (¢ ¢, ¢;) = .0, so ist da
by =0:2d do — b d = 0 und die Gleichung stellt in der Form
iz +y) +azt+d +dP—[b@—y +az+d—d=0
zwel reale Ebenen dar, nimlich:
bz + 632 + do =0 by + d = 0.
Unter der Bedingung (@b) = O, (&, e;) = O und (b, e;) = 0, welche by = ¢ = ¢, =0

machen, erhalten wir eine Ebene
2dyz + 2dyy +2d 24 d =0
als parallele Ebene ist die unendliche Ferne aufzustellen. Diese allein kann auch als Doppel-
ebene auftreten. Ihre Bedingungen lauten
fr1 =6 = 6 = :!‘1 - rll-r-_r = rf.\l = [
B
Zusammenstellung der Kennzeichen.

Aus der vorhergehenden Zerlegung haben wir die Kennzeichen fiir die Arten der Flichen
zweiter Ordnung gewonnen. Dass die Bedingungen nicht nur notwendige, sondern auch hin-
reichende sind, hat sich aus den in § 1 gefundenen Subdeterminanten- Relationen ergeben.

Ehe die Bedingungen zusammengestellt werden, sei es gestattet, hier eine Erdrterung iiber die
geometrische Bedeutung der Determinanten (abed) und (abe) zu wiederholen, die ich in Schltmilchs
Zsch. XXIX, S. 375 gegeben habe.

o(abed) st die Hesse'sche Determinante von u, welche flir die Kriimmung der Fldche ent-
scheidend ist. Da dieselbe constant ist, so ist auch die Kriimmung der Fliche constant, und zwar
enthiilt die Fliche nur elliptische Punkte bei negativer Determinante, da die Krimmung dann positiv
ist; nur hyperbolische Punkte bei positiver Determinante; (abed) = O macht die Krlimmung unendlich,
die Fliche geradlinig zu einem Kegel, Cylinder, Ebenenpaar oder Doppelebene [vergl. Baltzer
Anal. Geom. § 59).

Die Determinante (abe) ist die Determinante der quadratischen Form von « [y |2 Es sei

v = v 54 Y + U537

wobei
o= &y &+ Gyt ez vy=8& -+ by tibz v=0¢ s+ 6y -+ & 2
dann ist © = O die Gleichung -eines Kegels mit dem Centrum O|0|0 und der unendlich fernen

Geraden der Fliche u = 0. Dieser Entscheidungskegel, dessen Kanten denen des Asymtoten-
kegels parallel sind, gestattet nun, die unendlich ferne Linie der Fliche zu bestimmen und
daraus auf die Art derselben zu schliessen.
Wir wenden die entsprechende Zerlegung wie oben an und erhalten unter den Voraus
setzungen: @; positiv und (af) nicht null;
1) ay » = @ & + @,y + a2z + @] + (ad) y* + 2 (ae) y = + {a) eg) 2,
2) a (ab) v = (abd) @ 2 + @ y + a3 2 + & + [(¢d) y + (a¢) 2]* + a (abe) 2%
Sind nun (ab) und (abe) beide positiv, so ist der Kegel und die unendlich ferne Linie
imagindr. Die Fliche ist dann imaginr, oder ein Ellipsoid oder ein imagindrer Kegel mit realem Centrum.
Sind (ed) und (abe) von Null verschieden, aber nicht beide positiv, so ist der Entscheidungs-
kegel ein realer Kegel, die unendlich ferne Linie ein realer Kegelschnitt und die Flache kann dem-
nach ein Hyperboloid oder ein realer Kegel sein.
st (ehe) = 0, so ist der Kegel reducibel und besteht aus zwei Ebenen, die unendlich ferne
Linie also aus zwei Geraden. Ist (ed) positiv, so sind diese Geraden imagindr, ihr Durchschnitts-
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punkt real und die Flidche ist ein elliptisches Paraboloid oder ein elliptischer Cylinder, oder sie be-
steht aus zwel imagindren Ebenen einer realen Geraden.

Ist neben (abe) = 0, (ab) negativ, so sind die unendlich fernen Geraden real und die Fliche
ist ein hyperbolisches Paraboloid oder ein hyperbolischer Cylinder, oder besteht aus zwei realen Ebenen.

Ist (ab) = 0, so kann die Gleichung 1) benutzt werden und liefert nur Besonderheiten,
wenn daneben (ac) = O, (@, ¢;) = 0; dann muss sie aber an Stelle von 2) treten. Der Kegel
ist dann hochst reducibel und besteht aus einer Doppelebene, die unendlich ferne Gerade aus einer
Doppelgeraden und die Fliche zweiter Ordnung ist ein parabolischer Cylinder oder besteht aus zwei
parallelen Ebenen, welche endlich auch zusammenfallen konnen.*

Die Bedingungen fiir die einzelnen Arten der Fliachen zweiter Ordnung lassen sich nun
folgendermassen in Worte kleiden, wenn man unter Determinante die Hesse'sche (abed), unter
Diskriminante die Determinante der Glieder zweier Dimensionen (abe) versteht.

Die Flidche zweiter Ordnung ist

. ordentlich, wenn ihre Determinante nicht verschwindet.
a) hyperbolisch bei positiver,
b) elliptisch bei negativer Determinante
1) imagindr oder ein Ellipsoid, wenn die Diskrimante und ein Diagonalglied gleiches,
eine Diagonaladjunkta der Diskriminante positives Zeichen hat (§ 1, X),
2) ein Paraboloid, wenn die Diskriminante Null ist,
3) ein Hyperboloid in allen tbrigen Fillen bei nicht verschwindender Determinante.
. ausserordentlich, wenn die Determinante verschwindet und eine Subdeterminante 3. Grades
nicht verschwindet;
4) ein Kegel bei nicht verschwindender Diskriminante,
3) ein Cylinder bei verschwindender Diskriminante (§ 1, V).

Bei negativer Diagonaladjunkta {\'gl. Sk \1 ist der Kegel real, der Cylinder hyper-
bolisch, bei positiver besteht der Kegel im Realen aus einem Punkt, der Cylinder ist
elliptisch, bei wverschwindenden Diagonaladjunkten (2 geniigen, & 1, VI und VII) ist
der Cylinder parabolisch.

C. eben (entartet), wenn alle Subdeterminanten 3. Grades verschwinden. Notwendig und hin-
reichend hierzu ist i. a. das Verschwinden dreier von einander unabhéngigen (vgl. § 1, III)
Subdeterminanten. Die Fliche zweiter Ordnung besteht dann aus

6) einem Ebnenpaar einer endlichen, Geraden, wenn eine Subdeterminante 2. Grades
der drei ersten Zeilen nicht verschwindet (5 1, VI), die Ebnen selbst sind real bei
negativen Diagonaladjunkten der Diskrimante, imaginir bei positiven (vgl. § 1, X).
einem Paar paralleler Ebenen, wenn alle Subdeterminanten der ersten drei Zeilen
verschwinden (5 Bedingungen), eine Subdeterminante 2. Grades (Elemente der vierten
Zeile enthaltend) nicht verschwindet (3 1, TV, VII).
eine Doppel-Ebene, wenn alle Subdeterminanten 2. Grades verschwinden. Not-
wendig und hinreichend ist (nach § 1 IX) das Verschwinden von 6 unabhiingigen
(& 1, Il Subdeterminanten.
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