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Die Auflosung
der algebraischen Gleichungen des zweiten, dritten und vierten Grades

mit Hilfe der Theorie der symmetrischen Funktionen®).

Eine Funktion zweier oder mehrerer Grissen heisst symmetriseh, wenn sie aus dlmliclen
Kombinationen dieser Grissen besteht, miigen letztere nun unter einander oder auch mit anderen
(riizsen verbunden sein. Man erkennt im allgemeinen eine symmetrische Funktion daran, dass
gie ibren Werth nicht dindert, welche Vertauschungen man auch mit den Grissen vornimmdt,
von welchen sie abhiingt. Die einfachsten symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer Glei-
chung sind die Koefficienten der Gleichung, da in denselben jede Wurzel nur im 1, Grade vor-
kommt. Um mit Hiilfe symmetrischer Funktionen der Wurzeln eine Gleichung zu losen, hat
man die Worzeln auf passende Weise zu kombinieren und Ausdriicke herzustellen, welche,
dureh die Koefficienten der Gleichung aunsgedriickt, den Wert der einzelnen Wurzeln bestimmen.

wJede rationale symmetrische Funktion der Wurzeln einer Gleichung Lisst sich rational
mittelst der Koefficienten der Gleichung ausdriieken®.

Die Gleichung sei allgemein:

e P e D P e o A R o R I )
so hat dieselbe im alleemeinen m yerschiedene Wurzeln: a, &, ¢, ... & 1. Es ist nun
Cafbted Lo Rl = — iy,
ab-+ac+ . . +Hhet+bd4 ... +HH=ps,
(1) J abet-abd-- .. .. + ikl =—p,,

abed . . .kl = Lt pw,

je nachdem m gerade oder ungerade ist. Setzt man allgemein

(2) V==t (b Al
wo V7 eine rationale symmetrische Funktion der m Wurzeln bedeutet, und eliminiert man aus
den Gleichungen (1) und (2) die Grissen a, b, ¢, ... % 1, so erhilt man schliesslich eine Glei-

chung fiir ¥ in den Koefficienten. Da aber ¥ nur einen Wert hat, so kann dieselbe auel nur
vom 1. Grade sein, woraus folgt, dass V sich rational durch die Koefficienten ausdriicken lzisst.
Die reduzierte Gleichung vom 3. Grade z B. hat die Form
- Pr4+-0=10;
*) Biehe Jacobi ,,Observatiunculae ad theoriam acquationum pertinentes®, Crelle’s Journal Bd. X111, p. 310,
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ihre Wurzeln seien a, b, ¢, so ist
L ]

gtbte=—p= 0,
ab--ac+be=p, =P,
abe= — = — (‘);
Es sei F=(2a—b—c¢) (2b—a—c¢) (2c—a—b);
Die erste der Gleichungen (3) ergiebt a = —b— ¢, also
V=(—3b—3¢) (8D) (8c) = —27 be (b4 ¢) = 27 abe,
Da abe=—Q, so ist V=—270Q.

Um die allgemeinste Form einer symmetrischen rationalen Funktion zu finden, ist Fol-

cendes zu beachten.
, Jede rationale gebrochene Funktion ist der Quotient zweier ganzer Funktionen, also

auch |Pt]e rationale gehrochene symmetrische Funktion der Quotient zweier ganzen rafionalen

R ’ t b P 2 :
symmetrischen Funktionen; z. Bl e _j-i- £a - '”-! :, lasst sich darstellen unter der Form
{ i ¥ :
off+-aty+aft -yt By*

iy
9. Jede ganze, nicht homogene symmetrische Funktion Jisst sich davstellen als die
Qumme zweier oder mehrerer symmetrischer homogener Funktionen.
Durch Entwieklung von (2a—0b—¢) (2b — a—¢)(2¢ —a—20) erhiilt man die nicht
homogene symmetrische Funktion
12abe — Sate — 3ac — 3be — 3b% — 3a2h — 3ab®--2a°+-203+2¢7,
welehe wieder in drei homogene symmetrische Funktionen zerfillt:
(ad---bo+¢%) — 3(a2h - ab®--a’c—+ace+-b%c--be’)- +12abe.

Man kann sich also fir die Berechnung der allgemeinsten rationalen sy mmetriselen
Funktion beschrinken auf die Bestimmung symmetrischer rationaler ganzer und homogener
Funktionen, in welehen die Exponenten der Buchstaben in zwei heliebigen Ausdriicken die-
gelben sind. Nach der Anzahl der in jedem einzelnen Gliede vorkommenden Buchstaben lann
man symmetrische Funktionen der 1'¢n, 2%, ., oo Ordnung unterscheiden, und man bezeichnet
dieselben durch Angabe eines Gliedes und der simtlichen die Funktion zunsammensetzenden
Buchstaben; z. B.

ar-+-brtet-d* = Xar;

b

ab -t qPet-L qpdi-L frad 4- bt brda-t epai- erh1-4- P di - dPai--drhP - det = Xarbl.

ahed

Fs bleibt somit die Aufgabe, die Summen aller gleichen Potenzen der Wurzeln, sowie
die Summen der Produkte dieser Potenzen mittelst der Coefficienten der gegebenen Gleie shung
anszudrilcken.

Um zuniichst die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln einer Gleichung zu finden,
kanu man verfahren wie folgt *). Die Gleichung sei
1) a"+pya” L pe” 2+ .o PP =0 oder X=0, ihre m Wurzeln seien a, b, ¢, d,

k, I. Dieselbe kann unter der Form geschrieben werden

2) (v —a)(@—Db)lz—c¢c).. Az — k) (z—H=0.

*) Serret, cours d'algébre sup.; vergl. auch Lacroix, complimen des élémens dalgéhre.



Man differentiire die linke Seite unter beiden Formen, so liefert zuniichst die Gleichung

: dX =
(2), wenn man ——=X" setzt:
] iz

Xi=(z—bz—e)(z—d)....(x —F)(z—1)
+x—ajz—c)lz—d) .. (@—E)z—1)
+x—a)(z—b)(x—d) .. (x—k)(z—1)

-:-[.;; —a)(z—b)(x—e¢)...([z—i){z—F)
Nun ist
(2—0) (x—¢) (z—d) ... (x—k) (=) = ——;

.

(x—a) (@—0) (2—c) ... (2—i) (z—k) = — 7
Xr—r_

5 X X Lo
AT e et
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Um VA1 |'|v.~_é1.]lu||il,‘]1_, sefzt man in der ;J:{Egeh(}lmn Gleichung & =a, so ist
L— A £ i

a” —;—;JL{&""" i s e Ly R e
also pu=—a"—pa" "t —paa"—2 . ... —Pu—rd.

Dieser Wert in die urspriingliche Gleichung gesetzt giebt

Mt pipt— gttt L, P

— " — Py oMt — pea™ Tt — s — P =

]

Ui'.!."]' (am — g :'_i'f-’][_vt:m —1 o 1)_:_},}1{:{‘.“.—-; S "":l—ﬁ— e

. FDua(#—a) = 0.

Die Division der einzelnen Glieder dieser Gleichung durch # — a ergiebf:

7 P L \ :
L — l-',..u.'—-l ik aEn—* _i_f'!--}l"z'.”_“"' I - =
L—

i 1 - 1

= 2 i_H.”ru- ':-’—l—f{.‘:.fj'" & : R f{ln'l'-::’
el /4
aHi— s
£ " — F‘:.-u—':_"_“.F..a.'-—l_'_,_u.‘,' =0 __:._uur-—lj
o vl [ b | ]
L (44
€Tr—1
= 1.
—a

Durch Addition erbilt man
e =am—=t(ahp et (et pia R )=t
rT—a LIRS I Y, I A I +

it 7 e ) S e ]V




Ehenso ergiebt sich
X . =t 4 (D p a2 - (D34 p b4-pada =4 .. -

x—0b

b A p b2 L P

v

e i =t (- p e L et

Hierans folgt durch Addition:
Xl=ma"—+[(a+b+e+ ... D) +mp Je =4 [(@*+ 0342 . 134
(a+b4-ct .. +Dpy mpg e+ ...
-:.-i(ri'-'r_’-l-fﬁ"""‘—|— A JI"’_”.I-'-:-((I"' gt B B L) | Ty e ii.?p,,,_._;l_g
+ (a™ L p =t =l g s = i S (i 7 + Pt

Setzt man a--bled . +l=g;, und allgemein a™-4"+c"+-. Lin—=g, , so nimmft die
Gleichung die Form an:
Xy =ma" =148 28 ;'-3-3_. el S R I S Sih 1=
=Wy -S1 8l T Sm—olly
T htpy 91 s =G
i,
Sy m

Differentiirt man die gegebene Gleichung nun auch noeh in ibrer urspriinglichen Form,

s0 erhilt man

N, =man = (n—1)pya =24 (m — 2)paa™= e FPmn—1;}
Demnach ist
1 mp1=uu— Lpy
Sa—+8y py-Fmps=(m— 2)ps
$371-SaP1 81 e+ miPy= (M — P35
S Su—aP1 T Sm—sPa 1 . - SiPw—2 T MPu—1=Pin—1,

also durch suceessive Auflisung nach s:

'?;:_IU{ = zluﬂl
-3p1Pz — 3Ps,
1};,;}, Fdppa-t2pt —4p 0.8 WL

Auf diese Weise lassen sich die Summen gleicher Potenzen der Wurzeln darstellen, so

lange der Exponent nicht hoher ist, als m—1 und zugleich positiv.

Um die Summen zu erhalten, in welehen der Exponent der einzelnen Glieder hiiher ist als
m—1, multipliziere man die gegebene Gleichung mit 2
=0

pe +n '__P .lr”l'”_]"'fal 'IJJ+JF '_"'_E_. ity "-'.EJH—"J:’IJ

z*, wo n eine ganze Zahl bedeutet, so ist



Setzt man fiur @ der Reile nach die m Wurzelwerte a, b, ¢, ...k, I, 80 erhiilt man dorch
Summierung aller m Gleichungen:
SpinT P18 4 i—1 T PaSmtn—gTT « 1o o Po—18 04 1= Pmbn=U.
Setzt man fiir » der Reihe nach -die Werte 0, 1,2, 3, ..., so erhiilt man, da sy=a}-b"4
. il=m,
fiir n=0: 8+ P1Sn—1-TPoSm—2F . ... TPu—18 +MmPu=0;
fiir n=1: sus1t+ P18t PosS—1t « - . FPu—15-Hpmsi=0, u. 8. W,
Da sy, 84, 85, .- 8w aus dem Vorhergehenden bekannt sind, so lisst sich also auch s, ,
Suar... ermitteln. Um die Summen gleicher Potenzen mit negativen Exponenten zu {berechnen,
kann man in vorstehenden Formeln dem = successive die Werte —1, —2, ... beilegen, oder

auch in der gegebenen Gleichung « durch — ersetzen. Die Summen der gleichen Potenzen mit

positiven Exponenten sind dann Wurzeln dieser transformierten Gleichung. Wenn nun py, ps, py ...
ganze Zahlen sind, so sind dies anch sy, 80,8, ...

Um die symmetrischen Funktionen hoherer Ordnung der Wurzeln einer Gleichung
mittelst der Koefficienten aunszudriicken, multipliziert man zwei oder mehrere Summen gleicher
Potenzen miteinander. Es bezeichne wie vorher Xarb? die Summe aller Kombinationen der
siimtlichen Wurzeln zu je zweien mit den resp. Exponenten p und ¢. Es ist

sy=0af-Fbrter- ., i
sy=af+bT--et+ . -l also

8. &,=alt L gt t aret+- . 4 atki4 el
+-brta b gt bret-- | -bRkr-brl
- pEra-LePad J-otbi-l- | pfkidorld
|
oy o Db -1

=844+ 20t also Xarbi=s, .5, — Spiq-

Da nun s, und s, jede filr sich nach dem Vorhergehenden sich unter ganzer und ratio-
naler Form durch die Coefficienten aunsdriicken lassen, so ist dies auch mit ihrem Produkte
8y -8 der Fall, also aunch mit s,y, und Xa*b?, Sind die Koefficienten ganze Zahlen, so ist anch
Zarbh? eine ganze Zahl,

Obige Gleichung gilt nicht mehr, wenn p=g; in diesem Falle wird a?b?=a?.b?, wo-
durch die Ausdriicke zn je zweien einander gleich werden; man erhilt dann s,.s,=8,4,+

q

]
[ 58, T AU L L o 2 i F 1 . 3
2X¥arbr,also Xarlr=_|s;—ss,); dies ergiebt sich auch direkt:

Farhr—grhrL ave?-t ... arlr-brepbede- L DoiR -,

L fele
=al(be4-cP-Ld?- ... L) b0(ct L did- . - . kele
=qal(sy— a¥)+-br(sp—ar—br) - et(s,—at—brer) ... .

=8, . 8 —(Sap-+ Xah?), woraus 2.% POP=s’ — Sapr
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In @hnlicher Weise erhiilt man die symmefrischen Funktionen dritter Ordnung. Man
multipliziere Xarh? mit ., so ist
s Xarbi= Xarbic'+ XaPtrhi4 Farhrt”
also Zarbicr=s, Zarhi— Xartrht— Zarhet”
nach dem Vorigen ist
X arbl=5,8,— 8ty SOFTDI=844, 81— Spsat v
Darhrt

‘}:l’t'bllﬂﬂ}"—L"E,C".J!S,-"‘-‘?_,u+.‘|-q.-—-qlr.+y$".‘. — & - 5-',!.;.,.—|-2.‘-'_...'_.:{.;..-- e

—8,. Sqpr— Sptgtr, AISO

Werden zwei oder alle drei Exponenten einander gleich, so ist die Gleichung abzu-
sindern.  Wird zuniichst ¢ = p, so ist Sarbic'=2Xarbte’, also Zarble’= ($j8- — S350 — 28p4rdp
+ 2Sap 40

Ferner ist fiic r=p=q:

Xarhier=2 .3 Xa'bre’, also

> fiPpl — G Bt "-5;';-3;:":"-,'-".51-_-|- _

Ebenso lassen sich die symmetrischen Funktionen der hiheren Ordnungen berechnen.
Hat man den allgemeinen Ausdruck einer ganzen und homogenen symmetrischen Funktion der
utes Ordnung gefunden und werden x Exponenten einander gleich, so hat man den gefundenen
Wert durch 1.2.8.... ¢ zn dividieren. Das Vorstehende gentigt fiir unsern Zweck.

Man kann also jede ganze und homogene symmetrische Funktion der Wurzeln einer
Gleichung rationell durch die Koefficienten der Gleichung ansdriicken, also aueh jede heliebige
rationale symmetrische Funktion im allgemeinen.

Mit Hillfe des Gesagten lassen sich nun die Gleichungen vom 2, 3. und 4. Grade auf-
lisen, indem man die Wurzeln derselben zundichst durch symmetrische Funktionen ausdriickt
und dann die letzteren mittelst der Coefficienten bestimmt.

Gleichong des zweiten Grades.

Sie hat die Form
ri-Epy 2t pa=U.

Thre Wurzeln seien ¢ und b, so ist a-+b=—p,, ab=p,. Um a und & einzeln durch sym-
metrische Funktionen [1211".’.L18113|i‘!11, gebe man der gesuchten Funktion die allgemeine Form
w=>l.clm.b. Da l.a+m.b nur noch eine Kombination zulisst, I.b-+m.a, so kann man
{a-Fmb abhiingie machen von einer Gleichung zweiten Grades in Bezug auf u, deren Wurzeln
la+mb und Ib-+ma sind, I und m als verschieden vorausgesetzt. Um der Gleichung die ein-
fachste Form zu geben, stellt man sie als reduzierte dar, welehe nur das Quadrat von u ent-
hiilt: ihre Wurzeln diirfen sich also nur durch das Vorzeichen von einander unterseheiden,
la+mb=— (Ib-+-ma) oder l(a-+-b)=—m(a-+-b), also l=—m. Setzt man noch I=—m=1, so sind
die Wurzeln der aufzustellenden Gleichung

lat+mb=a—b und Ib+ma=b—ua;



die Gleichung hat also die Form
[u— (a—b)][u—(b—a)] =0 oder
[ —(a— B[+ (a —b)]=0 oder
u? —(a — b)F=10, woraus

- : a—b
== If{-?ﬂ-zi '
=F A ) b—a
Verbindet man jetzt die Gleichung #,~=-(a—8) mit der bekannten Relation w,, = a+-Db,
so ergiebt sich

WUy U pi—

a=—"5—y b=—" » oder

-— -

= -

2 4
a-+b l (a4 — MZ!
2 T

-0 l-'g'a fi)®

b=

womit die Wurzeln dureh ihre symmetrischen Funktionen ansgedriickt sind. Dabei musste fifr
a—>0b der Ausdruck }Jia —0)® gesetzt werden, da nur anf diese Weise eine symmetrische Funk-
tion erbalten wird.
Um noel die Wurzeln durch die Coefficienten auszudrticken, hat man
a--b=—p,, ab=p,, also
(a—1b)2=pt — 4p,, und
2y Ly, b= Ly,

L
- - =

0=

Gleichung vom dritten Grade.

Zuniichst miige hier an eine bekannte Eigenschaft der Wurzeln der Einheit, namentlieh
der Kubikwurzeln erinnert werden. Die Gleichung " — 1=0 hat, wie im allgemeinen jede

Gleichung vom #n'*" Grade, » unter sich verschicdene Wurzeln. Zuniichst ist y=)1— 1, also
die Einheit selbst die erste Wurzel. Dividiert man die Gleichung " — 1=0 dareh y—1,
80 kommt g—tfyr—2pgn—tt L2yt 10, welche Gleichung noch n—1 Werte liefert, die
von der Einheit verschieden sein mtissen, aber simtlich in der n'e Potenz die Einheit liefern.
S0 hat die Gleichung y°—1=0 als erste Wurzel die Einheit selbst. Bezeichnet man die
librigen Wurzeln mit «, 2, 7,  und vergleicht die gegebene Gleichung mit der allgemeinen
Gleichung vom 5t Grade gyP--p,ut-FpotfP~+ pat+pay-+p=0, so ist fiir die aufgestellte Gleichung

Mm=p=p=p=0; p=—1

Demnach erhiilt man fiir die Summen gleicher Potenzen nach den friiher ermittelten
Beziehungen
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Fiir die Summen der hitheren Potenzen erhiilt man

5=V, 8;=0, 8=

0. 5,=0, 8p=0, 1. 8.W,

Demnach ist also allgemein s,=0, wenn m kein Vielfaches von n ist, im anderen Falle
Dass die Gleichung vom nte® Grade nicht mehr als n Wurzeln haben kann, ergiebt
gich aus Folgendem: Ist « cine Wuirzel derselben, so ist o=

1, also auch (a")=c*=l,
o g —eM—1. u. 8. w. oder (a?"=1; (¢*)'=1 u. s £ Demnach sind auch «2, ... Wurzeln
der Gleichung " welehe also die Werte baben 1, ¢, «f, &

Sm—N.

= =1 Die htheren Potenzen
yon @ geniigen auch, geben aber keine von den vorigen verschiedene Werte: denn
a'=1; a"t'=c".c=0

Tl +32 .

o et=at
o= o=

attl=g* g=c 0, 8 f.
Dasselbe Resultat

giebt die bekannte Substitution

y=p(cos ¢-+i sin ¢); man hat

o"(cos g1 sin g)"=1 oder

0"(cos ng+i sin np)=1; also muss gleichzeitig
o"cos ngp=1, sin np=0 sein, woraus folgt

e=1, cos ngp=1, also np=2%kr,
wo & eine ganze Zabl einschliesslich der 0 bedeutet; folglich ¢ = E

und
Pk ... 2kn
Y = CO8 - == % 8lI ¢

n

Fiir =10 wird ;= cos0-4-i sin 0==1; dies ist die erste, reelle Wurzel; fiie 2=1, 2, 3. bis n—1
findet man noch 2 — 1 verschiedene Wurzeln, welche siimtlich der Gleichung geniigen:

2my o o Bm B e
Ys = COB —-1 8IN— iy = COB 29— -Ligin 2— 1. 8. W.
7 n n n
k==n giebt yu41=co08 %1 +i8in 27 = 1=y,; wenn n eine cerade Zahl ist, so erhilt man fiir
n B ; :
k= yu = coszt+isinm=— 1, die zweite
R Ao

reelle Wurzel. Demnach kann man dic n
“rlll."ﬂl.'lll der Einheit ill}f folecende Weise il-'ll"ﬁtﬂ“(.!n.’
B

[0 e AR
Y = COB — -3 81N =
R i

Pl e
#a =008 — -} Bin =i,
g )



Qpp AR D i) 2ap\a

Y3—=c08 2—--18in 2= ={cos = -1 sin =iy
it n " n ;
5] £

9. [
i Ay ri f &IT S e T r

412 sin 3—=| eos — 41 gin — | =al,
N i # 1] !

Yy=co8 3
. 2 el R 2n L me
=008 (h—1)—+isin (n—1) __Evns +1 81N =gl
R n n "

W

kit | B!

Die Gleichung y*=1 liefert yy=1; pa=— 5 +51—3=0, y=—, —5) — 8 =q.
Zwischen diesen Wurzeln finden also nach dem Gesagten folgende Beziehungen statt:
s§i=l4+ae+at=10, !
g == 14?4t = ﬂ]
Sg=1l4a’+af =3,

(3]

= oy 1. 8. W.

&
|

Sy=85=I0; 8
md es 5t at=1, at=0o, eV=1¢? ed="1 u. 8. w.
Diese Bemerkungen reichen fiir die Auflésung der Gleichung vom dritten und vom
vierten Grade ans.  Die Gleichung vom 3% Grade hat die Form:
& p - par 4 py = 0.
IThre Wurzeln seien @, b, ¢. Man suche eine Funktion der Wurzeln, welche nur von einer Glei-
chung zweiten Grades abhiingig ist, und stelle zunichst die Funktion auf la-+mb4ne. Durch
Vertauschung der Wurzeln unter einander erhiilt man folgende 6 Funktionen:
la+mb+ ne, h+ma-+ne, le+matnb,
la+me+nb, h+me+na, lc+mb+na,
Die Gleichung, welche diese Funktionen zu Wurzeln hat, ist offenbar vom 6. Grade.
soll dieselbe als guadratische Gleichung lishar sein, so muss sie die Form haben: w4 Aut-+

L=, so dass

wW=—

‘: b l." 11 — B, also

v v
- A / A? 3 A g
e T e S s e = e ] s
u=—1 ] i B, u} = 5 |__, A L.
Bezeichnet man wieder mit «, ¢* die imaginiiren kubisechen Wurzeln der Einheit, so
erhiilt man also fiir # foleende G Werte:
2 .4
Wy O, O, Uppy Sk, O
Man setze etwa
lat+mb-t-ne=1wu,,
la-+me-t+nb=u,,
8o erhdilt man fiir die vier anderen Kombinationen:
ib+me-+ na= cu, =c (la-+-mb+ne),
let+ma--nb=c*u, =c*(la-}-mb+nc),
Ih-matne= au, =« (la+me--nb),
le-bmb+na=ca®u, =o*(la-tme--nb).
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Aus diesen letzteren Gleichungen folgt:
n — al)a+( — an)b+(m—an)e=0,
(m—eDa+(n — )b + (Il —e®n)e=0,
(m— al)a+(1 - an)b=+(n— am)e="0,
(n —al)a+(m—a*n)b+(1— a2m)e=0.
Da diese Gleichungen fiir jeden Wert von @ b, ¢ bestehen miissen, so miissen alle
Coefficienten einzeln gleich Null werden, also zuniichst

n—cd. l=am, m=an, und

m=cl, n=a*m, l=c"n;
die sechs anderen Coefficienten werden alsdann ebenfalls Null, wenn man beriicksichtigt, dass

i, i=at=1.
Bestimmt man aus den 3 Gleichungen der ersten Reihe die Coefficienten I, m, n, so0

erhiilt man ) < s ¥
| = am=en=c*; chenso ergiebt die zweite Reihe:

I=cn—ctm="l.
Da ai—=a, ab=ad=1, so geniigen die Werte aus der einen Reihe der Gleichungen der andern
Reihe. und es bleibt also ein Coefficient unbestimmt. Setzt man /=1, so hat man
o i a3l
=1, m=—=ca, n=—=u.
g (14 o~
Sotzt man diese Werte in die Gleichungen fiir u; und wsr ein, s0 erhiilt man
wy=la+mb+ne=a+a*b-+ac,
wrr=la +me+nb=a+ab+tce,
oder mit Vertauschung des Indices
ur=a+eab+ade; un=a+c®h+ac.
Nach dem Vorigen ist
4 3
}}, A e Y T T
ur= |/ —2-1] i —B, un=l = -_.-r__]_’ — B,

]

A A®
oder, wenn man — =, - — B=w setut,

3 3

g—) .
S L o 3 / 4 F=
Um # und w mittelst a, #, ¢ anszudriicken, hat man gupiehst wy=v-4-)yuw, wp=rv—Ji,

also y:jc;;‘tﬂﬁ-!‘ f ?:g{:};ﬁ:};.
2
Um #+u®, und «f—u’, in Produkte umznformen, setze man
witul, =0, wj=—uj,
woraus fiir u, die Werte folgen —u,,, —au,, —au,,, so dass also
Wit = (u,u, N +au ), (W 4au);

ehenso findet man «?— :-.-ijj-——{nj—sfi.l,}(.'rl_.---uul,_,}[_rff.—rr?u“‘a; folglieh
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(2074=tgp) (st atdpg) (4 cit ) Vo (o —ttrr) (10— creyg) (r—atiery)
T e e AR il O Y e B 14 o Vi L DM o i i 3
5] oy
= -

Nach dem Vorigen ist

vy = 2a+ (a4 )b+ («+a?)c,
o= (1+a)at(e+al)b+2ae,
4wy = (1 +e¥a-(e+ ot)b (a4 ob)e.
Da 1, ¢, ¢* die Wurzeln der Gleichung y*=1 sind, so ist nach dem friither Gesagten

2

si=1l+etet=—p =0,
S=1+e+at=—p5 —2p, =10,
8 =1+el+ab = — p,8 — pus, — 3p; = 3,

also et+at=—1, l+ae=—c? ata=a+l=—a?

1+-t* = —a, at+at=a(l+a%) = 2¢, ¢*+ad=a¥(l+a) =—0q;

demnach ist
rtup="=2a —b—e; utouy=(2c—a—b)a*;
wrtctugy= (20 — a —¢)e, also endlich

iy = ' | A 3 V. =t
Sledo 0 Olb a0 ) e T

In gleicher Weise ist yw auszudriicken; es ist
r—ty = (e — a®) (b —¢),
uy—catiy=(1—aja— (1 —a)h= (1l —a)(a—b),
wy—afun=(1—af)a— (e — e = (I —a®) (a —c).

Nun ist ¢ —e* =y —3, 1 —e=ca—a* = e —?) =ca?) — 3,

| — = — a* = — ¢®(] — tt) = — ot} —3,
ausserdem wieder a¢.a*=1; also
3y —38, :
= bila—e) (b

=

Jio= ¢).

Setzt man noch statt (@ —b) (a—¢) (b —¢) den Ausdruck y[(a—0b)(a—e)(b —¢)]*, so sind »
und jw offenbar symmetrische Funktionen von a, b, e, also auch w, und wu,.

Um jetszt die einzelnen Wurzeln durch symmetrische Funktionen auszudriicken, verbinde
man die Gleichungen

W= a-+ob-+ce,
= a+e*b+uc
mit der Gleichung ;= a-+b+e, in welcher u;; bekannt ist
Zundchst erhilt man durch einfache Addition, da 14+ =1,
-t = Ba.
Multipliziert man ferner w, mit e, u, mit ¢ so ergiebt sich

ety oPu gy = e,




and wenn man 4y mit @2, wy mit ¢ muoltipliziert:
e o= 3h, also

ety f Wt oy e ottt oy

3 B o

: 3
wo wp=a+b+e, w=VYu+yw, wy=1Vv—yw.

Setzt man nun die fiir » nnd Yo gefundenen Ausdriicke ein, so erhillt man die einzel-
nen Wurzeln ausgedriickt durch symmetrische Funktionen siimmtlicher Wurzeln:

3
e a+b+e + 1 /f‘ju —b—e)(2b—a—c)2c—a—b)-+3)— 3[(a — b)la—c)(b —e)
e 3 gk L] IR 2 :

el it : . S )
11/ (2a—b— e)(2b—a—r¢)(2c—a— b)—3y — 3[(a — b){a — e)(b —¢)]?

I Ch ]
&

w]

Il.’
ag+bte , — 1—y—3]/(2a—b—c)(2b— a—¢)(e2 — a—b)+3y—3lla— b)a—c)b—c) ]

Rt 6 : 2

 —14y—3 /rf*lre — l‘—(:]-{l;:b — a —¢)(2¢ —a—b)—3) —3[(a — b)(a — )b — ¢)]®

(4] 2

a+b+4e ;s 1+ y—3 ’,’K(Eu —h—e)(2h—a—c)(2e —a—b) 4+ 3y —3|(a — blla— e)ih — e)]?
e ’ gt . I £ : .
3 B { 2

[§]

,—1—y—3 /ﬁf{c —b—c)(2h = )(2c—a— b)— 3y —3[(a—0b)a )b — ¢)]2
! - .} - .

Es wurde schon bemerkt, dass man, um den zweiten Teil des Radikanden als sym-
1 : ! : = : 3 . _ .
metrische Funktion zu erhalten, ihn unter der Form schreiben musste: -y —3[(a—b){e—e)(b—c) %

da das Produkt aus den Differenzen der Wurzeln durch Vertauschung der Elemente zwei ent-
segengesetzte Werte annimmt, wihrend das Quadrat eine symmetrische Funktion ist.

Um mit Hilfe dieser symmetrischen Funktionen die Werte von @, b, ¢ in den Koeffi-
cienten py, P, py der gegebenen Gleichung zu erbalten, sind die einzelnen symmetrischen Aus-
driicke durch die Koefficienten darzustellen.

Da a+b+e=—p;, so bleibt noch der Ausdruck

1 l//;[‘irr,.— b —e)2b— a— ¢)(2e —a—b)+=3)—3[(a—d)(a e)(b— r) {1
¥ )

¥ —3[(a— b)la—e)(b—c)]*

)

oder I/{ifﬂ —b—e)2b—a s c)(2e —a— b)L=
A 54

zn bestimmen. Der Radikand geht anf die beiden Ausdriicke zuriick:
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(Z2a— 0 —e)(2h —a—¢)f2e —a— b s ligan o [(e — W{a —e)(b — e)]* Ly

hd TRl 108
Die Entwicklung des ersteren Ausdrucks giebt aber:
Q= 5|I|_Iirthr; -3(a®b+ab®+ a’c+ac*+ 0%+ be?) + 2(a® 4 b3 - ¢?) |
oder mit Benutzung der frilher eingefiihrten Bezeichnungen:

= 'llll 12abe — 3. X a0+ E.w::%- Da abe=—p,, so ist
b ihe

1 1 A 2
5 .}u":{-h = 0 Vi

f’:__h'-—
l' R 18

Entwickelt man noch den andern Aunsdruck, so erhiilt man
v j: a ] af o
; athie — -_u.'h'(!".

13

1(L;-:‘l.ﬂw_"|' .-}Itl'“:aer’:‘_'_

- 1 |
T=—X®athe—;

b 54
Berticksichtizgt man, dass

Fatbe=abe Zab, Xa*lic=abe Xah, abe=—p,, s0 ist

: 1 1 1 i ]
i . X2 ¥ 472 v adhi 2
yi :I{;J_L\.%—{— s PaZa%h — qpeXa b +f:-1 'l 1g b5

Nun ist Fath=ss, —8;, Zah?=s,8, —s;, Za'h’= (s§—s;), folglich
£y 1 2

= Sy— g 8as — ._; Pa;

£ i SR e e
= — .|T‘p!'¢3_" 'l“:_;'{i'EJ 5 b —jl PaS18a 1 l““'\- G ]H !“‘i'

Nun ist (S.4): s;=—py; se=p?—2p,. Es bleiben also noch s; und s, durch die

Koefficienten auszudriicken,

Nach Seite 5 ist

St Sm—1 PaSni—z Tt oo T Pm—1S T MP =1,

Bt kDSt Rl «vos EPm—18s TP =1,
wenn i der Exponent der hichsten Potenz der Unbekannten in der Gleichung ist: also ist fiiv
m=3, wenn man fiir 3; und s die bekannten Werte einsetzt:

8g= '..“'1:+‘.§.J'r:lf}:_'qf".'l.r

und mit Hilfe dieser Gleichung: s,=pl—4pips+4ppy-+2p3. Setzt man die gefundenen Werte
in die Ausdriicke @) und 7T ein, so findet man

. Tehager el 1
Q= — oo pi -+ Pivs— 5 Py

S il g U I s
P=5mvipy — [oglibs — g Pwels + oo i+ o pi.
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Dies in die Gleichungen fiir a, b, ¢ cingesetst, giebt die Wurzeln der kubischen Glei-
chung ausgedriickt in den Koefficienten der letzteren, wie folgt:

|
(c:—":31+
L
p, —1—y=3
b==git LN
—14+y—3

2
= fl;': S ]-":!!__ )
+_—_| —) —3

31 A 1
_'.37;“1' +]:-,"IHI’-:— 9 AT

i
-

/

R

8

o

L e A 1 |
! .)rT by i Mps— 3 Pa 2

e G e s wne T
/ ‘_é?'f’l"" 6 "ipe— 2'.?-’;{ i 3-:}1}:_'“}SPJ’ET}iF.';_H!}lf"ﬂf’ﬁ"l".z?f:"L'F:i

7

o 1 S A o o T
/ —onPit gl g Pt i g7 P —qogPiPi+ Pi— GliPelst a7 Pivs

MR ol SR

i

f=an

=sav] 1
Pt B PiPe—p

g

jﬂ'_; 1 I

)

/1

1 b T
g PPl T o PiPg,

I,_l';,r' i e Sy T
a7 Pe— 105‘\}";!"3 i -4_' Pi— _li.plp:!l”ii +'_;|';' PiPs

T e el L] iR
Pi— e Pipi— ( Pi— GPPelator Pibs

Sl/i i B e e s e 1
. ,/-— 5701 + § DiPa— Pa— l o7 D3~ josPiPz =7 Ps— Uf’jﬂ-zﬁ;ﬁf? BiPy

Setzt man hier noch p;=0, so erhiilt man die Cardanische Formel.

Gleichung vom vierten Grade.

Die algebraische Gleichung vom vierten Grade hat die Form:

Bezeichnet man ihre Wurzeln mit a, b, ¢, d, so ist
[ atbtet+d=—p,

23 pat P + pat py =0

ab+ac+ad-+be+bd+ed = ps,

(1)

abed = py.

\ abe--abd+ aed-+bed = —py,

Analog dem frilheren Verfahren sucht man diese Wurzeln abhiingig zn machen von einer Glei-
chung dritten Grades. Die drei Kombinationen der vier Wurzeln, welche letztere Gleichung
liefert, stellt man dann zusammen mit einer der vorhergehenden Gleichungen (1), um aus den
s0 gewonnenen vier Gleichungen die Wurzeln zu bestimmen.

Um wieder eine Funktion der Wurzeln von misglichst einfacher Form zu erhalten, nehme

man den Ausdruck

La-+th--me-+nd.

Wollte man eine Gleichung aufstellen, welche die simtlichen aus dieser Funktion herzustellen-
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den Kombinationen zu Wurzeln hiitte, so wiirde dies eine Gleichung vom 24" Grade werden,
da die Anzahl der mioglichen Permutationen 4! beteligt. Man setze also, da die Walil der
Koefficienten heliebig ist, k=sl, m=mn, so lassen sich ans dev Funktion {a-+0)-+mc+d) nur
noch C.(4) =6 verschiedene bilden:

la+D)+mle+d), Ua+e)+m(b+d),

lla+d)+m(b+c), l(b-+e)+mla+d),

Hb+d)+m(ate), le+d)+m(a+Db).

Wollte man noch ! =m setzen, so wiirden alle Funktionen identisech werden. Seizt man aber
I =—m, so gehen die vorstehenden Ausdriicke in folgende tiber:

lat+b—e—d), la+c—b—d),
llat+d—b—e), l{b+c—a—d),
Wo+d—a—c), lc+d—a—D). Nun ist
lla+b—ec—d) = —l(c+d—a—1b),
lla+e—b—d)=—Ub+d—a—c),
flat+d—b—c)=—I(b+c - a—d).

Stellt man nun eine Gleichung anf, welehe diese Funktionen zun Wurzeln hat, so erhiilt man
eine Gleichung vom 6'" Grade, welche drei positive und drei negative Wurzeln hat der Art,
dass je zwei derselben sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden.

In einem solchen Falle aber enthilt die Gleichung nur gerade Potenzen der Unbekann-
= 5B

ten. Denn da jedem Wert der Unbekannten s =ua, e=§, 2=7» ...... , auch ein Wert mit
entgegengesetztem Vorzeichen entspricht: s=—e, e=—§, 2=y, .. ... , 80 erhilt man, wenn
man die Gleichung unter der Form eines Produktes schreibt:

[(e—a)(z + )] [(z=—8) e+ (z—y)e+5)] . ...=0,

oder (s2—a?)(s?—f2)(2*—9®)....=0.
Fiihrt man diese Multiplikationen aus, so konnen die einzelnen Glieder nur Potenzen enthalten,
deren Basis 2% ist; die Gleichung hat also die Form
(22)"+ P21 Q(+*)* 2+ ... + T=0, oder auch
g Pl L Qen=2p | T =)
d emnach hat auch die gesuchte Gleichung, welche die genannten sechs Funktionen zu Wurzeln
hat, die Form : w4 Aut 4 But+ 0= 0,
Setzt man noch u2=w, so erhiilt man eine Gleichung vom ten Grade:
vl Avi4 By-+ =0,
welehe drei verschiedene Werte flir u® ergiebt. Bezeichnet man diese mit u2 Uy U
nimmt u, =Il(a+b—c—d),
i, = lla+ec—b—d),
U= latd—b—c),

und

80 ist w7 nicht blos gleich [Ua+b—c-—d)J, sondern auch [ —la+b—ec—d)]? oder [le+d—a—b)]2;
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alzn H'j = [Ha+-b —{‘-—If:l': = {#Hetd—a— ?J}'-‘I.
ul, = ¥a+e—b—d)} =E{b+d—a—c),

1w ="0Fatd b—¢)? = B(b-te—a—d)*;

man kann also die oben
Setzt man nun noch [ =
Werte: ul = (a+b—c—dy,
2 = — Ty
u2, =(a+c—b—dJ),
= (a+d—b—c)"
Um jetzt die Grisssen o3, w7, Wiy
in den im vorigen Abschnitt dargestellten Gleichungen
= a+ab+ac = Vot)w,
U= A+ h+ ot = Vo—yaw
die Wurzeln a, b, ¢ bzw. dureh »2, u2, u%, zu ersetzen, und man erhilt:
3
e T e T ,
PRI =V 241w,

200050 R — /
UG- Uy, Fowi = F—Yw, wo
{3 e, R 3 FT Y PR Y L PO R -
(20— 05— U W — UG — U N U= — Uy
-'j !

& ———
fog—

gt oy 0
fr B e Wi e —us 2
Yw="g1—sl; u2 Yl —ug Nug,—ud )%

anfeestellten sechs Funktionen in vorliegende drei zusammeniassen.
1. so erhidlt man als Wurzeln der fir » aufgestellten Gleichung die

durch symmetrische Funktionen auszudriicken, hat man nur

Driickt man diese Funktionen dureh die Wurzeln a, D, ¢, d der biguadeatisechien Gleichung aus,
¥ ? b} I =] ?

g0 erhilt man & und pw als symmetrische Funktionen von a, b, e, d, weil u2, u3,,

moglichen Kombinationen darstellen, welche aus einer bestimmten Funktion Ha+b—c

Wurzeln sich herleiten lassen.

Nun ist 2ui—u? - H'i”r:i-:r:-f—b—c—fi'jf—(re+;3—:‘a——:i.‘)3- (a-+d—b—r¢)?
= B(ab-cd)—4(ac+t-bd)—4(ad+be);

0 — a2 —ut = 2(a+c—b—d)*—(a+b—c—d)*—(a+d—b—c)
Ir I I Y 4 \

= 8(ac+bd)—4(ad + bc)—4(ab+ed);
— 9(a-+d—b—c)*—(a+b—c—dy—(atc—b—d)
= 8(ad+be)—4(ab+cd)—4(ac+bd} ;
ferner u —u?, = (u, +u, ), —u; )= da—d)(b—ec),
ud —udy, = (, )y —tyy) = 4(a—c))b—d),
= (Ut ) (U — ) = Ha—b)c—d).

3 P L P L
ally U UG,

Um nun a, b, ¢, d einzeln mittelst symmetrischer Funktionen auszudriicken, muss man
2 g0

&) ?F.Hnl
fundenen Gleichungen

Uy, U
3

2l t T 1) /

st ot U = ) e Y,

]
w3, alle

~d) der

zunichst

einzeln mittelst dieser Funktionen bestimmen. Man stelle also die beiden oben ge-




el b

21 2l b o
W~ 6=l iy, = - o

i Fa
mit der folgenden zusammen:  wi+ad u? =8, so erhilt man (vergl. Seite 12)
, Vet Ve—1w
H} = s 3
(3]
3 o
o S+l stfwtelz—yw
it 3 i
e _ Stalztywtale—yw .
Wrrr = 9 i
)
hier ist also S=u3 P u, = la+b—e—d)* - la—b4ec—d 2--(a—Db—ec-d)?

= (a—b)*-(a—el+(a—d)2 - (h— e)2 - (b—d)2-+(e—d)%,

7 Yy S S e Py S - 2 WD, Bo faasih
R —ud ) (203 —uS—ui ) 203 —u} ")

(2]

12{2(ab+-ed)—(ac-} b)) —(ad--be)] . [2(lac+Dbd)—(ad--he)—(ab-ed)] .
2lad-be)—(ab-+-ed)—(ac-+bd)],

Y=

89,168 ; 7 3 ; Pl
W= [(a—b)la—e)a—d){bi—e)lh—d)(e—d)]?

4

= —3[96(a—b)(a—ec)a—d)(b—e)(b—d)(c—d))*.

Um nun noch a, b, ¢, d mittelst dieser gyimetrischen Funktionen auszudriicken, verbinde man
die eingangs aufgestellten Gleichungen fiir wy, wy, wyy mit der vierten Gleichung wrp=a-Lb--e--d,
g0 hat man

'.:Tri-l—-':- c il
wrr = a—b-+e—d,

Wy == tb—1 r'!-i-r;"_,

= a-+-b-+e--d, woraus folgt:

da = wpy-FurFwg-t-

4 = wrpt—w—u

d¢ = wrp—ut; 2 —wur,

dd = wpyr—vr—tt—up
Setzt man fiir w, w, wu, ey ihre Werte in 2 und e, so erhiilt man a, b, ¢, d ausgedriickt in
symmetrischen Funktionen, wie folgt:

| 3 ) 4 3
8- :.-','-l- fap-l-V 2 —v'aw |.; ) FYw-ak2—)w
ol e V24 ilf' FVe—yu -i--\.‘ S ‘.. Fal e—yw
) (3]
| [
[ S+teal ey w2 o—yw
4 ¥ = 1

oM
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S+-Ve+1w+ Vea—1iw ‘ Stefet Vaetalz—)w ~

dh=a+4btect+d+ | a o li
| 3 ] 1

\ S+alztywtelz—)w J

[ i k! | 3 'i

\ S+Vetywtla—)w \I Sl z-Ywt-al 2—)w 4

ls = a-l-b+cl-d o e a

\ S+l etywtata—)uw |

& I

i

3 3 F I 3 3 !I

\ S+Vetjuw-tle—jw \ S-LetVztYwtel e—)w i
li=a+b+ectd— o 2 g !
£}

gl \ Sl 2+ xrl'l-E-u'-’i e—w -I
wo S, £ w die oben dargestellten symmetrischen Aonsdriicke bedenten. Es eriibrigt noch, aus ]
diesen symmetrischen Funktionen die Worte von a, b, ¢, d mittelst der Koeificienien py, Pa;, Pas
py der gegebenen Gleichung darzustellen.

Zundichst ist a+b+ec+d=—p,. Ferner ist |

S=(a—bE4+la—e) 2+ (a—d 24 (b—c )2+ (b d)2 4= (e—d®
— S+ b2+ o2+ d2)—Hab+ ac +ad -+ be +bd + ¢d),
also unter Anwendung der friiher eingefithriten Bezeichnung:
8= 35,—2pa = 9pi —OPs.

Entwickelt man ferner den Ausdruek fiir 2, so erhilt man zunichst

e .".'_3] 1 :_{‘l';rifr)_r-"'—'.-'l. l:_2_“:[::!,1{'[#——-L“h;‘rfl':.lrr-:ﬂ - - l'lﬂ':.‘rt 1iZedd '.l".::f:"'h::|
! ; 7

il et Bl il il arhed

— 32[12 X a2 + 12p, X — 3 X abb*c—lpy Xab+ 2 Xath?]
— 32[12 ¥ ah?c? 4+ 1 2p,s0—3 X abPe—Opo g + 2 »aht]
= ; e | ;
Nun 1st Xahte® — 0 — 3848, + 25 )
- 15y E
Zathie = 815585 —815—8s5,— 55 + 255 Zalt = (55—8)

TR )
also nach Reduoktion des sich erzebenden Ansdrucks:
54 ]]-,’ 3815085 - :I'"'I*“'.'.":I'""-"‘".L_:l’"‘_l:'E ]L’.Jrf_‘.k'._,—lif::..l'.:.

Es ist aber

24,
Sy = —p7 +3p pa—aPy
$3=pt —dpipa+Ap P20 —Apy
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8 = —PT +OpIPa—5P3 Py + Spips—5Sp P +5pups,
S5 =1 —0p1pe+06pT ps—6p3ipy+ i —12py papy—2p3 +3pi +0paps ¥).
Setzt man nun noch vorstehende Werte ein, so erhiilt man sehlicsslich den Ausdruck:
=82[2Tpip,—0pi Paps— 7200+ 2p3 + 2702
Um nun auch noch v mitielst der Koefficienten der Gleichung auszudriicken, entwickele man
den Ausdruck w = —3[96(a—Db)(a—ela—d)(b—c)b—d)(c—d) ]2
so erhilt man
w=—23.96" | Zabite® — 2305 — 2abed Za®h® 4 2abed Zatb?e — Ga=b2e*d”Zat—23a5h0¢? 4 23 hig?
+4abedZa*bt—2abed Satlhie—dabed Satlic* 44070 % d* 2a’h — 6Zat bt -4l e’ d2 S o b*
“+dabed Za e —Batltctd> Sathe+ 24 @80 d?
= —3.067 | Sabhte® — 23a%%® — 2p,ZaD® 4 2p, Zadlie— Opis-— 23adbPe?® + 2Zathic? 4 4p,Zatht
—2p, Zatlhie —dp Satbh?e® 4 4pi Zadh — 6Xathiet 4 dpFZa?h® 4 4p, Zabiet—6pi Satbe

+24pi.

Nun ist Xabhiet = 838455 — eS8 y—548s— 55 + 251,
]

Zalh’

:Ir_{'-'llli::

Xaolce

Zathie

Zadhied

Xaiht = 5 (5= — 8= 1%

g R e L R b e e e
Xath C = 8188y — 88y —8pSp — 87T &8
Wit = —(s55,—8% — 2881 255)

_\-rf Hy = SqSq—84,

123 - 2}
Ndfdat — 1 - g
=0T = ,“\ 1P e lg]

(8]
b R it ¢
a0 = -(83—s,);

& . i
Wl B2 l 2 ¥
Sashtet = 5 L83 SaSo—28p5s + 285 )
<. 5 1 ) a s
Sethe = AS75—53 -;'-""|-":i T =54 )

Repel: Jedes Glied mit gerader Anzahl Faktoren ist positiv, mit ungerader negativ; in jedem Glied pipi

der Summe & ist stels n. 14g.24r. 346 4=m; u. 8w,



20
Setzt man diese Werte in die Gleichung fiir w ein, so erhilt man

3

w=—3.96% | 8,85 — 535, — OPySesy + 204558251 — 18pis,— 558+ 25,8483 4 6487 — 24545381 —2P4S38s
+10p3sys,—s] +5pisi+ 2p,855 —Ipisis +24pi.

Driickt man nun noch die einzelnen Summen 8, 85, - ..s; in der oben angegebenen Weise durch

die Koefficienten aus, so findet man

w— —3.062 | T0pipip,— 2Tpips + 18pip.pyp,— 4005 —4pipips+pipipl —6pipip,+ 144pipapi
150p,p3psp, + 18p,papi—192pypap +106pip,+ 144p.p3p,—128pipi —27p5 +250p1-

Fiir p, =0 wird
o = 32[—72pap, + 203+ 2Tp3];

]

w= —3.96%16pip,+ 144p.pip,—128pipi—2Tpi +256p]].
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