Einiges iiber Kettenbriiche.

B e Beschiiftigung mit den Kettenbriichen bei Gelegenheit des Unterrichis in diesem Theile
der Arithmetik habe ich die Ableitung einiger bekannten Sitze auf einem andern als dem
gewdhnlichen Wege gefunden, so wie auch einige nene Formeln und Relationen zwischen einer
Zahl und den Niherungswerthen ihrer Quadratwurzel, die mir der Mittheilung in einer Gelegen-
heitsschrift nicht unwerth schienen. Auch der kleinste Beitrag zur Theorie der Zahlen darf
nicht verschmiiht werden.

Der Kiirze wegen habe ich die erste Periode des der Quadratwurzel einer Zahl entspre-
chenden Kettenbruchs gewshnlich nicht ausgeschrieben, sondern, nach dem Vorgange Digen’s
in seinem Canon Pellianus, nur die Theilnenner bis zur Mitte der Periode und den mittelsten,
in eine Parenthese eingeschlossen, so dass z. B,

]/—Eﬁ"!'l' L 1 =053, (2) und]/5.3-27+._:13_+ 1 : =173 (1, 1)
3 +'~_T+ .] i 1 + : +L

I 3 -4 = 3 +..'_ ST

el 7 + V5

gesetzt ist,
Die Buchstaben bedeuten durchweg ganze Zahlen,
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Jeder von Anfang an periodisch - symmetrische Kettenbruch driickt die Quadratwurzel
einer ganzen oder gebrochenen Zahl aus,
Heisst die grisste in der Quadratwurzel enthaltene Zahl a (welches a auch = o sein kann),

- . . N -
der Niiherungswerth bis ans Ende der ersten Periode (excl. 2 n) n—-wt-'f?, also, da der Ketten-
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bruch symmetrisch ist, der Nenner des dann vorhergehenden B, und der Niherungswerth selbst
“H;" C, so ist der Werth des Bruches:
— (SN BIiE +2) 4 a8 | C
el Nin+4z) + B

WOraus o g
Gris ’3'.3."%’__‘”_4'0 SR ?’_*_fj_j_f_:"_‘-
Da die erste Potenz von z fortfiillt, so hat man die allgemeine Form der ganzen oder
gebrochenen Zahlen, deren Quadratwurzel dem gegebenen Kettenbruche zugehirt,
Nimmt man noch den Theilnenver » hinzu uod setzt den Zihler dieses Nitherungswerthes

bis - = M, so ist:

M =a*N+422B4C,

Sy - |
I-—-ﬁ‘.l-

Die Zahl ist also gleich dem Zihler des letzten Nitherungewerthes der ersten Periode,

folglich

diese bis —- genommen, dividirt durch den Nenner des vorletzten, Dieser zur Berechnung der

Zahl aus den Quotienten des Kettenbruchs sehr bequeme Ausdruck entacheidet zugleich auf
der Stelle, ob x* eine ganze oder gebrochene Zahl ist.

$. 2.

Berechnung der Kettenbriiche der Quadratwurzeln einiger Zahlen von allgemeiner Form.

1. Vn"_-}-- | = n; (2n),
also m Vard 1 = Vm® (a?41)
= mn + —;ﬂ— 1
Lo e R

Ist nun # — mv, so erhilt man:
Vm® (m*o® + 1) = mv; (20).
2 Va'+2=n; (n
Mt 1
mVard-2 = mn 4+ '
“m + Dmn ‘ + erc,
und wenn n — mv,
Vm® (m® p?) = m?* 0; (v).
3. ¥at—=1=mn—1:(1)

Ist n—1 — m'p, aleo v?*—1 = m* v (m?v+2), dann wird:




- m S — s by AT ] 'I
VA= — yommod ) = or + o 1

— mn — 1
t o i _*hizE‘ -+ ete.

= muv; (m).
4 Va2 =a—14 1.

R e 1
o — 3 = agr

o o _ : 1

e TR S e ) Kol Sl
¥is 2 2
Da -.; — 5, Positiv, so ist n—1 um einen echten Bruch zu gross, folglich:

/'nt — 2 —2
V= V' .2-|—?:_.__ 2= gy s

o 2ttt 2isens
o ik i
6=V —2+n—1=2(mn—1)4 %
also endlich: Vat—2 —a—1;1, (n—2).
. it — 2 BT 2n—1)4 2
Fir n —= 2 ist ohen x — 1 R 2-"-_'{; achomie, g O 1 'En_—}".i_ * =24 e

also 2= 1; ()
und nach der letzten Formel; V2 = 1; 1, (.
Dieser Kettenbruch giebt ausser den Niiherungswerthen des ersten immer noch zweis

niimlich der Quotient 1 vor der Null giebt einen zu grossen, und der 0 wiederholt den vorher=
gehenden zu kleinen, Die Nitherungswerthe sind:

nach der ersten Form 1, i, g, 5y 4L ete,
und pach der zweiten 1, (2, 1), 3. 7, (48, 2), 17 41 efe,

Die Wurzeln aus n® + 3 lassen sich nicht mcln auf ahnliche Weige in allgemeiner Form
darstellen,

$. 3.

Der Berechnung der allgemeinen Formen einiger Zahlen, deren Wurzeln durch allgemeine
Formen wvon i{vttd'nlulwhen ¢1I1‘3"’E'[Iill{"l\t werden, moge folgende Betrachtung vorausgehen.
Nach der Bezeichnung des g 1, ist:

In B4 C

zt = nF -'-—--N-—— — n'4m

WO m < 2n sein muss,
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Heissen nun die Quotienten des Kettenbruchs ohne die Ganzen: a, .., 5, a, 80 war §. 1.

B ol : N i
e . also ist = _a—|-—b+_
4 + 1 . 1 s + L 1
folglich, wenn man m — 2p setzt:
Np—-3
= —H—‘! = ap+ 9.

i c
Ebenso ist p = g4, g=cr+s.., uda+ - o
Substituirt man immer die Werthe der folgenden Buchstaben in p, so erhilt man ganz

die Bildung der Niherungswerthe, mithin ist, wenn :;' ten drittletzten Niherungswerth bedeutet,
das letzte p = C(a.! — -f) + Et
¢z

(aC+ Byt + & = B+S
und m = 28t 4+ €2
Da n = a 4 g, so wird nach demselben Bildungsgesetze das letate

e E(a.r i——f + Ft = taB+F,.rjj%£

Il

= Nt & —B]E
Die zweiten Glieder sind J ]ws",ti"_- 1 zu nehmen, je nachdem die Angzahl der Theilnenner
1 negattiv f J

ist, d. h. je nachdem die Periode : i;;;“ jt mittelstes Glied hat. Wird

o = : : i , E ot ok
IV ecine gerade Zahl, so hat man, um keine Zahl zu iiberspringen, bei m und n - fiir ¢

{ gerade |

von a bis a 1 ungerade J

und dann fiir ¢ jede positive Zahl zu setzen. ¢ =0 ist nur statthaft, wenn die zweiten Glieder
positiv. gind, und ¢ nur negativ, so lange » und m positiv werden, also wenn die zweiten Glieder
positiv gind und C* > 28, %C}J‘m So wird z. B, fiir die Theilnenner a, b, (¢, ¢
4 1, (2, 2
n = 221t 4 235
m= %i¢ 4 100
also die kleinsten Zahlen fiir t — —1, niimlich n = 14, m = 6, oder fiir ¢ — 0, wenn man
i n—=—22t 4 14
m= 94¢4 6
schreibt. 2 =n' 4+ mn = 202,
Fiir g, b, ¢, (d, d) wird » = T3¢ 4 667 oder n = 734 + 10
| P B ey m = 92¢ 4 841 m=92¢ 4 13
also die kleinsten n und m nach den urspriinglichen Formeln fiir ¢ — — 9, namlich
a=10,m= 15 2 = 113




8

‘ . 4.

Einige nach §. 4. berechnete Werthe fiir n und m aus gegebenen Theilnennern.

1. Gegeben: (a).
n —ral, el

Fiir ein gerades g ist % fiir ¢ zu setzen.
2. Gegeben: (a, a).

n=(a>41)¢ +%, m = 2at4-1,
a darf also keine ungerade Zahl sein, wenn, wie hier immer vorausgesetzt wird, n ganz wer-
den soll.
3. Gegeben: a, (). B
i [ﬂb-l-?}f--ﬂi%ﬂ!, m = 2(ab4 1)t —b°

fiir @ und § ungerade, sonst ist :B fiir ¢ zu setzen. @ gerade, b ungerade ist unzulissig,
4- Gegeben: a, (b, b).

m = 2(ab* +a-t+b) 4 (b2 4 1)

Es darf nicht zugleich a ungerade, b gerade sein.
Fiir ¢ = § ist: n — ((a* 4 1) +uﬂ)),- + wﬂi

m = 2a(a* +2)¢ + (a* + 1.
5. Gegeben: a, 8, (c).

n = (ab4-1) (c(ab-l— 1)+ 2:1) t — P—(M—;—gg ({af.- + 1) (be 4+ 1) +b)
m = 2((ab+1) Ge+ 1)+ ab) t— b* (be 4 2)*.
a, b, c diirfen nicht zugleich ungerade sein, und fiir ein gerades ¢ ist -;- fiir ¢ zu setzen,
Fir a=b=c ist n=a (a® 4 1) (a* +3]r—&”;+—9} ((n2-|- 1)“+a’)

m=2 (fﬂ" + ]}z +G!)I —a? (a? +2)!_
6. Gegeben: a, b, (¢, c).

n=[ ((abe+a+) +a) "+ @b+ 7] ¢ + (cCabt 1) et 1)+ aheo 1) 4 blab 4 1) ) Lo+
m= 2(cfe:b+1)(.-5c-[—i}-|—a(bc-|— l}+b(ab+1}) i (ﬂ+¢(ac+ Ue)'

Die Verbindungen a b c
gerade gorade ungerade
gerade ungerada nngerada
ungerade | grerade gerado

gsind unstatthaft,



Fiir @ — & = ¢ iat: . ! .
== (a” (a* 4 2)7 4ia* 4 l}’)r-l—u fe' 1) (a® 43) "—_H;ﬁl
m = 2a(a*41) (a* 4+ 3)r 4 (a*-l— fa* 4 I;‘)
7. Gegeben: a, b, ¢, (d).
e [dtabc+a+c}+2(ab+lj) (abc+atc)t
S ((ﬂb+i](ﬁc+1)(€d+1|+ﬂﬁfﬂd+l}+bﬂ{ab+lj+ﬂd) fbe 4 1) (E;+lf"ﬂr-+ll]
m“_.-'2((n{i+IJ[bc+i}[cd+lJ+a6(cd—|—I;+bcfu6+1)-|-ad)f—ifrf+il"(2f*+fflfﬂ*+[}}3

—_i- ist fiic ¢ zu setzen, wenn |) d gernde, oder 2) a und ¢ ungerade, oder 3) & perade, ¢ und ¢
ungerade,
n'wird keine ganze Zanhl fiir: o b | ¢ I o
gerade ungerade gerade | un-r;m-:lde,
ungerade | gorade | LHI.'-E"L"'I.'H.dB ungerade

Biir . =6 = ¢ ="d"mt : .
2= a(a®+2) ([ﬂi +2)2_2] ¥ i ([_a" 4+ 1)' 4 a? (22 _I_g),] _"ﬂ'f:_'f.l_.’;_f_'__"'i'
m = 2((@*+ 1)* +a* (20’ + 3)) ¢t —a* @@ +1)* (@2 + 3!
8. Geg‘ehen: a, b, ¢, (d, d).
n=[(@+1)a+1+ad) + (@e+ator]
+ [ (a4 1) e 1) +-ad)(bed+ b+ d)+ (be+ 1) (abe+-a+t-o) | e TR e Ny
=2 [((mﬁ-{- 1) (ed 4 l}+ad}[bcd+b+d}-i—(bc+ 1) (abe 4+ ac) I {

+ [+ 1)° + (b+ e+ 1) |

Unstatthaft ‘sind die Verbindungen: a b € d
rerada | gerads [ ungerade gerade
gerade | ungerade | parade | gorade
ungerade | grorads gerade | gerade
ungerade ungerade gorade nngerade
ungerads | nngerade ungerades ungerade

L- ist fiir ¢ zu setzem, wenn: a ] [ [ | o

- gerade | gerade i gorade ungerade
gorade | ungerade ungerade, | gerade

Fiir ¢ =" — ¢ = d 1st:
i I_{la" + 24 ﬂ‘")e “+a® (ot +2|*J ttala® 4 2!{{:{"’ =+ 20 — :!J (u* 4 T-"'‘.’.‘.L.;":_'r_”_:..'.l_‘‘:1{"r I‘
’
m = Za(a*+42) (I.'u?—i—:"éj"‘ ‘2] {-1— {(rﬁ—,r— EJT-!—[;E {M-f-?}*j |
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Die Briiche —fT, % des §. 3. lassen sich auch bloss mit Benutzung der ersten Hilfte
der Periode finden. Heisst niimlich der echte Bruch 05 a, 8... 0, (x, #) und der letzte Nihe-
rungswerth der ersten Hilfte (bis zum: ersten % incl.) --;J—* der vorletzte —f::—, alsgo in der zwei-

- L %
sk - 1 . 1.5 ] 1 P 1 . N - s .
ten Hiilfte der Werth von — bis'— inel. —- und der von — bis — ingl, - 7 50 ist hier obiges
‘ ® g m H o v

oG

B m RN Tand ey

N f_ N4+N ~ Nt N?
; B L -_-:T’I_ e = 4

B o NN m' N'=-mN

Fiir n; o, 8...u4, (2% wird §. 11, den Niherungswerth bis zum zweiten 1 gefunden;
M (N+Q+1 it i S Gl Ot SN i
NN o) Yeun die drei letzten bis o BT T g heigsen. Unser echte Bruch wird
also erhalten, wenn man n abreiht und m' fir M' —alV' setzt, also:
£ mINE ]
N TR E Q)

{#+) je nachdem die Anzahl der Quotienten ohne die Ganzen, also wvon « bis 2x incl

§ ungerade | .
| gerade  § '

§ . 3 5 : e B g
* seinen Vorginger ——, 8o ist x bis = incl. = —» und

Setzt man 8, 4, ... x = 7

Il

:ﬁ.'“

e _ (o) mim  psisymgms
B s+ ) V4N  CSHSINFNS

womit in beiden Fillen B, €, ¥ bestimmt sind.

$. 6.

Hat ein Kettenbruch, der die Quadratwurzel einer ganzen Zahl .4 ausdriickt, in der
Mitte der Periode nur einen Theilnenner 2%, so kann man sich die ersten Quotienten bis zum
ersten x incl. nicht in der Periode enthalten vorstellen und diese mit dem zweiten x beginnen
lassen. = Offenbar ist von hier ab der Kettenbruch dann auch periodisch - symmetrisch, also
nach §. 1. einer Quadratwurzel gleich. Heisst diese /B, so muss 1) B> 1, allgemein aber
< A sein, da x, die grisste ganze Zahl in V'B, << n ist, und 2) B keine ganze Zahl, da das
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mittelste Glied der zugehirigen Periode 2n > 2x gleich ist, was fiir B gleich einer ganzen Zahl
nicht der Fall sein kinnte, Es ist also:

VAa=n+4+1_ ,
ST 7 1
RER e |
.u+.—
1 22+.,ur+.
—_"“+T+__1_ e ]_l_l
s S T EVT
PR TE LB
] .
== o SN Toa 1
b+ 20 W g
. 1 A 2 4 ete,
u+¥+]-’/ﬂ

Wir suchen wieder 4 durch die Theilnenner, ferner B, welches auf irgend eine Weise
von A abhiingig sein muss.
M N

Setzt man den Nﬁ]‘u}rungawm‘th bis. 2um ersten L1, inel, T den vnrhergehenden e den
ii fi I

bis -:— incl. --ﬂNt—, dann ist:
T M+ M+ VE
Vol = e e
«N' + N 4+ N VB

A
und wenn man B — —v setat:

e (M’ M) 2+ M| A
VA= vyt vV

Multiplicirt man mit dem Nenner und setzt die rationalen Theile und ebenso die irratio-
nalen einander gleich, so entstehen die beiden Gleichungen:

1) AN = (wM' M) =
D M=xN+Nr=x
. L M4+ M __ M M*
ﬁ)igllc-h A= W, . z.ﬁ_“ +— TR -;'\-:' - ?.":.-.' ™
Betrachtet man also .den halben mittelsten Theilnenner als letzten der ersten Hiilfte der
ersten Période, dann ist das Pradukt der beiden letzten Niherungswerthe dieser ersten Hilfte
cleich der Zahl .

Setzt man aber in die erste Glt-ieliiln;,-" :;I-fr}_}’_ fiir V-_,{i go erhilt man aunf dicselbe Weise:

Eﬂf- + M I_ f?_{]\" + ,N,l i MW iy

BFan vt o & o A AR

"h*-&-‘
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1 Eliminirt man # aus den Gleichungen 1) und 2), so ensteht:
,'1’1'2—.4“"” LI k3 niz
I ="NM-MN — + (M —AN")
also x eine ganze Zahl. Durch Substitution des obigen Werthes von 4 in diese Gleichung
erhiilt man mit Beriicksichtigung der Gleichung M'N“— N'M“ =1, was auch gleich x* = %
. M
L. gicbl‘: i it _ﬂ,'."'
M . \ M M S
Dass i eine ganze Zahl werden muss, folgt schon aus 4 — T Da niimlich
M' und X', und ebenso M und N relative Primzahlen sind, so miissen :fl und _....I. ganze
Zahlen werden.
- 5 s - 3 27 MY a7
Fiir 17180 = 13; 2, (2) sind die Niaberungawerthe: lf-, =L d_;" = —?—, also r — _'i{ =i
150 3. 40 )
, ungl &SR A
§. 7.
i ° > 1 i _1. i o -
Das Produkt ‘der beiden ganzen Zahlen —r-"-,!,, : ,: soll die ganze Zahl 4 geben; d. h, 4
et ist keine Primzahl, es sei denn, dase der kleinere dieser Faktoren — 1, und der grissere
f cine Primzahl ist, Nun ist aber: M > M
I e i)
HIEU _r:‘?.h_ e E
NI -P'} Nﬂf
folglich miisste RI‘ — 1, oder M' = N'" sein, wenn 4 eine Primzahl sein sollte. Da aber
_Ifl_fu
="+ —--+_ und desshalb —u—, ) -]- =h
8. i + . 3
262 {lidor
| so muss, wenn M'=— " sein eoll, x—==n eein, d, h, der mittelste Quotient gleich dem letzten,
aleo auch gleich dem ersten, oder die Periode beginnt fiir 4 gleich einer Primzahl, deren Qua-
dratwuorzel in der Mitte einen geraden Quotienten hat, mit dem Quotienten 2z. Dann ist
M M nt 1, M F e e m . o ;
| N T also = 1, -~ =" ~+ 1= 4. Inder Thatist } n* 41 =mn; (2n).
Wir haben also auf diesem Wege den bekannten Satz abgeleitet, dass die Quadratwurzel
aus einer Primzahl, mit Ausnahme deren von der Form n* 4 1, keinen Kettenbruch mit
i einem geraden Theilnenner in der Mitte geben kann.
Dags A keine Primzahl sein kann, folgt auch schon auns den Werthen fiir 4 und z (§. 6.)

auf folgende Weise:

A = M A4 M M
= SogENe W TNk e
= ‘:4- ML =M :“ M s 4
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Da nun [V, wenn es nicht = | ist, mit M keinen Faktor gemein haben, also auch in
M’z — AN'* nicht aufzehen kann, so muss es ganz in xM'+ M enthalten sein, folglich besteht
e : . LI e M
A aus zwei Faktoren, von denen keiner — 1 sein kann, Es ist pimlich = LM s 1 da
L bl

N = M's also um so mehr << xM' 4 M, und M'2— AN? d. i x> 1, weil B= -—;—':—und B = A.

§. 8.
[m&:aJuMzmrﬁ}@mdmmmMB::?\mpquhmmmqummt
— 1 sein kann, so erhilt man: x* — .; = = :-' #. Da x eine ganze Zahl, und B> | sein

muss (§. 6., g0 ist p—gq und g=0>0=r, also B — :-

Ist also YV A=Vab=n< ,_1¢+ , dann ist | ;_ =a4-
o 1

bl o, 1
+_u +i_ i '+r:++ 1
T+ - ek =
o i 3 +] +| —
T Ve g
z B. Vid=34 1 " ,also V' =I-|—+ 1
Yo e bEly +T+++'
Y U +y'F

V55 = 7: 2(2), also Vi1 = 1; 2, (14)
Aber fiir a, 6 =n* 41 wird Va_szIL‘ ==!n3 (In), also b =V z B, firi4 = 13.5 ist
B nicht = 22, sondern — 65. Immer ist B = 4, wenn .4 —n® 1, auch wenn n® 41 eine
Primzahl ist,

Besteht 4 aus mehr als zwei Faktoren, so erhiilt man & d. 1. = nach § 6. aus der
Gleichung b==M'* — AN, oder b = 4.
Vi80=13: 2, (2): 6=19, also a = : U e e T l/'.’f.,;ﬁ: 1; 2, (26),

Ueberhaupt losen M’ und N die Gleichung M'? — abN'* — + b in ganzen Zahlen, wenn
a und b so beschaffen sind, dass der zu }/ab gehirige Kettenbruch in der Mitte der Periode
einen geraden Theilnenner 2« hat, und dass /= zwischen # und x4 1 liegt. (+ b) je nach-

Ist 2. B. A = 180=4 .5 .9, éo folgt aue

| gerader |

1 ungerader | Stelle steht.

dem der mittelste Quotient (die Ganzen nicht miigel'enhnet} an
Mr—11. 5 =8 Vb = 1; 3,42).
Niherungawerthe: T, L5; ' =15, N'=2.
M —11.TN = —~7; VAT =18;:1, 3, (2)
Niaherungewerthe: 2, 2, 25 M'—235, V' =4.
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Die §. 6. gewonnenen Formeln fiir 4, z, B behalten auch ihre Giltigkeit, wenn die

Periode in der Mitte einen ungeraden Theilnenner » hat, nur ist dann = statt x zu setzen

r
also wird:

A M

® i
g M AL LR MY
N 2 N4N N N

In diesem Falle kann B auch eine ganze Zahl werden, aber das n fiir |/ B ist immer
ein Bruch, nimlich -=-,

2
P 25 i
V76 = 8; 1, (1); Niherungawerthe: %, !:, ‘_’: = %
RO g il e b R T T
2 —75.1 — 6, also B — :r“] = 19 oder B — 70 = 1o
ry e | 1
und POEE = ooy 5
0 1 L
1 T e Ao
P+ Vi
V96 = 9; 1, (3) giebt B = 6, also V6 — _; 4 : 1
+==, 1
18— 1
TFE4Y
V32 =5;1,1), B=2 V2 =4 1,(10).
Es ist zu beachten, dass, wenn man ’:,: = {:.::iggf getzt, das nach der Formel
B = -‘;?'INV"— erbaltene Resultat durch 4 zo dividiren ist,
Ist «¥' 42§ = M’ (was nothwendig der Fall sein muss, wenn 4 eine Primzahl), so ist:
__ xM'A2M — M —ON MO AMN'—NM) __ M2+
,{i e e 3 ]]l]d du o — -:W'_' e _N'.'-E o —_— _,\rr_!__

oder M — AN? — 2.

— Py : § gerader

(+ 2) wenn W ohne die Ganzen, an \ ingerader § Stelle ateht.
Fiir solche Zahlen 4 wird also die Gleichung durch M* und N in ganzen Zahlen gelist.
A, M’ und ' konnen nur ungerade sein. Flir 4 gerade miisste auch M gerade, also

- . M—-2N . =
' ungerade sein, was wegen x — = N.-l—' nicht angeht, da » gerade werden wiirde und doch
nach der Annahme ungerade ist
§. 10,
D we MY . . s e T
er Ausdruck 4 — N - o lisst sich auch ableiten ohne Einfiihrung der |/ B, Bei

derselben Bezeichnung ist niéimlich in der zweiten Hilfte der Periode der Bruch von



|i
|
I

T i o und der ihm vorangehende von - bis = s

12

1 o 1 M=nV"_"3"%, gleich dem

Ia >
: =i ¥ g . ; Bt it | )
Quotienten zwischen den Ziihlern der echten DBriiche in der ersten Hiilfte von = bis T und
: . r . 1
seinem Vorgiinger. Dann ist der Werth vom zweiten = also

. {"‘l‘l’r"‘!] N+ (M —nlN)
e T (a )/A) N —aN)

==l [:--I-L'I- U"—]—-M
also |/ 4 = Gt LD NFN

e

und wenn man fiir L den Werth substituirt:
VT (N + NM 4 2M'N) VA 4+ =M 4 2M'M
= C@AN + #N) VA + (M'N+ N'M+xMN
Multiplicirt man mit dem Nenner, so werden die irvationalen Theile identisch, die ratio-

nalen geben:

Hd
g ML AMIN M iR MM W M
G B DT T T = N+ N NN
r o = 4]
Heisst der Niherungswerth bis . incl, , dann ist x4+ M =P, 2¥'4+ N=Q, also:
ol i, _ M@P—aM)
— NN+ Q) — N (20-—2xN)

§. 11,

Die Gleichung z* — 4y* = 1 wird bekanntlich durch den Naherungswerth —:— bis zam
Zweiten 1 incl., also vor dem vollstindigen Quotienten n-- 1" 4, gelost. Es ist also durch die
(43

Theilnenner der ersten Hilfte der ersten Periode.

2 _ ) w+M vy My
vl (el R A (=N' 4 N) N'+ NN
H‘? e fﬁ‘l' , oder da M'N+ MN —2MN' + 1,
M+ M)N' 4 MN'+1 __ N (M4 Pi+1
GNFN N8N . . N (WFO)

Da NM= MNII1
NP = MQF1
go ist: NME‘EP+l =M NF+DF L
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Fiir obige Gleichung ist also, wenn sie eine Auflisung in ganzen Zahlen gestattet:
z=N (M+P)+1=M(N+Q + 1*.
y =N (N4+qQ)

das § Obere ! Zeichen, je nachdem die Anzahl der Quotienten ohne die Ganzen, also von «

1 untere fJ
§ gerade |

iat,
| ungerade |

biz « inel,

Da der mittelste Theilnenner eben so gut zu der einen, wie zu der andern Hilfte der
Periode genommen werden kann, so steht zu erwarten, dass die Formeln noch mehr an Symmetrie
gewinnen und einfacher gestaltet sein werden, wenn man ihn halbirt und die eine Hiilfte zu der

ersten, die andere zur zweiten Hiilfte der Periode nimmt, Dann wird das obige
x o xMN L M'N4 MN

y (NN N AN
HEMY M) V(5NN M

2[:’,' N W) N i

_ AWMU TN )
TN L AN

o 3 r = =M <= 2 M
Setzt man, um bequemer mit ganzen Zahlen rechnen zu kinnen, = + =

N 2N T N
wird, da M (f N4+ ﬂ") ===/ (—;- M+ MJ =1
offenbar M' (xV' 4 2¥) — N (xM' 4 2M) = +2,
d- baarne— NW' = +2
also M'N"4+N'M" — 2(N'W"' + 1)

80

1 i sk J_%V‘JPI” T I
. und - = e
Die Zeichen wie vorhin:
V28 = 5; 3, (2); Niherungswerthe: —;]i, —1:—', ‘i] = 3?,"
[ 4

[ o
|

o Dl e T L
R S T S S T
V21 = 4: 1, 1, (2); Niherungswerthe: 4, 5, g—, ltl = ’1,1
Cop sl b LV B
P T T Y T N e B 1

*) Diese Formel hat schon Tenner, doch ohne Ableitung gegeben, im Gymnasial-Programme, Merseburgy 1841,
Es mag hier zugleich ein Druckfehler erwilhnt werden, auf den ich in der dritten Ansgabe der Théorie des nombres
von Légendre, die mir allein zur Hand ist, gestossen bin. Dort steht Tome I Table X, bei N = 94, = — 2543205
statt El-l.'ﬂﬂ;'i-._ wie anch der Canon Pellianns ri.u]lﬁg hat.



V| = 11; 3, (5); Niherungswerthe: 11, %, 37:'5'_:1 = '}:I = -'193-
. BEIFIEL st L 3. 0¥l
Mg Uy i o e 2
8 13 49 M B
V19 = 4; 2, 1, (3); Niherungswerthe: 4, g & % = = _;:l_
£ o_ BCGRE0—1 _ 10 _ 3511
RN L o TR A Th i T o 3.18
$. 12,

Da der Bruch von » bis F_I* mit .,’g,., sein Vorgiinger mit —'.-::— bezeichnet ist, so ist der

‘,on_i_ B ::” und der Niherungswerth bis ans Ende der ersten Periode, d. h. bis +=
F n
M
5o s (-r+ W, m -l-_ﬂ Ao {20 4 2M) M
y' (-‘C'i' :;‘) A4 N ®kMN' = N 4= M'N
_ (M4Pa _ (MEPM (N4 QN A (8 10)
™ QM'4MN T PN'RNM' T PN'SH'N y z
Durch Gleichstellung der Nenner erhilt man (P— M) N' = (Q — N) M.
z __ PN'4+MN
Qben §. 11. war v = WroN’ daher
=5 i: = o ——
¥ ]

wie schon im §. 1. gefunden wurde. :

Den Werth -;,—N, von n bis ‘;—n erhiilt man, wenn man im § 10. 2a fiir den Faktor

n 4 VA setzt, also:

7 (PAnQ)M 4 (M 4aNYM  _ a(MQ4 M)+ (M4 P)ar

v T T (PFaQNF M FuNIN;, T N+ QN+ PN NI
MMPN+MN S MABOM | sxdz
n(N= QN4+ PN' 4 N — ny y’

wie sich von selbst versteht.

‘Wohl mit Unrecht findet man gewihnlich 2r ale den Schluss der Periode bezeichnet, da
doch passender die zweite wieder mit 1/ 4, also mit n beginnt, so dass die erste von n bis a,
die zweite wieder von n bis m geht u. s f. Die beiden letzten Ausdriicke geben, die erste

. . 1 . i . 5 ag
Periode bis — und bis _‘;n_ durch die drei letzten Niherungewerthe der ersten Hiilfte; der

erstere, als der weit einfachere, spricht auch fiir diese Ansicht. Der Unterschied in der Ein-

- L 2 L i . 5 2 = al
fachheit der Werthe fiir o und : tritt noch deutlicher hervor, wenn man die eine Hilfte
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des mittelsten Theilnenners 2x zur ersten, die zweite zur zweiten Hiilfte der Periode nimmt und

nun —: und —;j— durch die letzten Niherungswerthe der ersten Iilfte ausdriickt,

Da der Bruch von = bis % = _Tl!f"' (§. 7.), so ist;
M
A (7’+T) MM 2M' N
= W — RN MANT
y (Z“l'_MT NN MN" 4 M
= .211.!-;_”“ S "Eﬂf'ﬂ-f"
T anERnia TN £

Diesen Ausdruck, wie den fiir y_J‘J" erhilt man auch, wenn man P und @ §. 10. durch
M, M" und N', N" ausdriickt und in vorige Werthe §. 11. substituirt. Aus dem dortigen
-: M4+ M = M" und ._: N4 & = N folgt aber M’ = 2(M"“—M), xN' = 2(N"—N),
aleo P = 2M"—M, @ — 2N"—N, & e vorhin, und

i

i

. wmm4-aN"+n

v T INM AN E]
oder wenn M* und N*, fir » ungerade, in ganzen Zahlen ansgedriickt sind:
L ot e et
BT NMTE1T T M NI
ekt S i N E AT
¥ N(M N1
j obere I . " . gerader
Das \ untere § Zeichen, wenn # ohne die Ganzen an { D erader } Stelle steht.
§. 13.
: A . MM+P . MM i : \ - ;
Im §. 10. war 4 = NNE o = N Da 1’ und N* relative Primzéhlen sind,
ferner M 4= P = (N 4 Q) 4- 11 4 p ist, wenn man die Zihler der echten Briiche mit den ent-
Mg P ey
sprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet, folglich Nia =" + = = keine ganze Zahl

M-inP

sein kann, so muss ganz sein, N -+ @ aber in M'(M +- P) oder in M’ aufgehen.

Ist nun:
L M =N+0Q =20—xN = a¥V+m = xN+2N, z. B. V19=4; 2, 1, (3).
Naherungswerthe: 4, &, 12, +%; 13 = 24 11,
80 kann x nur = # oder = n— | sein. Wiire namlich x = n 4 z, so miisste nN* + m' =

aN' - zN' -4 2N sein, was nur fir x — 0 moglich ist, da schon N'>m'. Die Substitution
von n—z fiir » glebt aN'4m' = aN' — zN'+ 2N oder «N'+ m' =2N d. h. in diesem Falle



|
|
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ist das Maximum von z=1, da N’ N. Ist folglich 4 eine Primzahl, deren Quadratwurzel
in der Mitte der Periode nur einen Theilnenner hat, wo also 3’ — N4 @ sein muss, &0 1st
=" & shde f ungerade | .00 Rir o — 5 ist m' — 2N und fiir » = a—1
* =], _1fJ® nachdem = Y aotade L 1 ist, wi=— n 18t m 2N .
m' -} N = 2N.
Aus obigen Gleichungen folgt auch

— N 20— m' - ;
QN S ARem e (also N' nur ungerade)

T R
20— ' o EAg=w  Q=END G N—m
T R . s T N R N!
also

y Ry M4P - aNEOQFmitp AN Q—w) (N Q) (- p) N
T = N' SRR N

(N4 Q)42

= o

wie schon §. 9. gefunden wurde, da N4 Q = I’ isi,
AN = N*-'Q*~-2NQ + 2
wiINT — 2 _i___!r‘}': = | EIVQ

mithin 455 yi2 = N2} Q2+
und A=) N 4 ONQ +

Da N’ ungerade ist, so muss A4 -} »* gerade sein, d. h, fiir ein ungerades 4, alsoauch
fiir 4 gleich einer Primzahl, kann » nur ungerade sein. Ferner ist N* 4 Q* + 1 eine gerade
Zahl, da N4 Q wegen A — {‘T-+E,‘r £2 ungerade, also der eine der Nenner W und Q gerade,
der andere ungerade sein muss, folglich muss 4 -} #* ein Vierfaches sein, und da x* von der
Form 4t4-1, 80 ist 4 von der Form 4¢ -4 3.

Iiir. ein gerades .4 kinnen N und @ beide gerade, auch beide ungerade sein. Im
ersten Falle ist N* 4~ @Q? 4+ 1 von der Form 4¢ + {, also muss, da N'* dieselbe Form hat,
A4 x* von der Form 842 sein, d. h, 4 =28t+2 und » = 4s, oder = 4s4-2.

| II‘II zweiten Falle ist N* 4-Q* 4+ 1 von der Form { 1‘:1? }, daher A4 4 »* von der Form
{ ii I g $ d. i. wie vorhin o 4 »* =8¢+ 2.
Ist also bei geraden Zahlen der mittelste Theilnenner » —= n oder = 2 — 1, &0 kann

# nur gerade sein, und die Zahl .4 muss die Form 8; 42 oder 8 — 2 haben,
Die kleinste Differenz zweier Zahlen, bei denen # — n oder = n— 1 ist, muss dem-
nach 4 sein.

—_
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II. N4 @Q geht in M' (M4 P) auf, z. B,

e s T 20 47 P 20(7 4 47)
/45 =6; 1, 2, (2); Niherungswerthe: 6, ——, =— il = e ol
1 2 1, & (=) g 1 %30T r}’alBuA 347
'1-?'!".1’1 - P:] 20, H4 ..
und 22 )B5
NI G il 3 185.
Ist N4-Q = a.b und M' = aN4m = ali, wenn a den grossten’ gemeinschaftlichen
Faktor zwischen ¥ 4- @ und M' bedeuntet, so - entsteht, wenn man p = “L;'m- substituirt:
4 — el —m) (N @) + (m+p) N aL 1
== b
LN +O+2AL _ oriaL
bN? R— Y
Da b Faktor des ersten Summanden ist und in [, nicht enthalten sein soll, denn sonst
ginge N4 Q in M auf, so kann & nur = 2 sein und dann wird;
et BA R O MR
ST OIS o — T S

M*— AN* = I L.
dass I nicht = 1 sein kann, dass also M’ > N -4 Q sein muss,
denn liI]lllU"’]h h ]\Unnen die “ erthe T und N der (:]E]C]llln“' BN — e==r] Gr"TTLlU'E_. leisten,
Aus N4+ Q=2 und Q — ¥ — xN folgt
#N? = 4a* — ANQ und N'* (A4 — x2) — (M'? —da*) 4 4NQ + L
= dal4-1* +4NQ +2 + L,
wenn man M — g + Fand I — ':fl =i A -|— &L setazt.

1.  Geht .:\"+ Q ganz in ' auf, z. B.

V91 =93 1, 1, 5, (1); Niherungswerthe: 9, 10, 1,'_. l{?—, —1—]%:—1
105 ; i

also 15— 1, dann ist 5 = 1, N 4+Q = @, #*N'* = a* — 4NQ und
Ni(d —»2) = (M2 —a?)+4NQ + 2L = a* (L + 1) (L—1) 4-4NQ + 2.
In allen Fillen ist 4—x* positiv, also »? < A4, mithin x< V4, d. h. » < .

Diese Gleichung zeigt,

§. 14
Apgs M — J_"f'-'—@ (6. 13. L), d. i. alV' 4-m' = V' 2, folgt: (n—x) V' = 2N—m',

also fir =« = n: 2V = m'.

Sollte nun der dem » unmittelbar \'m'::lflgehcn{lc Theilnenner — 1 sein,  so miisste
N= N+ N° und da' N'= m', auch N4- N° > m‘, also um so mehr 2 = m' sein, was nicht
angeht. « Wiir & = n—1'folgt: N = 2N —m'  Wire pun der dem » vorangehende Theil-
nenner p, so miisste N' = oV -+ N° — 2N — m' sein; was nur fiir ' = 1 moglich ist;  Wir
haben also folgenden Satz gewonnen:

Der dem % vorangehende (also anch der unmittelbar folgende) Theilnenner kann
flir x = n nicht = 1 sein, fiir x =n—1 dagegen muss er = 1 sein.

a9
(1)



§. 15.

Bezeichnet man in dem Kettenbruche
VA =Ry o B Peaasity (%0%)
die 3 letzten auf einander folgenden Niherungswerthe der ersten Hilfte der ersten Periode mit
f 3 i
M MM ond behilt sonst die Bezeichnung des §. 5. bei, so ist nach dem dort Bemerkten

PR Al
DAL ol b D e B
sdm it — (VA N L,

N ANt Vatam s

folglich 0 e R T
7 — L'M+M |
und Vi = N T

Nun ist M® = M'—xM, N° = N'— zI¥, also, weon man fiir L', M°, N* die Werthe
substituirt:
VI MM MNEMN VA

(MN 4 BN - (V= - vy Vi

I‘.IuItiplicitt man mit dem Nenner, so sind die irrationalen Theile idéntisch, die rationalen
geben: 3 = e

Da weder die Zihler, noch die Nenner von zwei auf einander folgenden Niherungswerthen
einen gemeinacl‘lafﬂichen Faktor haben, so kionen weder M und M, noch N und N’ zugleich
gerade sein, auch kinnen, da 4 eine ganze Zahl ist, N und N’ nicht zugleich ungerade sein,
wenn das eine M gerade, das andere ungerade ist. Es entsteht also nur noch die Frage, ob
gugleich beide M und beide N ungerade sein kinnen. In diesem Falle kinnte x nur gerade
sein, denn ein ungerades miisste Zihler und Nenner des folgenden Niherungswerthes gerade
machen. Das gerade » aber giebt Zihler und Nenner des folgenden Bruches ungerade und
ebenso miisste, wenn M, M‘, N, N' ungerade werden sollten, der vorhergehende Theilnenner
gcmn]e, M® und ¥° aber ungerade u. s f. alle vurhcrgc]len(]en (Juotienten bis zum chtEIl.gEJ'llf]E,
Zihler und Nenner der Niherungswerthe ungerade sein, Der erste Quotient ¢ miisste also als
solcher gerade, als Nenner ¥’ ungerade sein. Auch sind die Zihler der beiden ersten Niihe-
rngovntbe 1, = 2L iy o unguade, ) B0, L g { i)
Die beiden M und die beiden ¥ konnen also auch nicht zugleich ungerade sein. Von den Nen-
nern N und N’ ist also stets der eine gerade, .der andere ungerade, folglich N? 4 N'* immer
ungerade und fiir ein gerades 4 M2* 4 M'* gerade, d. h, beide B ungerade, fiir ein un-
gerades 4 das eine M gerade, das andere ungerade.

Daraus, dass das eine N gerade, das andere ungerade sein muss, folgt auch, was schon
§. 4. 2) gefunden wurde, dass die beiden mittelsten Quotienten, wenn die Periode gleich mit
ihnen beginnt, nur gerade sein kinnen,
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§. 16.

Setzt man in 4 = —ﬂr;ri—:::—‘i':,: fir M und M' die Werthe nlV 4 m und n¥V' 4 m', so

erhilt man:

= ) (n? e m®
= ﬂ{m'i-?:;_]' L P n (mIV 4 m'N')

Ist I. 4—n® gerade, 8o muss m* 4+ m'* gerade sein, und da IV'* 4-.¥* ungerade (von
der Form 4m -} 1) ist, 0o miiseen m und m’' beide ungerade sein, oder m* 4 m'? von der Form
4t42. Sind nun

1) A und n gerade, so muss, damit auch links eine gerade Zahl heranskommt,
ungerade sein, oder 4—n* von der Form 4142, d h Ad=442, n=2L

-'ﬂz -
T gerade sein, also von der Form 47, d. h

A—n?
2

2).'Sind 4 und » ungerade, dann muss
A=4t+1,n=241

Ist 1I. 4—n* ungerade, daon muss m* -} m'? ‘ungerade sein, also das eine m gerade,
das andere ungerade, m?* 4 m'? von der Form 4¢ 41 und mi¥ 4 m'¥V' gerade, Ist nun:

1) .4 gerade, n ungerade, so muss der Zihler ein Vierfaches sein, mithin A—n* =4t -1
und o — 42, n = 24 1.

9) Wenn £ ungerade, n gerade ist, muss wieder .4—n* von der Form 47 4 1 sein,
also A4 = dt4-1, n = 2L

Die geraden .4 sind also von der Form 4¢+-2, die ungeraden von der 4¢4 1.

§. 17.

Heisst der vorletzte Niherungswerth der ersten Periode, also bis 24 inel,, ;—, dann sind
113

z und y die kleinsten Wurzeln der Gleichung »* — 4y* = —1 in ganzen Zahlen, wenn der
der V4 entsprechende Kettenbruch in der Mitte zwei gleiche Theilnenner hat. Es ist dann
nach voriger Bezeichnung: _
2 (rd5) MmO
T (o) N 10
und fiir M° und §¥° die Werthe BI'—xM und V' —xV pesetzt:
o MY MM,
9 T Ny )
aleo xr = MN4 M'N, y = N* -+ N'%

*) Auch diese Formel giebt Tenner a. a. 0. ohne Ableitung.
g



§. 18.
Da =n4— 1 = 1n; a,.:i...u:—‘n'i,r ound #: @, .6’,.,.:::111_-,,
i€ +__ y L N ¥ N
8 i - 1
=
so ist 0; x, p...n = —:;-, folglieh, wenn der Niherungswerth bis % d. i, bis ans Ende der
ersten Periode, mit —;T bezeichnet wird:
-'|i 1] l
g {x-l- 1[') M -_[- M e _I.Hi__‘_ ‘“J:_ e l\r‘.‘__.‘.__;\r-‘z
oo (x -I-_:’Ei—j N+n . MY+ WY = “MN + MmN °
M’
and -Z | 'r, == L® e s g
L Y L)

wie schon §. 1. allgemein und §. 12. auch fiir den Fall gefunden wurde, dass die Periode in
der Mitte nur einen Theilnenner hat.

Den Niherungswerth = bis —;;r; findet man auch hier wie § 12. offenbar sogleich aus
_w

den beiden —; und %, niimlich B Jr:rif'_ Ohne vorher diese Werthe berechnet zn haben,
verfihrt man auf dhnliche Weise wie vorhin, s
4 Bl [ B it Mg
05 o, ... 20 = N L, also
g b kL) MAME
T (2= L) N 4+ N°

Substituirt man fiir I, obigen Werth und setzt fir M°, N°, m, m' die resp. Werthe
M—xM, N'—zN, M—nN, M'—nlV', so erhiilt; man wie oben:
2 a(MN+MN) 4 M4 M?

¥ T n(Ni4 N%) 4 (MN -+MN)

Es mogen noch von zwei Sitzen Beweise folgen, die mir kiirzer und iibersichtlicher
scheinen, als die gewbhnlichen.

8. 19.
Die Differenz zwischen dem ganzen Werthe x eines Kettenbruches und einem seiner Niihe-
runga“-enhe.ﬁ‘_ ist, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen << -i!'-'_
Heisst der auf —i:fr— folgende Niiherungswerth —??g;—, dann ist:
—I;— = xhd
‘;.,' — L




M M 41

also R, i N — T@d+d)
folglich d, d. i. % —=x {T‘L— und, da N << N', um so mehr:
§. 20.

e M « o
Der Niherungswerth N kommt dem ganzen Werthe x eines Kettenbruches niher als
irgend ein anderer Bruch %, wenn n < V.

" i M 1
Nach §. 19, ist —‘-T,; — =t i = + (d-d)

o s i M mN' — nM!
und wenn — = z+d, oder = x5 d: e et + (¢4 d)
oder = F (d —d)
Offenbar ist aber mN'—nM' > 1 und, wegen n << N, nN' << NN', also ENH;LHF -~ _w.l?
¥ Avd

folglich, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen, d -4 d', so wie 8'—d' >d+4d', d. h. >d.

J. F. Koenig.

Drunekflfehlenr

Es mus heissen:

Seite 1 Zeile 10,  mittalsten oder die beiden mittelsten.
C Y 3 v n [.ln-!:--[-‘,é!:.l,
Dy,

T #

+ 7).
2M'N“Z 1; Z. 8: folgt; & 10: Jra; 2. 11:sind fir wird.

3 L o h e
w 4 4 Bou=; % 1l: n = aep+q; T 13: ganze Fahl.
ar B 1. & 3; Z. 7 v w: (elab 4 1) 4 a)* fir (gbcF+adc+a’
w o= o BUwiwe (6% (be - 1P
s B 8 (a*+(eF1E)E
L 8 oder; B Md: 0z e, foound —:—-
i B Bl wiidioe
» 5 0 3,25
1. 3
B
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