Zerlegung der Gleichung x* —fgy*=+1 in Faktoren.

§. L

llﬂ]'r Prof. Jacobi theilte mir einmal gelegentlich mit, dass, wenn a, b, ¢, d noch zu bestimmende Zahlen
bedeuten, die Gleichung x* — fZ¥* — 4 sich in die Fakloren:

abV iV g+ dVfg = A

a—bVi—cVg+dlfg =B
adbvVt—cVeg—d¥ig = C
a—b)T+cVeg—dVfg =D

zerlegen lasse. Es ist alsdann: .
A.B = (a* — fb? — ge? - fzd?) + 2(ad — bV Tz
L YC.D = (@ — b+ — god 4 fxd?) — 2(ad — be)V/ T
I A.C = (a* 4 1h? — ge? — fzd?) 4= 2(ab — ged))/f
“1B.D = (a* 4 b2 — ge* — fzd?) — 2(ab — ged)}/f
- {A D = (a* — fh? 4 ge* — fzd?) 4 2(ac—bd)l/ g

B.C = (a% — fb? 4= go* — fizd?) — 2fac — )}/ g

und wenn man
1) a?—fb? —ge? 4-fgd® =+m, 2ad—be) = +n
2) at<-fb?—ger —fgd? = +m’, 2ab—gu) = +n

3) a* —fh2dger —fgd* = +mw”, 2ac—fbd) = +n*
-sefal:
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ass 1. A.B.C.D=m* —fgn* =1
o @A CaBill =0 —Mi* = 1 (A)
; M. A.D.B.C=m"—g" =1

n

Sucht man hieraus m, m‘, m?, so hat man zur Bestimmung der Unbekannten a, b, ¢, d

ais D4+2) a? —ge® = + i—“z_“L

m

» D43 ar—M =+ 21-

m’ - m”
9

w 2)43) a*—fel*= +

Aus diesen Gleichungen wiinschte Herr Prof. Jacobi fiir a, b, ¢, d, wofiir er damals allgemeine

Formeln nicht kannte #), einige Werthe durch Versuchen berechnet zu erhalten. Wenn man auch sieht,

dass die n nur gerade, die m also nur ungerade Zahlen sein konnen, so ist doch dem Rathen, besonders

wegen der verschiedenen Zeichen, welche die m annehmen kinnen, zu grosser Spielraum gelassen, und da

die Aufgabe auch an sich nicht ohne Interesse schien, so versuchte ich fir die unbekannten Grissen allge-
meine Ausdriicke aufzuslellen und fand folgende Lisungen.

§ 2,
Erste Auflisung

Setzt man
) a2l go? gl = 2
und nimmt die m der Einfachheit wegen vorliufig positiv an, so erhilt man durch Vevbindung der Glei-

chungen 1) bis 4)

40t = m4md+m'4z

ih?* = —m4-m'—m"Fz = 4a®* —2(m-4-m") _
fgir = —m—mw'+m"'4z = 4a* — 2(m+4-m?) ®)
gl = m—m'—m"+z = 4a* — 2(m4-m"),

hat also nur z zu suchen, da die m aus den obigen drei Pellschen Gleichungen (A) gefunden werden

kinnen. Nun ist:

*) Spiiter, nachdem ich Herrn Jacobi meine Formeln mitgetheilt hatte, muss er sich eigene entwickelt haben, denn
er schrieh mirs ,,Meine Forméln unterscheiden sich von den Ihrigen dadarch, dass a, b, ¢, d auch Halbe und bisweilen

Viertel werden.*® Nach den meinigen findet man Nir a, b, ¢, 4 immer ganze Zahlen.
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AB.C.D=1=a'+4 [t 4 glet 4 f1gM* — 2Aa?h® — Iga=c® — AgAd® — Agh®e? —2*gh*d¥— 2p%fc*1* - Bigabed
l=at . AR IR LS ST . == 2p=fped=
m*=a'4 . i - R - ! — Ypafpr e

+++ +
++ 4+
L+ | +

mi=at4 . G e R TR o
mee =gt + .- . = . 4 . — 2pfer®

oder wenn man
at bt fgret 2% = «
gnic? 4 gf*bd® = @8
fatb2 4= fgc?d® = y
fzard?}- fab2e®* = 4

sefzt :
A.B.C.D =1 = a«a—2(8+ v+ d) -+ 8lzabed

2 = a2+ + D

m: = a-+2(—g—y+4d

m? = ae+2(—g-+y—4d)

m2 = a2 —y—4d)
also 2.A.B.0.D42* — (>4 m 4 m”?) = 1bfgabed
d h 22— (m*4m? 4+ m") 42 = 16fg . ahed

Es ist aber auch:
mz = a* — {2h* — g2e* 4~ f2g2d* 4 2fp(ad? — h2c?)
= e — 2(*b* 4 gc*) - 2a(a?d® — bie?)
mm” = a — 2(f?b4 —i— giet) — 2fga*d? —bc?)
also  mm'm“z = {u— 2([*bh* +g“-c‘:l}: — 4f*g(a%d®* — bic?)?
und 2mm'm”z = 2e* —8(*b* 4 g*cYa -+ 8(f*b* 4-g*c*)? —8fg?(@*d® — b?e?)?

ferer (A.B.C.D)* = 1 = fu— 2(8 4 7+ &) Sfizabed |’

= a*—4(4y4-dat+-4(32 2 402) - 8(3y+gd4y0) 4641 g2az et == Iﬁf"abuila—-ﬁ(r‘?'l'y'-l-d]l
mim'? = («—28)* — 4(y — d)*
mm“? = (a— 2y)* — 4(g — d)*

mem”? = (a—20)% — 4 —y)*
do b mPm’? e m2m?? e m2m?? = 3 — 4B Sy4-0) o — 4@ y2+0°) + 8(Sy+B8d+ yd)
folglich :
2mm‘m“z 41 — (m2n’2 4 m*m”? 4 m2m”?) = 8(82y*+d*) —8(Fb*+-g2c*)e4-8(*h*g*et)*
— 8fig*(a*d? — b2e2)? 4= 641g % e’d*
-+ I(il',-;ﬂiu'cl{(.r. —2(g 4y JJ}
] #*
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Liisst man { u—?{ff—}—;}-l—d)} ungeiindert, list die andern Parenthesen auf und setzt fir
B =y <= 0% und fiir « die Wertlie, so erhiilt man :

2mm'm"’z 4 1 — (m?m™ 4 m*m*? 4~ m2m*?) = 16fz . abed {u =284+ D +8fgah¢d}
= 16fg . ahed

Die beiden gefundenen Ausdriicke fiir 16fzabed gleich gesetzt geben:
2 —(m? 4= m’ = m"?) 4= 2 = 2mm'm“z — (n*m ‘4~ m*m*? 4 m2m*?) 4 1
woraus 7z = mm‘m” 4}/ (m* — 1) (m'* — 1) (m*2 — 1)
= mm‘m* + fgnn'n*

also 4a® = m4-w' 4 m” 4 mmm? + V(m? — 1) (n’2 — 1) (m*2 — 1),

§. 3.
Zweite Auflisung,

Dasselbe Resultat erhiilt man weit einfacher auf folgende Weise. Es ist:
da = A4B4+C4D
also 16a* = A*+B*-(*4-D*42(A.B+A.C4+A.D4+B.C4+B,D4C.D),
oder da A? = A.C><A:D><A.B, B* =B.D>xB.CxA.B, 0> = A.CxB.C>C.D
D* = A.D>xB.D>C.D:
16a* = A.C(A.B><A.D4C.D><B.C)4B.D(A.B<B.C4A.D3<C.D)
+2A.B4A.C4+A.D4B.C4B.D4CeD).
Nun ist aber A.B=-C.D = 2m
A.B—C.D = + 20/ fg = + 2V m*—1
also ABi=m £ Vn*—T, 'C.D = m F}m* —1 N
eben;so A.C=m'+¥Vm™*—1, B.D = m EFVm*—1
AD=m"+Vm*—1, B.C = m"FVm=?—1
welche Werthe in 16a* substifuirt obigen Ausdruck fir 4a® geben. Durch dieselbe Rechnung kann man
b, o, d finden, da 40Vf = A+4+C—B—D, 4)/g=A+4+D—B—C, 4d)/ fg=A4B—C—D,
aber, nachdem man a gefunden, bequemer aus den Gleichungen (B) des §. 2.

§. 4.

Die gefundenen Ausdriicke filr 4a® u, s, w. lassen sich unter eine bequemere Form bringen. Da
nitmlich :
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m—1l.m—1.m*—1

4+ m' 4 m" 4 mm'm” = (m 4 (o’ '|2' D(m” 1) 4+ — i

m

m41.m'=1 m"41 e m—1.m'41,m"—1

'l i gl — E
—m = m'— m" = mmm” = 3 9
g o5 ,__m4l.m41.m"—1 m—1.m'—1.m“41
m — m'~4~m’’ 4 mm‘m* = 5 - =+ BRSO R T

ey i i 5 | S o — l
m*= mm‘'m” = 1 oL 4;1"" +1 4= ."_l:l_.l'."__zlL

m—m'—

so erhiilt man :

n+41 m'~4-1 m*“4-1 — o AR 1 m—1 m1 m'—1 m%1 m“— 1
“'2,:'1_ . —;— m ;I—___+m 1 m—1m 1+‘,'/an—|— 1 Jﬂ:!"_ m rn-]- m

T e D B S el A

s m+l' m';|-l.m;.2_1 +m2—1 o ,‘_; L m”-}-l t‘ll/l-"j_—] ; 111;1‘ m‘;d. m_;__}_ ,nu_zi_] -L]u;;—;
f‘g{l“—-mzl_mg’! 'ﬂi’i'_! +'”‘i|!"_“‘ ;1 m’ ;‘ V"I"]".’?.Fi:_*_l_ L;E'W;:!'W;l
also

b 'il/m_;:l_m;;;_i,@ g Yu=t w=l wied

/ . Z i e

b=+ %_m-}-l.mﬂl.m;—l + _lﬂ_ﬂ_ré_l'ﬂ-_%—_;l|1121

Pty i'/i- i -L- 1 _m‘;i—-l : m”;—l 15 '/ 1 t!_ll_—.—_l_ 91_—2—__1 m"j—l

a—pyp L 3 '“‘2‘1 3 ““j’l : "'":j”' 4 rt m-|-1 ”']"E_"l '““2—1

Jeder Werth von'm, m‘ m* gibt also fiir jede der Grissen a, b, ¢, d 4 Werlhe und zwar zwei
positive und zwei negative, welche letziere, da sie nur die Zeichen von séimmtlichen 4 Faktoren A, B,
D indern, fortbleiben kdnnen; d. h. man kann die negativen Zeichen vor den erstern oder zweiten Glie-
dern weglassen. Zwei positive und zwei negative wiirden die Fakloren nicht #dndern, sondern entweder
nur vertauschen, oder, wenn a unter den negativen, verfauschen und zugleich die Zeichen dndern. Drei
positive Grissen und eine negative, oder drei negafive und eine positive kdnnen nicht zusammengehiren,
indem dadurch die absoluten Werthe der n, also auch der n®, gelindert werden, withrend die der m* fiir
Jede willkiirliche Verbindung der Zeichen von a, b, ¢, d sich gleich bleiben, was gegen die drei Pellschen
Gleichungen (A) streitet. Will man also bloss die kleinern Werthe von a, b, ¢, d haben (wahrscheinlich
auch die kleinsten vergl. §. 5.), so kann man auch vor einem der Glieder das positive Zeichen fortlassen,
wo dann die sich etwa mf.,t,bz,nrleu negativen Zahlen positiv zu nehmen sind.  Setzt man noch der Kiirze
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wegen m=4=1 = 2y, W41 = 2v, m"4-1 = 2%, also m— 1 = 2(v—1), m'— 1 =2(v—1),
m*—1 = 2(v"-—1), so erhalten die letzten Ausdriicke folgende Gestalt: ' s
e V',‘I VL FERE V':“ —1) (\:r —i13 (‘-u 28] I)
S l/ (v —I_n.” I/{\—l f(wf—lj
v, [
sl V‘ i /(v—1) (©)
i=V f_i LA :.Q:U (“=1)
iy fig fa
Daf = mr—1 _ d'(v'—1) - . m el dvi(yi—1) e m*—1 _ dv.(v—1)
e 11"‘ T ERE R S e TR N ST Com s AT DI S n: .

s0 ist anch:

o= Py — VE—1)(v'—1) (v“—1)
S iinlifie / Nie il (\—1 ) [\"‘—1){

i Jl/'.." '/f‘.--ljf-.—l)}
a t{]/_,_ e MO

Anm. 1. Der Ausdruck fiir a gibt auch die Lisung folgender Aufzabe:
Drei Zahlen zu suchen, so dass sowohl ibe Produkt, wie auch das der um 1 kleinern
(oder griissern) Zahlen vollstindige Quadrate werden, z. B.
2 10 = 10, ¥R %hd — gz 4, —11.— 99 =662
i G T B3 = 2k 3.—12.— 100 = 602

I

Bia
1.,
Diese drei Zahlen und die um 1 Kleinern (oder griissern) haben auch, wie die letzten Aus-
driicke fir b, ¢, d zeigen, die Eigenschaft, dass das Produki je zweier durch die dritte ein
vollstindiges Quadrat ist.
2. Die Ausdriicke fiir b, ¢, d der Gleichungen (C) losen die Aufgabe:

Drei Zahlen zu suchen, die so beschaffen sind, dass ihr Produkt und auch das der
Zahlen, die man erhiilf, wenn man die eine derselben um 1 verkleinert (oder vergrissert),
die beiden andern um 1 vergriisserf (oder verkleinert) gleich (und zwar gegebene) Vielfache
von Quadraten werden, z. B,

St 9 262,

2

i Bt =8

5.3, 4.—12.— 99 = 33.12°
2.4° 3.—11.—100 = 33.102

Il

B -
B e
=

e
p—
=

L0t




Dass fiir einen rationalen oder irrationalen Werth einer der Grissen a, b, ¢, d auch die tibrigen
resp. rational oder irrational sein milssen, ergibt sich aus den Ausdriicken fiir die n (8. 1.); welche aber
von den acht miglichen Zeichenverbindungen der m ralionale Werthe gibt, ja ob iiberhaupt immer rationale
miglich sein werden, ist noch unentschieden. Die Zeichen der m anlangend sieht man, dass, da
Zz = a® 4 b2 4 ge® 4 fgd? positiv sein muss und i z = wm‘'m’ 4+ V¥ (m2—1) (m'*—1) (m"”*—1)
die Wurzelgriisse kleiner als mm‘m” ist, mm‘m” nur positiv sein kann, & L. die m miissen alle

positiv sein, oder das eine positiv die beiden andern negativ.

Da es allgemein schwer zu entscheiden sein diirfle, welche der vier allein staithafien Zeichenver-
bindungen der m die rationalen a, b, ¢, d-geben werde, so beginne man, wmn die kleinsten Werthe zu
erhalten, die Rechnung nach den Formeln (C) am bequemsten mit den positiven m und sehe zu, falls a

IRl L AL vy i ; .
irrational wird, ob Sy oder —, oder E—g ein vollstiindiges Quadrat ist, wo dann im ersten
[ =]

Falle' b, im zweiten ¢, im dritten d rational gefunden wird, und im ersten Falle m und m", im zweiten m
und m’, im dritten m* und m* negativ zu nehmen sind. Der blosse Anblick der Ausdriicke (B) iiberzeugt
von der Richtigkeit dieses Verfahrens. So geben z. B. fiir f = 3, g = 5 die positiven m, nimlich
¢ e d ' r 4 gyl ‘ m Vv g 3
m=3,n=79n,rm=09 v.v.vw=16.4. 5, also e = 16.4 und
Ve 15.3.4 : : ; _
c = }16.4 — — = 2, folglich geben m = — 31, m' = — 7, m" = 9 die rationalen

Werlhe, Dass aber solche immer vorhanden sind zeigt entschieden die rationale Form, welche die allge-
meinen Ausdriicke annelmen, wenn man im Kettenbruche bis ans Ende der zweiten Periode geht, d. I
wenn man 2m* —1, 2m’* — 1, 2m"* — 1 sfalt m, m’, m*, also m?, m2, m"? stalt v, ¥, v selzi
und noch fgn?, f’2, gn"® fir m* — 1, m2 — 1, w2 — 1 schreibl. Dadurch wird, wenn man die ent-
sprechenden Buchstaben mit Accenten versieht :

4 = mm'm” — fgnnn”

¥ = mm“n’ —gmnn” D)
¢ = mmn” — fm’nn’

d* = m‘mn — mn‘n*

Da hier alle nur statthafien Zeichenverbindungen dasselbe Produkt mm‘m*, also auch dasselbe a’,
und eben so dieselben absoluten Werthe (und auf die kommt es, wie schon erwiihnt, allein an) von b,

, ¢4 @’ geben, so hirt alles Probiren auf; die positiven Werthe der m und n aus den drei Pellschen Glei-

chungen (A) geben also, ohne dass die n gerade, folglich die m ungerade zu sein brauchen, filr unsere
Aufgabe nach diesen Formeln immer eine Auflisung in rationalen Zahlen und, da die m und n ganz
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sind, auch in ganzen Zuhlen, So ist fir f = 2, g = 3, wenn m = 5, m' = 3,

m' =32 n=2,
e G s
[l R 1 e o [
md wenn m = 6, m' =3, m =17 n=2, n' =2, n* = 4,

A= =0 e e gt

fiic jede der vier zuldssigen Zeichenverbindungen der m, wiihrend die ersten Formeln nur fir m = 5,

m = —3, m"” = — 7 rationale Werthe geben, nimlich:
A =1 b == T e M ==
oder, = liub =il o= 4 idiz=i3,

wenn man beide Wurzeln positiv nimmt.

§. 6.

Nach den Formeln (C) und (D) ist Tafel I berechnef. Bei zusammengesefzten { und g ergeben
sich die a, b, ¢, d ofters selr einfach aus denen fir die einfachen. Ist z. B. g = f.g’ und man setzt

A = eV iV 15 + oV g
= a+pV i+ oV + Vi

50 wird man, da fir f und g’

A = a4-bVi4 Ve 4+ dV iy

: : 1 £

ist, geniigende Werthe fir «, 8,  d erhalten, wenn « = a8, 8 = b, y = d, d = T und wenn
b

fosplal g &=ia) f=Tc; p=dd =

i
Wenn ¢ — q*g’ ist, so wird
A = a8V i+l g + sl 1
algs ¢ = 0, = b,y = -;—, == —::— , und wenn f>g’, auch b und ¢ vertauscht.
Fir f=-p¥ g-— q*g’ wird: "ali==tay 8= ll—]._ P -::T, e 5 wo wieder b und
¢ zu vertauschen sind, wenn > g,

In diesen Fillen enthillt die Tafel nur dann die Zahlen, wenn die Division Briiche geben wiirde.

Dass iibrigens fir dieselben m immer a'>a, b’ >b, ¢/>¢, d’>d sein muss, wenn man a, b,
¢, d nach den Formeln (C) berechnet, in denen nur eine Wurzel positiv, die andere negativ ist, ergibt sich
leicht anf folgende Weise. Es ist nimlich:

a4 = mmm” — fznnn”

=z=a*f g fgd> =>a (§ 2).

!

—

e i ™

e




Quadrirt man den Ausdruck filr b/ und setzt fiir die n® die Werthe durch die m aus den drei
Pellschen Gleichungen, so erhiilt man:
fh'* = 2mm’'m”{mm'm” — fgnnn’) +m'*(m?*—1) (m**—1) — m?m*m”* — m’m’?
2mm'm* . z — (mm’? 4 m*m“2 4 m2m?) 4 m’2
16fzabed — 1 4=m® (§ 2.)
= I6fgabed 4 f'?
also b'* = 106gabed 4 n*2

111

und danach §. 1. n* = 2(ab — ged), so ist:
b*? — Bgabed -} da?h* 4 dg2c2d?
‘ = 4{ab -} ged)?

endlich b = 2(ab 4 ged) = b.
Duorch dieselbe Rechnung findet man aus den beiden letzten Ausdrilcken fir ¢ und d‘;
¢! = 2 (acfbd) >¢
d' = 2 (ad 4 be) =d
Aus dieser Relation zwischen den aus denselben m erhaltenen gestrichenen und ungestrichenen
Buchstaben: folgt auch selic etnfach, dass, wenn man die sich aus a‘, bY ¢, d° ergebenden, den Fakioren
A, B, G, D entsprechenden Faktoren mit A’, B, C/, D¢ bezeichnet, A' — A%, B’ = B2, (' = C?%;
DY = D=® ist: nimlich:
(@bl it4cV g4 dViz)? = (a2 4 b2 4 ge? - fzd?) 4 2(ab 4= cdg) V't
-+ 2(ac + bd)l g + 2iad 4 be)V i
= a+bVi+cVeg+ dVis
lh AR — A
Fir f = 2,.g = 3 hatlen wir eben, wenn m = 5, m* = — 3, m*¥ —= —7:

a=1l,b=Loe=0d=1; a =9, b =2, ¢/ = 4, ¢ = 2

| und in der That ist:

9+ 2 244V342V6 = A4 V24 16).

§. T.
Die letzten Formeln sind besonders dann bequem, wenn die kleinsten Werthe der m die drei Glei-
i chungen m®* —fgn* = —1 y, s. w. lisen. In diesem Falle néimlich muss man bekanntlich 2m* 4 1

fir m und 2inn fir n setzen, um die Gleichung m?* — fgn? = 4+ 1 zu lisen und dann noch untersu-

A

ll chen, welche Zeichen den m zu geben sind, um nach den Formeln (C) rationale a, b, ¢4 d zn erhalten,
f wiihrend die den Gleichungen m® — fgn® = —-1 u. 5. w. genligenden Werthe geradezu in die letzten
Formeln gesetzt a’ — a, b* = b, ¢/ = ¢, d' = d rational geben. Denn hat man
M? — faN? = — 1
80 ist (2M2 1) — fz(2MN)? = + 1
2
{ J«
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d. h m* —fgn? =1
; — m— 1 e LR m--1
folglich M= V 5 1 Nie= N = I/W

| I i
eben so M = Vm 9 M= '/”' ;l;l

MY — l/m' —1 = +1

2 2
endlich a =M. M MY—fzN.N, N/
e /:n —1 m=1 ' m"—l m4+1 m'41 m"4-1
=1 SRR T R R V_z“' S e

=
Ist zz B. ) f=u*41,g = (u4x*41, s0 wird
fg = (ut 4-ux41)2 4-x?,
= wudx)*F+2uudx)4x* 41
und aus jedem dieser Ausdriicke fiir fg folgt, dass, wenn fg von derselben Form u? 4-1 werden soll,
x =1 sein muss. Nun hat man fir f = w*+4-1, g = (u4-1)* +1,f.g = {u (1) 4 I}z -]—11:
m=uu4+1)41, ¥ =u, m*=u-41, n =1 =’ =1, mithin, diese Werthe in (D)
=+ ) F2=n41=14Vig—1
it e el bt B =1
Fir f = 2, g =— 5 ist hier u = 1, oder m =3 zu setzen; oder in die Formeln (D) m=3, m*=1,
n' =2, n=w'=n"=1; inde () m=2.8341=19, w=2.1241=3,
m*=2.2*341=29; alle geben:
al =4 b=l dpii=—=1l Sl =211,
st 2) f=u?+1, g = (xu)?41, so hat man fg = v*(x*u?4-x?4-1)41, folglich
muss, damit (x*u?4x24-1) = (xu4-1)* werde, x =2u sein, also ist fiir f=u* 41, g={(2u*)* 41
f.g = {LI{21|2+I}}!—|—1.' m=uu*41), " =u,m =20, n=n =n“=1, und
wenn man diese Werthe in (D) sefzt und gleich wie vorhin die positiven Grdssen nimmdt:

substituirt: o

a =mud1 =mw41 =14mVig—1
bP=m —2u =m—2m' = —2m'+Vig—1
R e [ T

===

u = 1 gibt das vorige Zahlenbeispiel und dieselben Resultate.
—2¢gbt f =05, g= 65, iz = 325 = 182-1, also m = 18 md
IRl i 1 P e Bl (i
§. 8.
Wenn im §. 5. gezeigt ist, dass nach den letzten Formeln (D) jede der vier hier allein miglichen
Zeichenverbindungen der m dieselben a‘, b, ¢/, d' und zwar rational gibt, so entsteht die Frage, ob das-
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selbe auch nach den Ausdriicken der §. 4. der Fall sein werde. Ist etwa
4o = m=—m'—m“p4+Ww

ein vollstindiges Quadrat, und man dndert die Zeichen von zwei m, (von einem m darl man das Zeichen
nicht Bndern, da ein m nicht negaliv sein kann) etwa von m und m‘ so ist, wenn man die zugehirigen
Werthe mit den entsprechenden griechischen Buchstaben bezeichnet :

dg* = —m—4-m'—m"”4p-4w,

dgy? = 4de* — 2(—m-4m’) (8. 2.)

= m—=m—m“4p4w = 4a*

folglich — T’L{;

d. h.  nur rational fir g gleich einem vollstindigen Quadrate = k2.
Fiir diesen Fall also, von dem hier eigentlich nicht die Rede sein kann, geben unsere Ausdriicke

zwei rationale Lisungen; z B.

firf=2, g=9 ghtm=17, m' = =3, m* = —1: a=4 b=2,¢c= LG N |
o 4 a 2

n=—17, =3, m"=—1: a =3 =3, y= s = Ve d=-5
Eben so zeigt man, was sich schon von selbst versteht, dass, wenn man die Zeichen von m und m"
findert, f = 1%, und wenn man die von m’ und m" #ndert, fg = h* sein muss; z. B.
fir =9 g=2¢gbtm=17,m = —1,m" =—3ta=4b=1c¢c=2d= 1

£ f i j = i [Rm— . 2

m=—1,mn=—1n"==8 =3 8= 3 = Vi y=3, J_H?’_

fir f=2, g=8gbtm=—1, m =3, m"=—17: a=3, b = Sy ei="10 ==
1] ‘ " = 3 3 H ]
m=—1mn==—3mn"=17: a=4, ;‘3:2,;@_?, d='},i_ =V?i.;

Die Formeln (C) des §. 4. geben also allgemein nur fir eine der vier statthaften Zeichenverbin-
dungen der m rationale Werthe fir a, b, ¢, d.

§. 9.

Die Zahlenfaktoren A, B, C, D lassen sich noch in Faktoren zerlegen, welche Rechnung aber nur
mit A zu machen ist, indem sich die andern durch gehorige Aenderung der Zeichen von Ve, Vg und
V'ig ergeben. Es sei

Lfi=2 g=23dainist: 1) a=b=d=1,c=0, also

A=14V24V6
c=14+V2—V5
TA.C= — 352 = — (—14V2
Sefzt man nun 1 +V24V6 = (—1416)P und multiplicirt auf beiden Seiten mit 14 V6, so

erhiilt man:
21’!



e e e

L. 12
\
= R+ V32424 1V3))3
=@e+V3d2+13)
folglich:
s 14+1V24V6 =@+ V) (—14V2)(V24+1V3)
= a(!_‘l‘.!’i})z =14V (V2+V3)
= (e vye4ve
D wi=T 0 shi=i =y =5
(T45V244V34316)
> (1452 —4)3 — 3V{i}} i g )
also 74512 4 4V34316 = — 4+ V2P gesetzt und mit — 1412 aul beiden Seiten

multiplicirt, gitt —P = (2 + V' 3) (V24 V'3), folglich:
T45V244V34-3V6 = 2+ V)24 V3)(1412)

= () erve ety

Der Quotient heider Resultate ist:

745124434316 _ V241 .
ST T 7 et A S e
und V? ok ilfiﬁji}ﬂ; 316 =14 V.

Doa=9. b =2 e—d d=2
94212 + 4134 216) o ,
< (cg-}-i_-ﬂ/u _4].f3_|_—2:;ﬁ)} 7 Y R =l o 2/ 9)
942V 244V 34216 = (3 — 21/ 2)P mit 342172 auf beiden Seiten multiplicirt gibt:
P = (42V6)(74413), also
9421244V 34216 — 3—2V3)(a+JVﬁ] (744V'3)
(2 +VBJ

VIF 22 F4V3F2V6

—14}2)—

(—14V72) V2+lf.'3) 24V3)

14VatVe

Vo2 H4y34ave _ V2 -1

@+Va

(vergl. §.6.)

T syI4aVstaye — yigl — V2-D°

) a=86, b=2, c=1,d=2
(64212413 421 6)

= (64212 — Va_gym} = 1741212 = 342V 2)*




Ean T =~
bt e iy, e
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Aus 642124+ V34216 = B42V6P flgt P = (2 — ¥ 42V 6), also
64212+ V342le = 342122 — V(5 +2V06)

it — /32 : )2
Zg4vy . SLEVY edVer
Vot2avz2+ V34216 = AtV (- 11;1/3_1 24V6)
=24 Ve+V2

5) a= 51, b = 38, = Bk d =t
Durch dieselbe Rechnung erhiilt man:

V54 382 431y 3 + 22)/6

_ a4V a+Vne+Ve
PR 2

Al 4+91f3+5V-3 -tf;}fn

sd4-38y24-nV3422¥6 _ Vi—1 __ .
also auch '/"ﬁ+ Vot Vit Ve VL 013

I .= 2, g=:=. Daon &t 1)a = 4, b=1c=4d = 1und, wenn man aul dieselbe

Weise verfiilrt,

4+V2+V'5+Vlﬂ 2 {—1+V2)(2+V5J (3_!_1/10,}‘
oder da (24 V'5) = (i‘dl‘/_’)* A (l +2]f:|)Q(_1+L,;5+2V2)2
| Va4V

VIFVEIFVE+VI0 = 14+ —71
9 a=16, b=11,¢c =T, d = 5 gibt ebenso:
164112+ 7V 545110 = e+Vea+V2E+ V1o
Ly Lo s s
P

7 2

Vie+1y24iyas +5¥10 = 2 4+ Vﬁ+*——3]fﬂjl/.m
3) a=133, b=18, c =12, d =30
33418}/ 2+ 12V 5+ 10110 = (— 1+ V2@ + Vi34 V10)
= @4 V24 Vs4+110)2  (vergl §.6.)
V3182 F 12V 64 10V10 = 4412+ Vo4 Vo.
M f=3g=6 Da=1 b=c¢=2,d=0
142V342K5 = @—=V3H e+ VHrd+1V1s)

<! _|+V;~})1(5+V:]+]/5+V15)’(I-I—Vﬁ)
e 2 2 2
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2) a=18, V=4, o= 0 =
124-4V345V542V15 = (2—V3) 94+ 4V5) (4 4 Vis)

= (ﬂ)zmﬂ’ﬁww 21/15)
(_1+V'%) (1+Va) B2V 15)
§.: (i+lf_3) (|+Vr) (L:--!,~1/3-|_—‘_?l_/5+lf15)1

V1244V3 F Vo + 2V 15 —i.f"ﬂ/i"'v—"'FK_h
§ 10,
Bei der Zerlegung der Gleichung x* — fgy* — — fl in Faktoren von derselben Form erhiilt

man nach der ersten Auflisung durch dieselbe Rechnung, daA.B.C.D = — 1, (A.B.C.D)? = -1 ist:
2 — (®* 4-m2 4= m?) — 2 — 16fzabed
und  2zmm'm” 4= 1 — (n*m’2 4 m?*m“? 4= m2m"2) = — 16fgabed
2 —(m?* - m* <= "2) — 2 = m?m’? 4 m*m“? 4 m2m’? — 2mm'm*z — 1
z = —mm'm” 4} (m* 4 1) (m2 4 1) (m”2 4 1)
= — mm'm” - fgnnn

also, wenn diese Wurzelgrisse mit W, das Produkt mm‘m* wieder mit p bezeichnet wird,

da* = m4m'4m—p+W

folglich

woraus

4fb* = —m4+m' —m” —pFW = da* — 2(m 4 m")
4ge? = —m—m'4-m" — p4+W = da* — 2(m 4 m)
dfgd* = m—m'—m“—p 4 W = 422 — 2(m‘ 4 m”).

Da z positiv sein muss und W > mm‘m*” ist, so kann W nicht negativ genommen werden, denn
— W wiirde auch fir 4 mm‘m”, d. h. fir alle m negativ, oder fiir ein m negativ und zwei positiv, ein
negatives z geben, wesshalb das negative Zeichen gleich forfgelassen ist.
Nach der zweiten Auflisung ist:
A.B4C.D = 2m
A.B—GC.D = 2V'fg = 2V miF1
wenn man gleich das negative Zeichen vor der Wurzelgrisse fortlisst,
also A.B=m4Vw§l, C.D=m—Vn41
eben s0 A.C = m'4+Vm+1, B.D=mw'—Vun+1
AD = w4V F1, B.0 = m*— Vo1
ferner A* — —A.B><A.C><A.D, B* = —B.Cx<B.D><B.A,
(* =—C.D>xC.A>C.B, D* = —D.AxD.BxD.C

e
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welche Werthe in 16a? = (A-}B 4 C4-D)? substituirt- das ohige 4a® geben. Nach dieser Iefztern
Auflisung ist es weniger einleuchtend, dass W nicht negativ genommen werden darf.

§ 11.

Die den Werthen fiir a, b, ¢, d des §. 4. analogen Ausdriicke erscheinen hier unier imaginirer
Gestalt. Es ist nimlich, wern }/ —1 = i gesetat wird:

m=4m' 4 m” —mmm” = — (4= Dm’ 'Il'_')@"'l' D i) (ml — i)t — )

2
; dooata 7 : A '] : w_
—m<4m'—m’ —mm'm’ = — (m - i) (m 5 Dm41) {i“____')i'iﬂg_’_;'_‘:m
—m— m'=m’—mnnm’ = — (i =-1i) (m —2|—__1_]__(m” e MR fﬂ'___'_)_('"';' i)' i)
m—m'—m — mm'm* = — ﬁ!!_i_.ij.'.{_'glt_:g_j]_(ﬂ]’” il e E.]?_"_'ni_)_{’_'.':.';_j.].!"_‘_”_:p
also:
Feadh Ii|—|—i : m’+1 !l]"+l III—!_IH'—!_II’t”—i 42 VI'[]—I—E m—i m-l—] m’ —1 r]‘i”—i*l mi—i
2 2 2 TR 8
ind: 8= {Vlﬂ+l m’ —|—| m’ +1 P25 m—i m': i 3 ﬂf_f_i}.‘
3 m4-i m'—i mii 1 m—i m'4i m'—il.
b“"lVT_'_QH'T'—‘J"_V’—f"' Rl e v
1 i ¢ i L 1 o=y i it 1
C_=:"/__|H’-1.m-{—|_m. e Vl_.m. i m—i m +J}i
2 2 2 g 2 2 2
a=1J)/ 1 mi m'4-i wm'i 1 m4i m'—i it
e B ORI PR VI RO 7 T T T N T

oder, wenn m=i = 2v, m'4-i = 2, m“ i = 2"
i {'/\»r SN — V(v — ) (v —1) (v — i)}i
B V—— V(¥ — i) — l (v—i)v'.(v'"-—i);i

c={)/ 1 g.\.-.»-f(w—ij — Vé W=D —i) v

1 :
d = {V-f.;~ V=iV’ v — ﬁ V(¥ = D) (v — D) i
© =

oder fiir f, g und fg die Werthe durch die n gesetzt:
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a = {]/x-.w.-.-" B V(l.r—-i)(v‘-—ui){v”— i)}f
= § VTV
AN, Il/ Y =i — i},

v —i
n jg/s vV V vi—i) (v —iN.
== o l/,.. —— g‘L)}l
= Y ¥y —l
Da a? rational ist, so versteht sich von selbst, dass V/v.v'.v" und Vv —i) (v —i) (v —
also auch v.v'.v" und (v—i)(v'—i)(v"—i) conjugirle imaginire Ausdriicke sein milssen, und wirklich ist:
mm'm* —m — m’ —m?’ mm' = mm” 4 m'm'' — 1
8 -+ : !
mm'm” — m — ' —m" mm’ =4 mm” = m‘m” — 1

V=)V —D("'—) = —————

i R

Setzt man nun Jv.v'.v¥ = a-gi und bezeichnet hier die den a, b, ¢, d entsprechenden Werthe
fiir die entgegengesetzten m mit a’, b’ ¢, d’, so erhilt man:
160 = mmm’—m—m —m"+4W = 4a”
168 = —mm'm” + m-4n'4m’4+W = da®
80 dass:

Vevwr= 208y - —i = i

i > ! b"_ i

V%v.(v’ — Qv = : +m, V} (v—jv " —i) = -_:';b]'
Lrv = S V—:;-tv—n (W= v = TS

_ f—di

'/ (»—LJ'. d+dl, I/-Il,—g\r.(\-"—i)(v”—l}:d 2“

5 1

Eben so ist:

l]

Hier sind die Zeichen der m nicht dadurch bedingt, dass mm‘m” positiv werden muss, wie das
bei der ersten Gleichung x® — fgy® = 1 der Fall war; es konnen vielinehr nach den allgemeinen For-
meln (§. 10.) simmtliche Zeichenverbindungen stattfinden. So ist z. B., wenn [ = 2, g = 5,

i s 2 710
flicilimi= 8, afi= " Hmrit S 0 a:T.—;q, == czli-{ljg, ( :‘l—:!-
= —3 = -1, = —2: a'= ]leg, = Q, (',':3—1-1(;'2, == @

s

BT . R




=S T S

t 3)2 2 V2
firsiimt= g m i= m“:—ﬁ:a:---‘]{:—, b= V3, c=—2—, d= -
] 2 2 2
= —3, = —1, =l :1‘._-—]/,;—, b‘_l: e V; fi= 0
[ 5 215 35
firfm= 3 m=—Lm'= % a= ks, b= -1—;"-, e I:'], ( :1—%—}.
1 : o Al Vs 5
— =t e | = =—2: a'= 10, hi= 5 ¢ -—:Ju,uf T
. 3
i Iin==3aw= Laoi= 2! a=12, b=5,c=1, d = .-;_
: 1
el A ==l = —Reai= 1 b= 5 ci= 0, == 5

Aber welche der acht miglichen Verbindungen a, also auch (wegen der Ausdriicke fiir n § 1.)
b, ¢, d rational gibt, lisst sich eben so wenig entscheiden, wie bei den vier erlaubien Verbindungen der
ersten Gleichung; selbst dann nicht, wenn f, g und fg von derselben Form sind. So erhdlt man die
rationalen Werthe

: T 3 . 1

flir f =2 g=>5 weonm = —3, m'= 1, m"= 2, niimlich a=2, b:-g—, (e bt 5
f =235 ¢g =10, w = 7 m'= —2 m“= 3, nimlich a=15, h=2 o | %

g L =35, =10, wenn: m = 7, m'= —2, m“= 3, ndmlich =15, b=23, c =+, =10

und doch sind in beiden Fillen f, g und fg von derselben Form, nimlich f=u2<-1 und g=(u4-1)*41,
also fz = {u(u+l)+1}1+].

Dass iibrigens fiic a, b, e, d nicht lauter ganze Zahlen herauskommen kinnen, folgt aus den Glei-
chungen 2(ad —be) =1 w s w. (§. 1.), da i diesem Falle mur ungerade n die Pellschen Glei-
chungen lisen.

Zwischen den beiden a u. s. w. fir entgezengesetzle Zeichenverbindungen der m hat man, ausser
der schon im vorigen §. angegebenen Relation, immer:

Fag s e 5 g1 n’.n
at I q'r — ___-__.2_ -, ]Jz_l_i_,z - 2.____
s nten .04 n?
T AT w1z : o 1
¢ + c‘l ‘3 - d + d — _...._.---;_J—.—_

also auch:
(a® =a?) (@2 4-d2) = (2 -b'2) (02 F-¢2) = fg(L]:”*) ’

az_‘_uu h'z_'_hr: P _L.z +_“”_ il
d'a_i_dm F__l_dm = 81 qz +d-’2 =2 ¢

L« 8 We

=i

3
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Doch wichtiger als diese ist folgende Relation. Ist fir irgend eine Zeichenverbindung der m z, B.
wenn alle positiv sind,
4a? = fg.n.n'. 0" (m == m' == m" — mm'm”),
o ist fiir die entgegengesetzien m
4a"* = fg.n.n’.n? — (m 4 m’' 4-m" — mmm”),

folglich
16a2a’* = (fgnn'n’)? — (m 4 m’ < m” — mmm")*

= (mm’4mm” 4 mm” —1)2
und 4aa’ = mm’ 4 mm” 4 mm” — 1
Eben so hat man fiir positive m:
4fbh — = mm’4=mm"” —mm* — 1
dgce! = mm’'— mm”—mm”’—1
4fgdd’ = — mm’' — mm” 4= m'm"” — 1

Aus diesen Ausdriicken nun folgt, dass a und @’ u, s. w. zugleich rational oder irrational sind
und zwar im letzten Falle denselben irrationalen Faktor haben, wenn nicht etwa a oder a’ u. 8. w. = 0
ist. Denn dass 2a und 2a’ nicht von der Form e+ )/# sein kénnen, zeigen die imaginiren Ausdriicke,
denen ¢ und B gleich sein missten. Nimlich aus 2a = a1 B wirde folgen:
da* = e? 4B+ Vdag = m '+ m* —mmm” 4 W
WOrAUS
m == m’ 4 m* — mm‘m" mm' 4+ mm” 4 m'm” — 1.
c= - = i
2 T 2
i m=m'4m’— mwm”’ _ mw'4mmn”4nm’—1.
B b ' e
2
Wenn die positiven m kein vollstdndiges Quadrat fiir 4a* geben, so kann man, stalt zwei der n
oder eins negaliv zu nehmen und die Rechnung damit zu wiederholen, um zu sehen ob sie ein ratio-
nales a geben, dhnlich verfahven wie §. 5. bei der ersten Gleichung gezeigt ist.  Man berechnet
4a? = m+4-m‘4m” —p- W fiir positive m und sieht zu, wenn keine Quadratzahl, z. B. r, heraus-

: r r o s : s i
kommt, ob T oder = oder & ein vollstindiges* Quadrat ist, wo dann beziehlich — m<-m’— m",

— m==m'—m’, m—m’—m*“ die rationalen Werthe geben.

ﬁ‘ 1 3f

Wir wollen nun untersuchen, wie viele Zeichenverbindungen der m rationale Werthe flir a, b, ¢, d
erzeugen, — Es gebe elwa — m-f-m‘-}-m* ein vollstindiges Quadrat fiir 4a? (also auch m—m’—m"
ein vollstindiges Quadrat fiir 4a‘?), so ist z. B. fir —m-4-m’—m* d. h, wenn nur ein m, hier m",
das Zeichen #indert, und wieder die entsprechenden Werthe mit @, @, y, J bezeichnet werden,
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—m=4m' —m’—p4W
44 — 2(— m 4+ m)
m—m—m*—p-4W = da’*

doct
dgy*

|

ﬁf
folglich =
: Ve -
d. ho da a’ rational, weil a der' Annahme nach rational ist, » nur rational, wenn g = k2. In diesem
Falle folgt aus:

40 = —m4-m'4m“4p W

dgt* = —m—4m'—m”’ —p-4 W
4¢? = —m<4m'—m’ —p4W
da m" = 0, also auch p = 0 ist:
a
kt! = o = a und c'=‘T.

Ferner Ist:
v =m4m'—m“4p 4+ W
dfgd? = m4-m'4m“—p4W
also, da m“ =p =0, 4fb* = 4fpd?, d. h. d' = 5

k-

Natiirlfch ist auch, da a‘, b, ¢/, d’ die urspriinglichen Werthe sein konnten, von denen der Ueber-
gang zo a, b, ¢, d gemacht wurde, ¢ = % und d = :%, d. h. & = ¢k, b = d.k Z. B. gibt
e f=% e=26 m= L n= I, m—=—0:a=1h— %, g () dzl—lﬂ

1 1..a Lynneh
[ P e ) =D —p. k= —d b —=—=2 = ="
m=—1, m'=—1, m"=0: a’=0—=c.kb 5 d.k,c % k,zl T

Die Werthe fiir «, 8, y, ¢ fallen mit denen von a, b, ¢, d zusammen, da die Zeichenfinderung
von m“ = 0 nichts Neues gibl. Aendert man bloss das Zeichen vor m’, so muss f ein vollstiindiges
Quadrat sein. f = 25, g — 2 gibt dieselben Werthe, nur b und c vertauscht. Das Zeichen von m
gedndert gibt nur rationale Werthe, wenn f.g = h® ist. Es folgt dann aus:

dhrd? = mdn'dmn’—p4W
und 4a* = —m—4-mw'4-m”fp+ W

a a’
dami=ple== 0z d'= T also auch d = i und

3= dh:aus: 4ib'= :ummxnf+m"_p+l.v
und 4ge? = 4 m—mw'4+m’Sp4W
¢
IV = ¢ —; und aus:
g
4fh?
dgc'*

me=m'—m’4p4 W
—m4m —m“—p4+ W

!.
e |_|V_...
o
E =]

o
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Fir f = 2, g = 60 gibt m 0, m’ 1, m" —7:ra=1b= ’°='1lﬁ’
3
107
Aendern zwei m die Zeichen; so ergiht sich eben so, dass f, g, fz vollstindige Quadrate sein
mafissen, wenn resp. die Zeichen ven m und m®, von m und m¢, vomn: m’ und m” geindert werden. Auch
hier fallen die Werthe von a«, 8, 4, d mit denen von a, b, ¢, d zusammen.

Wir haben also den Satz bewiesen :-
Wenn fiberhaupt rationale Werthe fiir a, b, ¢, d vorhanden siad, so kinnen nur zwei von den

acht Zeichenverbindungen der m solche geben,.

=

m=0n==lmn=-—7: a'= 2, b'=-2—-, fre=

e ]

§. 14

Ob hier jmmer rationale Zahlen fiir a, b, ¢, @ moglich sind, wie das in §. 5. fir die Gleichung,
x? — fgy? =1 gezeigt ist, erscheint zweifelhaft, da man z. B, bei f=10, g=17 weder fiir die kleinsten
m, noch wenn man fir irgend eins oder flir zwei derselben oder fir alle drei die néchst grissern Werthe
selzt, also fir keine der acht moglichen Verbindungen der beiden kleinsten. Wurzeln der drei Gleichungen
m® — fgn? = — 1 . 8. w. rationale Zahlen erhiilt. Der allgemeine Beweis dirfte nicht ohne Schwie-
rigkeit sein; wenigstens fiirt die Substitution von m (m* --3n*fg) fir m und von n (3m? 4~ n*fg) fur
D 1. 8. W., d. h. wenn man.im Kettenbruche bis. ans Ende der dritten Periode geht,. nicht zum gewlinsch-
ten Resultate. Dass aber nicht fur alle T und g die kieinsten m und n rationale a, b, ¢, d geben, zeigen
nicht bloss Zahlenbeispiele, sondern eslassen sich auch fir einige Formen von f, g und fg die Bedin-
gungen nachweisen, unter welchen nur rationale Werfbe herauskommen kénnen, So hat man z. B. nach
§.7. 1) wenn f = u241 und g = (u4-1)*41ist, fg = {u (u41)41 }2+1, also
m=uu4+D+1,m=uym=udln=n"=n"=1, und diese Werthe m

42 = m<4 o' 4 m* —mm'm? 4 fgnnn”

geselzt geben =

fa? = ‘2{(u+1}$+1} — 2
Sollen nun die a, b, ¢, d rational werden, so muss sein entweder:
1) 2g = 4a?, also 2g (uder %) ein vollstiindiges Quadrat,

oder 2) = 4fb2, also -Q—f oder "'%F) ein vollstindiges Quadrat,

w 3 =.degct, d.h 2 = 403,

R U] — 4fgd®, d. h. 2[* = 1, also 2f (mler _f_) ein vollstindizes Quadrat.

Da die dritte Bedingung nicht erfdllf werden kann, und der zweiten

S Q{(ll+])2+1} 5 1 2(204-1)

—_—

S u =1 3 w1

= einem vollstfindigen Quadrate
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= 2 geniigt wird, so erhilt man bei den angenommenen Formen von f und g, mit Aus-

nahme von f = 5, g = 10 fir u = 2, nur dann rationale a, b, ¢, d, wenn entweder % oder g.

nur durch u

ein vollstindiges Quadrat ist.
f=292,g=>5¢ght a= ; = 0l

und a ' i I
f =37, g=50 gibt a = ',c::d..—._.%
und a:SU,b:ﬁ;n:%%,d:i%
Irrationale Zahlen erhilt man, weon f = 10, g = 17, fg = 137 41; =17, g = 26,
— 442 = 212415 f = 26, g = 37, fg = 962 = 31?4 1.
Setzt man die in § 7. 2) gefundenen Werthe fg = {u ('211*-!—1]1}== 41, m=u(241),
— u, m” = 202, n = n* = n“ = 1 in den Ausdruck fir 4a%, so erhilt man:
entweder 1) (u* 4 I){u"‘+(u+ 1)‘} = 4a*
eder 2) - ; = 4>
3) . L = 4pe2
4) . . = d4fgd*

”

»
Um nun rationale a, b, ¢, d zu erhalten, muss méan haben :

enfweder 1) (u? 4 1){u’ -+ (n- ])i'} = 4a*

oder wegen: 2) u? 4 (u-4-1)2 = 4b?
@ 41 fur + @1)} ]

s L:

3 du* -1
u? 4 (u-1)2 Lo
qut 41
Wird keiner dieser vier Ausdriicke ein- vollstindiges Quadrat; so sind a, b, ¢, d irrational. v = 1,
= 2, = 3, — 4 gibt rationale Werthe, n = 5 aber nicht.
Mit @ihnlichen Bedingungen steht es gewiss im Zusammenhange, wenn z. B. f=15, g="74=2.37
irrationale!, f — 5, g — 85 — 5. 17 mationale Zahlen gibt, obgleich die vorkommenden Faktoren 2, 5,

17, 37 siimmtlich von der Form u® <1 sind.

4y

”

Tafel 1 enthdlt fiir die kleinsten m die rationalen a, b, ¢, d fiir die miglichen Zahlenverbindungen
der f und g bis 100, so lange f.g 1000 nicht wiberschreitet,
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Tafel 11,
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Die folgenden noch miglichen Verbindungen geben irrationale Zahlen :

1 o bl m’lu'm}m 10 (13|13 |17 |17
e |85 |74 17137 61|73 | 97 | 58 | 74 | 26 | 58
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