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Beweis einiger Sitze aus dem Journale fir reine und angewandte Mathematik
von Crelle,

Herr Prof. J. Steiner hat in dem genannten Journale Bd. 30 S. 275 folgende Sitze aufgestellt:

In eine gegebene Ellipse E lassen sich eine Schaar grijsste Dreiecke ACB einschreiben; nemlich
jeder Punct der Ellipse ist Ecke eines solchen Dreiecks; dieselben haben gleichen Inhalt und ihre Schwer-
puncte liegen im Mittelpuncte M der Ellipse E.

Sind a, b die Halb-Axen und c die Excentritit der Ellipse E, und ist H der Schuittpunct der drei
Hihen des Dreiecks ABC und N der Mittelpunct des ihm umgeschriebenen Kreises, so finden unter andern
folzende Eigenschaften Statt:

1) Der Ort des Mittelpuncis N ist eise andere Ellipse E,, dhnlich der gegebenen E; die Axen
beider fallen verwechselt aufeinander, . h. die grosse 2a, und kleine 2b, Axe von E, fallen beziehlich
auf die kleine 2b und grosse 2a Axe von E, und es ist '

c? c? t?

8 = g Dy =Epolitee o

9) . Ebenso ist der Ort des Hohenschnittpuncts H eine dritte Ellipse E,, iihnlich den beiden ersien
und mit ihnen concentrisch, und zwar fallen ihre Axen 2a,, 2b, auf die gleichnamigen Axen der zweiten
E, und in Riicksicht ihrer Grisse ist a, — 2a,, b, = 2b,, oder:

(_-‘J. c_‘! C:I
. Tapei st BEn e Oy == b

3) Wird im Kreise N (der dem Dreieck ABC umgeschrieben) derjenige Durchmesser PQ gezogen,
welcher durch den Mittelpunct M der Ellipse E gelit, so wird derselbe von diesem Punct M in zwei solche
Abschnitte MP, MQ getheilt, deren Rechteck constant ist, nemlich es ist allemal

PM.MQ = $(a® 4 b%)L

4) Der Radius v des Kreises N wird ein Maximum oder Minimum, wenn eine Ecke des Drei-
ecks ABC beziehlich in einem Scheitel der kleinen oder grossen Axe der Ellipse E liegt. Unter derselben
Bedingung wird zugleich das Produet der drei Seiten «, @, y des Dreiecks ABC beziehlich ein Maximum
oder Minimum. Diese Maxima und Minima haben folgende Werthe:
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Zieht man die beliebige Sehne. AB #), durch ihre Mitte D den Durchmesser EC, setzt MD = x,
DA =y, << ADC = v, nennt die conjugirten Durchmesser 2a’ und 2b‘, und bezeichnet Dreieck ABC
ab
a'h’ ?

A= (@ 4x)y.sinv

mit A; so. ist, da bekannflich sinv =

R [ 3
= @ =

= art Al

a*h*

und, da y
= (@3 @—x) = m.

dm a.
Tﬂn e -—ﬂi('ﬂﬂ‘*‘(!‘_}z(h——_j-‘j Zrers U
: a'
gibt x = - und = —a’,

L d2m 3 \ al y e :
Fiir x = = it —— — — 92?2, also ist fiir x = — das Dreieck ABC ein Maxi-

2 dx*® 2
mum und M sein Schwerpunkt,
d*m

T — 36a’, ‘also weder ein Maximum noch ein Minimum.

S E R T
Fiir x = —a’ wird e T

: : iy b 3
Dann folgt aus der Gleichung der Ellipse y ?V‘S, und A = 3ab)/ 3, also haben alle
Dreiecke dieselbe Fliche.
Ad 1) Heissen die auf die Axen bezogenen Coordinaten von C 2& und 27, so ist die Gleichung
der Tangente in C:
bE AL
F— O = — — (x — 2&
:‘J’ i ‘d:?;-' ( ,J
also die von AB, da sie der Tangente durch C parallel ist und - durch D geht, dessen Coordinaten — 5
und —z sind:

welche Gleichung mit der der Ellipse
die. Coordinaten von A und B giht:

Die Coordinaten der Mitle von BC Teissen nun '—Aj_ und a——, ilso die Glei-

chung der auf BC in der Mitte Senkrechten :
g bEV3 3abs — a*y)/3 (\: bs - m‘-VS)
Y= E5 St e ey

2a PRI e -Ei'l-hr; + b5V 3

*) Die Figur ist leicht zu entwerfen.
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und da die Gleichung des Perpendikels in D auf AB
:i'+?j' e h-;g (X-‘—E]
o erhiilt man ans beiden fir N die Coordinaten :
o detErEr —Saty) c2E(168 — 3a2) _.  c*E(b? —165?)
i a*h? i 2a* i, 2a2h®
_- etg(@htst —atp?) . e?n(165* —a?)
azhe o 2a%h?

folglich
i o s =] 165%)%a + c‘r;‘[lﬁg —a?)?h?
a'!k'i + h’?:rl p— "41"b‘

. ; 2ht :
Losst man auf und setzt fiir a*n® --b25* den Werth ET’ so erhilt man:

L-i
L] T e
arx® by = 1o

worin der zu beweisende Satz liegt.

Ad 2) Da der Schwerpunkt bei jedem Dreiecke auf der Verbindungslinie des Mittelpunktes des
umbeschriebenen Kreises N mit dem Schnittpunkte der Hihen H von diesem doppelt so weit entfernt liegt
als von jenem, und in unserem Falle der Schwerpunkt Anfangspunkt ist, so miissen die Coordinaten des
Punktes H das Doppelie sein von den Coordinaten des Punktes N und entgegengeselzt, also

40”(!‘1 n? — bh2ge ) g dotyfatn? — 3b2E2)
ath? e ab»

Dieselbe Rechnung wie bei 1), wenn sie noch nothig ist, gibt
4
a=x1+b=y: — CE_
woraus der Satz und die in demselben angegebenen Werthe folgen.

Ad 3) Aus den bei 1) gefundenen Coordinaten fiir A und B folgt:
R e S ian B |.l_§ 3
RO* = o = (35— Ty3) + (3n+ 2)3)
Vi g (g e 8T 5 bE :
AC: = g = (3§+ 30V 3) +(h—?Vﬂ
AB? = y* = (_ﬂ.,m) (211§V3)=

a

oder wenn man anflist und d45* = ':t—z(ﬂ“ — 4£2) und a* — h? = ¢* berlicksichtigt :

3ar -9 6&2¢2 32V 3 ., ——m——

_mie, o, ey

4 a*
__ Ba* — 120282

a!.
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Nun ist r? = 15&‘; = g?i‘ﬁ*
und wenn man die gefundenen Werthe substituirt :
, _ a%(a* 4-8b2)* — 36a‘cts? 4 384a%ctEt — 1024¢oEe
i 16a®h?
_ eBae e | ctnr(ler — )

4a® 4ath*
__ a%c* —36a‘c"5? 4 3B4a%csE — 1024¢05° -
16a%h®

r

ferner MN? = x? 4 y*¢

folglich
Bfnd 37y — el
PM.MQ = (- MN) (r — MN) = r2 — MN2 = 2@ 'h;:; 0L = 4y

wie es der Satz aussagt.

Ad 4) Multipliciet man die Ausdriicke fir «?, g% #* in 3), so erhilt man:

= a*(a*~} 3bH)* — 36a'cE? 4 384a% Lt — 1024e"° = m
0 gt 26 =0, =+, =:!:-;—V3

= —72%%* fir 25

= - 96a‘e® . . .

— — 288a'c*. . . =+ V3.

Die Abseissen 0 und i—%]/& geben fiir @ ..y dasselbe Maximum, indem sie zu den Winkel-

punkten desselben Dreiecks gehoren; die 4 % dasselbe Minimum, uud da r = a—_liﬁ—"’ so gibf das

Maxim. und Minim. fir «.g.y resp. auch das Maxim. und Minim, fiir », Die Werthe sind die im Satze
angegebenen.

Hieran Schliessen sich noch folgende Sifze:
1) Die 12 Winkelpunkte der gleichschenkligen Dreiecke (deren Spitzen in den Endpunkien der
Axen liegen), sind Endpunkte von 3 Paaren conjugirter Durchmesser, Heissen ndmlich in dem einen
a€

b d ;
5 und —'2_V3’ so sind die des

Dreiecke die Coordinaten des Winkelpunktes A an der Grundlinie

: b ! I
Winkelpunktes A’ an der Grundlinie des andern Dreiecks -;—VS und -, folglich MA4-MA"? = a*-4-b*.
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2) Die Summe der Quadrale iiber den drei Seiten der Dreiecke ist constant, Nach 3) ist:

(] !‘1
a8y = 5-(a*4b?) = 9PM.MQ

5T
3) Setzt man T';.‘:;—{u{-i-i'—l—;-j = m (vgl. Ad 3.), so geniigen der Gleichung (j“tl = 0 die

5
Werthe :

SE =) ety '}*-—2-', —ii [; Vs,

das sind die Coordinaten der 12 Winkelpunkte der 4 gleichschenklizen Dreiecke; die Umfinge dieser Drei-
ecke sind also Maxima oder Minima. Nun ist
fiir 26 =0: a+g4y= @+ VarF3)V3
3 = (b4 Vb4 3a9)) 3
und wie eine leichie Rechnung zeigt : '
a4 Va8 > b 4 Vi3
folglich ist der Umfang der Dreiecke, deren ein Winkel im Scheitel der kleinen Axe liegt, ein Max., der
Umfang der Dreiecke, deren ein Winkel im Scheitel der grossen Axe liegl, ein Min. mit obigen Werthen.
Heisst der Radius des einbeschriebenen Kreises o, so ist ¢ = “_‘—jf'_'_: also im ersten Falle:

3ab) 3 a el ) _
— ————— = = V a? 3b*) ein Minimum,
Qa4 Va3 3 2b ( o+ T )

und im zweiten

[

A by ey + Vb* F3a%) ein Maximum.

‘T RHViE R T

J. ¥, Hoenig.
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