1.

Discussion der Gleichung vom vierten Grade in Bezug
auf den Sturmschen Satz.

Untrr den Trennungs - Methoden der reellen Wurzeln reeller numerischer
Gleichungen haben in der neusten Zeit die, \\'(‘_ltlm die Wissenschaft den Herren
Fourier und Sturm zu danken hat, mit Becht besondere Wichtigkeit erlangt.
Der Fouriersche Satz, welcher den Cartesischen (Ilarriotschen) nur als einen
besondern Fall in sich schliesst, lehrt, neben wen Kennzeichen iiber das Vor-
handensein imagindrer Wurzeln, aus der Anzahl der in den nithigen Funetio-
nenreihen durch Substitution bestimmter Grenzweithe verloren gegangenen Zei-
chenwechsel kennen, ob zwischen diesen Grenzen reelle Wurzeln liegen ki n-
ken. und wenn welche vorhanden sind entscheidit er, wie gross ihre Anzahl
moglicher Weise sein kann. ]?cr Sturmfche Natz dagegen zeigt, wie
viele reelle Wurzeln die Gleichung zwischen beliebigen Werthen von x noth-
wendig haben muss, und het d:lh:-'r bei der Rechnung vor jenem iiberwie-
ende Vortheile, wenngleich j#ie Ableitung der Hilfsfunctionen, welche die
%‘g]u‘iﬂ[‘ﬂﬂ!lc Methode erforder: da sie in blosser Differenziation hesh:-.hlj weit
einfacher vollzogen werdey *ann, als die Bildung der nach dem Sturmschen
Satze nithigen Hilfsfung/®Men; von denen nur die erste durch Differenziation
entsteht, die andern %" E-l"'l-'iwﬂ erhalten werden, Dieser berihmte Satz
mag hier, so wie il .q{-.ull_‘]hrﬁndc-r zum ersten Male offentlich ausgesprochen
hat *), vollstindig/~'nen Platz finden,
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Soit. Ax® 4 Bxn—1! 4 Cxn—2 4 ...+ Mx 4+ N =— 0 une equation nu-
mérique d'nn degré queleconque dont ‘on se propose de trouver toutes les racines
réelles. On effectuera sur cette équation le calcul qui sert & trouver si elle
des racines 1"-;,{-1!?5, en ayant soin d'opérer de la m::n'lbre que nous allons indi-
quer, La fonction entiére Axn - Bxv-1il4 cf:lv!nnt désignée par V et sa
dérivée nAxa—1 4 (n—1) Bx"—2 4 & par Vy, il faut chercher le plus grand
commun diviseur entre V. et Vy. On digisera d'abord .V par V, jusqua ce
quon parvienne A un reste d'un degré inferieur aun degré du diyiseur V,. On
pourra, si l'on veut, multiplier tous les termes de ce reste par le dénominateur
commun de leurs coefficiens, s'ils sont fractionnaires, ou par un nombre po-
sitif ||u_¢]|:|-|[1q1[g, Ensuite il faundra EhFITgE‘I' i-la-fois tous les Kigncs de cesg
mémes termes, les signes -+ en — et I's — en 4. Ce changement est néces-
saire dans notre méthode. Aprés Paver fait, on aura une fonction d'un degré
inférieur au degré de Vy. En la deignant par Y. on divisera de la méme
maniére ¥, par V,, et 'on obtiendra un nouveau reste qu'on pourra multiplier
par un nombre positif quelconque. I fﬂ'-ldl:ﬂ changer aussi les signes de tous
ses termes. Ce reste ainsi modifiés/tant désigné par V3 on divisera V. par V ,
ot I'on aura un nouvean reste dont on devera changer encote tous les signes.
La division de Vi par cette nogvelle fonction V, donnera de méme une fonetion
V; qui sera le reste de cette division pris en signe contraire et ainsi de suite.
En eontinuant cette série def divisions et chapgeant toujours dans le reste de
chaque division les signes d¢f tous ses termes, on finira par arriver, si I'équa-
tion V — 0 n'a pas de racines i'-._:-:{nlm;, a une lonetion duo drgvé 0, cest-a-dire
# une constante numeérique indépendante de x. Cette constante sera désignée
par V. lindice r étant égal op inféricur & n. En admettant done que I'équation
proposée 'V =— 0 n'ait pas de -acines egales, on aura cette suite de fonctions
V. ¥ Vo Vs Vyaitiis Ve VR, dont la dernitre sera un nombre tout connu po-
gitif ou négatif.

Cela posé, si 'on venfconnaitre comhien l'équation V — 0 a de racines
réelles comprises entre deux hombres quelcongues A et B positifs on négatifs, on
substituern le premier nombre A dans toutes ces fonetions V.V, Vy .. V. _,V,_,
on écrira par ordre sur ung méme ligne les signes de tous les resultats, puis
on comptera le nombre des wiriations colenues dans la suite de ces sipnes.
On marquera de méme la suite des signes d ces mémes lonctions pour x — B
et I'on eomptera le nombre des variations qUi se trouveront dans cette seconde
suite. Si B est plus grand que A, awtantiouation V = 0 aurn de ra-
cines réelles comprises entre A et B,. antaot la A b signes des fonctions
Vo¥VaiNs e an Y., pouc X —1B contiendra de Valiions de moins que la suite
de leurs signes pour x == A. En d'autres termes, Wigo onee entee le nombre
des varintions contenues dans la suite des signes des fo tions YV, V, ...V,
pour x =A, et le nombre des variations contennes d;lns. " suite de leurs signes
pour x = B, sera précisément egale au nomhre (}{‘..'1' racings 110 de I'éguation
V = 0, comprises entre A et B. Done en ]ml‘tl::lllleli', -, R S
pour x = A et celle pour x —= B contiennent le méme nomb 1o \-m'inligna',
Iéquation V = 0 n'aura aucune racine entre A et B
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Ce théordme sera toujours vrai lors méme que pour x =A ou pour x—=1
une ou plusieurs des fonctions V; V, . .. se réduiront & zéro: dans ce cas, il
suffira. de ne point aveir égard aux fonctions qui s'éyanouniront, ou de les

omettre dans la suite des signes.

”I-urs‘qur: l_r’. nombre des fonctions auxilinires ¥, V, & est égal an degré n
de l'équation ¥ — 0, ce qui arrive ordinairement, on déduit du théeréme qui
vient d'étre énoncé le suivant: autant la sovite des signes des coefficiens des
plus hautes puissances de x dans les fonctions V, V, ... V. contient de va-
riations, autant I'équation V — 0 @ de couples de racines imaginaires, Il
s’ensuit que l'équation V— 0 a toutes ses racines réelles lorsque les coefficiens
des premiers termes de ces fonctions sint tons de méme signe,

Quand le nombre des fonctions anxiliaires V; Vo & est plus petit que n,
on trouve aisément le nombre toial de ses racines réelles par l'application du

théordme général.

H. Crelle hat den Satz in seinem Journale fiir reine und angewandte Math.
Bd. 13. S. 133 fI. bewiesen und seine Anwendung auf die Gleichungen des
gweiten und dritten Grades gegeben. Bezeichnet man mit ihm die Gﬂ-iuh.mg
vom vierten Grade, Kiirze halber ohne zweites Glied *), mit Fx, die ahgeleite-
ten Functionen mit Fyx, Fox, Fyx, F; und dje Reihe derjenigen Glieder
gllein, die in den Grossen Fx, Fyx & die hichste! Potenz von x enthalten mit
x], so ist die Anzahl der negativen Wurzeln gleich dem Unterschiede der

Anzahl der Zeichenwechsel in den Reihen [— Q0] und (0) und die Anzahl
der positiven Wurzeln gleich dem Unterschiede der Anzahl der Zeichenwechsel

in den Keihen (0) und [+ OO ].

*} Heisst die vollstindige Gleichung x% + ax3 + bx? + ox + d=0,

8o 1st:
Fx = x* 4+ axd 4 bx? 4 cx + d |
Fix — 4x3 + 3ax? + 2ix 4 ¢ d
Fox — (3a2 — Bb) " + 2 (ab — 6c) x + (ac — 164d)
Fax = — 2 [(ab’" 022 — (3a? — 8b) (b2 — 220 — 4d)] x
— [(3a" — 5b) (6ad — be) + (ac — 16d) (ah — 60} ]

— gk — N
Fy = 4 00 — 0c) MN + (322 — 81) N2 — 4 (ac — 16d) M2
Wan sichk .-.I:IL'.l;t Wlt' ws-FlI.:'{uﬁ:” und doch weniz lohnend eine vollstindige Unter-

suchung gy mtlicher Fille sein witrde, daher es geniigen mag x4 + @x2 + fx+y=0
zu  hetes o0 welc!w_ Gleichung man sogleich aus jener  erhilt, wenn man

P T S e
= 8 r 2' 7= 15 1@ — 7 T dsem
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Die Functionenreihe ist nun fiic die Gleichung x* + x* 4 fx 4+ ¢y = 0
folgende: *) '

Fx = x* 4 ox? o fx 4 7
Fix = 453 o 20x + B
Fox — — (2ex* + 38x + 4y)
Fox = — [958 & 2 (e*—4)] x = (@ +12) = — Px — g (o + 12p)
F, = 167 (@ — &)t — @ 278+ 4 (2 —367)] = Q
also
P, FiuxyoFax Faxy F,,
o] =+ — j—a +P +Q
0): =Fy. 8y =L@ T -+ Y
Rt iy sl +Q

Da das ganze Verfahren kein anderes ist, als das, die gleichen Wurzeln
zu finden, so mag iiber dieselben hier kurz Folgendes angefilhrt werden. Die
Gleichung ‘hat fiir @ =0 zwei gleiche Wurzeln, die sich aus Fyx—0 ergeben;
heisst die zweimal vorkommendd a, so ist
gice® 1 2y

i} E ?
9"+ 2a (o — 4y)
also, wenn man die ungleichen mit b bezeichnet
2) h=—a+i V2ar F )
welche fiir @ negativ und % 2#' reell werden, Da allgemein, wenn die reellen

cfrd - 7 ¢ 4+ d\2

¢ und d, die imaginiren —=—— * e i heissen, e = e
3 o 2

1) a—=—

ist, so konnen in unserm Falle die ungleichen auch geschrichen werden:

s Ly = i " a
33 I}-—-—EI.‘;_I :E_..-._n—_

Aus beiden Werthen fiir b erhilt man
—uch:2 + 12y
G
woraus sogleich erhellet, dass gleiche Wurzeln nih¢ existiren kiénnen, wenn
@ positiv und ¢ mnegativ, auch nicht wenn @ unll ., pecatiy und zugleich
] - . w i
12y o?, ferner dass fir ein positives y der Wurzelggsce nur das positive

4) ‘a’=

*) . Diese Ausdriicke sind von H. Crelle a. a. 0. 8. 143. schon mitgetheily .
beide Male [a+12}.} statt (a? o+ 1273, und Fax ist = P pesetat, \\?L\;ﬁ‘::;'l:}? ::El:ldl;ﬂrgt
wenn in den Reihen |[— G& ] und [ :
Wi —F—1.

4+ gn] P stehen bleiben soll.




]
Zeichen zu geben ist,  Fiir ein negatives y, in welchem Falle fiir ein migliches
a auch ¢ negativ sein muss und zugleich &® > 12y (a® =12y giebt drei gleiche

- : : 3 : : F (e* —129) @
Wurzeln), ist die Wurzelprisse (+) je nachdem a, d. 1. i £ > p t20i
s & ()i 2 e (0 - 4 o7 < ra

wo « und 4 positiv sind. Z, B.

¥ — 17 - Ix—2W0=0; x =2, =2, =1, =—5, x=+

—a + V@ F%
G

Xt —11x2 4 18%x— B=0; x=1,=1,—=2, =—4,x = —I-Vh m_—z Chictel

Noch mag bemerkt werden, dass fiir a? i’é %, d. i. fir * der Waurzel-

grisser
kleiner
chen. Denn fiir die gleiche a heisst die ungleiche mit demselben Zeichen nach 3),

grisse, die gleiche Wurzel ( ) ist, als die ungleiche mit demselben Zei-

ar
da y negativ, b—=—a +Vilﬁl+it“ =—at @ — 2a*, wenn man fiir y
&-!

den Werth aus 4) substituirt. Aber wegen & ; Ga?ist e=6a>F d, wo J eine

positive Grosse bedeutet, also h—=-—a + V,1 al d, d. L; a,

Das Zeichen von a selbst, nach 4) berechnet, ergiebt sich erst spiiter.

Hat Fx zwei gleiche Wurzeln, so miissen, da die erste Derivation allge-
mein den Factor (x—a)™—1 enthalten 1I1uss, wenn die Gleichupg den (x.._:}m
enthilt, Fx und F¢x eine reelle Wurzel gemein haben, die man, wenn ¢ positiv
ist, oder negativ und zugleich 27 #2% 8¢3, auch aws F;x=—0 naech der Car-
danischen Formel erthillt, ndmlich:

3 3
g L a2 3 ) T S 3
ik [ ,u) ({;) ___V. V(:;JJ (m)
[ ! — i b f— Lo AL
V 5 i (S ® G 8 iy 8 L G
Ist auch Fyx=0, was nur miglich ist, wenn 1) #=0 und «®— 4y =0,
oder 2) «? 4 12y=—0 und 273 =8¢, so ist im ersten Falle ans Fox=0,

2y {18 ntijin j a3
a—+ py— — (our miglich fir ein negatives @, da y positiv),
el 4 o S
— ._.._2..:_'1'_;/‘ 1+ ¢ fiic & negativ,

4
= F’--—y fiir ¢ positiv,
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und da dieses Wurzeln fiir Fyx sind, so hat Fx zwei Paar gleiche Wurzeln

b - ralle i P 382

-_i:;/ TR Im zweiten Falle ist aus 2;\:_(,1; 4 e )
38 R 4 y
a=—— =tV ——=—y =ty —=

e 9 3

(onr moglich fiir @ und 7 negativ). Diese Wurzel enthilt F,x #weimal, also Fx
dreimal ; die 11ng|(-ir_]1r 15t h——3a.

In der folgenden Betrachtung konnte, da die Aenderung des Zeichens von
nur das Zeichen der Wurzeln dindert, # immer positiv gelassen werden, so
dass nur 4 Fille zu unterscheiden blieben, niimlich I. « und ¢ sind 43 IL &
ist, 4, v —; LI =ist —, 3 +; IV. « und % sind —, Die Relationen
selhst zwischen den Coefficienten enthalten nur die positiven Werthe,

I. « und y sind positiv.
A. P, und Q sind positiv,
In diesem Falle sind die Zeichen obiger Heihen folgende: *)
Ex, | Eyxy o Eqsxy Byx, Fis
[— o e
et g S VR 0 W ey
PO R T
also hat die Gleichung, da jede Reihe zwei Zeichenwechsel enthiilt, keine reelle
Wurzel. Es ist aber
Q positiv, wenn: f? (276* 4 4¢?) < 16y [9¢f? 4 (o* — 49)7],
d. i 2782 <3268 fir o —4y; 278" < 162° fir e =0;
endlich @ =16y (&* —4y)* wenn §—0,
P pnghi\' - Wenn:
1) e—0;: x*4 480x +1924=0; x=56*Ti,=—5*1i
9) o? =4y x* 4 30x® + 32x + 225 —=0; x=12y —24,=—Atpy —38
3) ? Sdy: xt Ji0x2420x + 24 =0; x=1Fy —11;, =—1%i

Hier kann auch 8=—0 sein: ¥ x4+ 4 —0; x=Fi, =+ 2]

4) a® <4y und zugleich 95 = 2 « (4y
x4 30x +336=0; x=3+p —12, =—3+py —7
B. P istpositiv, @ negativ.

Die Reihe [—0C ] hat drei, die Reihen (0) und [4 00 ] haben jede

einen Zeichenwechsel, also sind zwei Wurzeln negativ, zwei imaginar.

8

111

|~
t

S

et )

e

*} Um unniithize Weitliufigkeit zu vermeiden, sind in der Folge diese Zeichenreihen
nicht weiter Iiitt;_;nm:tu;.t.

Fins




Q ist negativ, wenn: 52 (2782 4 46® ) > 16y [9a 22 + (2 — 49)2 )
d. i. 270*> 32el wenn o =—4y; 278 = 16743 wenn ¢ =0;
endlich Q@ =—4y fir e=§ =0,
P ist positiv wie bei A, wenn:
1)e=0: x'4+40x4+39—=0; x=—1,——3,=2+3i

+ A
2) et —dy: x' 4 28x1 - 225 x4 196 —=0; x=—1, —=—4, — i:i__ﬂ_‘
. 2

D >4y P43 38Ax + 345 =0; x=—1,=—35, =3+ ) —60
4) o <4y und zugleich 95 = 2e (4y —a?)
A F =0, x=—1,=—3, =2+ —10

Fiir ¢* <4y und 98 =2¢ (4y—c?) d. h. P=0 ist F,x das von x un-
abhiingige Glied, also Q@=—g (¢? + 12y). Jede der drei Reihen hat dann
einen Zeichenwechsel, folglich die Gleichung keine reelle Wurzel.

W6 8 22U =0; x=1Ftpy —6,——1+) —2
Dasselbe Resultat giebt ¢ =g =0, wodurch schon F,x—=—4y—Q wird.
- X4+ 16=0; x=(t1t Dy 2
C. P ist negativ, Q positiv.

Jede der drei Reihen hat zwei Zeichenwechsel, also die Gleichung keine
reelle Wurzel.

P ist negativ wenn «* <“4y und 982 <<2a (4y—?),

€ ist positiv wie bei A.

Xt 6xt pdx o U =0 x—=1F ) —§,=—1Fy —3
firf=0: x4+ 6x* L 25=0; x=+1+2i.
D. P und Q sind negativ.

Dieser Fall kann nicht eintreten. Denn P ist nur negntiv, wenn 4y = o?
und zugleich 992 <<2¢ (47 —¢?). Aus dem zweiten Ausdrucke folgt aher,
wenn man quadrirt und 36638 addirt;

33 278 + 120%) < 4e? [9a8 4+ 4y — o?)?]
also auch, da 16y = 4a?,
38 (278 + 12a®) << 16y [9ef? + (4y — &2)?]
folglich um so mehr
B (272 4 1267) << 16y [9e8* + 4y — a?)?]
woltir @ positiv ist.
E Pistpositiv, @ = 0.

Fir @ = 0, d. h. g2 (275 + 40 ) = 16y [9e5? + (47 — @?)?] miisren

zwei, oder zwei Paar Wurzeln gleich sein (S.4bis6.). Sind zwei gleich, so kin-
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nen diese nach B. nur negativ und die andern beiden imagindr sein; die paar-
weise gleichen, die nach 8. 5., wo die Ausdriicke fiir die gleichen Wurzeln

gegeben sind, § = 0 erfordern und den Werth + = — i haben, sind fii
- 2

+ © 1maginar,
P ist positiv, wenn:

1) o = 0, also, wegen Q =0, 278 = 164°

Rt dx F3=0;x=—1,=—1,=1 %) —2
4 3 BN
aligemein a=—3—;:=—lf-§:—f..é.

b:.——-nijﬁf—ﬂ
2) a? = 4y, also wegen Q =0, 2734 = 32 57,
d. h. a) f=0: x*" + 8x2 4+ 16=0; x=*k2i, =*2i

a
5 i e
allgemeina=2py " — =+ y

4
ofler b) 2732 =32c?: x* + 6x + 16x 4 9=0; g BB R BB T
4 o o
allgemein a=— & e 30 =) %
98 08 6
h“:—u_'t'l]/-mﬂ = V—L—a"
aE
3) >4y ¥4 T2+ 18x +10=0; x=—1,=—1,=11%3i
4) ol <<4y und 937> 2u (49— )
+o2x?+8x+5=0; x=—1, =—1, =1F+2i
Der Fall P=0 d. h. 982=2e (4y — ¢*) kann hier nicht eintreten. Denn
dann wire @ =— g (e? +12y) nur =0 fiir §=0, also wegen P=0 entweder

auch ¢=0, und das geht nicht an, da fir «=@=0 nach B. alle Wurzeln
ungleich imaginir sind, indem Q = — 4y; oder o?= 4y, was wieder gegen
ot < 4y streitet.

F. Pistnegativ, Q=0,

Nach D, muss Q fiir ein negatives P positiv sein; es Iisst sich aber auch
leicht zeigen, dass die Ausdriicke, welche hier stattfinden miissten, unvereinbar
sind. Nimlich wie bei I). miisste wegen des negativen P

382 (272 + 126* ) << 16y [9af? + (47 — &2 )* | sein
und wegen Q =0: 16y [9ef? + (4y — 2 P | =7 (275* + 44*)
also 38 (2752 4 1263 ) < 2 (2742 + 4¢)
was nicht angeht.
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Die Wurzeln sind also bei positiven Werthen von @ und ¢
. simmtlich imaginiir
1) wenn: 2 (279 + 4¢*) <16y [9ef* + (2 — 472 | 4. h.
in speciellen Fallen wenn §=0; a={i=0;
DT = 3207 fiir € = 493 279 < 16%9? fir o= 0.
2) wenn «?<< 4y und zugleich 95* = 2« (4y — o*)
B, Zwei sind negativ, zwei imaginar, wenn:
| B (278 + 4a*) = 16y [9up? + (« — 4y)?] & h.
] o7 = 826 fir o = 4y; 278 — 16233 fiir @ '= 0.
| = =
IL « ist positiv, 7 negativ.
Hier ist immer, auch fiir & oder § = 0, P positiv, Q negativ. Noch ist
der Factor (! — 12y) in der Reihe (0) zu beriicksichtigen, der sein Zeichen
indert je nachdem o? :’: 12y, und verschwindet fiir o* =12y, In diesem letz-

ten Falle kann das fortfallende Glied * 0 genommen, oder nach dem Satze
ganz fortgelassen werden, die Anzahl der Zeichenwechsel in den drei Reihen

] |[—@], (0), [+ @0 ] bleiht immer ungeiindert resp.-3, 2, 1, so dass fiir
f - + @ und — 5 die Gleichung stets eine positive und eine negative reelle Wur-
zel hat, )
1) e=0 x4+ 20%x — 21 = 03 x=1,=—3,=1*) —6
' 2) a?= 12y: x* + 42x? +104x—147=0; x=1,=—3, =11} —48
3) a?= 12y: x* +43x* +106x—150=0; x=1,=—3,=117i
4) et =<"A12y: x*+ x4+ 22x — 24 =0; x=1,=—3,=1 T =7

HE=0: x*+3x2 —4=0; x=*1,=*%2i
Fir e=8=0, nlso Fox=+4y=Q, sind die Zahlen fiir die Zeichen-
wechsel jener Reilien 2, 1, 0, folglich wieder ecine positive und eine negative
reelle Wuorzel

¥ —16=0; x=T2,=%*2i.

III. e« ist negativ, 7 positiv.
A. P und Q sind pogitiv.
Jede der drei Reihen giebt zwei Zeichenwechsel, also hat die Gleichung
keine reelle Warzel. Es ist aber

*) Bind zwei Wurzeln imag. und von den reellen eine +, die andere —, so muss bei +ff
die negative grisser sein als die positive.

2
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Q positiv, wenn: 4 [ 2+ dy (e —4y)?2 | > 98%(352 4 16ay)
d. i. 16298 > 278", fiir =0,
und Q@ =16y (e? —4y)?, fiir #=0.
P’ positiv, wenn: -
1) e=0: wie [. A, 1)
2) @ <dy: x'—5x'+4x+30=0; x=2+ ) —2, = 2+}
Hier kann auch #=0 sein: x* — 6x2 4 25 =0; x=+2+i

B. P istpositiv, Q negativ,
Es hat [—G0] drei, (0) einen, [+39D] auch einen Zeichenwechsel ,
also die Gleichung zwei negative reelle Wurzeln,
Q ist negativ, wenn: 4 [ a3 5% - 4y (a2 — 4y ] <982 (352 + 1Geey)
d. i. 162 y* <2784, filr w=0
und @ = — 82 (278 + 3263), fiir a?= 4y,
= — 4y, fir e = § = 0,
P ist positiv, wenn:
1) e = 0: wie I. B, 1)
3 : 5EV —11
2) o = 4y: x' — 19x? 4 95« 4 36 = 0; == e, =

e

3) o << gy: xV— 5% + 20x 4 24 = 0 Xx = i1=—3, = 2+2j
#=0 wiirde hier zwar P + geben, aber Q auch +, da dieses doch —
sein soll,

4) ¢ > 4y und zugleich 98° > 20 (a? — 4y)

X =82t 8 S =05 x=—1,=—3, =2+

In diesem letzten Falle kann Q nicht positiv sein, da die drei Ausdriicke
P und Q positiv und ¢ > 4y nicht zugleich hestehen kinnen; es konnte also
bei A. o® > 4y aber zugleich 982 > 2u¢ (@ — 4y) eben so wenig wie o2 = 4y
vorkommen, indem zwar beide P +, aber Q — geben. Setzt man niimlich
et = 4y + Jd, also 4(«? — d) fiir 16y, d fir a* —4y, 9 — Sa? fiir o? — 36y
in P = 982 — 2 (o — 4y)
und in Q@ = 16y (a? — 47)? — 278% + 4o (c? — 36y),
8o erhiilt man:

Qz_.;_Pz— :7(4.;;-‘ — 30) (62 — &)

S ;_{a?-P 12y) (60 — o%)

3
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Doed

Da aber P positiv sein soll ist * >

g

also 65t > :— (v alli]

::-’;—May+a}

d
und 6ef* — 8 > 3 (16y + 9,

folglich, da & eine positive Grisse, der Factor (6af? — d?) positiv und G nur

negativ. Fir d =0, d h, &* = 4y, ist hiernach Q mu;_h negativ, iberein-
stimmend mit obigem Werthe @ = — 8% (278% 4 32¢" ) fiir &® = 4y.
@ wird noch negativ, nimlich = — g (e? 4+ 12y), wenn P = 0, 4. h,

¢! > 4y und zugleich 9* = 2« (¢ —4y). Die Zahlen fir die Zeichenwechsel
in den drei Reihen sind hier 3, 1, 1, also ebenfalls zwei Wurzeln reell
und negativ.
xt—6x* 4+ 4x 4+ 6 =0; x = — 0, 7T448.., = — 2, (784..
=1, 6616.. i 0, 6026..
Der Fall endlich « = # = 0.ist schon bei I. B. vorgekommen.
C. Pist negativ, @ positiw.

[—GD ] hat vier, (0) zwei, [—@0 ]| keinen Zeichenwechsel, also enthalt

die Gleichung zwei positive und zwei negative reelle Wurzeln.

P ist negatiy wenn: ¢* > 4y und zugleich 95° << 2w (¢* — 4y)

Q positiv wie bei A.
x — 152 4 10x + 24 = 0; x=2, =3,=—1,=—4
fir g =0:x*— S+ a0 x=*+1,=7% 2

D. P und Q sind negativ.
- In diesem Falle sind zwei Wurzeln reell und negativ, denn [— @] hat
drei Zeichenwechsel, (0) und [+ GO] jede cinen.
P ist m’.gmh—‘ wie het C.
Q negativ wie bei B.
x*— X+ 180x + 2B =03 x=—1,=—9, =5+ )V —2
f = 0 wirde Q+ machen. S. A,
E. P ist positiv, Q@ =0,
Die gleichen Wurzeln sind nach B. negativ,
Q = 0, wenn: 4 [ + 47 (a? — 472 ] = 98° (352 + 16ap)
P ist positiv, wenn:
1) ¢ = 0: wie I. E. 1) ~
2) o = 4y, also, wegen Q@ = 0, [ (275 + 32¢*) = 0. Da dieser Glei-
chung nur durch #=0 geniigt werden kann, so hat man nach 8. 5. und 6.
zwei Paar gleiche Wurzeln, nimlich:

e T
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2y V a 4
a:+]/——_'r:+, —_c:i]/x'
iEY o 2
b — ExIeL 16 = 0ex = 4+ 2, =49,
oty xt —xt My L=k == — 4, =
4) «! > 4y und zugleich 99 > 2e¢ («* — 47), welcher Fall aher hier
nicht eintreten kann, da er nach B. itmmer ein negatives @ sieht.

Eben so wenig kann 92° = 2¢ (¢? — 49) d. h. P = 0 sein, weil dann
Q=—Ff « + 12y) opor =0 wird fir 8 = 0, also, wegen P =0, ent-
weder =10, was nicht angeht, da fir a=§=0 F,x =— dy=1Q, oder

by = {r, gegen o = 4%,

F. Pistnegativ, @ = 0.

Nach dem Sturmschen Satze fehlt hier die Entscheidung, ob die
gleichen Waurzeln positiv oder negativ sind, aber da fiir zwei positive
gleiche Wurzeln +a, + a und zwei negative — b, — (2a — b) die [_Ilf_-.ichimg
xt—[2 a4+ (a—h)? x4+ 22 (a— bix 4+ (2a —b) a’b=0 entsteht, so
haben die gleichen Wurzeln mit # dassellie Zeichen, d. h. hier das positive. Sind
wiederum nach I). zwei gleiche Wurzeln negativ—a, —a, zwei imagindra + ¢i,
so heisst die Gleichung x* — (2a”—¢?) % 4+ 2ac¢?x 4+ a? (a2 o cﬂ‘j_: 0.
Wegen ¢? = 4y miisste dann ¢® > 8a® sein, wodurch ¢ positiv witrde, was nicht
sein soll. Die gleichen Wurzeln sind also nicht, wie man gerade nach der
Yergleichung von C, mit I}, erwarten sollte, negativ, sondern positiv.

o it 5 S B b i i L el UES Rl e e R L

Bei — & und + ¢ sind also

9., alle Wurzeln imaginidr, wenn
a? << 47 und zugleich 4 [a? 8" + 4 (o — 4932 ] > 982 (382 + 16ay) d. h. statt
dieses Letzteren in den besondern Fillen, wenn §=0; e=pF=0; 162 9= 274,
fiur ¢ = 03

W, zwei imaginir, zwei reell negativ, wenn
4 [e? 2 4 4 («* — 470 ] = 9% (35 + 16ay), und zwar muss die Ungleich-
heit schon stattfinden in den speciellen Fillen 1) e = 4y, 2) a? = 4y aber
05 > 2¢ (0? — 4y); fiir die Gleichheil ist ¢ = 0, oder ¢? = 4y,

. zwei positiv, zwei negativ reell, wenn
4[a* 5t + 4 (e —4y0 f::* 93* (38 + 16ay) ond zugleich «? > 4y aher
932 =2 2 (o — 43, oder im Falle der Gleichheit &® = 4y und 8 = 0.

IV. & und 7 sind negativ.
A. P und Q sind positiv.
P ist positiv fiir 997 > 2a (e + 49)
Q ist positiv fiir 4e? (a® 4+ 367) > 278 + 16y (o + 4y
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Aus diesen positiven Werthen fiir P und Q folgt
i 2 (0 4 12y) +4
2) 4af® (@ 4 36y) = 278 + 16y (¢ + )t 4 A,

wo § und A nur positiv sein kinnen, Setzt man den Werth fir @* aus 1) in 2,
so erhidlt man die Gleichung:

_S8 % —a)a . 4(+4y) (19 — a2

1 g

3
27 9. 27. a
also ¢ nur miglich wenn
16 ( 12y — a? )? 2 - 4 (e + 4 129 — @2 )2
¥ ) > ( IG5l g i

27
d. b, wenn o? = 12y ¥)
Aus P positiv ergiebt sich aber ferner
818 + 40? (¢ 4+ 42 > 36 (o + 49,
also wenn man hier fiix den Fall, dass o?> 12y sein sollte, links 124 4+ &’ fiir

den Factor o setzt, rechts 8.36, ¢f?— 8, 36. «? hinzafiigt und nac einigen
Umformungen durch 3 dividirt:

9. 27.

278 + 16y (? + 4y)t > daf? (e + 367) + % & [ 6aft — (e + 47)2 |
Nun folgt aus 982 = 2¢ (o? + 4p):

2
6ef? > 4: (a2 + 4p)
und aus & > 12y:
4ee®

— @+ 1) > (@ 47y
also um so mehr 6¢f? > (a? + 4y)? folglich der Factor [6af — (a? + 4y)]
positiv und

278 + 16y (¢ + 49)? = 4af? (@ + 363)
wofiicr @ negativ ist. P und Q kénnen also nicht zugleich positiv sein.

Ist P =0, d. h. 952 = 2 (e + 4p), so wird Q@ = — B (ot — 13y)

positiv fiir ¢! =< 12y. Die Anzahl der Zeichenwechsel in den drei Reihen 2.
i, 0, =zeigt dann, dass die Gleichung eine positive und eine negative reelle
Wurzel hat.

X — 22 4x — § = 0; x = 1,6118.,, — — 2,2949,.

= 0,3412., +i 1,4308..

") Fir o2 = 12y ist @ = — % P2, waorans sogleich folgt, dass nmichg ©? = 12y

gein kann.

3
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B. P ist positiv, Qnegativ.’
Auch hier mag, wie bei [T, der Factor (¢* — 127) in der Reihe (0) po-

gitiv oder negativ (also auch * 0) sein, d. b, o Eiﬂy, oder auch « =0, die

Anzahl der Zeichenwechsel bleibt in [— @] drei, in (0) zwei, in (4 GO) eins,
. hat die Gleichung eine positive und eine negative reelle Wurzel.

P ist positiy wie hei A.

Q negativ, wenn: 4aj? (a? 4 36y) < o7t + 16y (et 472
1) & = 0: wie IL 1)

alsc

i 11+ =175
2y et =12y: <b — 84x? 4 6T1x — 588 = 0; x=1, =—12, = =— _]_;’

3) ‘et =12y xt — 33x2 4 102x —T0=0; x=1,=—7, =3+i
4) ot ="12y: <4 — x4+ 10k —6=0; x=1, = —3; =13i

Fiic P — 0, also 95° = 2¢ (e + 4y) wird @ = — f (e? —12y) negativ
wenn o2 = 12y. Die Zahlen 3, 2, 1, fir die Zeichenwechsel in den drei
Reihen deuten ebenfalls auf ‘eine positive und eine negative reelle Wurzel.

wd . 16x* 4 32x — ¥ = 0; x = 0,2924.. = — 4,7980 ..
— 2,2528.. 1 0,7899,.
¢, Pistnegativ, Q positiv.

Wie bei A, erhilt man, wenn dort § negativ gesetzt wird, dass o > 13y
sein muss. Dasselbe lisst sich aber nuch so zeigen, Sollte o << 12y sein, S0
gelze man, wenn 12y = @ + 8, in P = 92— 2¢ (e! 4+ 4y) und in

Q = 4¢8* (o + 36y) — 273" — 16y (o =+ 47)
et 4+ 0

Aa? + 30 fiir (& + 367), ’;’_ (at + 8) fix 167, ——"—
fiir (2 -+ 4y) und erhilt:

1 44
Q=P [ (e + 0P — Seap]
: Ui
Da aber P negaliv, so ist 2¢ (et + dy) = 93°

D

d. 3. == (4 + 0) > 984, oder 4a? (42 + 0) > 5def?
also um so mehr (4a* + 0) = 54af? d. h. der Factor [C4e? 4. 0)* — Sdaft
ist positiv, mithin @ negativ. Fir =0, d. i. ¢2=12y, ist hieraus wie schon

bei A, bemerkt wurde Q@ = -—-_5 Pz,
Die drei Reihen enthalten resp. 4, 3, 0 Zeichenwechsel, also die Glei-
chung eine negative und drei positive reelle Wurzeln.
x4 — 25%* + ﬁ“'{-—:']ﬁ:“;K:1,=2,=3,=—ﬂ
P ist negativ, wenn: 93° << 2c (e* + 47)
Q positiv wie bei A.




D. Pund @ sind negativ.
Die Grasse £ (¢*— 12y) in der Reihe (0) mag = 0, positiv, oder negativ

gein, d. h. f:= 0, oder & :::_' 12y, die Anzahl der Zeichenwechsel bleibt un-

T
gedndert 3, 2, 1, so dass eine positive und eine negative Wurzel in der Glei-
chung enthalien sind.

1+ —

1) et =12y x4 — 12x2 + Bx — 12 =0 x =3, = — 4, = bis
2

2) > 12y: x} — 36+ Tox — 105 =0; x =5, = — 1T, = 1+ —2

3) ot < 12y: x}— 32+ T8x — 140 =0, x =5, =—7, =1+ —3

HE=0: N—3—4d4=0hx=+2, =41

P ist'negativ wie bei C.
Q negativ wie bei B.
E. Pistpositiv, @ = 0.
Aus A. folgt, wenn man A = 0 setzt, dass Q negativ sein muss, also
nicht = 0.
F. P istnegativ, Q = 0,
P ist negativ wie hei C.
Q = 0, wenn 4c¢f? (&* + 36y = 278 + A6y (e = 4p)°
Nach C. hat die Gleichung drei positive Wurzeln, von denen zwei gleich sind
xt—1x? + 18x —8 =0; x=1, =1, =2, =—4 vergl. 8, 5.
Ist P— 0 und o = 12y, also 2742 = 8¢, 80 istiF.x =— 0 und

357\2 : SR :
F,x = (x + — ), woraus die 8. 6. angegebenen drei gleichen Wurzeln folgen:
314
= fxb iy — 3 =0rx=94, =1, = 1= — 3

Es sind also bei negativen Werthen von o und #:

9. zwel Wurzeln imaginiir, eine positiv, eine negativ reell
wenn 273 + 16y (e 4+ 4P = 4ad? (& + 36y),
wohin als besondere Fialle gehiren ¢ = 0; # = 0; 98 = 2¢ (o 4- 4y) aber

- A 4
gt — 12y; ¢t =12y aber 274" :‘E Seet .

B, alle Wurzeln reell und zwar drei positiv, eine negativ wenn
1) 278 + 16y (c® + 4y = 4 ef? (o 4 36y)
2) ¥ = 12y und zugleich 273* — Be’.

Liisst man die Fille § = 0 und ¢ = # = 0, welche der Vollstindigkeit
wegen und um zu zeigen, dass der Sturmsche Saitz auch fir sie das Richtige
giebt, mit anfgenommen wurden, als bekannt fort, so gieht die Zusammenstel-
ung der gewonnenen Resultate folgendes Tifelchen, welches aus den Coeffi-
cienten auf die Beschaffenheit der Wurzeln schliessen léisst:
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pos.

«y

=]
=]

4]

Man sieht sogleich, dass alle Wurzeln nur reell sein konnen, wenn @ ne-

Bedingungs- Ausdriicke,

(e, {1, y sind immer positiv zu nehmen.)

1) B (TR + 403) < 16y [9af + (o2 — 4p)%]

d. i 27 < 320 fiir o? = 4y; 278" < 167y fiir @ == 0
9) ¢ < 4y und zugleich 95 = 2¢ (47 — «*)

freert 4+ 4a?) = 16y [9af3® + (@* + 47)7]

"""""""" (die reellen sind gleich)
d. i. 2757 "i—_?:‘lu“ fir o = 4y; 2?‘;‘1’43 16%2 fiir ¢ = 0,
immer
4[a?p? +4y (& — 47 > 952 (352 +16ay)d.1. 16°° = 278" fiir =0
und zugleich o® < 4y ”
4 [ + 47 (* — 4y3%] } 95’ (352 + 16ay)
"""" (die positiven sind gleich)
und zugleich & > 4y aber 97 < 2a (o — 47)

1) 4[e38 + 4y (6*—4p)"] <:!},uf" (35 4 16ay)
""""" . (die reellen sind gleich)

'2') ot = 4y

3) o = 4y aber 51.35325; (a? — 43)
1) 278% + 16y (& + P > fof (o 4 36))
2y =10

3) 95° = 2 (a* + 47) aber &' Z 1%y

4) a? = 12y aber 278 Z = 8a?

1) 278% 4 16y (v? + 4932 -e:: 4232 (o? -+ 36)
--------- (awei sind gleich)
(Hier ist immer ﬁ:'! = 12v}

2) a? = 12y und zugleich 278 =8a?* (drei sind gleich)

gativ, und alle imiginar, wenn y positiv ist.

i S —
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