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II.

Beweis zweier Sätze aus dem Journale für reine und angewandte
Mathematik von Crelle.

In dem genannten Journale Bd. 16. S. 95. sind folgende Satze zum Beweise vorgelegt.
I. Der n t8 Näherungswerth des Kettenbruches 1____ist, wenn n eine gerade Zahl,=

. i

b +
a +

b +

m—2 n n—4 n— I _ , n—6 n—4 , n—8 n—G
a 2 b 2 +(„-j) a 2 b 2 H-----——a 2 b 2 1. 2. 3 2 b 2 +

n n n—2 n—2 n—4 n— t „,.-...:-.' n—6 n—6n—2. n—3 —r—, —^— , n—3. n—4. n—5 —— ------ ,
a 2 b 2 ^---------__------- a 1 b 2 -}- .* 2 b 2 +Cn-1) a 2 b 2 1. 2 1. 2. 3

II." Der n te Näherungswerth des Kettenbruches 1 ist
4

2 cos. cc — _

am. na
«in. (n + 1) et

2 cos. a — L
2 cos. a ■
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Beweis des ersten Satzes.
Berechnet man die auf einander folgenden Näherungswerthe, doch so, dass (ab + 1) = A

vorläufig unaufgelöst bleibt, so ergiebt sich leicht aus der Entstehung d'er Coefiicienten der
(n — l) te Näherungswert!) =3

2—4 n
A I - 1* (§~a) ab A^-3 2-2. =- -» Jw ' + __:___ab A

■-3. ~ -4. ~ -5.

1. 2. 3
,_a? b2 a + 2------L-—J.___*___ a2b2A +.

1. 12.

ü__ 4 / n \ ——2 n ^ n „ -----4 n n n

i_----a^bA +
1. 2

...+
(4m —1)

1. 2. 3

I---- Cm
b A' +

2------3.------4. ------ 5. ------- 6
, a2 b A + l------?------i n

" 7
_a3b2A +,

^ -^fe-^-'-ft-^^ ^^^H^Q^^)...^-..)^^ f-^
1. 2. 4 m

1. 2. 3. 4

I ________
a b ' A +

+ (-i-2m-lY-^-2m- 2) . . . (~ -6m) m+2 m+1 -f- 6"»-!-------------il: ---------L------L 2.-------U b a + .
1. 2. 3. . . 4m

der n te — ■

bA 2 VT-')bA' + iJllJab2A' + 2 ^ 2 -Iab2A 2 + Hll^i: 5^" 6a 2 b3A
1-2 1- 2. 3 ^ 1. 2 . 3. 4--------

T -7J

A'+df-VabA + 2 , 2—UbA +
1. 2

3 n n n -£----5 n
T~2.-S—3.V—4 2 —.2 2 2___ a2b2A + J_ 2 """*• 2 '

i. 2. 3 1. 2. S. 4
.a2b2 A

+ (-J-2m-l)(4-2m-2)...(i_ 6jn') m+] n^f- 8"'-!
----------------:-----------------..------- a b A + .1. 2... 4 m

(r-^Xf- 2-"-1)- -- (t- 6I»+ 2) »+1 m+! 2— 6li'+ 2(^-2m)(^- 2m- 1) . . . (-f-ta+l) „,+1 m+, \ -*»
------- tjrrs^ö ----------- a b A + -------- t .2... 4m ------- - a h A +-

Hieraus erhält man mit Hilfe der folgenden Quotienten a und b
den (n +!)»'<» ==

"+(1-00 n t n ' ——3ji__ n^__ _2__ji ., __
abA + JL_ 2_ ab A ~ + J__i__Z_a2 b? A~ + i_
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-4.f—5 2___L_ a2 b2 A
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1. 2 1. 2. 3
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----- 3. -----4. ——52 2 - 2
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----------a b A .f. .1. 21----- 4m

. . • + (|-2m)('^—2m-l) . . . ( i-(!m+l) m+2 m+t 2_______' x ~ y \ •*_______£a b A
1. 2. . . 4m

— — Cm

+ •
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den (n + 2) ten ==
_n ^-—2_n___i_ 2 ö— 3 — —1 ——2——3
•2.4^4.2 'S _afe2 A + J___2__L_ ab2 A" +b A 2 + T bA +

^_ 2 »UiL-^-s T
2 2 2 _____i__a2b3A

1. 2 1. 2. 1. 2. 3. 4

r-^.-S-i
A 2+1 +f abA^ + 2:i.JabA" + 2

1. 2 * 1. 2. 3
2 „9 T>9 A .i. 2 2 2

-—5

.a2 b2 A + . I_a2 b2 A
1. 2. 3. 4

(f -2m)(f~ 2m-l) , , , (-l-fl-H^ m^ I
1. 2 .... 4m

------ 6m

+ •

+ (|- 2m +l)( |—2m) . . . (f-6m +2) m+1 m+1 f ~ 6m + l
1. 2 . 4m

also dieselben Werthe, welche auch entstehen, wenn man in die beiden vorigen durchweg
n+2 statt n setzt, womit die allgemeine Giltigkeit dieser Axisdrücke, welche für die ersten
Näherungswerte riehtig sind, erwipsen ist. Die Entwickelung von A. nach den absteigenden
Potenzen von ab giebt den n ten Näherungswert!), wie er im Satze angegeben ist.

Der ("n + l) te wird =
n n n—2 n—2

a 2 1) 2 + (n-1) a 2 b 2 + — ~-~- a 2 b 2 +
„ n—4 n—* „ „ » n ~■•> n—6

n-2. n-3 a ~ K —_i_ n-3. n-4. n-5 a — b —
1. 2. 3 - ~ ~

n+2 n n n-2 , „ n—2 n—4 „,„,-,. »-* »—6
1. 2 -a 2 b 2 + 1. 2. 3JS^a—bT^f. ■

Dieses findet man leichter aus dem n ten Näherungswerthe, wenn man in demselben a und b
vertauscht, dann die entstandene Grösse, d. i. den n ten Näherungswerth vom Quotienten b an
gerechnet, zum Nenner a des ersten iVäherungswerthes — addirt und das Resultat auf einen
Bruch bringt. Da hier n eine gerade Zahl ist, so hat man, wenn n ungerade sein soll, n — 1
statt n zu setzen und erhält den n ten Näherungswerth für ein ungerades n: =

n—1 n—1 n—3 n—3 - „ , n—5 n—5 . n—1 n-T
a 2 b 2 +0-2)3 2 b 2 -i-------j-ö— a 2 b 2 + —57-5-^------ a 2 b 2 +2. 3

n+1 n— 1 , n—1 n—3 n—3 n—5 h n—5 n—T
aTbT+ (n-i)a~b —+ ^%_ir? a"Tb~+ "-VlV 6 *~b~1. 2 1. 2. 3

In beiden Ausdrücken sind die Glieder bis zum ersten verschwindenden zu nehmen, und da
der für einen geraden Näherungswerth von n = 2 ab gilt, so wird der für einen ungeraden
von n — 3 an gelten.
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Die oben angegebenen 4 auf einander folgenden Näherungswerthe zeigen, (was auch
schon aus dem bekannten Satze folgt, dass, wenn zwei benachbarte Näherungswerthe

Zn ~l und _ heissen, — und ——. dieselben Quotienten, aber in umgekehrter Ordnung,
Nn-i N„ Nn N n

erzeugen), dass der Zähler eines ungeraden Näherungswerthes mit dem Nenner des vorher¬
gehenden geraden identisch, der Zähler eines geraden aber dem Nenner seines Vorgängers
gleich ist, wenn a und b vertauscht werden. Daraus folgt, dass, wenn zwei Kettenbrüche von
der Form

1 und 1

a +
b +

a +
b+ .

b +
a +

a + .

gegeben sind, nicht nur die Zähler der gleichvielsten ungeraden, und die Nenner der gleich-
vielsten geraden Näherungswerthe gleich sind, sondern auch, dass der Zähler irgend eines
Näherungswerthes des einen Kettenbruches gleich ist dem Nenner des vorhergehenden im an¬
dern Bruche, so dass mit 6en Näherungswerthen des einen auch die des andern bestimmt sind.

Heissen nämlich die einen:
1 z 2

Ni /.' N2 /
so sind die des andern:

1
Z 2 /

oder:

oder:

1
z2 /

1
z2 /

Ni.
N 2 /

Ni.
N 2 /

Ni
~zT/

Z3_
N 3 /

iL
Zj /

N2_
zu r

Nj_
Z4 /

Z4
"W/ ♦ * *

N 3
N» /

N 3

N3
Z 5 /

♦ ♦ ♦ ♦ ♦

Ni"/ ♦ *■ *

♦ ♦ ♦ ♦ ♦

Z2n-1
N 2n-1 /

Z2n
~N 2n

Z 3n-1
z 5n /

Nj„-i
Z 2o+t

N^n-2 Njn-l
z 2n / Ni«

N 2n_ 2 N2n-1
z 2o / Z 2n+l

Das Produkt von den 2 n ersten Näherungswerthen des einen in das des andern ist
■, das von den (2n — 1) ersten beider ==N2n.Z 2n+l CN 2n)2 ] Z2n . N 2n—i
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Beweis des zweiten Satzes.
Setzt man 2cos. c = a und (— l-f-a 2 ) = A, so erhält man, wenn n gerade ist, für den

n ten u n(j ( n _j_ ^iten JNJäherungswerth offenbar dieselben Ausdrücke, welche oben (S. 18.) für
den Kettenbruch 1 gegeben sind,

T
a +

b +
a +:

b + .

nur a statt b gesetzt und die Zeichen der geraden Glieder geändert. Also ist
der n tB Näherungswert!]: =

n
-=-i /n 1 f- 2JL_3,i_3 5~~*-2-2.— -3.1—4 2~ 51~2.1—3.1—4.-2—5.-2—6

aA + ,a3A —.
1. 2 1. 2. 3

.a^A + i. 2. 3. 4
a5A —

5- /n n T -2 -l-i.l~2

1. 2

ä~ 3 1-4.-5-3.4-» i~ 5 -5-2.4-3.4-4.4-5 T~ 62 2 2
1. 2.

.a»A +^i 2 r. 2 2 2 ,a* A
1. 2. 3. 4

der (n + l) ,te =

—2 n .n

A 2 " (IT*)* A 2 + J_iil 2 a3 A 2 - i.1. 2 2 .a4 A + 2 2 2 2 " .« A1. 2. 3 i. 2. 3. 4

aA*_ i A +
r'i-ii-j 2-«4-l .4-2.4-3 -in Ä n Ä n .n2 Ä—2.— —3.—- —4.— —5

2 »"- » 2 2 »3 Ä + 2 " 2 " 2 - 2 a! n
T- 6

1. 2 i. 2. 3 1. 2. 3. 4

Entwickelt man A nach den aufsteigenden Potenzen von a und setzt für a den Werth 2 cos.a, so wird
der n te rs

, ., Ili n+2. n.n—2 , n+l. n+'J. n. n—2. n—4
C—1) 9 + neos.«------------------cos.«3+-i-——-------------=—cos.a5v 1. 2. 3 T 1. 2. 3. 4. S

sin. uet

, ,. JL , n+2.n „ . n+J. n+2. n.n-2 , sm. (n +1) CC
C—1) 2 1 -------—~COS.«2+ ■■■.- . ■■ -.»-COS.a*--... =------7------------> y "* {- 1. 2 1. 2. 3. 4 ) Sin. «

sin, nec
"sin. 0» + l)a
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der (n + 1) ,t8 =
JL i , n+?. n

C-l)
n+». i>+2. n. n-5 , | Bin. (n + 1) CS

n , „ [ n+4. n+2. n , n+S. n+i. n+2 n. n—2

(-D r+ 2 Cn + 2)co S.a-^-^—co S .«3 +-----J^TÄl----- C0S ' a
siu. (n +2) a

sin, (n + l)_«
== sin. (n -f. 2) «

Für ein ungerades n ist in dem letzten Resultate n —1 statt n zu substituiren, wodurch, wiesin. na
für ein gerades n, der n t0 Xäherungsvverth = gl-n Cn + 1^, wird *

JT. W. Moenig.
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