REALGYMNASIUM DES JOHANNEUMS

DIE OPTISCHE VERWANDTSCHAFT
IN PROJEKTIVER DARSTELLUNG

RUDOLF BOGER

BEILA(:T‘ /U\I BLRI(,HT ‘LJBE_R DAS . S(,HUJMHP.

GEDRUCKT BEI MAX BAUMANN - - HOHE BLE:.I(.HEN 16
- HAMBURG 1907 —— L e
1

7. i’rogr.-Nrﬂ_lsa







Yorwort.

An unserer Schule werden seit einem Jahrzehnt fiir
den geometrischen Unterricht in den Oberklassen die
Betrachtungsweisen der Geometrie der Lage nutzbar ge-
macht. In der Obersekunda lassen sich an die Lehre von
den Doppelverhiltnissen die neuen Begriffe ungezwungen
ankniipfen und dann bei den Sitzen von den harmonischen
Punkten, Pascal, Pol und Polare, Brianchon usw. ver-
werten und einiitben. In der Prima werden die Grund-
tatsachen der Geometrie der Lage von neuem und zwar
auf rein geometrischem Wege, also im Staudtschen Sinne,
abgeleitet und soweit forfgefithrt, daB Ortsaufgaben iiber
die Kegelschnitte gleichzeitig analytisch-geometrisch und
rein-geometrisch geldst werden.

Hiermit ist aber die Verwertbarkeit der Geometrie
der Lage fiir den Schulunterricht nicht erschopft. Hs
gibt noch ein Gebiet, das geradezu zur projektiven Be-
handlung dringt, das ist die geometrische Optik. Bereits
Mobius hat erkannt, dal optische und kollineare Ver-
wandtschaft identisch sind, und Abbe hat gezeigt, ,,daB
alle die allgemeinen Siitze, welche die Lagen- und GréBen-
verhiiltnisse optischer Bilder betreffen, sowie die dabei
aufgestellten Begriffe (die Brennweiten, Brennpunkte und
sonstigen Kardinalelemente) génzlich unabhiingig sind von
den physikalischen und geometrischen Bedingungen ihres
Entstehens; daf sie nichts anderes sind, als der Ausdruck
mathematisch notwendiger Beziehungen, die sich iiberall
da vorfinden miissen, wo auf irgend eine Weise zwel
Raumgebiete in solche Beziehung zueinander treten, dalb
eine optische Abbildung des einen in das andre statt-
findet.** (Czapski, Grundziige der Theorie der optischen
Instrumente S. 28,) Mit andern Worten: Alle allgemeinen
Satze der optischen (kollinearen) Verwandtschaft folgen
aus der Definition: ,,Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe




heiflen kollinear, wenn sie so aufeinander bezogen sind,
dafl je zwei ungleichartigen Elementen P4 des einen
Systems, von welchem das erstere P im letzteren liegt,
zwel ungleichartige Elemente P, ¢; des andern entsprechen,
von welchen das erstere P, ebenfalls im letzteren liegt.
(v. Staudt, Geometrie der Lage, Nr. 121.)

Es wiire nicht schwer gewesen, die folgende Dar-
stellung unmittelbar an diese Definition der kollinearen
Verwandtschaft anzukniipfen; es brauchte dann nur der
Satz hinzugefiigt zu werden, dal es in zwei in einander
liegenden kollinearen ebenen Systemen immer mindestens
einen Punkt und eine Gerade gibt, die sich selbst ent-
sprechen. Dieser Punkt und diese Gerade sind aber fiir
zentrierte optische Systeme unmittelbar gegeben, und deshalb
durfte dieser Satz in einer fiir die Schule bestimmten
Darstellung fehlen.

Wie iiberall in der Geometrie der Lage zeigte sich
auch hier, daB ihre Siitze erst fruchtbar und einfach sind,
wenn sie in der allgemeinsten Form erfaBt werden. Die
Knotenpunkte und Hauptpunkte z. B. wiirden einer rein
geometrischen Darstellung nur schwer zugiinglich sein,
wenn man ihre Definitionen unmittelbar an den uneigent-
lichen Punkt und die ihm optisch verwandten Punkte, die
Brennpunkte, ankniipfen wollte.  Uberraschend einfach
aber ergeben sich ihre Eigenschaften, wenn man statt von dem
uneigentlichen Punkt von einem beliebigen Punkt ausgeht.
Jedem Punkt der optischen Achse lassen sich zwei Punkte
zuordnen, die zu ihm in derselben Beziehung stehen, wie
der erste Knotenpunkt und der erste Hauptpunkt zum ersten
Brennpunkt. Da diese Punkte zugleich die laterale und
die angulare VergriBerung des Punktes bestimmen, so
habe ich sie im folgenden, um eine kurze Bezeichnung zu
haben, den lateralen und den angularen Punkt genannt.
Diese Zuordnung der lateralen und der angularen Punlkte
zu den Punkten der Achse ist eine projektive, und daraus
ergeben sich als besondere Fille die Eigenschaften der
Knotenpunkte und der Hauptpunkte.

Von selbst dréingte sich die Aufgabe auf, den Zu-
sammenhang zwischen der optischen, lateralen und angularen
Projektivitat (welche durch die Zuordnung Objekt und Bild,
Objekt und lateraler Punkt, Objekt und angularer Punkt




entstehen) zum Gegenstand einer allgemeineren Untersuchung
zu machen. Diese fithrte zu der Erkenntnis, daB es sich
hier um ,konjugierte“ Projektivititen handelt (s. mein
Lehrbuch Ebene Geometrie der Lage, Goschen, 1900),
also um Sitze, die zur Herstellung von Involutionen von
héherer als der zweiten Ordnung benutzt werden (s, Wiener,
Rein"geometrische Theorie der Darstellung biniirer Formen
durch Punktgruppen auf der Geraden). Ferner zeigte sich,
dal die laterale und die angulare Projektivitat nicht zwei
beliebige unter den der optischen Projektivitit der Achse
konjugierten Projektivitiiten sind, sondern daf fiir sie der
Satz von Lagrange-Helmholtz gilt. Den hier angedeuteten
Zusammenhang habe ich niher ausgefithrt in dem Aufsatz
Konjugierte Projektivititen und adjungierte
Involutionen, derin den Mitteilungen der mathematischen
Gesellschaft in Hamburg von 1907 erschienen ist, —

Die Grundlage fir den physikalischen Teil der
folgenden Arbeit bildet die lichtvolle Darstellung der Optik
von Lummer (Band IT; von Pfaundlers Lehrbuch der
Physik), die trotz der Beschrankung auf elementare Hiilfs-
mittel eine vortreffliche Einfihrung in den Geist der
Abbeschen Forschungen bietet.

Uber die Form der folgenden Darstellung ist noch
zu bemerken, daf sie sich unmittelbar an meinen kleinen
Leitfaden Elemente der Geometrie der Lage,
Gischen, 1900, anschlieBt und deshalb auch #uBerlich in
der Zihlung der Paragraphen und Nummern als Fort-
setzung desselben behandelt ist.

Hamburg, im Mirz 1907.

Rudolf Boger.







§ 6. Projektivitit und Involution.

121. Doppelverhdltnis. 1. Zwei Strecken unter-
scheiden sich durch ihre Grofe, durch ihre Richtung und,
wenn sie in derselben Gerade oder in zwei parallelen
Geraden liegen, durch ihren Sinn. Den Sinn unterscheidet
man in der Geometrie des MaBes durch das positive und
das negative Vorzeichen, sodal A B =— — B A oder
AB-+ BA =0 ist. Sind 4B C drei Punkte einer Ge-
rade, so ist, wie auch ihre Lage sem mag, A B + BC=A4 C
oder AB+BC+ CA = 0—

9. Zwei Punkte, die eine Strecke nach demselben
Verhiltnis teilen, fallen zusammen. —

3. Aus den Siitzen der Geometrie der Lage finden
wir MaBbeziehungen durch Anwendung des Satzes (%):

Zwei projektive Gruppen von vier Punkten haben

dasselbe Doppelverhiiltnis.—

4. Der uneigentliche Punkt F; einer Gerade teilt
jede in der Gerade liegende Strecke A B nach dem Ver-
hiltnis -+ 1; denn

Fd (P BB oy Bl
B hB Ei T i

5. Ist unter den Punkten eines Doppelverhiltnisses
der uneigentliche, so wird aus dem Doppelverhiltnis ein
einfaches; es ist z. B.

BA_CA BA F,B_ BAwW _

BRSO Ty CAG T, € R CA

(4 F, B 0)1 =




§ 6. Projektivitdt und Involution. Nr. 122—123.

6. Lehrsatz: Der Wert eines Doppelverhiltnisses
bleibt ungeéindert, wenn man irgend zwei Glieder und
gleichzeitig die beiden iibrigen vertauscht.

(ABCD)=(BADC)=(CDAB)=(DCBA)

122. Projektivitdt. Haben wir in dem Triger s eines
Grundgebildes @V die Elemente 4 BC.. und in dem
Triger s; eines zweiten Grundgebildes die Elemente
A; B, C, .., so kinnen wir (2 die Elemente der beiden
Trager projektiv auf einander beziehen, sodall wir haben

ABC.. ' A, B,C,.. 125,

Legen wir jetzt den Triger s, auf den Triger s, so
fallt jedes Element des zweiten Triigers mit irgend einem
Element des ersten Triigers zusammen. Jedes Element des
gemeinsamen Trigers ist also als ein zweifaches aufzufassen,
da es sowohl zum ersten als auch zum zweiten Grundge-
bilde gerechnet werden kann. Fassen wir das Element als
zum ersten Gebilde gehorig auf, so ist ihm ein Element des
zweiten Gebildes homolog; fassen wir es als Element des
zweiten Gebildes auf, so ist ihm ein Element des ersten
Grebildes homolog. Jedem Element des gemeinsamen Triigers
sind also zwei FElemente homolog.

Mit andern Worten: Wir konnen von jedem Element
des gemeinsamen Triigers in zweierlei Sinn zu einem homo-
logen fortschreiten, das eine Mal, indem wir vom ersten
Grundgebilde zum zweiten iibergehen; das andere Mal, in-
dem wir vom zweiten Grundgebilde zum ersten iibergehen.—
Fiillt ein Element beim Aufeinanderlegen der beiden Triiger
mit seinem homologen zusammen, so heilit es ein Ordnungs-
element.

1. Definition: Der Inbegriff zweier geraden projek-
tiven Grundgebilde, die einen gemeinsamen Triger
haben, heilt eine gerade Prajektivitit1®,

2. Definition: Ein Element einer Projektivitit,
das mit seinem homologen zusammenfillt, heiBt ein
Ordnungselement®?,

123. Fluchtpunkte. Dem uneigentlichen Punkt 7 des
Trigers einer Punktprojektivitit sind zwei Punkte®®® ho-
molog, die wir durch # und F3 bezeichnen wollen, Sind
A A, und BB, irgend zwei weitere Punktpaare dieser




§ 6. Projektivitit und Involution. Nr. 124—125. 3

Projektivitiit, so folgt aus (4 B F I ) = (4, By F; F; )2
FA:FB=F; B, :F; A, ®Y; daher
FA.F2A1=FB.F2B1_

Lehrsatz: Zwei homologe Punkle einer Projektivitit
haben von den zugeordnelen Fluchipunikten Entfernungen,
deren Produkt konstant ist,— Dies Produkt heiBt die
Potenz der Projektivitit.

Zusatz.. Aus (BFAF,) = (B, Fy 4, F;) folgt

AB: AF= A, B, : Fy B, ; folglich

A1 B :AB= F:; B : AF = A, F,: F B,

Lehrsatz: In dem Verhiltnis zweier homologen
Strecken einer Projektivitit darf man die innern oder
die #ubern Punkte durch die Fluchtpunkte ersetzen.
124. Potenzpunkte. Haben #'A und F; 4, gleichen

Sinn('®W, so liBt sich stets eine Strecke / angeben, deren
Quddrat gleich F'A . Fs A; ist. Setzt man FH = + f
und Fy Hy' = -+ 1 Oder FH" = — fund Iy Hi" = —,
80 smd sowohl H' Hy’ als auch H” H;"” Punktpaare der
Projektivitit.— Haben # 4 und F3 A, ungleichen Sinn,
so lift sich stets eine Strecke f angeben, deren Quadrat
gleich — F' 4 . F; A, ist. Setzt man in diesem Fall FF ' —
+ fund Fy Hy = — foder FH” = — fund F; H\"=
-+ /; so sind sowohl H'H,’ als auch H" H;” Punktpaare
der Projektivitit.

In jeder Projektivitit gibt es also zwei Punktpaare
H' Hy und H" H,”, deren Abstinde von den Flucht-
punkten ihrem absoluten Wert nach einander gleich sind.—
Die Punkte H’ H,' H’ H," heillen Potenzpunkte der Pro-
jektivitit.

125. Teleskopische Projektivitit. Fillt der eine, und
folglich auch der zweite, Fluchtpunkt in den uneigentlichen
Punkt, so heifit die Projektivitiit eine projektiviihnliche oder,
wie wir sagen wollen, eine teleskopische. Aus

(BCAF,) = (B ¢4 Al Fy) @)
folgt dann @22 4, B, : AB = 4,0, : A C;
und aus (DA CF) = (Dy 4, C, IFy)
folgt 4, C, : A C = C, Dy: CD;
mithin 4, B;,:AB = Ci D, : CD,




4 § 6. Projektivitdt und Involution. Nr. 126.

Unser SchluB ist ungiiltig, wenn einer der Punkte
ABCD mit dem uneigentlichen F; zusammenfillt. In
diesem Fall ist das Verhiltnis zweier homologen Strecken,
z. B. Fy A;: Fy A gleich 1 (2%, Wir haben daher den

Lehrsatz: Das Verhiiltnis zweier eigentlicken homo-
logen Strecken einer teleskopischen Projektivitit ist
konstant.

126. Involution. 1. Definition. Eine Projektivitit
heiit eine Involution, wenn die beiden Fluchtpunkte
zusammenfallen,

Aus FA.FA, = FB.FB;  folgt, wenn B in 4,
fallt, # A = F By d. h. B, fillt in 4. Schreiten wir also
von dem Punkt A im ersten Sinn (22 zu seinem homologen
fort, so gelangen wir zu A;. Schreiten wir von demselben
Punkt A, den wir auch, wie wir eben sahen, durch B,
bezeichnen diirfen, im entgegengesetzten Sinn zu seinem
homologen fort, so gelangen wir zu B, d. h. ebenfalls zu
A;. Die Punkte 4 und 4, entsprechen sich also in beider-
lei Sinn oder, wie wir sagen wollen, zweifach. Da A4 ein
beliebiger Punkt ist, so haben wir den

9. Lehrsatz: In einer Involution entspricht jeder
Punkt seinem homologen zweifach,

3. Kennzeichen der Involution. Entspricht in einer
Projektivitiit irgend einem Punkte A der homologe 4,
zweifach, so ist

v A.. FQ Iil =N A;il 2 Fg ;'lu?'“; fD]gllCh
.FA:F:li-:FgA.:FQAi.

Die Punkte F und F; teilen also die Strecke 4 A4,
nach demselben Verhiiltnis und fallen daher zusammen (21);
d. h. die Projektivitit ist eine Involution.

Lehrsatz: Entspricht in einer Projektivitit irgend
ein Punkt seinem homologen zweifach, so entspricht
jeder Punkt seinem homologen zweifach.

In Zeichen: Aus 4 4, BC.. A 4, 4 B, G,

fO]gt: _A_A[BB]_ 001 /\ :ilrlBlB C]_ O..
oder, in kiirzerer Schreibweise, 4 4;. B B,. C C,.



§ 6. Projektivitit und Involution. Nr. 126. b

4. Soll also eine Projektivitit zur Involution werden,
so mul} einem Punkte 4 der Punkt 4; zweifach entsprechen;
es bildet daher nicht bloB A A;, sondern gleichzeitig auch
A; A ein Punktpaar der zu konstruierenden Projektivitét.
Durch 4 A4, sind uns mithin zwei Punktpaare der gesuchten
Projektivitiit gegeben; daher haben wir, weil eine Projek-
tivitdt durch drei Punktpaare bestimmt ist 42, den

Lehrsatz: Eine Involution ist durch zwei Punkt-
paare bestimmt.

5. Liehrsatz: Jede Gerade wird von den Gegen-
seiten eines Vierecks ® in Punktpaaren einer Invo-
lution geschnitten.

A
A B
N
Wl q sz (i
8 Q
Fig. 1.

Beweis: (4 4; BO) R A(4 4, BC) R (P4, BN}
A(P A4 BT) A (44, C By),folglich®® (4 4; B C)=(4 4,
i By) = (41 A B, () ®9; mithin sind 4 4, . BB:.. C 0,

Punktpaare einer Involution (126,

6. Teleskopische Involution, Fillt der Fluchtpunkt F
einer Involution in den uneigentlichen Punkt F#j; mit
andern Worten, ist der uneigentliche Punkt ein Ordnungs-
punkt 422 g0 wollen wir die Involution eine feleskopische
nennen. In Zeichen ist sie dargestellt durch

BhF.A4,.BB ¥, —

Aus (4; B B, I')) = (4 By B F) folgt
B A, : BiB= BA:BB, W,




6 § 2. Kollineare Verwandtschaft. Nr. 127.

Da B, B= — B B, ist ), so ist (vergl. Nr. 125)
.A.lBl '.J.{.B:—:L

Lehrsatz: Das Verhiltnis zweler eigentiichen homo-
logen Strecken einer teleskopischen Involution ist
gleich — 1.

§ 2. Kollineare Verwandtschaft.

127. Gleichung von Lagrange. Die durch M gehende
Kugelfliche mit dem Halbmesser M C trenne zwei Mittel,
in denen die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Lichts ¢

und ¢; sind. Der von
Sk r_Q;@‘ dem leuchtenden Punkt A

R P S ausgehende Strahl 4 C,
= et welcher die Kugelfliche

A o \ ¢ 4 WM trifft, geh_t unge-
brochen weiter, weil sein
Fig. 2. Einfallswinkel 0 ist. —

Bildet der Strahl 4 F mit
der Richtung des Hinfalls-
lotes E O den < ¢, s0.1st
E 4, der gebrochene Strahl,
wenn der von K A; und
dem Einfallslot gebildete
Winkel 8 der Gleichung
Fig. 8. sin ¢:sin # = c: ¢, geniigt.

Wir ziehen durch den Punkt A; den wir das Bild von
A mnennen, zum Einfallslot % C die Parallele, welche den
Strahl 4 F in D trifft. Es ist dann in dem Dreieck
KA D

ciep=sme:sin 8= FA,: ED; ferner
CA:CA=ED:EA=FA sinfB: EAsne
:EA[.Cl:EA.C.



§ 2. Kollineare Verwandtschaft. Nr. 128. 7

Beschriinken wir unsere Betrachtungen auf die soge-
pannten Nullstrahlen, d. h. auf die Strahlen, fiir welche der
< E A M nicht merklich von 0 verschieden ist, so kénnen
wir das Verhilinis F A4, : EA durch M4, : M A er-
setzen, Damit ergibt sich die :

(leichung von Lagrange: (4; A C M) = ¢;:c—

Da wir uns auf Nullstrahlen beschriinken, kiénnen wir
allen Strahlen einen bestimmten Sinn @*1)- beilegen:

Wir wihlen den Sinn der einfallenden Strahlen (die in
allen Figuren von links nach rechis verlaufen) als den positiven.

f
Zusatz. Aus der eben abgeleiteten Gleichung Ojl— —
3&;—-‘4! e ergibt sich, wemn wir < E 4; 4 und
EAd ¢
< F A A, durch w; und u» bezeichnen,
C A, sinu &
Qi sy 2.

Diese Gleichung gilt fiir Winkel von endlicher Grofie.—
Weil sich iiber den Sinn in den Seiten eines endlichen
Dreiecks nichts aussagen lilBt, so diirfen wir in dieser
Gleichung auch den Strecken (' A; und C A keinen be-
stimmten Sinn beilegen.

128. Konstruktion des Bildes. Ist durch die in der
vorigen Nummer angegebene Konstruktion zu einem Punkt
A das Bild 4, gefunden, so laBt sich zu jedem Punkt A
das zugeordnete Bild A; allein mit dem Lineal zeichnen

N

Fig, 4.

durch eine Konstraktion, die sich unmittelbar aus dem
Satz von Lagrange ergibt: Trifft A C die Kugelfliche in




8 § 2. Kollineare Verwandtechaft. Nr. 129—130.

M, und schneiden sich A A und MM, in N, so trifft
N Ay den Strahl A C in A, ; denn

(A ACM) = (4 A CM) = ¢, :c.

129. Zweite Beschriankung. Ist A’ ein weiteres Ob-
jekt, dessen Verbindungslinie mit C die Kugelfliche in M,
schneidet, so wiirden wir zur Konstruktion des Bildes die
Verbindungslinien A4 A und M M,’ zu zeichnen haben.
Die Verbindungslimie M M’ fiillt nicht mit M M, zu-
sammen; die Linien riicken nur um so niiher zusammen,
je mehr sich A und A’ dem Objekt 4 nihern. Die folgenden
mathemathischen Betrachtungen werden aber sehr verein-
facht, wenn M M; und M M, als zusammenfallend an-
gesehen werden. Wir beschriinken uns deswegen auf die
Erorterung des besonderen Falles, dal M M M,’ in einer
Gerade m liegen. Die mathematischen Xrgebnisse, die
wir so fiir beliebige Strahlen und beliebige Objekte ableiten,
werden dann bei der Ubertragung auf die Optik wenig-
stens fiir Nullstrahlen @*? und kleine Objekte Geltung
haben.,

Zusatz. Die Gerade m steht senkrecht auf 4 C. Da
dieser Umstand aber an keiner Stelle unserer allgemeinen
Betrachtungen einen Beweisgrund liefert, so sehen wir vor-
liufig von ihm ab und zeichnen m als beliebige (Gerade.
(Vgl. Nr. 132).

130. Aberrationsfreie Punkte. Wir haben gesehen
20: Wenn die einfallenden Nullsirahien durch einen Punkt
A gehen, so gehen die ihnen zugeordneten (gebrochenen)
Strahlen durch einen Punkt 4; . Es gibt nun Punkte,
die sogenannten aberrationsfreien Punkte, fiir welche dieser
Satz allgemein, d. h. ohne Beschrinkung auf die Null-
strahlen gilt. Zuniichst ist jeder Punkt M der Kugelfliche
ein solcher Punkt. Zeichnen wir zu siimtlichen in M die
Kugelfliiche treffenden Strahlen die zugeordneten, so gehen
diese offenbar durch einen Punkt, den Punkt M selbst
niimlich. Ferner ist der Kugelmittelpunkt C ein aberra-
tionsfreier Punkt; denn die durch C gehenden einfallenden
Strahlen fallen mit ihren zugeordneten zusammen; diese
schneiden sich also ebenfalls in C. SchlieBlich ergibt sich



§ 2. Kollineare Verwandtschaft Nr. 131. 9

noch (aus der bekannten WeierstraBfschen Konstruktion)
ein aberrationsfreier Punkt W aus

CW:MO.E—- ; und sein Bild W, aus O W, = M C.°L.

1

Fig. b. Fig. 6.

DaB der in irgend einem beliebigen Punkte E auffallende
Strahl, dessen Richtung durch W geht, so gebrochen
wird, dafl er durch W, geht, folgt aus CW: M C =c: ¢
= M C: C W; und der daraus sich ergebenden Ahnlichkeit
der Dreiecke £ CW und E C W,.

Zusatz. Fir die folgenden Betrachtungen ist besonders
von Wichtigkeit, dall in den Punkten M, die nach unserer
zweiten Beschrinkung 9 in einer Gerade m liegen, und
im Kugelmittelpunkt C' Objekt und Bild zusammenfallen.
Wir sprechen daher dies Frgebnis aus in dem Satz:

Die Punkte der Gerade m und der Kugelmittelpunkt
O sind sich selbst zugeordnet.

131, Eine brechende Kugelfliche. Wir wollen die in
Nr. 128 gegebene Konstruktion benutzen, um zu den
Punkten A einer beliebigen Gerade p die Bilder A, zu
zeichnen; dabei sehen wir wieder die Punkte 4,4 CM
der Achse u als gegeben an. — Wir projizieren den in p
liegenden Punkt A (Fig.7) aus A auf m und den dadurch erhal-
tenen Punkt N aus 4, auf den Strahl C (A). A, ist also
der Schnittpunkt der Strahlen C(A) und 4, (N). Bewegt
sich der Punkt A in der festen Gerade p, so bewegt sich
der Punkt N in der festen Gerade m und die Strahlen
€ (A) und A, (N) drehen sich um C und 4,. Dabei
entsteht die folgende Kette perspektiver Glieder

COIRARAMWTNT 4,4




10 § 2. Kollineare Verwandtschaft. Nr. 1381.

Die beiden Strahlenbiischel C(A,) und 4; (A,) sind also
projektiv %), Die Schnittpunkte A, der homologen Strahlen

Fig. 7.

liegen daher in einer Kurve zweiter Ordnung oder in einer
Gerade; und zwar in einer Gerade dann, wenn die beiden
Strahlenbiischel €' (A,) und 4, (A,) in perspektiver Lage sind
5 | wenn also dem Strahl C(4,) der Strahl 4,(C) homolog
ist. Um diese Frage zu entscheiden, betrachten wir den Au-
genblick, wo A in den Schnittpunkt P = pu fallt, C(A,)
fillt dann mit » zusammen, und da der Punkt N, die Pro-
jektion des Punktes P aus A auf m, in M fillt, so fillt
A, (A,) ebenfalls mit # zusammen; in Zeichen

C(d) A PN AP MA 4,(0)
Die Bilder A, liegen also in einer Gerade p,. Weil die
Gerade AA, durch C geht, so sind Objekt und Bild durch
C perspektiv aufeinander bezogen (1's);

1. Bewegt sich ein Punkt in einer Gerade p, so be-

wegt sich sein Bild in einer zweiten Gerade p, und

ist durch C perspektiv auf das Objekt bezogen, —

Weil der Schnittpunkt pm mit seinem Bilde zusammen-

filllt @0 % g0 ist die Verbindungslinie », von pm und
A, das Bild von p. Daher

2. Dreht sich eine Gerade ¢ um einen beliebigen

Punkt B, so dreht sich ihr Bild ¢, um den homo-

logen Punkt B, und ist durch m perspektiv auf ¢
bezogen. —

Die hier abgeleitete Verwandtschaft zwischen den

Punkten und Geraden einer Ebene heilit in der Sprache



§ 2. Kollineare Verwandtschaft. Nr. 132. kil

der Geometrie der Lage eine perspektiv-kollineare Ver-
wandtschaft. Wir konnen daher unser Ergebnis auch so
aussprechen :
3. Die durch eine brechende Fliche vermittelte
optische Verwandtschaft ist eine perspektiv-kollineare.
Aus unsern Betrachtungen geht noch hervor:

4. Die perspektiv-kollineare Verwandtschaft ist be-
stimmt durch eine Gerade m, die Kollineationsachse;
einen Punkt (), den Kollineationsmittelpunkt, und ein
Punktpaar 4 4,, dessen Verbindungslinie durch
C geht.

5. Die Gerade, welche einen Punkt mit seinem
Bilde verbindet, geht durch den Kollineationsmittel-
punkt C,

6. Der Punkt, in dem eine Gerade ihr Bild
schneidet, liegt in der Kollineationsachse m.

132. Zentrierte Kugelflichen. Wir betrachten jetzt
nicht eine brechende Kugelfliiche, sondern em System von
n brechenden Kugelflichen; beschriinken uns dabei aber
auf zentrierte Kugelflichen, d. h. auf Kugelflichen, deren
Mittelpunkte C Cy (s .. O, in einer Gerade u liegen. KEs
gehen dann die Geraden m my ms.. m,, weil sie senkrecht
auf u stehen @20 %, qurch einen Punkt U. Dal} dieser Punkt
U ein uneigentlicher ist, wird in unseren Beweisen nicht
verwertet; wir wiithlen daher fiir U/ in unsern Zeichnungen
einen eigentlichen Punkt (vergl. Nr. 149).

Von jedem Punkt A entwirft die erste Fléiche ein Bild
Ay, von diesem die zweite Fliche das Bild A;; von dem
Bild A,_; entwirft schlielllich die letzte, die n te Fliiche,
das Bild A,. Der Zusammenhang zwischen dem ersten
Objekt A und dem letzten Bilde A,, fiir den wir den
Namen optische Verwandischaft gebrauchen wollen, bildet den
Gegenstand der folgenden Betrachtungen.

Bewegt sich A in einer Gerade p, so bewegt sich A,
in einer Gerade p; und ist perspektiv auf A bezogen @31;
A; bewegt sich auf einer Gerade p, und ist perspektiv auf
A; bezogen; schliefilich A, bewegt sich auf einer Gerade
p» und ist perspektiv auf A, ; bezogen. Die von A und
A, beschriebenen Punktreihen sind also die Endglieder
einer Kette perspektiver Glieder, also projektiv 420:
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1. Bewegt sich ein Punkt in einer Gerade p, so bewegt
sich sein Bild in einer zweiten Gerade p, und ist
projektiv auf das Objekt bezogen.

Dieser Satz bildet die Grundlage aller folgenden, In
der Geometrie der Lage hat man fiir den durch diesen
Satz definierten Zusammenhang zwischen Punkten und
Geraden einer Ebene den Namen kollineare Verwandtschaft:

2. Satz von Mibius: Die optische Verwandtschaft ist
eine kollineare. —

Eine besondere Stellung nimmt die Verbindungslinie

u der Mittelpunkte C' und der Schnittpunkt U der Geraden
m ein. Bewegt sich 4 in der Gerade u, so bewegen sich
auch 4; 4, .. 4, in der Gerade u (%9, @Qeht ferner die
Gerade p durch U, so gehen auch p; p2 . . p, durch U7 (1310;

3. In der durch ein System zentrierter Flichen ver-
mittelten optischen Verwandtschaft sind die Gerade
% und der Punkt U sich selbst zugeordnet. —

Der TUnterschied zwischen der zuerst betrachteten
perspektiv-kollinearen Verwandtschaft @34 und der jetzt be-
handelten kollinearen ist der, dall an die Stelle der per-
spektiven Beziehung im allgemeinen die projektive tritt.
Diesen Unterschied heben wir (in abgeénderter Bezeichnungs-
weise) in den folgenden beiden Sitzen noch einmal hervor.

4. Die homologen Punkte A und A; zweier ent-
sprechenden Geraden p und p; sind jetzt nicht
mehr (wie frither durch C) perspektiv, sondern
projektiv aufeinander bezogen. lhre Verbindungs-
linien A A; gehen daher nicht mehr durch einen
Punkt, sondern bilden einen krummen Strahlen-
biischel 19,

5. Die homologen Strahlen ¢« und «; zweier ent-
sprechenden Punkte P und P, sind jetzt nicht mehr
(wie frither durch m) perspektiv, sondern projektiv
aufeinander bezogen. Thre Schnittpunkte & e, liegen
daher nicht mehr in einer Gerade, sondern bilden
eine krumme Punktreihe.

133. Laterale und angulare Punkte. Aber wenn auch

im allgemeinen die kollineare Verwandtschaft eine projektive
ist, so gibt es doch auch bei ihr Geradenpaare und Punkt-
paare, deren Beziehung eine perspektive ist; und gerade
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an diese (Geradenpaare und
folgenden Betrachtungen an,

Jeder Gerade @, die durch
U geht, entspricht eine Gerade
a;, die ebenfalls durch 7 geht,
weil der Punkt U sich selbst
homolog ist 13%), Die Punkte
von a; sind auf die Punkte
von a nicht projektiv, sondern
perspektiv bezogen, weil der
Schnittpunkt U der Triiger
sich selbst homolog ist (9,
Der Punkt Z, durch den die
Verbindungslinien homologer
Punkte der perspektiv lie-
genden Punktreihen « und a,
gehen, muf} in u liegen, weil
dem Punkt euv der Punkt
a; u homolog ist.

13
Punktpaare kniipfen sich die

Jedem Punkt 4, der in u
liegt, entspricht ein Punkt
4, der ebenfalls in u liegt,
weil die Gerade u sich selbst
homolog ist32), Die Strahlen
von A; sind auf die Strahlen
von A nicht projektiv, sondern
perspektiv bezogen, weil die
Verbindungslinie « der Strah-
lenmittelpunkte sich selbst
homolog ist 4, Die Gerade
§, n der die Schnittpunkte
homologer Strahlen der per-
spektiven Biischel 4 und 4,

liegen, mufl durch U gehen,
weil der Gerade 4 U die
Gerade 4; U homolog ist.

Wir fassen dies Ergebnis noch einmal in den beiden
folgenden Siitzen zusammen, um daran zwei Erklirungen zu

kniipfen.

1. Die Punktreihen zweier |

homologen Strahlen « und a,
von U sind perspektiv auf-
einander bezogen durch einen
Punkt I, der in u liegt.

2. Erklirung. Der Punkt
L von u, in dem sich die
Verbindungslinien homologer
Punkte des Strahlenpaares
@ a; von Uschneiden, soll der
dem Strahlenpaar @ a; oder
der dem Punktpaar 4 =a u
und 4; = a, u oder kiirzer
der dem Punkt A zugeord-
nete laterale Punkt genannt
werden, —

3. Die Strahlenbiischel
zweier homologen Punkte 4

| und 4; von u sind perspek-
I tiv aufeinander bezogen durch

eine Gerade s, die durch U
geht.

4. Erkldrung. Die Gerade
$, in der die Schnittpunkte
homologerStrahlen des Punkt-
paares A A, von u liegen,
soll die dem Punkt 4 zuge-
ordnete angulare Gerade ge-
nannt werden. Der Punkt S,
in dem die Gerade s die
Achse u schneidet, soll der

[ dem Punkt A4 zugeordnete

angulare  Punkt  genannt

| werden. —
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Die Siitze 131; und 1314 konnen wir jetzt auch so
aussprechen:

5. Bei der perspektiv-kollinearen Verwandtschaft ist
fiir jedes Punktpaar der Kugelmittelpunkt C der
laterale und der Kugelscheitel M der angulare Punkt.

134. Laterale Projektivitit. Ist L der zu A gehorige
laterale Punkt (Fig. 8), dann sind irgend zwei Punkte A und A
von U4 = a und U A; = a,, die mit L in einer Gerade
liegen, einander homolog 43%). Verbindet man A; mit dem
dem Punkt I homologen Punkt L, so sind die Geraden A L
— p und Ay Iy = p homolog, weil sie Verbindungslinien
homologer Punkte sind. Hiilt man die bisher bezeichneten
Punkte fest und nimmt ein bewegliches Punktpaar B By
von u hinzu, dessen Verbindungslinien 4 und 4, mit U die
Graden p und p; in B und B; schneiden, so trifft die Ver-
bindungslinie B B; die Gerade » in dem zu B gehdrigen
lateralen Punkt M. Bewegt sich nun B in u, so ist

BAUB ABAB A U@B) A B

Da demnach die von
B und B, in p und p,

B by beschriebenen Punktreihen
ks projektiv sind %, so
8 beschreibt die Verbin-

1 ey , p dungslinie B B, einen
s L ol krummen Strahlenbiischel
L A A B BM L @ Zy diesem krummen
Strahlenbiischel  gehort
auch u, weil, wenn B in L
und folglich B; in L, fillt, B in L und B, in Z, fallt. Da
wir die Verbindungslinien der homologen Punkte zweier
projektiven Punktreihen auffassen konnen als die Tangenten
einer Kurve @, diese Tangenten aber in zwei festen
Tangenten, z. B. in v und p, zwei projektive Punktreihen
ausschneiden @, so sind die von M in z und von B inp
beschriebenen Punktreihen projektiv; wir haben daher

Fig. 8.

MA B A U®B A B
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Lehrsatz: Die Punkte von u und die ihnen zuge-
ordneten lateralen Punkte sind projektiv aufeinander
bezogen,

Zusatz. Fillt B mit seinem homelogen B, zusammen,
d. h. ist B ein Ordnungspunkt @22 der Projektivitiit von u,
so fallt M, wie aus der Fig. 8 hervorgeht, ebenfalls in B:

Jeder Ordnungspunkt der Projektivitit fallt mit

seinem lateralen zusammen.

135. Punktreihe der angularen Punkte. Ist § der
zu 4 gehorige angulare Punkt (Fig. 9), so sind irgend zwei
Strahlen ¢ und e; von 4 und A;, die sich in einem Punkt I von
U S schneiden, einander homolog %9, Zeichnet man zu
U S =s den homologen Strahl U S; = s, so sind die
Schnittpunkte s « = I und s; @; = I; einander homolog,
weil sie Schnittpunkte homologer Strahlen sind, Hiilt man
die bisher gezeichneten Strahlen fest und nimmt ein be-
wegliches Punktpaar B B, hinzu, so sind die Strahlen,
welche B und B, aus I' und F; projizieren, einander homo-
log und schneiden sich daher in einem Punkt T, dessen
Verbindungslinie mit U den dem Punkt B zugeordneten
angularen Punkt T liefert %), Bewegt sich nun B in
80 I8t

B A By A T (D).

Der Punkt T ist
also der Schnittpunkt
homologer Strahlen

3 zweier projektiven Bii-

A schel “® und beschreibt

. daher eine krumme

X Punktreihe 9. Wenn

#__~_  Bin Sund folglich By

Sy in 8, fillt, so fillt T in

U; die krumme Punkt-

‘ reihe geht daher durch

S j U. Deshalb werden

ihre Punkte T aus den beiden Kurvenpunkten I und U

durch zwei projektive Strahlenbiischel projiziert @,
Wir haben also

B AT A UTA L
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Lehrsatz: Die Punkte von u und die ihnen zu-
geordneten angularen Punkte sind projektiv aufein-
ander bezogen.

Zusatz. Fillt B mit seinem homologen B; zusammen,
d. h. ist B ein Ordnungspunkt (2% der Projektivitit von
so fillt 7, wie aus der Fig. 9 hervorgeht, ebenfalls in B:

Jeder Ordnungspunkt der Projektivitat fallt mit

seinem angularen zusammen,

136. Laterale Involution. Aus dem Viereck U A, B B,
(Fig. 8) ergibt sich die Involution 0#% 4, M . B L, . B, L,
die wir die laterale nennen wollen. — Aus dieser Involution
(sowie auch aus der Fig.8) ergibt sich: Fallt B mit 4, zu-
sammen, so fillt M mit [, zusammen:

1. Lehrsatz: Ist zu A der laterale Punkt I, so ist

zu A, der laterale Punkt L;. —

Von der lateralen Involution lift sich noch ein weiteres
Punktpaar angeben. Bezeichnen wir den in ihr dem Punkt
A homologen Punkt durch X, so haben wir:

(4B i M) — (ABL M)W = (XL, B; A;) " =
(;’.1_1 Bl L1 X) (121g) .

X fillt also mit M, zusammen (4; A M, ist daher
ein viertes Punktpaar unserer lateralen Involution:

9. Sind A und B zwei beliebige Punkte von « und L
und M die ihnen lateral zugeordneten, so ergibt sich die
Laterale Involution: AM, . A, M . BL,. B, L.

137. Angulare Involution. Aus dem Viereck U Iy T
(Fig. 9) ergibt sich die Involution @ A, 7'. B S, . B, §,
die wir die angulare nennen wollen. — Aus dieser Involu-
tion (sowie auch aus der Fig. 9) ergibt sich: Fallt B mit 4,
zusammen, so fillt 7' mit S; zusammen:

1, Lehrsatz: Ist zu A der angulare Punkt S, so
ist zu A; der angulare Punkt S; —

Von der angularen Involution liBt sich noch ein
weiteres Punktpaar angeben. Bezeichnen wir den in ihr
dem Punkt 4 homologen Punkt durch ¥, so haben wir
(A1 B8 T) = (ABST)®w = (Y8 By 4,) M =

(.}11 Bl Sl Y) (121g) .

¥ fillt also mit 7% zusammen (4); A 7' ist daher

ein viertes Punktpaar unserer angularen Involution:
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2. Sind 4 und B zwei beliebige Punkte von « und S
und 7' die ihnen angular zugeordneten, so ergibt sich
die

Angulare Involution AT, . A, T.BS,. B 8.

138. Lateral-angulare Involution. Zwei Punkte A und
A von UA und U4, (Fig. 10),

1N die mit dem zugeordneten latera-
[ \WU len Punkt L in einer Gerade lie-
[N gen, sind zwei homologe Punkte
A///‘ M 5 a38) - folglich sind BA und B A,
fr / \.  ». zwei homologe Geraden. TIhr
] \_z . Schnittpunkt T liefert also den dem
LAB A B T Punkt B zugeordneten angularen

Punkt 7.

Fig. 10.

Aus dem Viereck UAA T ergibt sich die Invo-
lution @26:) A B, . A, B. LT, die wir die lateral-angulare
nennen wollen.—

Geht man bei der Ableitung nicht von dem Punkt-
paar A A; und dem lateralen Punkt I, sondern von dem
Punktpaar BB, und dem lateralen Punkt M aus und
zeichnet den dem Punkt 4 zugeordneten angularen Punkt
S, so erhilt man die Involution A B, . 4, B. M S. Dem-
nach haben wir % den

1. Lehrsatz: Sind 4 und B zwei beliebige Punkte
von u, L, und M die ihnen zugeordneten lateralen
und S und 7' die ihnen zugeordneten angularen

Punkte, so haben wir die

Lateral-angulare Involution: A B1 . Ay, B. LT, MS—
Aus dieser Involution ergibt sich: Fillt B mit L [S] zu-
sammen, so fallt 7'[M ] mit 4, zusammen:

2. Istzu A der laterale Punkt Z [der angulare Punkt
8], so ist zu L [S] der-angulare [laterale] Punkt 4.

139. Erweiterung des Satzes von Lagrange. Aus
der lateral-angularen Involution @ folgt (126
(414 LS)y= (BB TM)=(B,BMT) 129 oder 1)
L A \ S A1 M B : T'B,

75 R aens ) i S -
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Nennen wir
A S A e B
-;r:— A——’- das laterale und tS’ Al- das angulare Verhdilinis

des Punktes A4, so konnen wir den Inhalt der vorstehen-
den Gleichung so ausdriicken:

1. Das Verhiltnis aus dem lateralen und dem
angularen Verhéltnis eines Punktes ist konstant.

Auch die Gleichung von Lagrange (" sagt nichts
anderes aus, als daB das Verhiiltnis aus dem lateralen
und dem angularen Verhiiltnis (%) fiir die perspektiv-
kollineare Verwandtschaft konstant ist. Unser Satz ent-
hilt also die Ausdehnung des Satzes von Lagrange auf
die kollineare Verwandtschaft.

Aus der lateral-angularen Involution 4 B, . 441 B. LT

folgt 426 (4, 4 L B)= (B B: T A,) oder 4&
L4, BA4 _TB AB
LA B A & T8 5 A B
woraus sich ergibt die
Lay TBe 45y
T Wt s T Tt 1 3

Nennen wir das Verhiltnis der homologen Strecken
A; By und A B das awiale Verhiiltnis der Punkte A und
B, so konnen wir den Inhalt der vorstehenden Gleichung
so ausdriicken:

Lateral-angulare Gleichung

2. Das Produkt aus dem lateralen Verhiltnis eines
beliebigen Punktes und dem angularen Verhiltnis
eines zweiten beliebigen Punktes ist gleich dem
axialen Verhiltnis der beiden Punkte.

Zusatz. Da ein Ordnungspunkt mit seinem lateralen
(84 2 und seinem angularen Punkt 1357 zusammenfillt,
so nimmt das laterale und das angulare Verhiiltnis eines
Ordnungspunktes den unbestimmten Wert § an. Unsere
Gleichung liefert den Grenzwert fiir diese Verhiltnisse.
Bezeichnen wir einen Ordnungspunkt durch D, so ist
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das laterale Verhiltnis:

das angulare Verhiltnis:

§ 9. Allgemeine optische Verwandtschaft.

140. Konstruktion homologer Strahlenbiischel.

1. Gegeben ein Punktpaar 4 A, der Achse v und
sein angularer Punkt S.

Loésung: Wir finden zu den Strahlen von 4 die homo-
logen von 4, (%%, indem wir den Strahlenbiischel 4 durch
U 8 perspektiv auf den Strahlenbiischel 4; beziehen.

In Zeichen: A°A US°p Ay

2. Gegeben ein Punktpaar 4 4, der Achse u und
sein lateraler Punkt L.

Losung: Wir suchen die homologen Strahlen des Punkt-
paares BB, — Sind A und A, (Fig. 11) zwei Punkte
von UA und U4, die durch
L perspektiv aufeinander be-
zogen sind, so sind BA und
Bi A, als Verbindungslinien ho-
mologer Punkte homologe Strah-
len. Man erhalt daher die
entsprechenden Strahlen von
B und B, indem man den

e dL Strahlenbiischel B durch U 4
perspektiv auf den Biischel L und diesen durch U 4, per-
spektiv auf den Biischel B; bezieht.

In Zeichen: B NUARNL f U A, f B
3. Konnen wir die homologen Strahlen irgend zweier

Punktpaare 4 4, und BB, zeichnen, so kénnen wir auch
zu jedem (nicht in « liegenden)Punkt P das Bild P; finden:

ki
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Wir zeichnen zu den Strahlen P4 und P B
die homologen von 4, und B; und bestimmen ihren
Schnittpunkt P; .

141. Bestimmungsstiicke der kollinearen Verwandt-
schaft. Aus unsern bisherigen Betrachtungen geht hervor,
daB die kollineare Verwandtschaft @32 bekannt ist, wenn
uns die Projektivitit von v und auBerdem zu irgend einem
Punkt der Achse u der angulare oder der laterale Punkt
gegeben ist. Ist ums z. B. zu A der angulare Punkt S
gegeben, so konnen wir vermittelst der lateral-angularen
Tnvolution @% zu einem beliebigen Punkt B den lateralen
M und aus diesem wieder zu einem beliebigen € den
angularen zeichnen. — Da die Projektivitat von u durch
drei Punktpaare 4 B C A 4, B, C, bestimmt ist ¢ % | so
ist uns also die kollineare Verwandtschaft durch 7 Punkte
gegeben. Die Zahl dieser Punkte konnen wir auf 6 redu-
zieren, indem wir den Punkt C' mit dem angularen S
[dem lateralen L] zusammenfallen lassen.

Wir haben daher zwei allgemeine Bestimmungsweisen
der kollinearen Verwandtschaft, die in Zeichen gegeben
sind durch

1., ABS A 41 B8
2. ABL A AvBiln.—

Die Zahl von 6 Punkten lift sich noch weiter auf
5 reduzieren, indem man B mit 4, zusammenfallen Lilt.
Schreiben wir in diesem Falle wieder 4, fir B, so er-
geben sich noch die beiden folgenden besonderen Be-
stimmungsweisen :

3.4 ;l.l S K .‘11 :l.'_; Sl 3
4 e A K A Ax Ty .

Zusatz. Aus der angularen Involution ¢ 4, 7'. B 8.
By S ergibt sich 426 daB man aus 4, 7'. B, § zu B den
sugeordneten Punkt S, finden kann. Wir konnen daher
den Bestimmungsweisen 1 und 2 noch hinzufiigen:

Die kollineare Verwandtschaft ist durch zwei Punkt-
paare A A, und B B; und ihre beiden angularen
[oder ihre beiden lateralen] Punkte bestimmt.
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142. Erste allgemeine Konstruktion des Bildes.
Gegeben: A BS A 4, B, S; M,

Konstruktion: Weil zu 4 der angulare Punkt S ist,
so haben wir (40

1. Fiir das Punktpaar 4 4,: A X USA 4. —

Weil zu A der angulare Punkt § ist, so ist zu S
der laterale Punkt 4, (3% wir haben daher (4%

2. Fir d% Punl‘tpacm ]) Ll.

AN Zeichnen wir hiernach
/ ) ) A PAund PB die homo-

P gl logen Strahlen von A; und
oA a0 B,, so schneiden sich diese
B A /S A /Bi @ indem Bild P, (Fig. 12).
|“:"' \
Fig. 12,

143. Zweite allgemeine Konstruktion des Bildes.
Gegeben: A BL N Ay By L; 4%,
Konstruktion: Weil zu A der laterale Punkt L ist,
so haben wir (140
1. Fiur das Punktpaar B B, :
BoniUA S Lo Ud TN By —
Weil zu A der laterale Punkt L ist, so ist zu L der

angulare Punkt A, (98 ; wir hqben daher (4%
2. Fir das PunLtp‘m LLi: L' UA;°} L.

Zeichnen wir hiernach zu
PB und PL die homologen
Strahlen von B; und L, s
schneiden sich dlese (1409 1p dem

B\% L (411 :Ll B, Bilde P, (Fig. 18).

Fig. 13,
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144. Erste besondere Konstruktion des Bildes.
Gegeben: A 4, SA A, 4, 5, 441}
Konstruktion: Weil zu 4 der angulare Punkt § ist,
50 haben wir (0
1. Fur das Punktpaar 4 4,: 4 A US A 4,.
Weil zu 4, der angulare Punkt S, 15t “5“" S0
haben wir (1)

R. Fiir das Punktpaar 4, d,: 4, A US; A 4;.—
Zeichnen wir hiernach zu
PA und PA, die homologen
\\ Strahlen von 4, und A4,,*so
schneiden sich diese U4%) in dem

A 5 A Bilde P, (Fig. 14).

Fig. 14.

1456. Zweite besondere Konstruktion des Bildes.
Gegeben: A 4, LA 4,4, L, ",
Konstruktion: Weil zu 4 der laterale Punkt I ist,
80 haben wir (40
1. Fir das Punktpaar 4; 4,:
ANUANLNUA N 4, —
Weil zu A der laterale Punkt I ist, so ist zu I der
angulare Punkt 4, %% ; wir haben daher @4t
2. Fur das Punktpaar LL,: LA U A, ;A L,.

Zeichnen wir hiernach
zu PA, und P L die homo-
logen Strahlen von 4, und
L 1» S0 schneiden sich diese
(14%) in dem Bilde P, (Fig. 15).
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146. Brennpunkt, Hauptpunki, Knotenpunkt. Fir die
optischen Anwendungen, die wir von unsern rein geome-
trischen Betrachtungen machen wollen, ist es vorteilhaft,
nicht einen beliebigen Punkt 4, und die ithm in beiderlei
Sinn @22 homologen 4 und 4; den Konstruktionen zu
grunde zu legen, sondern von dem uneigentlichen Punkt
F, der Achse u auszugehen und somit die Fluchtpunkte
(33) F und #y zur Darstellung zu benutzen.

1. Erklirung: Der Fluchtpunkt F, dem der eigent-
liche Punkt F; homolog ist, heilit in der Optik der
erste Brennpunkt. Der Fluchtpunkt #',, der dem un-
eigentlichen Punkt F) homolog ist, heilit in der Optik
der zweite Brennpunkt.

2. Erklarung: Der dem ersten Bremnpunkt F an-
gular zugeordnete Punkt, den wir mit H bezeichnen
wollen, heiBt in der Optik der erste Hauptpunkt; sein
homologer H,, der dem Punkt F; angular zugeordnet
ist WW - der zweite Hauptpunkt, —

Lehrsatz: Weil zu F der angulare Punkt H ist,
so ist zu H der laterale Punkt I (38,

3. Erklirung: Der dem ersten Brennpunkt F"lateral
zugeordnete Punkt, den wir durch K bezeichnen
wollen, heit in der Optik der erste Knotenpunkt;
sein homologer K., der dem Punkt F) lateral zuge-
ordnet ist 1380 der zweite Knotenpunkt. —

Lehrsatz: Weil zu F' der laterale Punkt K ist, so
ist zn K der angulare Punkt F; (%), —

Gehen wir von dem uneigentlichen Punkt F) statt
von einem beliebigen Punkt 4, der Achse u aus, so er-
geben sich somit die folgenden beiden Darstellungsweisen
der durch zentrierte Kugelfliichen 5% vermittelten optischen
Verwandtschaft.

4. Durch die Brennpunkte und Hauptpunkte:
FF, H )\ F, Fy H, ¢4,

5. Durch die Brennpunkte und Knotenpunkte:
FF K\ I E K Y.
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147. Beziehungen zwischen den Hauptpunkten und
den Knotenpunkten. Da eine Projektivitit durch  drei
Punktpaare gegeben ist 14 %, 50 sind mit den Brennpunkten,
die zwei Punktpaare darstellen, und dem von den beiden
Hauptpunkten gebildeten dritten Punktpaar H H, auch die
Knotenpunkte K K, gegeben. Diesen Zusammenhang
zwischen den Hauptpunkten und den Knotenpunkten finden
wir durch die lateral-angulare Involution.

1. Weil zu ¥ der angulare Punkt H und der laterale
Punkt K und folglich W% zu F; der angulare Punkt H,
und der laterale Punkt K ist, so ergibt sich aus der ldteral-
angularen Involution @) 4 B, . 4; B. L T . M §, wenn wir
A mit # und B mit F, zusammenfallen lassen:

FF,. F{ Fi. KH, . K, H.

Da in dieser Involution der uneigentliche Punkt 77
sich selbst homolog, also ein Ordnungspunkt %) ist, so
haben wir (1260

F H
2. 3 T I
.l"g_b ]\.|

Die Strecke F H, der Abstand zwischen dem ersten
Brennpunkt und dem ersten Hauptpunkt, heiBt in der
Optik die ersie Bremnweite. Bezeichnen wir sie durch £
so ist Fih= f=—— g I, —

Fs Hi
'K

Die Strecke F3 H,, der Abstand zwischen dem zweiten

Brennpunkt und dem zweiten Hauptpunkt, heifit in der

Optik die zmeite Brennweite. Bezeichnen wir sie durch /3,
so ist Ry Hi=fi=—HFK —

AR — R Ao

SRR |

148. Folgerungen. Aus F' A4 . Fy A, = FH,FH,
123 ergibt sich
1. FA . B di=[f.[i —
Da zu F der angulare Punkt H und der laterale
Punkt K ist, so ist (5%
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2 (ATA TSy = (P R H)—"— 7
Weil zu F der angulare Punkt [ ist, so ergibt sich
: (LA WT By LA B,
afns —anoular (18095 F= oo ol Ba - SF
ws der lateral-angularen Gleichung T A TBE= A8’
T
0 B £ A TR e

wenn wir F' fiir B und H fiir 7' setzen,

folglich
3 _‘!J_A_l__f. ol F2 A-i (148;)
AT /i ey
In dhnlicher Weise ergibt sich
o DI B o D T i
" 94 ;A 7 :

149, Laterales Verhdltnis der Hauptpunkte und
Knotenpunkte. Ist A4 ein beliebiger Punkt und 7. sein
lateraler, so liegen zwei homologe Punkte A und A; von
VA und U A, mit L in einer Gerade ") . Beriick-
sichtigen wir von jetzt an noch, dab U ein uneigent-
licher Punkt ist 192 go 1ist

."ll Ai AR :11 T e b
Nennen wir die Strecke 4 A das Objekt und 4, A,
sein Bild und das Verhiltnis 4, A, : A A die objektive
Vergrisserung, so haben wir

1. Die objektive VergroBerung ist gleich dem
lateralen Verhiltnis. —

Fiir den Hauptpunkt H ist 7 der laterale Punkt (45,
das laterale Verhiltnis also - 1 2%

2. Zu einem Objekt im ersten Hauptpunkt gehort
ein gleich groBes, aufrechtes Bild im zweiten Haupt-
punkt, —

Weil zu K der angulare Punkt F; ist(4%), so sind
die homologen Strahlen von K und K; durch die uneigent-
liche Gerade U F) perspektiv aufeinander bezogen (133

3. Die Strahlen des ersten Knotenpunktes und
die ihnen homologen des zweiten sind parallel.
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150. Konstruktion des Bildes. Aus den in den Nrn.
144 und 145 gegebenen besonderen Konstruktionen ergeben
sich die folgenden fiir den Fall, dah die Punkte 4 4, 4,
mit FF, Fy, und BB, mit A H, oder K K; zusammen-
fallen.

1. Erste Konstruktion. Gegeben: F' Fy H A f1 By Hys,
Fiir das erste Punktpaar ¥ F, : F /\ UH T HES
Fiir das zweite Punktpaar F\ Iy : Fy, A U H,; A A,

\ __\ Zu den Strahlen PF und PF',

f - zeichnen wir (4% die homologen
F\HHA Fa : %
(Fig. 16).

F B
Fig. 16.

2. Zweite Konstruktion. Gegeben I' Iy K 7\ Iy I K; %9,
Fiir das Punktpaar F Fs: Fy ANUFAK A U F K]*&;
Fiir das Punktpaar KK, : K p UF, /f K

P
5= & o Zu den Strahlen P F,

~ s und P K zeichnen wir die
F K\: P homologen. (Fig, 17) (versl. 14%),
A] Al

Fig. 17.

3. Dritte Konstruktion. Gegeben: Iy H K A F: Hy K.
‘Weil aus den Hauptpunkten die Knotenpunkte bequem

zu finden sind 47, so ist es vorteilhaft, aus den beiden vorher-
gohenden Konstruktionen

P noch diefolgendezubilden :
I\ Man zeichnet nach der

; 2 ersten den zu PF; und

H K |H K, \ nach der zweiten den zu

Py PK homologen Strahl

(Fig. 18).
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Zusaiz. Die dritte Konstruktion kann man noch dazu
benutzen, die Bewegung von Objekt und Bild anschaulich
darzustellen. Man denkt sich die zweite Punktreihe von
u um die Strecke H; H verschoben, soda H; in H und folg-

lich 447 K in K fillt. Hat man

fiir diese Lage die Bilder P’ der
Pm Punkte P gezeichnet (Fig. 19), so
u_ H /i verschiebt man zum Schlufl den

2
H, [(t\\]): Bildraum wieder um die Strecke
' HH,, um die gesuchten Bilder
P; zu erhalten (verel. 168 4)  (Djese
LG HLS: Konstruktion ist im Grunde mit
der in Nr. 131 gegebenen identisch).

§ 10. Teleskopische Verwandtsehaft.

151. Konstruktion des Bildes. Tiillt der eine, und
folglich auch der zweite, Brennpunkt in den uneigentlichen
Punkt 73, so wird aus der allgemeinen Projektivitit eine
teleskopische * und aus der allgemeinen optischen Ver-
wandtschaft eine teleskopische. Da ein Ordnungspunkt mit
seinem lateralen (% % wund seinem angularen @% % Punkt
zusammenfillt, so liegen bei einer teleskopischen Verwandt-
schaft auch die Hauptpunkte und Knotenpunkte in Fj,
Die drei in den Nrn. 144 und 145 zur Darstellung benutzten
Punktpaare fallen daher bei der teleskopischen Verwandt-
schaft in einen Punkt : I}, sodafl die dort gegebenen Kon-
struktionen unbenutzbar werden. Wir miissen daher auf
die allgemeinen Konstruktionen in den Nrn. 142 und 143
zuriickgehen und in diesen die Punkte B und By mit I}
zusammenfallen lassen.

1. Erste Konstruktion. Gegeben: 4 Fy S A i By Sy—
Fiir das Punktpaar 4 4,: A A US A 4y;
Fiir das Punktpaar F, F, : F} _/\= Us TAL A US T .
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i ,
& : k}l, S, Die den Strahlen P A und

i

P F} homologen liefern (4% das
Bild P (Fig. 20).

g

Fig. 20.

9. Znweite Konstruktion. Gegeben: A Iy L '/\' Ay Fy Lj—
Fiir das Punktpaar Iy Fy: Fy g UAN LA UAd A Fy;
Fiir das Punktpaar L Ly: LA U Ax A L.

. : D T
ALy Die den Strahlen P F; und

G NG
P—X

Fig. 21.

P

u

A Ay
¥

Fig. 22.

teleskopische Proj
lichen homologen

P L 'homologen liefern 4% das
Bild_P; (Fig. 21).

Zusatz. Da bei der teleskopischen Verwandtschaft die

uneigentliche Gerade U F; mit ihrer
homologen zusammenfillt, so hat ein
uneigentliches Objekt ein uneigentliches
Bild. Um zu einem uneigentlichen Punlkt
das Bild zn zeichnen, hat man daher
nur ein Punktpaar und seinen angularen
nitig (Fig, 22).

152. Laterales und angulares Verhaltnis. Fir die

ektivitat ist das Verhaltnis zweier eigent-
Strecken konstant 29, Bezeichnen wir

daber den dem Punktpaar (' C; zugeordneten lateralen Punkt
durch N, so wird aus unserer lateral-angularen Gleichung uss,
EApe Dby Ay B0 Coli G Ses 2
T 4% (BN AR OB NQHS TR

L4, . NG

folglich - =

LA [ NC
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1. Lehrsatz: In einer teleskopischen Verwandtschaft
ist das laterale (und das angulare) Verhiiltnis der
eigentlichen Punkte konstant, —

Weil bei der teleskopischen Projektivitat der uneigent-
liche Punkt F; ein Ordnungspunkt ist, so ist sein laterales
Verhiiltnis 189 2

B Bl By Iy By ey TNBy B 4B
I I R LR ir 8 Ry
2. Lehrsatz: In einer teleskopischen Verwandt-
schaft ist das laterale (angulare) Verhéltnis des un-
eigentlichen Punktes gleich dem reziproken Wert des
| angularen (lateralen) Verhiltnisses eines eigentlichen
i Punktes.

§ 11. Zusammensetzung zweier optischen Systeme.

153. Darstellung zweier optischen Systeme. Ent-
spricht in einer optischen Verwandtschaft T dem Punkt 4
derPunktA,,und in einer zweiten optischenVerwandtschaft I,
die mit der ersten die Achse u gemeinsam hat, dem Punkt
Ay derPunkt 4., so kénnen wir eine neue Verwandtschaft ITT
herstellen, in der dem PunktAd der Punkt 4, zugewiesen ist.
Diese neue optische Verwandtschaft ist wieder eine kolli-
neare, weil den Punkten A einer Gerade p die Punkte A,
einer Gerade p. zugewiesen und die Punktreihen p und p-
projektiv aunfeinander bezogen sind 4, Wir diirfen daher
die fir die kollineare Verwandtschaft abgeleiteten allge-
meinen Sitze auf die optische Verwandtschaft zwischen A
und 4, anwenden.

Brennpunkt und Hauptpunkt des ersten Systems be-
zeichnen wir durch FF, H'H,’; Brennpunkt und Haupt-
punkt des zweiten Systems durch GG H” H,”, sodal die
beiden Systeme dargestellt werden 46 durch
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I: FF, H N\ FyF H
TGy HOON By G By

154. Angulares Verhiltnis des Gesamtsystems. Zu

A gehore in I der angulare Punkt S, zu dem dem
Punkt 4 in T homologen Punkt A; gehore in II der angulare
Punkt S Wir finden dann den zum Punktpaar 44, in
III angularen Punkt S durch folgende Zeichnung (Fig. 23):
Zu einem beliebigen Strahl

U A von A, der US’ in A’
S schneidet, ist in I homolog
ARSI A 330 die Verbindungslinie

/; ! 7\ A, A’. Schneidet diese den
¢/ v ol Strahl US” in A”, so ist
g i S dem Strahl 4;A’ in II die

A S'I A; -5':‘ A~ S Verbindungslinie 4sA” ho-
\ 2 molog, sodall dem urspriing-
A lichen Strahl AA’ in IIT der
g A0 Strahl A; A” homolog ist.
Verbinden wir den Schnittpunkt A dieser Strahlen mit U,
go ist der Punkt S, in dem der Strahl U A die Achse u
schneidet, der dem Punktpaar A4, in III angulare Punkt.
Aus dem Viereck U A A’ A” (Fig. 23) ergibt sich (262
die Involution: 4 §”. 4, 5.4, 5; und aus dieser (1%
(4, 48 8= (584, A) oder
O e it A BIGE hia
: == A o) ich
Py T T e
Sy S Ay _ 54y
SLASE Siids S A

Lehrsatz: Das Produkt aus den angularen Ver-
héltnissen der Einzelsysteme ist gleich dem angularen
Verhiiltnis des Gesamtsystems.

155. Laterales Verhiltnis des Gesamtsystems. Zu
A gehére in I der laterale Punkt L’; zu dem dem
Punkt A4 in I homologen Punkt 4, gehore in II der
laterale Punkt Z*. Wir finden dann den zum Punktpaar
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A A; in ITI homologen Punkt L durch folgende Zeichnung
(Fig. 24): Zu einem beliebigen Punkte A von U A4 finden
wir durch Z/ den ihm in
I homologen Punkt A; von
UA, @8 zu A 'durch
L” den ihm in IT homo-

“-\A2 logen A; von U A4;. Die
ah EIE S Verbindungslinie A A,
A L'\ WL 4, L schneidet # in dem Punkte

L, der in III dem Punkt-
paar A A, lateral zuge-
ordnet ist.

Aus dem Viereck U AA;A; ergibt sich @22 die In-
volution: 4 /. A; L. A; I/ und daraus

T4y L' s S D4,

R R T

Lehrsatz:  Das Produkt aus den lateralen Ver-
hiltnissen der Einzelsysteme ist gleich dem lateralen
Verhiiltnis des Gesamtsystems.

A

Fig. 24.

156. Die Projektivitit des Gesamtsystems. Dem
Brennpunkt F entspricht im ersten System der uneigent-
liche Punkt F; , diesem im zweiten System Gg:

1. F und G, sind homologe Punkte des Giesamtsystems.

Bezeichnen wir den Punkt, dem in I der Punkt &
homolog ist, durch B, so ist B, weil dem Punkt G im
zweiten System der Punkt #; homolog ist, der erste Brenn-
punkt des resultierenden Systems. — Ferner ergibt sich,
dafl der Punkt By, der dem Punkt 7; in II homolog ist,
der zweite Brennpunkt des resultierenden Systems ist.

In Zeichen:
22 L:FHHBANFFRH'G
II: G FL H' F;, A I Gy Hy" B,
IIT: BIL F A Fi By Ga

Damit ist uns die Projektivitiit der Achse « fiir das
resultierende System gegeben @42,
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157. Intervall. Die Lage der Systeme I und II zu
einander kennen wir, wenn wir den Abstand irgend zweier
Punkte kennen. Wir wihlen den Abstand des‘fzweiten
Brennpunktes #: des I vom ersten Brennpunkte G des II
und bezeichnen ihn durch A,

1. Erklarung: A = F, G heibt das Infervail.

Fiihren wir fiir die Brennweiten (147¢) des ersten und
zweiten Systems die Bezeichnungen ein
FH =f F H'=f und G H' = g; G: H\" = ¢y,
so ist W80, weil B G und Fi By Punktpaare des ersten
und zweiten Systems sind,
FB.F, G=/[fiund G F,. G3 B, = g g1; folglich
¢ N 2 g9
2. FB = " .

, GiBy=—%0

158. Das Punktpaar 7'(,. Fir das Gesamtsystem
haben wir die Projektivitit @*® und die Lage der Brenn-
punkte (672 bereits gefunden. Es bleibt noch ibrig “4v,
zu irgend einem Punktpaar den angularen Punkt anzugeben.
Wir withlen das Punktpaar F'G. @%» und bezeichnen den
gesuchten angularen Punkt durch S. Da zu F'im System I
der angulare Punkt H und zu F, in IT der angulare Punkt
H," 18 ist, so ergibt sich aus der Gleichung von Nr. 154

HF, H\"G SG
R THR ST
und hieraus @29, wenn wir die in Nr. 157 eingefithrten
Bezeichnungen benutzen, '
1. Das angulare Verhiiltnis des Punktpaares F'Grs

im Gesamtsystem ist

S G2 N
S AT

Den zum Punktpaar F'G: in III gehorigen lateralen
Punkt L finden wir, da zu F in I der laterale Punkt der
Knotenpunkt K‘ und zu Fj in II der laterale Punkt der
Knotenpunkt, K ist (462, aus der Gleichung von Nr. 155:

Sy G e LGl

¥ T S I R B
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2. Das laterale Verhiilinis des Punktpaares I’ G,
im Gesamtsystem ist
[;G'z g

LF fi

Damit ist das Gesamtsystem bestimmt @4, da wir die
Projektivitat von @ und zu einem Punkt den angularen
kennen (689, Wir wollen aber noch, um das Gesamt-
system in derselben Form darstellen zu konnen wie die
Kinzelsysteme, die zu den Brennpunkten B und B; des
(Gresamtsystems 1%6) gehorigen angularen Punkte, d. h. (462
die Hauptpunkte H und H; des Gresamtsystems bestimmen:

159. Brennweite des Gesamisystems. Die gesuchten
Brennweiten B H =g¢ und B; H; = ¢, ergeben sich aus
der Gleichung %

Y fil 5 A.z ol L.:‘;i.g

Tod: LAy i DAL
wenn wir in ihr die lateralen Verhiltnisse durch die in
Nr. 1483 gefundenen Werte ersetzen:

/i I I G S
FRAGL T bd 95T Ban
B @ ist ein Punktpaar des ersten Systems @502, folglich
G A4, : BA das Verhiltnis zweier homologen Strecken; in
diesem konnen wir die inneren Punkte durch die Flucht-
punkte 7% und 7 ersetzen (3%: G A, :BA = GF:: FA4,
folglich (57

s lilgip L

A
Setzen wir in die eben benutzte Gleichung ®*» den zweiten
der in Nr. 148; fiir das laterale Verhiltnis gefundenen
Werte ein, so erhalten wir

ho,
A

1. BH=g=

2. B'_g H1=991=

160. Berechnung des Gesamtsystems. KEin optisches
System ist gegeben (46, wenn die Lage der beiden Brenn-
punkte F und 7, und die beiden Brennweiten !4 f und

3
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/1 bekannt sind; denn aus den Abstiinden / und /; ergibt
sich die Lage der Hauptpunkte A’ und H;’. Ist ein zweites
optisches System durch die Brennpunkte G und G» und
die Brennweiten g und g, und seine Lage zum ersten (572
durch das Intervall A gegeben, so kommt die Aufgabe,
das aus diesen beiden Einzelsystemen resultierende Gresamt-
system zu finden, darauf hinaus, die Lage der beiden Brenn-
punkte B und B; und die beiden Brennweiten ¢ und ¢
zu berechnen:

Aus FE ffi; GGy ggi; A sind BBy ¢o¢; zu

berechnen.

Diese Aufgabe ist gelost durch die Formeln 157; und
159. Diese Formeln nehmen die Brennpunkte als
Ausgangspunkte; fiir die Anwendungen ist es vorteilhafter,
die Hauptpunkte der drei Systeme der Rechnung zugrunde
zu legen:

161. Umformung. DBezeichnen wir den Abstand
zwischen dem zweiten Hauptpunkt H;’ des ersten Systems
und dem ersten Hauptpunkt H” des zweiten Systems
durch d, so heiit unsere Aufgabe 1% also jetzt:

Aus H'HY ffi; H H" ggy; 8 sind HH: ¢ g,
zu berechnen.

A= F, G U = F, Hy' + I_!.l; H + H”G(”“';

A=fl —1—5—!)‘“5“- ool

HH=HF+ FB+ BHUM — — £050 L rfi: AT
"'"'fg:6(159“:__f(a—/i+!]):A:—-—f6;AU‘“)-’
ebenso ergibt sich Hy“ H;=—g1d: A.

Wir stellen die fiinf Gleichungen, die zur Berechnung
des Gesamtsystems dienen, noch einmal zusammen:

1. 0=H"H"'; A=fi+0—y
¥ p

2. HH=— ’-(A’ . Hy H = — 1:5‘

3 BH = =— /A-(/ : B'_’ H] =9"1 s /13’71 (159)
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§ 12. Satz von Helmholtz.

162. Satz von Helmholtz. Der Satz von Lagrange (%)
sagt aus, dal das Verhiltnis aus dem lateralen und
dem angularen Verhiltnis fiir die kollineare Verwandtschaft
konstant ist. Den Wert dieser Konstante, der fur die
perspektiv-kollineare Verwandtschaft ¢; : ¢ ist @27, hat fiir
die allgemeine optische Verwandtschaft Helmholtz angegeben.
Wir finden ihn, indem wir auf die Ableitung der durch
mehrere zentrierte Flichen vermittelten optischen Ver-
wandtschaft aus der durch eine Kugelfliiche bestimmten Ver-
wandtschaft zuriickgehen @32,

Die erste brechende Fliche, welche durch den
Kugelmittelpunkt € und den Scheitel M bestimmt ist,
trenne die Mittel mit den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
¢ und ¢;; die zweite, die bestimmt ist durch C; und M;,
die Mittel mit den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ¢; und
¢s usw. Der Satz von Lagrange 127 ergibt dann

(A1 ACM)=c¢ :c
(A4, CiMy)=¢ e

("{n "1-n =1 (‘»n -1 411” -1 ) = CniCn-1-

Bezeichnen wir in dem resultierenden System, in
dem dem Objekt A das Bild 4, entspricht, den dem Punkt-
paar A A, zugeordneten lateralen Punkt durch L, den
angularen durch S, so ergibt sich durch Multiplikation der
vorstehenden (Hleichungen (194 und 155

(A ATES) —ch: &

Satz von Helmholtz: Fir die allgemeine optische
Verwandtschaft hat das Lagrangesche Doppelverhéltnis,
das Verhiiltnis aus dem lateralen und dem angularen
Verhiiltnis, den Wert ¢, : c.

Zusalz. Durch dieselben Betrachtungen, durch die wir
eben aus der Lagrangeschen Gleichung die Helmholtzsche
abgeleitet haben, ergibt sich aus der Gleichung @*"%)

CA; sinu ¢y

- =-—— . — das

CA Sin uy ¢
LA, sinu’ tc,

Sinusgeseiz : rhesg= Tt
LA sin u, i
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163. Linsensysteme. Der Wert ¢, : ¢ des Lagrange-
schen Doppelverhiltnisses ist nur abhiingig vom ersten und
letzten Mittel. Ist daher das letzte Mittel dasselbe wie
das erste, und wird es in demselben Sinn durchlaufen wie
das erste, sodall e, = - ¢ ist, so ist, welches auch die
zwischen ihnen liegenden Mittel sein mogen, der Wert des
Doppelverhiltnisses gleich 1. Tatsiichlich ist fiir fast alle
optischen Systeme das erste und das letzte Mittel Luft;
fiir solche optischen Systeme wollen wir, um uns kurz aus-
driicken zu kénnen, ein neues Wort einfithren durch die

1. Erklirung: Ein optisches System, fiiv welches
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten im ersten und
letzten Mittel in Grébe wnd Sinn iibereinstimmen,
nennen wir ein Linsensystem. -—

9. Lehrsatz: Fir ein Linsensystem fallen die angu-
laren Punkte mit den lateralen zusammen 1219,

164. Allgemeines Linsensystem. Aus der lateral-an-
gularen Involution 4 B, . 4, B. L T 1%8) wird, weil der an-
gulare Punkt 7' in den lateralen M fillt ®8%: 4 B, . 4, B.
L M; durch die beiden Punktpaare 4 4; und B By und den
lateralen Punkt L ist daher auch der laterale Punkt M
gegeben (1262 ; folglich (141 2

1. Ein Linsensystem ist durch zwei Punktpaare
und einen lateralen Punkt gegeben. —

Lassen wir B mit 4, zusammenfallen (und setzen A4,
fir B,) so wird, weil zu 4, der laterale Punkt L, ist 13,
die lateral-angulare Involution

A ;’12 . ;'11 4‘11 . ].r .Ll .

Aus A A, 4, L 14Bt sich daher I, finden 126 :

2. Zur Darstellung eines Linsensystems geniigen

4 Punkte. —

Lassen wir @84 4 mit dem Brennpunkt ¥ zusammen-
fallen, so wird, weil zu ¥ der angulare !4 und folglich
(8% auch der laterale Punkt H ist, aus der lateral-angularen
Involution: F Fy. Iy, Iy . H H, ; daher

3. Ein Linsensystem ist durch die beiden Brenn-
punkte und einen Hauptpunkt gegeben, —
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Weil die letzte Involution eine teleskopische ist,
so ergibt sich (26 ;

| AT G der A7) A=—F:

5. Die Hauptpunkte sind Potenzpunkte 2 der
Achsenprojektivitat, —

Aus (A HF F,) = (4, H, I'} I,) "' folgt

FA. R4 = — 1

6. Fir ein Linsensystem ist die Potenz ) der
Achsenprojektivitit stets negativ.—
Weil F A und F» A, also stets entgegengesetzten Sinn

haben, ergibt sich

—————— P mmme e Procen—=ad
/i ; i
F 2
............... P —— i i el 5
Fig. 25.

7. Objekt und Bild bewegen sich stets in demselben
Sinn (Fig. 25).—

Weil die zweite Brennweite f; stets durch die erste f
gegeben ist 164 so sind (nicht vier, sondern) nur zwei
Linsensysteme moglich: die Brennweite / kann entweder
positiv oder negativ sein. Die Linsensysteme der ersten
Art heiBen kollektiv, die der zweiten dispansiv:

8. Hs sind nur zwei Linsensysteme miglich: das
kollektive und das dispansive.

Verschieben wir wieder den Bildraum um die Strecke
H, H 150 %) gq lassen sich (vergl. 168;) die beiden mdoglichen
Linsensysteme durch sehr einfache Zeichnungen anschaulich
darstellen (Fig. 26):

e —

el U8

7, A
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Zusatz, Objektweite und Bildweite.

1. Erkldrung. Der Abstand H 4 = a zwischen
dem ersten Hauptpunkt und dem Objekt heilit Objektweite;
der Abstand H; A, = & zwischen dem zweiten Hauptpunkt
und dem Bild heilit Bildweite.—

Aus (A FF  H) = (A4, B\ Fy H,) (2% folgt (21
HF Py Ay F, H,

3 — e AL (121) - fololie (164,)
A WA e el
1 1 1
R U A TG s S 1
4 B i e oy 90
1 1 1
— =

Aus der lateral-angularen Gleichung
LAy L TByandayy . : T
I el folgt, weil zu H der laterale
und folglich %) auch der angulare Punkt F) ist,

LA _ H As

LA s
3. Lehrsatz: Fiir ein Linsensystem ist das laterale
Verhiiltnis gleich dem Verhiiltnis aus Bildweite und

Objektweite,

165. Teleskopisches Linsensystem. Beim telesko-
pischen System bildet der uneigentliche Punkt F} als Ord-
nungspunkt % ein Punktpaar; folglich (64

1. Ein teleskopisches Linsensystem ist durch ein
Punktpaar und seinen lateralen gegeben; also z. B.
durch 7' und G, % und den zugehorigen lateralen
Punkt., —

Aus dem Punktpaar A 4, und seinem lateralen L 1aDt
sich der dem letzteren homologe L, finden. Weil niimlich
zu A der laterale Punkt L ist, so ist erstens zu 4, der
laterale Punkt L; @38 ; zweitens zu L der angulare (3%
und folglich 6% auch der laterale Punkt 4;. Ferner ist
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zu dem Ordnungspunkt 7, der laterale Punkt F} (% %),
Da nun die Punkte 4 4, L 7} und ihre lateralen L I, 4, F;
projektiv aufeinander bezogen sind 0% | so ergibt sich aus
A4, LK) =(LL A, Fy):
LA: LA =4, L: 4, L, 29 ; daher
2. 11 11 . ?;1 .'i[ =5 (Lr’j-l)z. —
Aus der lateral-angularen Gleichung (%% folgt, weil
jetzt 7' mit M zusammenfillt 163
Ldw MB_ 4B
LA en M B il e ARR G ¢
L4, _ MB

Fiir die teleskopische Verwandtschaft ist T AV B
_‘i]j‘)'] $HE {‘Ij_)I {126)

R T ist, so ergibt sich

o5 =(z%):

/

152) : da auch noch

3. Lehrsatz: Das Verhiiltnis zweier homologen
Strecken eines teleskopischen Systems ist gleich dem
Quadrat des lateralen Verhiiltnisses.

Zusatz. Das Verhaltnis zweier homologen Strecken ist
also stets positiv und, daher bewegen sich, wie auch aus
Nr. 164; folgt, Objekt und Bild stets in demselben Sinn.

§ 13. Linsen.

166. Brennweiten einer brechenden Fliche. Das
optische System, das durch eine brechende Fliche erzeugt
wird, ist gegeben durch den Kugelmittelpunkt C, den Kugel-
scheitel M und das Verhiltnis ¢ : ¢, = n der Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten des Lichts in den beiden Mitteln, welche
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durch die Kugelfliche getrennt werden. Weil fiir ein solches
System zu allen Punkten der laterale C und der angulare
M ist %% g0 haben wir den
1. Lehrsatz: Fir eine brechende Fliche fallen die
beiden Knotenpunkte @49 in den Mittelpunkt C und
die beiden Hauptpunkte in den Scheitel M.

Demnach sind die }Brennweiten®4™
FM=fund Fo M=f . —

2. Thre Werte erhalten wir aus der Lagrangeschen
Gleichung @ (4; A CM)=c¢,: c=1: n, indem wir fiir
das beliebige Punktpaar A 4; einmal das Punktpaar F'Fy
und dann Fy Fh setzen., Aus (Fy FCM)=1: n ergibt

5 1 MF MF
(1815 =& 50 Syt (21 folelicl
Sl n CF CM+ MF el
/=FM:R}1MC.

In derselben Weise ergibt sich durch Einsetzung von
I, Fy fiir A A, aus der Lagrangeschen Gleichung

PRI 2 | ES A SRy v i

n—1

Mittelpunkt und Scheitel einer zweiten brechenden
Fliiche bezeichnen wir durch C; und M, ihre Brennpunkte
durch @G und G-, ihre Brennweiten durch g und g;. Trennt
diese zweite Fliche die Mittel ¢, und ¢, sodaf} fiir sie die
Lagrangesche Gleichung lautet

414 OO M,)=c:¢c,=mn,

so ergibt sich durch eine der vorigen entsprechende
Rechnung:

Q:G J}Il :——H"“‘ ﬂ.{]_ 11 )
n—1

Yol 1
g1 = (Tg _11{1 == m ﬂfl 01 -

Zusatz. Wiederholen wir die in Nr. 127 angestellten
Betrachtungen, indem wir, statt des Brechungsgesetzes das
Reflexionsgesetz zugrunde legen, so ergibt sich
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CA_ED__E4 M4, .
G4 EA A o 29
(4 A OCM)=—1.

Diese Form der Lagrangeschen Gleichung zeigt, daB
wir die Gesetze der Spiegelung erhalten, wenn wir in den
fiir die Brechung abgeleiteten ¢; = — ¢ setzen. Dabei ist
aber zu beachten, daB die fiir Linsensysteme (6% abgelei-
teten Sitze (z. B. die Gleichung Nr. 164 Z;) fir die
Spiegelung nicht gelten; denn die Bedingung ¢, = + ¢
ist nicht erfiillt.

Wir ziehen es daher vor, die Gesetze der Spiegelung
an einer Kugelfliche direkt abzuleiten. Auch hier fallen
die beiden Knotenpunkte in den Mittelpunkt C und die
beiden Hauptpunkte in den Scheitel M (vergl. 166;). Aus
(414 CM)=—1ergibt sich(41 A CH)=1:—1=—1,
d. h. dem Punkt A entspricht der Punkt A4, zweifach, die
Projektivitat wird also zur Involution #26). Bei der Spie-

gelung gibt es daher nur einen Bremnpunkt F, — Aus
(F, FCM) = (C MF, F) %9 = — 1 ergibt sich
FM: FO=—1; folglich 4%

1. Der Brennpunkt eines Kugelspiegels ist die Mitte
von M C.

9. Brennweite f=F M= — 4§ M C.
Die Spiegel mit positivem Kriimmungshalbmesser M C,

d. h. die Konvexspiegel, haben also eine negative Brenn-
weite; die Konkavspiegel haben eine positive Brennweite.

Aus (A FF, M) = (4, F; F M) @ folgt 421

MR LA, FM (121y) )
= i — - 1 2 o
Wi WA, A, =l : folglich

5 | E ¥ T U e T 1
R M AR A SR
Erfolgt auBer der ersten noch eine zweite Spiegelung,
50 ist ¢g = — ¢, = + ¢. Fir diese, wie iiberhaupt fiir
jede gradzahlige Anzahl von Spiegelungen an zentrierten
Kugelfliichen, gelten daher die fiir Linsensysteme abge-
leiteten Siitze.
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167. Brennweiten einer Linse. Eine Linse ist der
Inbegriff zweier brechenden Kugelflichen, die drei Mittel,
von denen das letzte gleich dem ersten ist, tremnen. Das
optische System einer solchen Linse zu berechnen, heil3t
also 16D ;

Aus M ffi; My gg:; d sind H H; ¢ 1% zu berechnen,

Da die Hauptpunkte jetzt mit dem Kugelscheitel zu-
sammenfallen 1%6) g0 ist die Dicke der Linse d=— MM, — é.
Die zu benutzenden Formeln sind daher “&0:

. A=f +d—yg

[d o d
i . o2 3 BuL i 1B o
MH = 5 I Hi X

B H =g = — /Ay - — Bg HI (164.)

'Durch Einsetzung der fiir /7, und gg, gefundenenWerte
60 ergibt sich

Vil = e (M (G B, O) -
n—1"°
MC.d
U e ot Sl .
! —n(MC—D2M G) + (n—1)d’
My d
‘-.I _ — B - —= x
43 —n(MC—M, C)+F(n—1)a’
g n MC.M C
Bt == +H,,,_,,,I, : ;!J(J‘Ilr(f.;j_;'ij-|_-(iip(!£ -—;_l_)_rf_
= —q1 =—By H, oder
Lk 1 1 __ (n-—1)a )
et (21'! O MG | aMO.I 0

Zusatz. Es ist O Cy = C M+ MM, + M, ¢, ‘) =
d — (M C—DM, C); fernerH Hy, — H M ++ M M, + M; H,.

Durch Einsetzung der Werte erhiilt man

b pE ) ¢
d

e Al

b Tk

Da d stets positiv ist, so ergibt sich: Nur wenn C (;
positiv und gleichzeitig kleiner als # ist, kann H H, groBer
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als @ sein. Ist dagegen C O, negativ oder ist C (i, wenn
es positiv ist, groBer als d, so ist H H; positiv und kleiner
als d. —

§ 18. Linsen. Nr. 168—169.

168. Ideelle Linsen. 1. Erklirung: Eine Linse heilt
eine ideelle, wenn ihre Dicke d = M M, so klein ist,
daB sie gleich 0 gesetzt werden darf. —

9. Fiir d = 0 gehen die Formeln % iber in
1 ( 1 1
MH 0= M; Hy; 7 (n—1) MO MG )

Lehrsatz: Fiir eine ideelle Linse fallen die beiden
Scheitel mit den beiden Hauptpunkten zusammen
in einen Punkt.

3. Die beiden moglichen ideellen Linsen werden da-
her durch die beiden Figuren zu Nr. 164y dargestellt. Die
dort durch Verschiebung gewonnene einfache Konstruktion
bedeutet also: Wir betrachten jede Linse zuerst als eine
ideelle, fithren fiir diese die Konstruktion von Objekt und
Bild aus und erhalten hieraus die optische Verwandtschaft
fir die wirkliche Linse, indem wir den Bildraum um
H H, verschieben.

Zusatz. Fiir ein optisches System, bei welchem das
letzte Mittel nicht gleich dem ersten ist @%), haben wir
die entsprechende einfache Konstruktion bereits in Nr. 150 Z
gegeben.

169. Die verschiedenen Linsenarten. Aus den allge-
meinen Linsenformeln @67 wollen wir jetzt die besondern
fir die verschiedenen Linsenarten  ableiten. Dabei be-
schrinken wir uns, um iibersichtliche Ergebnisse zu ge-
winnen, bei den Bikonvex- und Bikonkavlinsen auf solche,
bei denen die beiden brechenden Flichen Radien von
gleicher Grofle haben.

1. Bikonvexilinse: M C= }r; M, C;, = —r.

MH= ) — My Hy = — g

d
2n— (n—1) :— p) n—-—(n—l)--;
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_].. 2(33._1) [__:.2 __(H ‘*})_{i] L
() r nr?

2. Bikenkaviinse: M C = —r; My O, = 4. |

d :
MH= ——— i My Hy = — ' g 7 i
2n-+4 (n—1) . 2n 4 (n—1) -;_— |

+=—@—y[L+0-Dd] |

nr?
3. Plankonvexlinse: M O = w; M, O, = —r.
74
MH=—; MH =0
n
; 1
=n—1) —.
9 r
3a. KNonveaplanlinse: M ( =+ r; M; ), = .
. d
MH=0; MH=—-
¢
e (n—1) ]
(J(f T
4, Plankonkavlinse: M C =w; M, O, = +r. !
d |
MH = 7= M H, =0 |
1 1
—=—(n—1).
P r
4a. Konkavplanlinse: M C=—r; M, C, = m,
: i
MH=0; M, Hy=— ;
1 1
=—(Mnm—1)—.
9 r

b. Lrgebnis: Bei den Bikonkavlinsen liegen die
Hauptpunkte immer im Innern der Linse;

bei den Bikonvexlinsen ebenfalls, solange ihre Dicke
nicht auBergewohnlich grof} ist.

Bei den Bikonvex- und Bikonkavlinsen sind, so-
lange @ gegeniiber » klein ist, die Hauptpunkte von '
den zugehorigen Scheiteln um ungefihr 1 @ entfernt.
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Bei den Planlinsen fillt der eine Hauptpunkt immer
in den krummen Scheitel; der andere liegt immer im
Innern der Linse und ist um ungefihr 4 d von dem
ebenen Secheitel entfernt.

§ 18. Linsen. Nr. 169—171.

170. Berechnung eines Linsensystems. Fiir ein
Huyghenssches Okular 0™ sind die folgenden fiinfGrofBen
gemessen worden:

Kollektivlinse: Brennweite f/=4.,0 ; Dicked= M’ M;’ =0,19;
Augenlinse : Brennweite g =1,2; Dickee = M" M, = 0,14;
der Abstand M’ M, = 2,60.—

Aus Nr. 169, ergibt sich, weil wir n =3 setzen

diirfen,

M, M e M'{'M,' eifl ]
¥\x H H‘\ﬁ Bz |
Fig. 27.
My'Hy'=—4%.0,19=—0,13; M, H, = —$%.0,14=—0,09,

J=HE II['J!(]{;]): I[ll M]; + jlrl,ﬂf, + l‘}{;ﬂ{]u_}»MUHM(lﬁll}
= 0,18 — 0,19 -} 2,60 — 0,14 = 2,4.—
Aus Nr, 161 ergibt sich

A=f+6—9g=—40424—12=—28;
HH=—/f0:0=40.24:28=34;
H'H=—g0d:0=—12.24:28=—1,0;
BH=—/g: A=4,0.1,2:2,8=1,7.

~ 171. Vergrosserung. Wir unterscheiden zwischen
olyektiver Vergroberung (4% und subjektiver VergroBerung.
; ; (164" Z,)

1. Objektive VergriBerung. Jii 21 = ijl = gl jl
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Von jedem Gegenstand, den wir betrachten, wird auf

unserer Netzhaut ein reelles Bild entworfen. Die Gréfie
dieses Bildes wird eine andre, wenn wir den Gegenstand
nicht direkt, sondern indirekt durch ein optisches Instrument
betrachten. Das Verhiiltnis des bei der indirekten Be-
trachtung erhaltenen Netzhautbildes, das wir das kiinstliche
nennen wollen, zu dem bei der direkten Betrachtung er-
haltenen, dem natiirlichen, ist gleich dem Verhiiltnis der
Sehwinkel bei der indirekten und direkten Betrachtung:

2. Erklirung: Subjektive Vergrilfierung heilit das
Verhiiltnis des kiinstlichen zum natiirlichen Netzhaut-
bilde.

3. Lehrsatz: Die subjektive Vergrilferung ist gleich

dem Verhiiltnis des kiinstlichen zum natiirlichen
Sehwinkel. —

4. Ist A; A; das Bild des Objekts
A A A, so sind, wenn das Ange sich
in 0, befindet, << u; = A4; Oy A, und
A Aﬂ U ffy <u= A O A der kiinstliche und der
e natiirliche Sehwinkel; die subjektive
A VergroBerung ist daher
Fig. 28.
H_] A“1| A| s “'{ A A.I;F. Al _(-j1_41 :L’ ‘I. ()| ;'1 (143)
T ()[ .'-].1 ¥ ()| A AN ”l ;l_] AL I')l_‘ll
Die subjektive Vergrifierung ist also gleich dem
Produkt aus der objektiven und einem Faktor, der von
der Lage 0, des Aunges abhiingig ist.

Zusatz. Wir beschrinken uns im folgenden auf das
Mikroskop mit positivem Okular und das astronomische
Fernrohr. Bei beiden Lefindet sich das Auge am Ort der
Austrittspupille, die das Bild des Objektivs (der Eintritts-
pupille) ist. Unter O, ist daher der Achsenpunkt der Aus-
trittspupille (des Augenkreises) zu verstehen.

172. Vergrosserung des Mikroskops. Das Mikroskop
(in seiner einfachsten Form) besteht aus zwei positiven 171#
Linsen, dem Objektiv und dem Okular, und ist dadurch
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charakterisiert, dafl der Abstand 0 = H,’ H* 48D im Ver-
gleich zu den Brennweiten /" und g der beiden Linsen-
systeme grofl ist, sodall das Intervall (die Tubuslinge)
A=—f+d—yg

positiv und gecr(,nubel £ und g grob 1:,t Es ist daher 7B
= — f2: A (%) negativ und G B» = g?: A positiv. B liegt
also in der Nihe von F (Fig. 30) und zwar links von F;
B: in der N#ihe von (; und zwar rechts von (.

Das vom Objektiv entworfene reelle Bild wird durch
das Okular als Lupe betrachtet, Dies reelle Bild muf}
sich daher zwischen dem Okular H* und seinem ersten
Brennpunkt G befinden. Das Okular ist, weil es weit vom
Objektiv H’ entfernt ist, im Objektivs ystem I einem Punkt
nahe bei F, und zwar einem links von ¥ liegenden, ho-
molog; der Punkt G ist in I dem ersten Brennpunkt B
des mikmskopischen Gesamtsystems IIT homolog 1%, Das
Objekt A4 liegt daher zwischen B und . — Das Objektiv
liegt zwischen seinem ersten und zweiten Brennpunkte.

Bl A #] H{ 0, i,

BF H| Fp G rr] T

Fig. £0.
Dem ersten Brennpunkt F' ist, weil er weit vom Okular
entfernt ist, im Okularsystem IT ein Punkt in der Nihe
von (s, und zwar ein rechts von G liegender, homolog;
dem zweiten Brennpunkt 7% ist in II der Brennpunkt B,
homolog @%»), Der Augenkreis, das Bild des Objektivs
a1 2 mul) daher zwischen Gy und B liegen.

1. Ergebnis. Das Objekt und der Augenkreis fallen
nahezu in die beiden Brennpunkte des Mikroskops
und diese nahezu in den ersten Brennpunkt des Ob-
jektivs und den zweiten Brennpunkt des Olkulars.
Aus unserer allgemeinen Formel fiir die subjektive

VergoBerung (™2 wird also fiir das Mikroskop:
Ty L A.] B'z. (1. B Bg Jl “48")_
SR A Bs A, 1 \

oy 1)
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Die subjektive Vergroberung eines Mikroskops ist
direkt proportional der Entfernung des zweiten Brenn-
punktes vom Objekt und indirekt proportional der
zweiten Brennweite des Mikroskops.

Die Entfernung B, A ist veriinderlich; man pflegt
dafiir die Entfernung zu setzen, in der ein normales Auge
das Objekt deutlich sieht: die deutliche Sehweite d = 25 cm,
Da B; A negativ ist, so haben wir

(169,)
3_ u:——(f-:—d--l .,é 2

91 vy
Da A, £ und g positiv sind @, so ist die subjektive
Vergrosserung eines Mikroskops negativ, d. h. das Mikro-
skop gibt umgekehrte Bilder.

Zusatz, 1. Ziehen wir den Strahl

AT AF,, so ist der homologe A; B;. Be-
Ay o Wwegt sich also das Objekt, so bleibt

A _ 7 B. der Strahl A, B und damit auch der
Jlet Sehwinkel # unveriindert. Der Seh-

A, winkel des Bildes ist also nur abhiingig

Fig. 30, von der Grille, nicht von der Lage
des Objekts. Es lift sich zeigen, dal} das Verhiltnis u; : 4 A
eine Konstante ist. Diese Konstante 4, die von Abbe die
subjektive Vergrisserungskraft genannt ist, ist

Uy Ay A 1 1] : ; g
= 7 o —— g - - _—— . r AT - l’gfl :
o AN T AR B AT 7 (vergl. 172:); folglich
1 A 1)
G aLE e WO
/ g

worin A: g nach Abbe die Okuwlarkraft heilft. —

2. Nebenbei mag bemerkt werden, dal die hier ab-

geleitete Gleichung
R ) Jor A A

A A 91 oder P = u
die Gaulsche Definition der (hintern) Brennweite enthilt:
die Brennweite ist gleich der Einfallshohe 4 A eines achsen-
parallelen Strahles dividiert durch den zugehorigen Achsen-
winkel %, im Bildraum,
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173. Vergrisserung des astronomischen Fernrohres.
Das astronomische Fernrohr (in seiner einfachsten Form)
besteht aus zwei positiven Linsen, dem Objektiv und dem
Okular, und ist dadurch charakterisiert, dab das Intervall
A gleich 0 oder eine kleine positive Strecke ist. Wihrend
beim Mikroskop Objektiv und Okular fest mit einander
verbunden sind und daher das Intervall unveriinderlich ist,
kann beim Fernrohr das Okular gegen das Objektiv ver-
schoben, das Intervall A also verdndert werden. Wir
beschriinken unsere Betrachtungen auf den Fall, da8
A= 0 ist, daB also die Punkte F; und G “*" zu-
sammenfallen. HEs ist dann der uneigentliche Punkt ZF73,
weil ihm im Objektivsystem der Punkt % und diesem (&)
im Okularsystem der Punkt F; ®4%) homolog ist, ein Ord-
nungspunkt des Gesamtsystems und dies daher ein tele-
skopisches (80 —

In unserer allgemeinen Formel fiir die Vergroferung
L Ay O A @
S 22 R T
Auges vom Objekt und vom Bild vor; da die letztere,
0, 4;, der Messung nicht zugiinglich ist, so nehmen wir
eine Umformung vor, indem wir den Punkt O, das Objekt
zu O, einfiihren. Da sich das Auge in der Austritts-
pupille, dem Bild des Objektivs, befindet 1% 50 ist O
der Achsenpunkt des Objektivs. In der Gleichung
o O N
”. ;’11 e 0 41 01 411

v kommen die Entfernungen des

ist also das Verhiiltnis zweier homologen Strecken

) A
0: 4,

und daher 6%

el e i
O N g

sodall aus unserer Formel ™) wird
S 0, A
R A ORAL

Das laterale Verhiltnis L 4d; : L A ist in der tele-
skopischen Verwandtschaft fir alle eigentlichen Punkte
konstant ¢5%), Da wir nun das laterale Verhiiltnis eines

v

4




50 § 13. Linsen. Nr. 173—174.

Punktes, des Punktes F, aus den Brennweiten der Einzel-
systeme in Nr. 158; bestimmt haben, so ist in unserem
teleskopischen System fiir jeden Punkt L 4, : LA =g:f;
folglich (64
g / 075 LERS
IR 5 (5

Aus dieser allgemeinen Formel ergibt sich die Ver-
groBerung fiir ein uneigentliches Objekt (!
== f‘
ik
ein Wert, der sich auch unmittelbar aus der allgemeinen
VergroBerungsformel 07 hitte herleiten lassen (16%),

Zusatz, Vermittels der eben benutzten Formel L @ =1

L 11[ g

laBt sich die VergroBerung eines Fernrohrs praktisch
bestimmen, wenn wir heachten, daB L. 4 : L Ay = A A: 4, A,
ist (49: 'Wir miissen von irgend einem Objekt 4 A ein
reelles Bild entwerfen und seine Griofle A4; A, messen.
Lassen wir 4 A z. B. in das Objektiv fallen, so ist A4, A
der Durchmesser der Austrittspupille ¢ 2, Die Ver-
griberung eines Fernrohres ist demnach gleich dem Verhiltnis
aus dem Durchmesser des Objektivs und dem Durchmesser
des Augenkreises.

174, Achromatische Okulare. Zwei Linsen aus dem-
selben Glas, die wir, um iibhersichtliche Ergebnisse zu er-
halten, als ideelle ansehen wollen, liefern ein achromatisches
System, wenn ihr Abstand ¢ und ihre Brennweiten / und
g der achromatischen Bedingungsgleichung

d=4%(+9)

geniigen.

1. Das Okular von Huyghens besteht aus zwei Plan-
konvexlinsen, fiir welche ist, wenn wir unter e eine beliebige
Strecke verstehen,

d=2e; f=23e¢; g=c.
Aus Nr. 161 ergibt sich dann @64
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! A=—2e¢;
Hn'. / H e =— 3e;
G B \ B: F0s H"H, = — e;
\J | BH=1%e

Fig. 81.

Uber den Strahlengang sei noch bemerkt: Das Bild,
welches das (nicht gezeichnete) Objektiv des Fernrohrs
oder Mikroskops in dem (jetzt B genannten) Brennpunkt
des Okulars @7 18 entwerfen wiirde, ist fiir die erste
Linse des Okulars, die Kollektivlinse,  ein virtuelles
Objekt, sodaB in der Entfernung e von’ dieser (164 Z) gin
reclles Bild entsteht, von dem dann die Augenlinse ein un-
eigentliches Bild entwirft. — Gresichtsfeldblende und Faden-
kreuz befinden sich (ebenso wie dasvon Objektiv- und
Kollektivlinse entworfene reelle Bild) in G. —

2. Das Okular von Ramsden besteht aus zwei Plankon-
vexlinsen, die der achromatischen Bedingungsgleichung
nur angenithert geniigen. Bezeichen wir durch s eine kleine
GroBe, deren zweite Potenz gegeniitber e vernachlassigt
werden kann, so ist

f:g—_‘“e',(5={.’—£;
; folglich 160 A — — (¢ L+ &);
—0 [\EH’ H’/lo_ (
B ) |U Bz BH_ (32
_._.e_‘: :e—E;
Fig. 32.
A
FH:—FE(;—_}-_—;‘)=g..._28=_Hl“HL sl

Das Objektiv entwirft in B U™ ein reelles Bild, von
dem das Okular ein uneigentliches Bild entwirft.

Zusatz. Die achromatische Gleichung spricht nur aus,
daf} die Brennmeilen fiir alle Farben einander gleich sind,
und daraus folgt nur fiir ideelle Linsen, daf} die optischen
Systeme fiir alle Farben identisch sind. Fiir nicht ideelle

4®
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Linsen folgt aber aus Nr. 172 Z;, daB fiir alle Farben die
Sehwinkel #; des Bildes gleich sind, d. h. daf einem auf
die uneigentliche Ebene eingestellten Auge die ver-
schiedenen farbigen Bilder an derselben Stelle erscheinen
und sich daher zu: einem: weillen Bilde zusammensetzen.

175. Numerische Apertur. Aus dem Sinusgesetz (162 %),
das wir mit abgeéinderter Bezeichnung schreiben:
LA, sinu e
T it o T P
ergibt sich, wenn u, wie z. B. beim Mikroskop, ein kleiner
Winkel ist,

€y 5 !'_r ;1;
Uy = — sinu . J
c

"L A

Befindet sich das Bild in Luft, so ist C;—l =n, also

LA,
L A
Verstehen wir unter 2 u den Offnungswinkel, d. h. den

Winkel, unter dem die Eintrittspupille (das Objektiv ¢ %)
aus dem Achsenpunkt 4 des Objekts gesehen wird, so ist
2u; der Projektionswinkel, d. h. der Winkel, unter dem
die Austrittspupille (das Bild des Objektivs) aus dem
Achsenpunkt A4, des Bildes gesehen wird. Dieser Pro-
jektionswinkel ist ein Maf} fiir die austretende Licht-
menge. Diese Lichtmenge wiichst also nach unserer
Gleichung mit dem Produkt nsinw, und daher ist dies
Produkt @, das Abbe die numerische Apertur genannt hat,
fir die Beurteilung der Leistungsfihigkeit eines Mikro-
skopes von Wichtigkeit. Sie labt sich bestimmen aus

LA]_ U . B'} A] (1485)
e N L P ]
Weil die Austrittspupille in der Brennebene liegt (1)
so ist ui . By 4; der Radius der Austrittspupille; bezeichnen
wir diesen durch pi, so ist

W = nsinu:

a = RsnNu =1

P

L

TRy
v =




Lo
)
QO

n
g

§

™
&

|d. h. dafl einem auf
fen Auge die ver-
Lben Stelle erscheinen
ilde zusammensetzen.

em Sinusgesetz (162 %),
ing schreiben:

Inungswinkel, d. h. den
Ile (das Objektiv @t 2)
s gesehen wird, so ist
er Winkel, unter dem

Objektivs) aus dem
n wird. Dieser Pro-
be austretende Licht-
st also nach unserer
t, und daher ist dies
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