Wissenschaftliche Beilage zum Programm der Lébenichtschen Realschule
zu Konigsberg in Pr.

Uber Rollbewegungen.

Von

E. jancke,

Oberlehrer an der Lobenichtschen Realschule.

Buchdruckerei R. Leupold.

Konigsberg i. Pr. = 1206







In der Literatur-iiber die Mechanik, soweit sie mir bekannt geworden ist, habe
ich wenig iiber Rollbewegungen gefunden. Man spricht von ihmnen bei der Definition der
verschiedenen Zykloiden und bei der Beschreibung der Rotation um freie Achsen; aber in
diesen beiden Fillen sind es sehr einfache Bewegungen, und sie werden nur geometrisch
als Hilfsmittel zur Veranschaulichung anderer Dinge benntzt. In der Theorie der Zahn-
riider wird die Rollbewegung schon mehr physikalisch betrachtet, aber auch hier ist es nur
ein ,.ebenes* Rollen und zudem eine erzwungene Bewegung., KEine Unterschung iiber das
Problem: Wie rollt ein Korper von irgend welcher Gestalt anf irgend einer Fliche? habe
ich nirgends gefunden. Und doch ist dieses Problem keinesweps so einfach losbar, dall es
ohne weiteres in die Aufgabensammlungen iiber Mechanik eingereiht werden konnte.

Was ich dariiber errechnet habe, gebe ich so wieder, wie ich es gefunden habe, in
(Quaternionen. Ohne sie wiirden meine Formeln zu abschreckender Linge auswachsen.

L
Ich bezeichne mit ¢ den Ort irgend eines Punktes eines Korpers zur Zeit {, und
mit gp seinen Ort zu Beginn der Bewegung, zo ist

=0y e by b
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cine lineare Vektorfunktion ist, welche bei jeder Drehung um endliche Winkel auftritt and
den wichtigen Gleichungen geniigt:

Po=qg o

Sy QT = Soa

Vipoipe = g1 ps

Hierbei bedeutet 4 die Richtung der Achse durch den Nullpunkt, um welche der
Kérper zu drehen wire, w den Drehungswinkel und » die Parallelverschiebung, welche mit
der Drehung verbunden werden miiffte, um den Kérper ans seiner Anfangslage direkt in
die zur Zeit ¢ stattfindende zu befordern.

Wenn 4, w und ¢ als Funktionen ven ¢ bekannt sind, so ist damit die ganze Be-
wegung des Kérpers als bekannt anzusehen. Insbesondere lifit sich daraus die momentane
Bewegung ableiten,
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Ersetat man hierin g, durch ¢ '(¢ — ), so ergibt sich nach einigen Umformungen:

d |..{J — ) = ¥ |;--f-!’-lf' :- r||I|" ¥ -\'a’-H n - ' - IJI].I'{F- . |:‘ = 08 ”I}| LQ AT |"_-|.
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und dann ist & der Vektor der momentanen Rotation in der Kulerschen Darstellung: die
Winkelgeschwindigkeit als Liinge auf der Achsenrichtung abgetragen,

In den gewthnlichen Entwickelungen der Rotation um freie Achsen wird stets die
Lage der Momentanachse im Korper selbst betrachtet. Sie ist
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Das geschieht wohl deswegen, weil dieser Vektor zur direkten Beobachtung be-
quemer und seine Differentialgleichungen leicht zu integrieren sind. Bei der Betrachtung
der Rollbewegungen scheint er diese Vorziige nicht zu haben.

In einigen einfachen Fillen ist es moglich, aus den Differentialgleichungen der
Rollbewegung durch Integration ¢ als Funktion von f in geschlossener Form zu finden,
und zur vollstindigen Losung miifite man dann darans noch 4 und 1w ermitteln, Theoretisch
ist das ausfiihrbar, denn die Gleichung, welche ¢ als Funktion von { aunsdriickt, reprisentiert
drei Skalargleichungen, und dazu tritt als vierte

4 e —7,

Diese Integration kann allgemein in folgender Form gedacht werden: Aus der
Gleichung 2), in welcher nun ¢ eine bekannte Funktion von { bedeutet, eliminiert man
zuerst durch zwei Differentiationen % und erhiilt so eine Differentialgleichung dritter
Ordnung fiir w; diese muf integriert werden, und dann liefert die letate Eliminations-
gleichung den Vektor 1.

Es konnte scheinen, als wiirde sich die Elimination von  mehr empfehlen; aber
man erhilt dadurch fiir 4 entweder eine Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung oder
drei skalare Differentialgleichungen, welche in jedem Falle eine uniibersichtliche Rechnung
zur Llimination gewisser SkalargroBen, Komponenten von A, notig machen,

Ich fiihre die
Elimination von 2 hier ans, weil sie einigermafien glatt nnd elegant von statten geht.

Aus 2) folgt
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Der Skalarausdruck mit & Lilit bei jeder dieser (leichungen sofort erkennen,
sie entstanden ist.

Ans diesen Gleichungen folgt weiter
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Dann folgt aus Gleichunsz 5) durch Differentiation
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Aus Gleichung 4) folgt noch

und hierzu nehme ich die Gleichungen 10) und 11):
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und da

so folgt
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so lautet die letzte Gleichung

17) S = K,

und hierin ist ¢ ein bekannter Vektor, K ein Differentinlausdruck,

kannte Grilen enthilt.

Nun stelle ich wieder drei Skalargleichungen zusammen:
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Wenn man diese Gleichung quadriert, so fillt 4 heraus und man erhilt die Dif-
ferentialgleichung fiir w in der Gestalt:

B e BRI q, de '33'3..;-_!_ 2 e B 129 de = ()
I:[]If_“” o] 7 u] —+ 4. be FTR T (7 s | “TLrEJ { '?"E!H C

worin zur Abkirzung

dtw de dw |, 1 w '2 fdw :]
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gesetzt ist.

o : dhw. . : 2 : L) : : ;
Sie enthilt g im zweiten Grade und liBt keine Méglichkeit einer Integration
i A T E
erkennen.

Hierbei bietet sich ein seltsamer Spezialfall. s kénnte & = 0 sein, also

i .. de

9 = ffpol
dt= dt

Dann wiire B = 0, und dies selbst wiire die Differentialgleichung fiir w. Ob diesem Falle
eine physikalische Bedeutung zukommt, habe ich noch nicht ermitteln kénnen. Um hier-

: 3 = b S B ; _ de
nach ¢ als Funktion von ¢ zu finden, kann man zunichst die Operationen Se und 8§ i
anf die Gleichung anwenden:
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Bei passender Wahl des Anfangspunktes fiir die Zihlung von ! kann man ) — 0
setzen, und erhiilt so:
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Auf

di

se Weise erhilt man aber nur solche Skalarverbindungen von e,
auf keine im Raum feste Richtung bezug haben.

Fithrt man eine solche Richtung e« ein,

welehe
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Genau dieselbe Differentialgleichung gilt fiir die Komponente von & nach irgend
einer andern festen Richtung; aunferdem fithrt die Differentiation von 20) auf eine homo-
gene Gleichung
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(et -1~ &%) 7 —a*l-p =0,

welche sich bekanntlich reduzieren lielle, wenn man eine partikulare Lisung von ihr hiitte;
und diese Beobachtungen legten mir nahe, zu versuchen, ob hier nicht eine Riccatische
(ileichung zu finden wire, welche Kernpunkt des Problems bilden wirde. Nach
einigen vergeblichen Versuchen ist mir das durch ein Verfahren gelungen, welches sich
auf das wvon Scheffers in seinem Lehrbuch der Differentialgeometrie angegebene stiitzt

bei der Frage nach Raumkurven, deren Kriimmung und Torsion gegeben sind aber ich
kann mir nicht verhehlen, dall darin noch ein Umweg liegt, der. vermieden werden miifite.
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wo diesmal ansdriicklich festznzetzen ist, dafl e ein ]mmmniw] uﬂzuisuektor sein soll. Wenn

Enle
man diese drei Skalargleichungen differenziert und chcwuml F“ Cll.ul.‘]l 5 Ve 7 ersetzt, so
f
erhilt man drei Gleichungen, welehe sich auf zwel unabhingige reduzieren lassen und
schlieflich zu dem KErgebnis fithren, dalf w und v partikulare Lésungen der Gleichung

‘

7 fu
4.V E-”r;f:f -2 oo — at - u? 25
df :
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sind. Mit Hilfe der bekannten Sitze iiber die Riccatisehe Gleichung kann man hiernach
formale Liésungen konstrnieren, welche seliellich einen Vektorausdruck fiir e liefern. Aber
irgendwelche branchbaren Folgerungen lassen sich daraus nicht ziehen, solange die drei
erforderlichen partikularen Losungen nicht gefunden sind.

Aunch eine Reilenentwicklung von p nach Potenzen won ¢, welche direkt nach
Gleichung 21) verhiltnismifliz einfach ausfiithrbar ist, liefert keinen Erfolg; wenigstens
lassen die Koeffizie nten kein Bildungsgesetz erkennen, von welchem man auf einen ge-
schlossenen Ausdruck fir p kommen konnte,

Bei der Diffevenfiation von Gleiehung 20) fillt eine vermutlich singuléire Lisung

. it I‘I'I-"‘IJ s . ! ¥ 5 - s L e g &
aus, nimlich pe = 0. Sie ist aber unverwertbar, da es nicht moglich ist, die sechs Kon-
stanten fiir drei aufeinander senkrechte Achsen widerspruchsfrei zu bestimmen.

Uebrigens kann man, auch ohne die Integration zu Fnde zu filhren, eine ziemlich
klare Vorstellung tuber den Zusammenhang der Vektorwerte von ¢ gewinnen, wenn man

als Ortsangabe fiir einen variablen Punkt in bezug auf den Nullpuni\t auffalit, wie es
ja analog bei der Darstellung der Rotation um freie Achsen iiblich ist. Das Hﬁgmmlement
der so entstehenden Kurve steht mit ¢ in dem Zusammenhang '

{ m. (;J’ L) 2
At T =

tls = e - i,

&= thF
die Kurve wird also mit konstanter Geschwindighkeit beschrieben.
[5s folgt dann weiter
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Endlich folot
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2 So fy ; 'n e
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: s da?
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Die Torsion nimmt also gleichmiBig zu.
Bemerkenswert erscheint mir noch, dafl die Gleichung R = 0 durch die Substitution
an l - - T i h 3 ot
€0s & =u in eine Gleichung ibergeht, welche 21) sehr iilinelt.

Die Aufgabe, ans gefundenem ¢ 4 als Funkéion von { zu bestimmen. cestaitet eine
- o T g' 2 - = | '] - 4 - - =
einfache Integration nur in dem Falle, dall ¢ konstant ist. Aber dann zeigt die Anschauung
ohne Wf!ittu'('.‘i, dall & = Ue, w= Te-f sein mull.

s bietet sich noch ein hiervon giinzlich verschiedener Weg, um zu Integralen zu
{_|c1a1|wm1 \\'eli‘h-: eine brauchbare anlw gerade fir die Rollprobleme bilden: er kann aber
erst nach der geometrischen Bml.lrhhmﬂ' Tiber ¢ gezeigt werden.

I

Eine Rollbewegung, neben welcher ein (Heiten stattfindet. diirfte einer exakten
mathematischen Untersuchung ans verschiedenen Griinden Wenig Lrh}ltr bieten. Die Re-
sultate wiren kaum [=tpcr11mnhﬂ!l nachpriifbar und wiirden auf vhmm} schwachen [Miflen
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stehen, wie die nur als ungefilr richtig anerkannten Glesetze der Reibung, Wie weit die
im folgenden abgeleiteten fr[w.,lmnfren des Rollens ohne Gleiten mit der Erfahrung fiberein-
stimmen, wire leichter zu priifen. Auch sie sind vermutlich nur annéhernd 1:@!111'-; welehe
Bedenken ich selbst dabei habe. will ich nachher an passender Stelle darlegen. Zuniichst
entwickle ich rein geometrische Sitze iiber die Rollbewegung, und zwar ciu]f'!m-‘“ in der
Annahme, dali die I)cuihrlmg der beiden Kdorper in einem Punkte, nicht lings einer Linie,
stattfinde.

Die aufeinander folgenden Ber lIh]I'JIIW*l)llTI.hT: bilden anf der ruhenden Fliche und
anf der Oberfliche des rollenden ]\mpmq je eine kontinuierliche Linie, die Rollspuren.
Deren Punkte kann man einander paarweise zuordnen, immer die, die wihrend der Be-
weonng einmal znsammenfallen. Sind 4 und 43 zwel Punkte der einen und B, B die
|l[“-l1|l".]i,‘]|_rll_,[|, der anderen Rollspur, so sind die Bogenlingen 4.4 und BB gleich grofl,
sonst mifite neben dem Rollen auch ein Gleiten shﬂhndpn Also E‘l’l‘ll}f]{‘h“ es sich, die
(Heichungen beider Kurven auf die Bogenlinge zn beziehen, gemessen von irgend “uum
Paare entsprechender Punkte aus, etwa von :!el Anfangslage. &= f(s) sei die Gleichung
der Rollspur auf der rubenden Fliche und % = ¢(s) die der anderen. Die l_hliuun{ml-
quotienten nach s sollen durch Striche angedeutet werden.

Hierbei ist die Gleichung 5 = g(s) mit Vorsicht aufzunehmen. Sie kann in irgend
einer bestimmten Form nur zu einem bestimmten Jﬂf‘liputﬂd gliltig sein, weil eben der
Korper mit der auf ihm cedachten Linie fortwiithrend in Bewegung ist. Demnach sollen
die Vektoren %, 4, 4", dio in der folgenden Entwicklung vorkommen, nur gerade auf die
angenblickliche IJ.UT des Kdrpers il{‘rngvn sein. s wird sich herausstellen, dall sie
sehlieBlich nur in gewissen Skalarverbindungen iibrig bleiben, welche in Beziehung zu den
Kritmmungsverhiltnissen am .LH.‘I11]11111]gb|1l11|td_ stehmn.

Die Rollbewegung ist nun in jedem Augenblick eine Drebung um eine Achse,
welche durch den Ih-l'u]uunmpun]\t geht, nach der iblichen Definition fir ebenes Rollen.
Angchaulicher und tlemLnhapl'e{‘]lend bequemer fiir die Rechnung scheint die Vorstellung,
die ]iuriihruuu ;:;ea(‘hdm in einem _I"‘T(,!1D]1{,[E‘U1E1\t-j welches sich vom Punkte & bis zum
Punkte &- s lings der Rollspur erstrecke, und die Rotation geschehe um eine Achse
durch den lum teren Punkt.

Zur Zeit ¢ liege nun der Punkt 4 des rollenden Korpers auf £ des ruhenden. Anech
der Nachbarpunkt -+ 4'ds mul auf £ £'ds liegen. KEs mull also m diesem Au'renhhf]\
) = £und 4’ = & sein. Dagegen fillt der zweite folgende Punkt, 4+ 29'ds 4+ 4 rl".'.'1 nicht
mit £ - 2 &y -} £7ds® zusammen. Er wird vielmehr erst durch die unendlich kleine Ro-
tation, welche jetzt stattfindet, zur Koinzidenz mit ihm gebracht. Trgend ein Punkt des
rollenden Kérpers, ¢, erfihrt durch diese Rotation eine Verschiebung

do == Velo— &— Eds) - df
wo & dieselbe Bedeutung wie frither hat.

e ds : i o Rt : ,
Hierbei ist df = — zn setzen, indem unter v die Geschwindigkeit verstanden wird,
(2]

mit der momentan die Rollspur abgelaufen wird.

Es ist also
do= "L Ve (p—§— 49,
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Der Punkt 5 - 2 4'ds - " ds® des Kérpers erfihrt die Verschiebung
[ Ltk | 122 z

s - . ] o it
— . Fe (=271 g =l 7 I [l‘.'«'2 — i
» | | =] s :
G e Wy e
- - Ve (Ede 7 ds?),
5 )
- i
da =& nnd % =& sk

Diese Grille ist unendlich klein zweiter Ordnung, weil & nicht allgemein parallel
zu & sein kann, wie die Anschanung zeigt. Das Glied mit " kann also vernachliissigt

1 ; : : de® = cn v
werden, so dall die betrachtete Verschiebung - Vet wird.

T
Sie soll aber den Punkt o -- 2 y'ds |- 4 2 Ede - Es® dibers
fithren: sie mul also — ) E'ds - Eds®
. i'.;f'r :‘-HJ ds?

sein. Daraus folgt die erste Gleichung fiir :
24) Pel = gt —n)

Die zweite ergibt sich aus der selbstverstindlichen Bedingung, dafi der Zustand
der Beriihrung erhalten bleiben muf. Bedeutet u die Normalenrichtung der ruhenden
Fliche, nach auflen gerichtet, und » die der Oberfliche des rollenden Kérpers, nach innen

gerichtet, beide als Einheitsvektoren, so mull momentan » — ¢ sein, und durch die Rotation
mufl » - »'ds in u + w'ds iibergefilhrt werden. Irgend eine Richtung « des Nenden
Korpers erfihrt bei der Rotatioe die Aenderung
dee = Ve . dt
is i
+ Ve
' v
es ist also
s g | # } » ’q
Ve(v—-rvds) =+ 1t'ds ¥ — 3 s
=
g ‘ e
") (1t v) d
=
25) Ver — pa(u —)
Hiernach hat man zur Bestimmung wvon e sechs Skalargleichnungen WENIL Inan

will, nur vier —, jedenfalls mehr als ndtig. Dal sie miteinander vertriglich sind, ereibt
die folgende Rechnung und liefert damit eine Verifikation fiir die geometrische Richtigkei
dieser Aunffassung von der Rollbewegung.

Ich wende anf Gleichnng 24) die Operation Su, auf 25) S5 an und erhalte
Stet’ = pSu (8 — i‘“,'.
SE ey — p. Sy i —a,
Diese beiden Gleichungen erkennt man als identisch, wenn man bedenkt, daf aus
der Eigenschaft der Normalen
= =y
ouE =0

folgt: Su &’ Su's =,
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Die Operationen S& bei 24) und Su bei 25) geben ohne weiteres die Identititen
() — 0, denn da die Bogenlinge Parameter ist, hat man £2 — — 1, also SE'E" — 0 zu setzen,
A . F = - . & ’ *
und da u« ein Einheitsvektor sein sollte, ist u® = —1, Sup = (.

Endlich ergibt Sp&” zwei nene und letzte Skalargleichungen fiir e:

i

Se = v .5:;.-_;‘_"[.'_5”_ =

SEe— —u. .H'lrr._:;":lri'— »h

Die drei Vektoren w, &, Vuf sind aufeinander senkrechte Einheitsvektoren in

positiver Folge. Demnach ist

&= — ubdue — S H5e— Vuk . Suse.

ot

e

= ThL e SO T v i Py e \
g=u[— uSus (& ) S 8us (' —v) A Vu& -Su(s" — 5. 26)

Dieser Ausdruck fir e lifit einige hemerkenswerte Umformungen zu. Zunichst
kann man trennen, was auf den einen und auf den andern Kérper bezogen ist:

¢=w-(X—q) 27)
'\.‘u"llllt'i \ T I“b.lué_-.!;_‘ra —i— ._:':‘J._H'.[[E:J‘”r _:'_ ['.IH_EJ- SIH.:_.':“

e, L i “\I.J_‘n JH,_ (AT N ].__J ‘1"'“

r== i nl,hf ;‘. - !IJ_?JII =T i-rf 'l_}F‘ 5

Man erkennt hieraus den amalogen Bau beider Gréfen.

Auflerdem kann man den hier auftretenden Skalargrifflen wertvolle geometrische
Deutungen geben. Su&'sE” ist, abgesehen vom Vorzeichen, die geodiitische Kriimmung der
ruhenden Kuorve, Will man sie als positiv fiir den Fall ansehen, dafi sie einer positiven
Drehung um eine zu u parallele Achse entspricht, so mull man, wie die Anschaunng zeigt,
dem Skalar das Minuszeichen vorsetzen:

Cy, = — Su&’s”, ebenso
i 28)
Og == — A‘jlli? nNo.

Sry”" ist, abgesehn vom Vorzeichen, die Normalenkriimmung. In der Voraussetzung,
dafl der rollende Kérper im allgemeinen eine konvexe Oberfliche habe, empfiehlt es sich,
die Normalenkriimmung eben fiir diesen Fall als positiv anzusehen, und dann mull man

cq = — 8", analog

» Lo20)
V 5 ;.
Ch = — Hus

setwen. €' st hiernach positiv, wenn die ruhende Fliche an der betrachteten Stelle in der
Richtung der Rollspur anfwérts gekriimmt ist, das heillt, dem rollenden Korper entgegen.

Weniger einfach ist die dritte Skalargrofe, Swf'w’, zu denten. Wenn sie ver-
schwindet, so fillt an der betrachteten Stelle die Rollspur mit einer Kriimmungslinie zu-
sammen. Suf'u’ mufl also in einer nahen Beziehung zu den Winkeln stehen, die die
Rollspur mit den Kriitmmungslinien bildet. Denkt man fiir den Augenblick £ als Funktion
zweier Parameter # und v, welche einzeln konstant gesetzt die Kriimmungslinien ergeben,
so ist fiir den Winkel m zwischen der Kurve und der ersten Kriimmungslinie




R )
cosm — — SE [T =2
dut
= — i — . NE d"
i 1OF i
dit
L dEN o e )
T SRS 2 e ey
T d& du (_.«‘p’,_r L5 a0 1
- du
] ( dENe u
- %5\ ) -
T}H'
it {:F'E ]
cosm=—T-—-—""n
du

T = 3 - s P -
und ebenso, da (‘5- —m) der Winkel mit der anderen Krimmungslinie ist:

smm=1T j: v,
Ferner ist tt: = — (i j;
und r:jt = — (. ::?
also u=— (f.'1 : :; vat == Cas ::h : ,_:‘)“

wo (1 und €5 die beiden Hauptkrimmungen sind. Demnach wird
Lo 05 [i7- a5 [
Suf'u’ — — Su ( — Y + —.p Cp—u +Ce-—.0
SE T S T e o s iy

e DEL: : i
= —Ddu————-(ls—C1):-uv

Yodu O
A& d& : e g
— S e e e G s T
/ du du : o op
30) Suf's’ = — (Ce — Ch) cos m sin m.

#

Statt dessen kann man auch die Normalenkriimmung (), fiir die Richtung von &
einfiihren, mit Hilfe der Gleichung

€, = C1 cos®m -+ Ca - sinm.
H ]
Aus dieser geht hervor, dall

Cn — €1 = (Ce — C1) sin’m,

e — ) = (Ce — C1) cos®m,
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ulso (O — Ch) - sttt - cosm = V (C — C'1) {(,g — )

ist, folglich E T =V G — ) 6 — Gy 31)

SUE i

Da fiir diese Grifle eine einfachere geometrische Deutung nicht zn ersehen ist,
cebe ich ihr nur zur Akiirzung ein Zeichen E und nenne die analoge Sy = e. So wird

X=n-C & E—Vus'.C, f
: L}‘)}
n i) ¥ - ] : .] )
0 b e gt SR ] oLy
Hieraus folgt auch noch
6= [t (Cy— cp) + & (B — &) + Vi - (o0 — C)] 33)

An diese Darstellungsweise von ¢ kann man eine niitzliche Zerlegung der Roll-
bewegung ankniipfen; nimlich nach cben den drei Vektoren, welche in dem Ausdruck
fiir & vm]mmmen

Wenn F —¢ und (), = ¢, ist, was ja fiir einzelne Punkte moglich erscheint, so
ist & = pv-(C, —¢,). Dann besteht die Bewegung momentan gar nicht in einem wirklichen

Rollen, sondern ist nur eine Drehung um die gemeinsame Normale; man wird das als emn
Kreiseln auffassen und » (C; —¢,) als I\lmneﬂump{meme bezeichnen diirfen.

Auch fiir den Fall, dafll die Bewegung dauernd ein reines Kreiseln bleibt, wird
der Ausdruck fiir & nicht unrichtig. Dann ist zwar, wie die Anschanung unmittelbar
zeigt, v = 0, dafiir aber €, und ¢, als unendlich grofll anzusehen.

Wenn C; =¢, und C, = ¢, ist, so wird ¢= Ey. (K —e); die Bewegung ist dann
kein eigentliches Rollen, sondern geschieht quer zur Richtung des Vor \hliLaU'ethw man
wird das als ein Schwanken bezeichnen und v.(E — ¢) die H{:]l\Vclllklitlg‘\]xmI]]JFJI'IGT]L(’! nennen
diirfen,

Wenn endlich €, = ¢, und F = ¢ ist, so verfolgt der rollende Korper gewissermaflen
anbeirrt seine Bahn und dreht sich num eine zur Bahn senkrechte Achse: das ist die reine
Rollbewegung und v-(¢, — C,) die reine Rollkomponente.

Insbesondere dieser letzte Ausdruck ist sehr anschaulich zu deuten; er ist es auch,
der bei der ebenen Rollbewegung allein in Frage kommt. Um bei dem Vorwirtsgehn das
folgende Flichenelement auf r!::, Unterlage herunterzubringen, mull der Korper -.nh nm so
mehr drehn, je grofler seine Krimmung (,,, ist, und um so weniger, je eréfler (), ist, also
je mehr ihm die ruhendes Fliche Lmr?('ﬂ‘cn!\omml

Ly,—¢, die Differenz der geodétischen Kriimmungen ist ein Mall fur die Pro-
Jektion des Winkels, unter dem die beiden Rollspuren d:lmlmnudul‘s‘tmhen, anf die ruhende
["liiche. Man sieht, LLL[_\ hiervon die Grifle der Kreiselbewegung abhiingen mul.

In dieser Weise erhilt schlieBlich aunch die Grifle £ noch ihre Bedeutung. Schreibt
man sie in der Form

L ] : )
I = I Sl —- d) ¥ Hs

£

so sieht man, dall sie dem Sinus des Winkels zwischen dem neuen Beriihrungstlichen-
clement und der eigentlichen Rollachse proportional ist, also auch dem Winkel selbst; so
wird /F—¢ ein Mall fiir die Grife der Schwankung.
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Man kann nun aus dem fiir ¢ gefundenen Ausdruck manche nicht uninteressanten
Folgerungen iiber den Charakter der lmlliw\i.i_';,}un'r in allerlei Spezialfiillen ziehen, aber
das wiren grilitenteils rein geometrische Schliisse, meist keine physikalisch mdglichen
Bewegungen, und ich mdchte mich auf solche beschriinken, um in den Grenzen des Aus-
fithrbaren und Kontrollierbaren zu bleiben.

Zu erwihnen sind noch zwei Umformungen, die fiir gewisse IWille anscheinend
Bedeutung gewinnen kénnen. Nach den Regeln dP'[' Valktorenrec hmmtr 18t

Vil Sus’ — - Sut's = VE' VuVut
= &
und hiernach I
34 e=u|VEE —Vu'u" - (E—e &
Ebenso ist, da Su&” durch — Su’E’ ersetzt werden kann:
. Subu —TVub SuE = — V' VETVuE
=] 'luluJ.
alzo
35) e=u[Vpu — V' 4 (C;—¢,) ul-

Aus dem fir ¢ in Gleichung 33) gegebenen Ausdruck liBt sich die am Schluf
von I angedeute zweite lnmr'mLmn«methunlo ]m1]r-1lr~n

Die einzelnen speziellen Probleme gestatten zum Teil, auller ¢ auch noch die Roll-
kurve auf der ruhenden Fliche zu ermitteln, Dall dies gerade moglich ist, erklirt
sich leicht daraus, dall diese Kurve ihrer Liage mach, also als Ganzes, von i unabhiingig
ist. Damit kennt man £ u und die b];d,l.llt"ruft'll 1‘,. # und €, zunichst als Funktionen
von ¢ und kann aus ihnen mit Hilfe von (rfuu hung 33) auch ¢, ¢ und ¢, als Funktionen
von ! bestimmen. Da aber auch die Beziehung zwischen s und ¢ dann bekannt ist, kann
man ¢, e und ¢, durch ¢ ansdriicken und steht dann vor dem Problem: Auf einer ge-
gebenen Fliche eine Kurve zu finden, fiir welche die Kriimmungen und die Grifle e als
Funktionen der Bogenlinge gegeben sind. Man findet so die Gestalt der Rollkurve, natiir-
lich im /m,nrnmwnlmnﬂ mlL J.]'U:L‘]. Lage auf dem rollenden Korper, und die Zuordouung zu
den entsprechenden Punkten der ruhenden Kurve lifit dann A und w bestimmen,

Zur Losung dieses Problems kann ich einen Weg angeben. Erstens kann man
aus ¢, und ¢, die eigentliche Kriimmung der Kurve ableiten nach der bekannten Formel

=t ot

Ziweitens kann man die Torsion der Kurve in folgender Weise finden: Aus den
tleichungzen

S = —cn, S =0, Sy’ = —¢

folgt, da », 5 und Vi’ drei aufeinander senkrechte Einheitsvektoren in positiver Folge sind:

i

N = Cu V= Cy- | ¥,

und hierans durch Differentiation:

ey ¢
]

i = a3+ Gy (T

I .o R y # | - r
Vi) 4= Cy v 4G, - Vy,
ferner

¥ LS rr ¥ ¥
Fom=¢;» = v




also ot 3 f
v b R . e e e L S oA
-_“"lJl U — Cg* IE'_,_r o H " Oy = Cn ‘li:u ,‘_x_r;': A il a“l'-'; [.| 1" 4 TV "y ) — Cy J
W ’ o’y
== Cy (8- 0y ~- Ca ) —eqle ey — &)
L it} £ Ll S
= — gl = 0n") | (ca Cy — Cyln )
TR T TR - - .
Sy = — ] (Cn G5' — CpCa)
Die gewdhnliche Torsionsformel
SURDNY
aq oo g o
A J’:
o
gibt also hier
. L
] PRrINLY Cu Gy — Cpilly
s v i .l: ! H
L=y = T €.
i Cg = Cu™

Man kennt nun Kriimmung und Torsion der Raumkurve und ist damit auf die
bekannte schon vorher erwihnte Aufgabe zuriickgekommen, welche mit Hilfe einer Riccati-
schen Gleichung wenigstens im Prinzip l6sbar ist. Zongestehen mufll ich freilich, daf
selbst bei den scheinbar einfachsten Problemen die Riccatische Gleichung sehr kompliziert

anssieht.

[II.

reitungen die Rollbewegung dynamisch darznstellen, verwende

Ui nach diesen Vorl
1ich das D'Alembertsche Prinzip in der Form

e S ae
S i do = I5pdp 36}
i 2!

i welcher dis Bedeutung der einzelnen ¥eichen wohl nicht unklar sein kann,
Alle wvirtuellen \-lri'.n:l'[!EMHI!];_"'G!‘L kéinnen in diesem Falle nur lh'z-]umgn:n nm eine
Achse dareh den Beriihrungspunkt sein; es ist also dp zu ersetzen durch VI (p — &), wo

cinen beliebizen unendlich kleinen Vektor bedeutet

S0 folot

; : . %o s L
SmSV (o —5) T SNUVie—s)p
de
und hieraus
e . 7o o o e
Sml I'LJ— ] ftf: = 2 lo—E&} 3 .1”}
i
iervon 18t zundichst
>0 7 o
T o I 5
=m Ve = Vo —=
L7 M R

= {7 - r SelZen

Bezeichnet manu mit £ den Schwerpunkt des Korpers, so kann man g

und erhdlt: Jime = M-, Sno = 3

wird
S S R S £ dL
ZmVe = EmVic -|- <) ‘ Ji i )
cleF 5 ‘L
TR rf, St Lo e Py g
S Vo T M. Ve 1
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: do dp d
Da nun da dE dt

und da ¢ auch einen dauernd bestimmten Punkt in dem Korper bedentet, so ist

rJltl
* = Veilp—C
et = L
dt Ve (b
;H £l- =y
n"n' |:
= Veo,
it A
also
B0y =V de SmVoVes -t M. VL de
i tal - = = EF == 4 - VL -
» L g myo i S

Ich bezeichne nun mit «, 8, y fiir den Augenblick die Richtungen der drei Haupt-
triigheitsachsen im Schwerpunkt und mit 4, B, (' die zugehorigen Triigheitsmomente. So
liBt sich die Vektorfunktion
39) Or = AdeSer | Basge - UySyr

bilden, deren Bedeutung darin liegt, dall Sr®: das Trigheitsmoment fiir die Richtung z im
Schwerpunkt ist. Das Triigheitsmoment kann auch in der Form —Zml e ausgedriickt
werden, und so folgt
' Sm Vo = — Selhe
Diese Gleichung bleibt auch richtig, wenn = ein ganz beliebiger Vektor ist. Diffe-
renziert man sie in diesem Sinne nach v, so folgt

EmSVeoVdees = — Sthwdr,
SdeZmVoVeor = Sthede,
EmVaVieo = — g

als eine fiir jeden Vektor ¢ richtige Gleichung.
Darans geht hervor, dal}
EmVoVeo = — o

gesetzt werden kann, und so folgt aus Gleichung 38)

do Wiie
~aV hALL e L -1 f b i
mVe 5 T “'H'.F'
(i dde e
: i —_— — _: _“’ i .lu-__ l_“
iy !"e‘“' it > dfe

Das zweite Glied der linken Seite von Gleichung 37) ist

A : %o

— EmVE——u = — VE3m —
ne Ve e V&ESm b

s

MR

e

=i




und so nimmt die ganze linke Seite der Gleichung 37) die Gestalt an

e | =
L MV (e—

e

) e

Wy

Die vechte Seite ist durch die #ufleren Krifte 2 bedingt. Irgend einen praktischen
Wert hat da nur die Betrachtung der Schwerkraft und die der Reibung. Wenn man aber
diese als eine im Punkte & oder 7 angreifende Kraft einfiihrt, verliert sie jede Bedeutung,
weil sie dann in der Verbindung V (y—&) g = 0 aunftritt. Lilt man sie demnach zunichst
aufler Betracht, so folgt, daB ¢ durchweg = — mgk gesetzt werden kann, und die rechte
Seite von Gleichung 37) nimmt die Gestalt an:

—gZmV e —5)k

= —g |[EmVolk— M. vERk]

LY
— — MgV (L—& F.
Damit geht Gleichung 37) iiber in
e Al gl B el
Lo b M. it = — MgV (E—5k
i A S MgV (c—=
oder
de 7 4 B
—_ l A e -.‘_—- ..'L i %
= (_{u'« | ”#,} 0
hierzu kommt die Gleichung
/-
s o =
i i 42)

Fine einfache Ueberlegung zeigt, daB nunmehr die Anzahl der Skalargleichungen,
eingerechnef den Ausdruck fiir e und die gegebenen Formen beider Oberflichen, im Prinzip
ausreicht zur Bestimmung simtlicher Unbekannten.

Bedenken macht hier das vollstindige Fehlen der Reibungskraft in den Gleichungen.
Man kann sich dariiber hinwegsetzen mit der Entgegnung, die Reibung bewirke hier eben
nur die Verwandlung der einfachen rotationslosen Bewegung in eine aus Translation und
Rotation zusammengesetzte, ohne Energieverlust, wie es ja in den Lehrbiichern der Me-
chanik seit Lagrange oder noch linger immer bei der Befrachtung unfreier Bewegungen
angenommen wird. Aber es ist kaum zu hestreiten, dafi alle die so erhaltenen Hesultate
nur niherungsweise richtig sind, und das Bedenken erhoht sich, wenn man bei einer ein-
fachen Anwendung der gefundenen Gleichungen auf einen Widerspruch gegen die kr-
fahrung stéfit.

Wenn eine homogene Kugel auf einer wagrechten Ebene rollt, so wird, da das

M ist,

0

Trigheitsmoment der Kugel = -

)

5

v b

e — - Me. 2,

)

ferner {—& — kr, also

L _ri’_E

= ol = VG
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und damit aus Gleichung 41)

2 de : de
——i T =My Vi | —»rVk - gk
= My 7 £ I.I'[ e .t.r."]
2 de de
- = !r:’ 'l'
5 di g s
de o Ohe
it I Sk i
Toades o] oy a8
B e
Tl e
LS o — = N ‘ud — ‘\L
20 LT T
e iy
i :
& — konst.

; de : ; : .
Daraus folgt weiter = konst., und daraus wieder, dafl die Kugel mit konstanter

dt

Geschwindigkeit gradeaus rollt, unter allen Umstiinden.

Dem widerspricht zuniichst die Erfahrungstatsache, dall die Geschwindigkeit sich

allmihlich anf O reduziert. Davon kénnte man noch auf Luftwiderstand schliefien, Rin
béserer Widerspruch ist in der dem Billardspieler bekannten Wirkung des ,Effet4stofies
zu sehn. Der Ball rotiert dabei ziemlich rasch um eine nahezu vertikale Achse und be-
schreibt dabei eine mehr oder weniger gekriimmte Bahn, Aber seine Translationsgeschwindig-
keit ist dabei recht gering im Vergleich mit der Rotationsgeschwindigkeit, und das ligt
den Schluf zu: Hier ist mit dem Rollen ein Gleiten verbunden, und zwar, wie es der
Wirkung der Reibung entspricht, ein riickwiirts gerichtetes Gleiten. Das setzt eine be-
triichtliche Reibung voraus, und demzufolge mochte ich behaupten, da auf einem Billard
aus Spiegelglas der Effetstoll versagen wiirde. Der rollende Kérper wird stets den ruhen-
den 1n einer Fliche beriihren, welche durch eine geringfiigige gegenseitize Deformation
zustande kommt und um so groBer ist, je geringer die Elastizitiitsmoduln sind. Infolge-
dessen werden erstens Druckkriifte in der Normalenrichtung auftreten, welche genau an-
zugeben sehr schwierig sein diirfte, und zweitens Drehungsmomente infolge der Reibung
in dieser kleinen Fliche, wenigstens wenn die momentane Rotation eine Kreiselkomponente
hat. Ich glaube, dafl jede zohlenmiiflige Annahme iiber die Griéfle sowohl der normalen
Kraft als des Drehungsmomentes ganz willkiirlich ist. Dazu wissen wir viel zu wenig
itber Struktur und Molekularkriifte an den Oberflichen der Kiorper. Aber soviel ist sicher,
dall alle diese Kriifte sehr klein sind, um so kleiner, je glatter die beiden Flichen sind
und je langsamer die Bewegung erfolgt.

Anniherung an die Wirklichkeit bleibt jede physikalische Rechnung, In der
geometrischen Optik unterscheidet man sogar Niherungen verschiedener Stufe. Ich be-
schrinke mich also hier mit Bewultsein darauf, eine Rollbewegung in der beschriebenen
Weise zu betrachten, als eine erste Anniherung. Ich nehme an, dab ein allmihlich in
Bewegung geratender Kérper von Anfang an sich diesen Gleichungen entsprechend verhiilt,
ein gestollener aber zuerst noch ein Gleiten, mit der Richtung des Fortschreitens oder gegen
sie ausfithrt, welches bald infolge der Reibung in ein gleitungsfreies Rollen ibergeht. Fiir
die Richtigkeit dieser Annahme findet man leicht Bestiitigungen auf dem Billard wie auf
der Kegelbahn.
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Zum Schlusse dieses Abschnittes erwiihne ich die selbstverstindliche Tatsache, dall
der Satz von der Erhaltung der KEnergie auch bei diesem Problem ein Integral darstellt,
und leite sie ab.

Setzt man wieder

e = A See | Bf - Spe - Cy - Sye,

T dbe dee sl e w o
so folgt o =—A i «Sce-- B = S -- ( ‘5 - Sye
gheie R dy
—I— _-1 . 1-.___ =i, ...J._ J i —E—fr”- '____.‘_
- Ae- Se FTR Bj . Se = 0 SE i
._I- il . \ t!‘t _l_ e o -(;L —-l-- Tay -f" f!""
- Ao - See = Bg . S o Cy. 8 T
und da e« eine im Kiarper feste Richtung ist, ist
dee e
i 2 £0X,
diz .
y - =),
Se it t
-also
dDe de

i A -Vea-Soee-B. Ve . 83+ C. Vey-Sye -+ @ =

— _d{ _é— Fete.

et

Ferner ist die Bewegungsenergie

K=ZF_—m?

f, T

1 de \*
AT O - O
7 ar)

1= do = dbys
=== )

i 'l = [Em {} :: )E 1A (:j; }-]

# \

My dc \®
= [lm V3eo _:'*':'['(_Jf_)]

[ | aL \
K = Se0s— M-(-{ﬁ-/] .




._12

also
dK 1 e 1 .. dde db 3t
=S P =S — M. S —
TR T e L
1 . de 1 e i
— -_} o) -F# - e = 9 Se rU_ — M. Se I:-_- == -_-) —“J';_,-
~ e y  gne o r».‘lz.::
= Sed e M- Se(f—23) 72
dK 86 dDe M Se (F— B) a2
TR T T R AN

Aus Gleichung 41) folgt:

. d®e o g T
hof gy ¥ oy ey Q] o ;)
Z =TS (.; g

el {2

d e ke :
Se — M. 8eif—5)— = Mg . Se(L—2)k
Se i . Se (L '}rH:'- Mg Se (C—ZE) A

194 e

T Mg S 7 I

K — My - Skl = konst.

Hierin ist ja —Skl die Hohe des Schwerpunktes iiber der ¢j-Ebene,
Energiegleichung kann auch geschrieben werden:
 Ei 1 dinE Eips
43) — Sehg — — M. | = ) My . SEU = konst.
2 2 df E

Ein weiteres allgemeingiiltiges Integral kann nicht gegeben werden,

IV.

Anwendungen auf Spezialfille.

[Diese

1. Den Fall, daB eine homogene Kugel auf einer wagrechten Ebene rollf, fiihre ich
hier bis zu Ende durch, weil er anscheinend der einzige ist, bei dem es wirklich aus-

fiihrbar st

s hat sich bereits ergeben, daf & konstanf und

‘:rf — - Vel
ist. Hiernach ist :
e *i; — TV
{

und es kann

g=1v:TVek-1
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aesetzt werden, sowie
E= UVek-s.

Dann wird
Ee UVek, u=%k &'=0, o'=0,

C; =0 =0, €,=10

Fiir die Kugel ist zn irgend einer Yeit

- ln’ r
J!;_,—ll.ril—-— i‘l’
1
g= Ll o4 =
»

So nimmt die geometrische Gleichung fiir & die Gestalt an:

s [ ke — VD Ifs;l-]

e= —Fkpc,-TVek + VEkVek

e=—1J.r:e,- TVek -k -Ske 1 &,
woraus folgt

ey T Vek -1 Ske = 0,

r. TVie

Cy =

Bezeichnet man den Winkel zwischen / und & mit @, so 15t

colyg a
oy = A
Daraus folgt weiter
4 cotg~a , 1

Kl 2 &

e =
COSOE &

(F—]

>
Es sind ¢z und ¢, Konstanten, also
¢; =0, ¢.'=0,
T =—rp=1{».

Die Rollkurve auf der Kugel ist also eben, ein Kreis mit dem _P..a.dius-]
3

= .80 4.




=

Die Anwendung des in 7 gegebenen Integrationsverfahrens fiir 4 und w lefert hier

schon aus Gleichung 12)
2w W T e
2 T - eoty 5 [{ 7 ) -;-F.]=U',

dwe d2w w 1 dw (eiu: )" : .,]
K — i e M o ; . = L ]
S G b s [ i : ¢

w

oow d L I die \& .2] dsin? 2
T [( it ) g ] " [( il ] L) (i -0,

o | (G ) -] ks

Da zu Beginn der Bewegung — der Rollbewegung ohne Gleiten w = sein
mufl, folgt, dall hier die Konstante = 0 zu setzen ist, also
{ dw )” 20
L g2 =0,
. dt E
di -
ol — —— 1(_'
dft i
i Te .- t,
ferner
ek = —T¢,
Sl = —1,

und diese Gleichung in Verbindung mit 4* = —1 zeigt, dafl

A== e,

Demnach ist hier

oy = ggeos Te -t — Ue-Sg,Us - (1 — cos Te-t) - VUep,-sin Te- {

Aus der Gleichung l

— gl
wird

r = . [Vek -t — ok — k). |

' |

Dies Resultat kann zundichst falsch erscheinen; es erklirt sich aber sofort daraus,

daf ja die Gleichung 1) in der ausdriicklichen Voraussetzung aufgestellt worden ist, die
Totaldrehung erfolge um den Nullpunkt.




Man erhiilt so als Bewegungsgleichung fiir jeden beliebigen Punkt der Kugel
@ =iploop—rkr)+r(Velk -t —F).

2. Wenn eine homogene Kugel aunf einer beliebigen Fldche rollt, so kann

cesetzt werden. Die Gleichung 42) gibt dann

dz :
il r Feu, 44)
dazu :
G v ds
’ i 7 Ve — g
oder auch
n'l_: - ”r_“. =4
i P - ‘ Ve — T J 45)

So nimmt Gleichung 41) die Gestalt an:

— - Vu (— Vi :j:: - Ve :i,:: -g- Vuk
(e e ) g e
T e

: ; . de . du : } ; Vil
4k - — N s NE )= Vuk.
B 2 s (—‘ T rEh ) S

Hieraus folgt sofort

und damit wird

T e = dpe
J-' _'l i\b-{.l‘f »

b i dt = - Vuk = 1. e

Hierzu kommt die Energiegleichung in der Gestalt

e s s = i g 1 ;
Sl i r®. 8%eu - g+ Sk (S -+ wr) = konst. 1)

10 M
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Aus Gleichung 46) ist zu schlieBen:

< S6 r!’lu'
T Seu = b 7
[ ; o
=l (Gleichung 45)
(k) e
= — — Ne&
¥ %
I e
Sue — 10,
[ it by :

weil bei der Kugel e =0 ist.

Wenn also die Kugel auf einer Ebene oder einer anderen Kugel oder lings einer
Kriimmungslinie auf einer beliebigen Fliche rollt, so ist Sue konstant; die Kreiselbewegung
erfolgt also immer gleichmillig.

Dieselbe Gleichung 46) gibt anch AnlaB zu einer gerade fiir die Untersuchung des
Kugelrollens recht niitzlichen Umformung der Gleichung 47).

Setzt man

v (Cp—ey) = N,

so wird

B e el e .
£ = uN - 0l AV i -(1_ = f'-...]-

Indem man auf die unmittelbaren Beziehungen zur Kriimmung und zur Bogen-
linge verzichtet, kann man ableiten:
=

1 - f ’
= Sufu

a3 q = et
Vi S S
Oy =S¥
5105 g du dE
N e e Y
SR GE duw ool g 45 wh
W= AN e S e — i\ B —
T8 P Gy (,b dt dt ~ ¥ )
lee efs i v ds
= .']‘\,-' — I-F . F s r = Fig il o
fet it I i ! ot r l-” i

n’._f { n'I'l-_l:l '-’ i f“"! - fa':.'

= (N — ¥V S e « Fu

" U




<
=1

dEn? :
und da ( i ) = — %

(P [ .rf_i:

= ulN o
&= uN-+4 Vu i e Vie i
s i
rop= gy N LV e s
7o&= fep+ N Vu Ji v Vu %
O | r . ﬂr"-: ; Hr_f! .
i t'-”{ AT )
. i
re = urN + Vu :ﬁ;‘ ’
Hierzu tritt, da N = — Swe ist, die Gleichung
J'.Ir‘\l 'h 2
— = —— K
|'||l|F i
180 du
= — ey = L
’ di i
a N 1 dt du
—_ — T ¥
ilt e T R

Damit erhiilt man

de 24 r( dN du ]'l . JdBES o o idl

" g TN oaE T ar
TR T

- — i Ly, O gy, el O
e,

Dieser Ausdruck fiir — Lift sich in die Differentialgleichung fiir die Bewegung

‘
der Kugel einsetzen.
T . B ] e =
= M S : N Lo Vak = ()
5 [’ Sl Nt
d =l ) ?
Qe NLoe e I = b gluk = 0. 4G
2 » N 5 Vu g T 09 1 . 49)
hierzu gehort
N - w dt
s a2 = i , 50)

dt dt ot
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Die Energiegleichung wird hier

o 45 gt -
TVu rj'! — 242N® 10 g . Skl = konst.
{

Wodurch diese Transformation niitzlich wird, geht aus der folgenden Betrachtung

hervor. Der Kugelmittelpunkt £ muB bei der Rollbewegung anf einer Parallelfliche zur
gegebenen im Abstande » bleiben. Die Gleichung dieser Fliche ist L = &~ ru, wenn ¢ als

Funktion zweier Parameter gegeben ist. Fiihrt man an Stelle der gegebenen Fliche diese
- 5 =R e : S -
Mittelpunktsfliche ein, so bleibt w die Normalenrichtung, denn es ist dZ = d€ |- rdu, also

Sudl = SudE - r Sudp = 0.

Die Grife N in den Gleichungen 49) und 50) ist die normale Komponente, die
Kreiselkomponente der Momentan-Rotation. Wenn es sich zundchst um die Bestimmung
der ruhenden Rollkurve handelt, oder am die der Mittelpunktsbahn, so wird man N zu
eliminieren suchen.

e

Die Operation ¥ auf Gleichung 49) angewendet, gibt:

el a3 it
P : S - Ay
¥ il Vi g 04 I i Vil ),
due & et
- ) — = —iF ok —— = 0,
W8 g =0 Bk :
o g du &% . Sk idu 0
1) ST e - 5 g- 0k et

Diese eine Skalargleichung reicht micht aus zur Bestimmung der Mittelpunktshahn;
es wird also notwendig, mit Hilfe einer Differentiation noch einmal N zu beseitigen. Diese
Elimination liefert an der allgemeinen Gleichung nicht viel Erfolg; zudem scheint es bei
den speziellen Problemen zweckmifliger, N in der Rechnung zu behalten. Wenn man
dann einen der Flichenparameter eliminiert, erhiilt man jedesmal eine integrable Gleichung,
welche der Energiegleichung entsprichi.

3. Als erste Anwendung hiervon behandle ich die Bewegung einer homogenen

Kugel auf einer schiefen Ebene. s sei

= keosa - jsina,

und der Nullpunkt soweit fiber der Ebene gewihlt, dali die Paralleltliche fiir £ ihn enthélt.
Aus Gleichung 50) ergibt sich dann, dal N konstant ist; auns 1) entfillt N von selbst:
= et
Qiiress
L

@

hyg Vulk = (.
Da u konstant ist, folgt ans der Gleichung der -Ebene

Sus = 0,

Sit d = ()
ZETAE e
Su d =),

St




:F_

T |

iu Hyg. Vul=10;

hieraus dureh vordere Multiplikation mit u:

Db B e i
g aouluk =1,
(P D

= e Vit Viele
R e
5} J e
= _ gsina- Viui.
i

Schon hieraus ist zu erkennen, dall der Kugelmittelpunkt eine Parabel besc

A ri 4 (%)
T gsina- Vit - ( At J”'

L3 Tolot

I * .y - e 1 L/
Der hoechste Punkt dieser Parabel wird zu der Zeit erreicht, fiir welche Sk
¢

ist, also

5 e : e
st ta-To -+ Sk = = ().
7 9 sin®a-to 4 Sk (G )

Wihlt man hier den Anfang fiir die Zeitzahlung, so wird ,5'},-(_r;; } =0
A Lt g
o

kommt die konstante Bedingung Sg —- =0, also wird
it

(£), 17

“dL : 5
Man kmm( - ) = -2 setzen und erhilt so
it Jo
”r_ 5 - 1_ el :
(f &2« V- Vo 2.
@& T ettt

Die zweite Integration gibt

S o T _
gsing. Vi 12 -1-vp.d.1,

T

indem man als hochsten Punkt der Parabel den Nullpunkt denlkt.

Man findet dann

e — ulN 4 Vit — -

e SRR

SR | A h ¢
= iy - Ve g — 2 gsia .t
i | e i 0 'J_ L

hreibt.
(8 s

1

hierzu



al)

und erkennt, dafl die Rotationsgeschwindigkeit hier nicht mehr konstant ist.
Grenzwert zu der Zeit, fir die
il
il

ist, also

Der zweite Differentialgquotient von

))

s,

12
[

e

Te=
ap
it

(4 (

wird hier notwendig positiv, also hat 7T im Scheitel der Parabel ein Mini

betrigt

=)

f=

],/ Ne Yo

3
2

Sie hat einen

mum, und das

Fir unendlich wachsendes ¢ wird £ mehr und mehr l_‘].-n-u]]a:] zur Scheiteltancente

und die Bewegung nihert sich einem reinen Rollen,
Man konnte nun anch versnchen, die Rollkurven zu bestimmen.
leicht zu finden:

- 1 e ;
S== —— g1 Vi <= -+ gt b — s
5] : i S
WO g1 = _ gsine gesetzb ist. So folgt
dE . ;
o = {1 l"l.ln ! A
dE }3 =
L 2 DT
et . 4 i
s e z
the= it o ?I.:J'IJ-F- Yo~

Hieraus ergibt sich

2 o :

s 1n Wirklichkeit nicht éinzufiihren,

.(i'rl f

o

Ry ’.r,m' | ]/1

£

I{!]lf }'.‘.

t'g ~

()

50 {.1il|.: man besser tut.,

Die rubende ist




Man erhilt
G i
vl
SdE A R
T di drE?

Gyt ] o .f.l'l_"- “,-_|:
OIS S = 1]
1T e it it
(LT
B
alzo
il
(87 e
. lr_:ﬂ
Z (R Y &1 Na=
‘._ U \.;'ll =
! ;8
S .r|.'1: el A -'";f'l-l’jl )
i e— ; e
! 6
terner die Torsion der Kugelkurve:
5 rgrt - (Nv®— 3v,m1)

|l.lli _.":{‘\lr'.'l f'{-_l'_,l'j?'g

und die totale Kriimmung

(== ] z V T p2 (N> — F-II"'JI'J\:':'
o ; il

Die Riccatische Gleichung, welche nun zu losen wire (vgl. Scheffers):

el
’ .
-_J'l,_,]_ﬁ”__;-l ey

wird aussichtslos kompliziert.

l. Eine homogene Kugel in einem wagerechten Kreiszylinder, Man
man die x — Achse als Zylinderachse nimmt, setzen

kann,

0= I eos _I.I-.S'F-H 0
7_ - .‘l _r.'g:,
So wind
el Vi i
= Vit - ;
r“ d fIllJl
i il e il
=1 Vit o dp o ——,
ot it ) i’
i A du  de
I = : .
odt o dt dt  di
180
i-'ri.\. H'H r.",J'
T T dQ

indem
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Gleichung 41) wird hier:

' f 2 ¥ e e !
(f-r.\r fi,;f — 7 {::r,:i ) Viu — (Tn :H;I -5 g sin rr)-s = (],

es folgt also

2rN s ii fdrj
ot o=
und
d2u by ..
- T ) e

Diese Gleichung scheint mir besonders interessant, da sie zeigt, dafl die Abweichungen
der Kugel von der tiefsten Linie des Zylinders genau isochron verlanfen mit den Schwingungen

: o |
eines Pendels von der Linge — a.
b

Will man hiernach auch x und N bestimmen, so kann man etwa die Legendresche

Funktion @m benutzen und
D et :
w=2am (V = B - Myl }
. i 24 J

setzen. Hs ergibt sich dann

I 2 AT du do o
at aE ‘T w
= .-f.;r_- lil!':.‘-' | ",r"‘; \, fli.,_‘\.- A

dt dif U

a

7 dp\? . -
; (rd; ) - 32 V2 = konst. _L i

==l (T ]

F'I‘II‘J'J'

VE' du (e
T o T
Ve

- fu — 4,) = are sin

—
| B
onl 150
e

f

ol
bt '

da: b i ]/ I
= g sl —"1a1
{ﬁ LT " i i

; /
o)

und hieraus ergﬂ;t asich x als eine pq;rmr]isrhn_ aber (\\'{-\.;_J_‘e;!u des Faktors .lr’ - ] nicht
(5P

V

|

geschlossener Form darstellbare Funktion von i

i1




Die ziemlich langwierigen Rechnungen setze ich nicht hierher. Das Problem kann
angenihert auf die Bewegung der Kegelkngel bezogen werden, aber auch wirklich nur
wenig angenihert.

5. Kin gewisses Interesse hat die Rollbewegung einer Kugel in einer Rotationsfliche
mit senkrechter Achse fiir sich. Die I-Fliche ist dann von derselben Beschaffenbeit und
man kann

-. —— =~ Ff

setzen, wo o ein horizontaler Einheitsvektor, bestimmt durch die geographische Linge, und
g ein Querschnittsradius ist. Die erzeugende Kurve, ein Meridian, soll dadurch bestimmt
sein, dall 2 und g als Funktionen der Bogenlinge j des Meridians gegeben sind, wobei m
von unten herauf gemessen ist. Es bezeichne ferner v die Meridiantangente und (), die
Meridiankriimmung,

So folgt

() +(52) -

. l”!.“l' s '- ”lJ.l.J d
Jl:: |r.'I| iz
{ E il 1 { JeJrc . %
dm® " dm ! dm® dine
do = Vo . dl
rl'l.i . rn"f.'
E —— J|IIF r_ :
dm : a7
r.'r: i il
F = . - Vo g-
df dt q df
|'||lr]r .llrf
“ T dm i il
i {1 5 tz i
Lt ——.f'-f',,,.-rm ——Ilu".'ﬂ’. { _r
.'.Illf “.']f |'|'lj,u,l_ r”
o e A= S e :
Die Grébe Su—, i berechnet sich beguem als Wert der Determinante
dt
el {=
ij 5] ¢ EJ
il il
P dz  dm . dg  din dz dl
= dm " dm dm  dt |’
dz dm .rf:f dm dl
{ : e
dm di dm  df T

es wird

iz ) dl  dm

dN i .
T —‘ g Cn— dt = dt o

i




o
ferner
dr dm dg di
= G- L Ve . : :
dlt g ax (22 dm i
also
d*C ( dimn )E dg dm dl i d*m d?l
e e ol (L TR 3 ; s S o Pl
g el ) AV e '”’{ di } T it ST 2
- J"-_ far A ( d?l ok g dm dl e ( rr"’u.r_ 5! elg (ri’l" )")
b e e Gl e e L s e el G L
So zerfillt Gleichung 49) in die Skalargleichungen
. dm CE iRl Hrij dm di°
53) e |G ) =0
23} 52 i {\_r'r di* dm dt dt /
s 4 de i = flr'ailj'? Nr.r"l 'rllrl" :I] L ez
4 Do ] et — = L. 1 = [},
it A dm dt ' X [H’fi 1 dm (H'!' / 1Y i

Nimmt man hierzu die beiden Gleichungen, welche ¢ und ¢ als Funktionen von i
ausdriicken, so hat man fiinf simultane Differentialgleichungen, um [, m, 2. ¢, N als
Funktionen von 7 ausfindig zu machen.

In dieser allgemeinen Gestalt ist wieder aufler dem Satz von der Energie kein
Integral zu erkennen, auch wenn man die ziemlich leichte Elimination von ! amsfiihrt.

Die Energiegleichung wird

B d”;') g2 rﬂ-g] [ 92 e : ST
53) [ IH M] -+ 2#2N* + 10y = konst.

Hiernach erhilt man fiir eine Kugel in einer Hohlkugel

Cm = : , r“.\ =0, N = konst,,
a’ i

dadurch wird Gleichung 53) integrabel:

- m S ey STl
- 29 Neos — - Tasin -

— konst.,
@ a

nnd 54) wird

SO B e Bl .t o AT ERS
2r N sin — S & st CO8—+ = 0y &t = 1)

a i di? I & et a

; R df st
Das Integral, welches man hieraus nach Elimination von - oder durch Multiplikation
ol

Y i .. dm 1 BNE A : - . .
der zweiten Gleichung mit 7 und passende Kombination erhiilt, ist mit der Energiegleichung
=
iibereinstimmend und zeigt, dall m»m im allgemeinen nicht in geschlossener Form als Funktion
von t darstellbar ist.




Wenn = 0 ist, die Kugel also auf einem Meridian rollt, wird auch N =0,
5 :
- f!T"E.‘-‘J:‘ e 8 3 H 0
{ —— - Hgsin — =10,
dia - ge i}

und wenn man m = a-u setzt, so zeigt die Gleichung

d®u D :
e e
ift* [
dall hier wieder eine Pendelbewegung stattfindet.
- ; : il ; 2 :
Wenn statt dessen m konstant ist, so wird auch i konstant; ist m festgelegt, so
p S
kann von den beiden Groflen N und 7p eine noch beliebig bestimmt werden. Sie sind
[
dann durch die Gleichung
_ i o i NS
29N — - Ta cos . ‘ — ) =5
di a \dt) g

verbunden, Die entsprechende Kreisbewegung beim Pendel ist nur eindeutig bestimmt.
Auf ein eigentiimliches Resultat gelangt man bei der Betrachtung einer Kugel

T
in einem vertikalen Kreisgylinder. Hier ist ), = 0, ¢ konstant und z kann = m gesetat
werden. Man findet

AN dl  dz
Gt dt dt
darl il
— = () = konst. = ¢,
dt* di ¥ ;
-t : e
s —2yc- N 4+ bHg= .
Nach Elimination von N
Ve o o ati e
i c e n..

i qfs =i At

g= A 4 Icos V — ¢t - C sin l/

0 gesetzt werden, dazu ! = ¢f, und man findet als Bahngleichung

: 5
z = Beosl -l/ O sinl ]/ =
i

Das gibt auf dem Zylinder eine vielfiltig verschlungene Kurve, welche herauf und
herunter geht, so dall die Kugel anch nach dem Sinken wieder ansteigt. Das kann er-
klirlich scheinen: eben infolge der durch die Rotation veranlafiten Reibung. Ob es wirklich
miglich ist, miillte mit Rohren und Kugeln aus geeignetem Material erprobt werden.

- ¢t

1| o

=1 | 3

Hierin kann 4 =

=1 I



ab

8 Wenn man die Rollbewegungen andrer Korper als homogener Kugeln zu ent-
abeeschreckt durch die grofle Anzahl wvariabler
erscheint noch das

wickeln versuecht, wird man fast durchwe;
Griflen, welche in die Rechnung eintreten. Einigermallen angreifbar
Problem: Wie rollt ein homogener Rotationskirper auf-einer wagrechten Ebene?

Man kann ohne Erhéhung der Schwierigkeit das Wort ,homogen® hier dahin
deuten, daf alle Meridianschnitte dieselbe Struktur haben sollen. Der Schwerpunkt C liegt
dann in der Achse. Deren Richtung sei 7, so kann die Gleichung der Oberfliche in
der Gestalt

=< — i1, (7] vz - aif

opoeben werden, worin zuniichst I als konstant anzusehn ist, ¢ einen variablen, zu y senk-
rechten Einheitsvektor und 5 den Querschunittsrading bedeutet. Die Gestalt der Fliche sei
dadurch bestimmt, dafl 2z und ¢ als Funktionen der Bogenlinge m des Meridians gegeben

seien, o ist
rl"-_'-' = &1 -rllru-'. f-llil,l i -H’r.r.'.

o2z

11— ;=
l'l'l.'.'n'_

Cap = fly 411 — G " =1y

worin ¢, die Krummung des Meridians bedentet.

Der Vektor o ist als Funktion der geographischen Liinge | anzusehen, so dal

gesetat werden kann. Hs folgt dann

dn = (yz1 -+ oq) dm-+-Vye.q-di
oder

EF‘ =T-Mm ' !"'}'U-u-l'”.
indem die Striche wieder Differentiationen nach der wirklichen Bogenlinge andeuten sollen
und die Meridiantangente mit ¢ bezeichnet wird. Hieraus folgt

und wenn man den Winkel der Kurvenrichtung mit dem Meridian « nennt, kann man
' = cos i, gl = sinu

setzen. Dann ist @ als eine vorliufig unbestimmte Funktion von s anzusehen und analoges
gilt fiiv m, ¢, 2 und L. So folgt

£ Fa - .
i‘ = TS [ ‘.‘r; « BLIL AL

Die Normale mull parallel zu Ve Fyg sein: man findet ihre Innenrichtung als
I 7 g

V= yq — 0Z.

Man findet nur

£ = v, -cost - Vyo.qul,




und indem man zur Abkirzung

1 Z1 -
= g2, - 73
g - ]
setzl;
T — Vg eost - Vyo . gz - sinu
Vo= g 0050 — V0 22 i

Bemerkenswert ist die Beziehung
Ve — Voo,
Eindlich wird

t |

’ . - i . # + i T 5
i v cosu —- Vyu - sinu - (— vsiny - Vyo . cosu) - u
] - r . q & s F
(¥ ey - cosue == Ve . o singe) cosu gl ginu - (— rsinu -~ Vie . cosu) u
f ] (s | Ty k] : O [ gl o
ViCmCOS™ U —|= 22 - s2n 1) — € stna (U - qasiny) - Ve - coste - (u' - qusin)

und die Kriimmungsgrifien bestimmen sich nun folgendermafen
Cy = - E’IJ"TJII’ 'I'la”
= — (0~ qasinu)- S ( teosw - Vee sin u) (—r sin u (- Ve cos )

oy = W~} qa s

g = Si';l- r}"

— — Su(zcos u - Ve sinu) (vencosu -1 Vor zs sin )
= zs SIIL U COS U A SHL L POB T

&= (28— ¢n) Si0 U cOS U

LR = S:-‘?l.”

€n = €m €08 * U ~- 22 5in .

Es scheint unter Umstdnden vorteilhafi zu sein, auch noch den Winkel einzufiihren,
den die Meridiantangente mit dem umgekehrten Berithrungsradins bildet (weil das nachher
der Neigungswinkel des Vektors L—£% gegen die wagerechte Ebene wird), Tch setze also

o r"gl.r = cos i,

g0 wird

221 - qp = —r-cos i,
e = 1f st — 2 cos f.l_.
Pt - i cos i & s,
i
= —os i,
i

WOorin

g’ 1= 2% = r" gesetat ist.
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Hiermit wird

(!.'1 ———¢08 ."r.) S0 0L 08 U
8 i

sin
Cin e e
Fiir die ruhende Fliche ist
SkE—0, u—k; C - SKEFE"™

(, ist hier mit der absoluten Kriimmung identisch und kénnte darum TE" gesetat
werden, doch dann entstehen Vorzeichenschw lenrr!_mtul

Ferner ist B =0, (, =0, und wenn man wieder die Bezeichnung N =v. () —¢)
einfithrt,
: dE das
=N ——. e+ Vk - ctu.
' R S

Dall nun der Kérper augenblicklich im Punkte § die wagrechte Kbene beriihrt, ist
durch die beiden (ileichungen
S i b 72
V= 7m o1 =k
auszudriicken. Der Vektor z gelangt dabei in die Ebene; wenn er in der Rechnung bleiben
soll, kann man die Gleichung
P21 —i -0 =T

mit hinzunehmen und findet

v =kqm -+ v21.
Man kann anch den Vektor L — & an Stelle von « einfithren, etwa mit dem Namen
w, und erhilt damit
I‘r’;"- | iJ'rJr —— (i,

doch scheint es, dafl dieser Vektor ziemlich unverwendbar ist, weil er nicht ohne weiteres
mit —p identifiziert werden darf, wegen der Bewegung des Korpers. Nur, wenn man von
\mnh{ rein - die Skalargleichung des '\J_L.]'_ldhLl’l‘\ in der Form F# (Tw, Svw)=0 oder Siw
— {(Tw) annimmt, wire die T\Tnnln]lkn]t gegeben, ihn zn verwerten, aber dann werden die
|\14:|I].1]_11.lr_|’%£,|-.=l[Ir{% sphr Eum*plwutt Tch habe darum diesen ersten Versuch aufgegeben
und zwel Lmt]un Wege nebeneinander gewiihlt, niimlich als unmittelbare I unLme-u von
I entweder ¢ und I.]fEl.‘l £ und u in den G-]H:Immr[ n zu behalten,

Zur vollstindigen Bestimmung der Lage des Korpers mufl noch 5" mit £ identi-
fiziert werden.

t-cos - Vit -sinu==E§.
Hieraus folgt
VkE — — ¢ sinw - Ve cosu

raf - e n
T— S posu— VIS sinu

Vhe=—=5"sinu-+ VkE' cos u.
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Mehrfach verwendbar sind aueh noch die Gleichungen

£'— — Tk . SKE'E — VkE . €
- o Lo = g
und
' —— Vv Sket',
welche aus §2—— 1, S¥&=0, Sk&§—0, Sk&"—0 und den analogen fiir ¢ hervorgehen,

Als naheliegend erscheint es nun, vor allen Dingen auf die Bestimmung der Roll-
spur in der Kbene auszugehen, also ¢ zu eliminieren, so dall die Vektordifferentialgleichung
41) drei Skalargleichungen fiir #, i und €, zu liefern hitte, aus denen schliefilich €}, als
Funktion von s hervorgehen sollte.

Man setzt dazu zweekmifig

s
E ==} , WO
dt’
ds af das o "
=T = F=EC—c) — L - FiEe.
o dE: L7 ) i (=
und bestimmt
y=lkq + & -cosw-z21 — VEE sinw. 2
o = Jor sine b -1 (& cos v — Vi & sinu) ¥ cos .

Gleichung 42) wird dann hier:

el 1 , -
S e = Vi,

Man iiberzeugt sich durch die Skalaroperationen Sk. S%', k&', dab das hier eine Identitiit ist.
Die Trigheitsfunktion wird hier:

e = AaSce |- ABSfe - CySye
= CySye — A (e - vSye)
e = (C — A) ySye — Ae.

Ich setze C— A4 =G-M und 4 = ¢* M. « ist dann ein Trigheitsradius; @ ist die
Infferenz der Quadrate zweier Triigheitsradien und kann positiv oder negativ sein, je nach

: : = ; 1o
der Massenverteilung des Korpers. Mit ¢ = 9 :.H wird
: (
ils

e AR M
it

{

Wo
L 3854 @2 ist.
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Sy wird — g (G —u) -+ ; -sinw. Hier schon y und & durch ihre lingeren

Ansdriicke zn ersetzen, hiitte wenig Zweck.

Aus der rechten Seite von Gleichung 41) wird hier:

G

(d5L “dPw {2E
M. 1-'—;;:( rlH;' -1 ‘r;i'.') = M. T ( tl*u | = ”ﬂ.)

: ndbs idrE
g gl = T | 0
= M i Ve g M Vi ( i il )

und =0 nimmt hier die Gleichung 41) die Gestalt an:

{ ; : - i . 1 o et (i |
rrﬁ. [:.' (1 — Vieoen .-'] Vew (.; PR - jj; -1 lrﬂ.'}
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Die Energiegleichung wird hier:

v? (St —L'2) — 2 g Ske — konst.,
und man kann hierin

a
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setzen,

Diese Differentialgleichungen bleiben formell bestehend, wenn man auch an Stelle
von £ und & den Vekior ¢ einfithrt. In diesem Falle hat man fiir @ den etwas einfacheren
Ausdruck

0 — ¥ (ke sin - ¢ cos )

und es ist zu beachten, dafl in den Skalargleichungen schliefllich # nur in der Verbindung
% I . 5 - o g - e iy 3 1
Skee” und in deren Ableitung Skee’ stehen bleibt, daf aber

T rl ’
Sheee u Cy

ist. Man kénnte also, wenn die Gleichungen fiir u und Skez’ vollstindig integriert wiren,
sofort (), finden und daraus die Gestalt der Kurve ableiten.

Die Zerlegung in Skalargleichungen mufl durch passende Skalaroperationen erfolgen,
und zwar mit drei nicht komplanaren Vektoren. Die Energiegleichung entsteht durch die
Operation 8. Die Konstante g ist damit hinreichend beriicksichtigt, nnd so kann man
die beiden Vektoren % und o dazn nehmen, mit Ausnahme des Falles, dall Shkdw— 0 ist.
Dieser Fall soll besonders behandelt werden.

Man findet so erstens
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Mit Hilfe der Energiegleichung kann { eliminiert werden, so dafi man zwei Skalar-
gleichungen behilt, welche die Rollkurve und far jeden ihrer Punkte die entsprechende
Lage des K{'erwrs bestimmen. Doch im  allgemeinen Falle bietet sich da noch keine
Integrationsmiglichkeit,

Ieh untersuche zunfichst den Fall

Sl = (),

Das gibt

cosh - Sked = 0,

(o coshcosit == ()

(1, = O bedeutet schon einen besonderen Punkt des Meridians, sonst wiirde ein Rollen mit
linearer Berithrung eintreten. Dieser Punkt liegt entweder in der Achse, ist also ein Pol,
oder er liegt irgendwo auf dem Meridian, dann gibt es einen ganzen Breitenkreis von
dieser Eigenschaft. Im ersten Falle folgt 21—, 2a—0, 3 |k ©|k also reine Kreisel-
' . s e v . -
bewegung an derselben Stelle. Im zweiten wiirde u — o, cosu =0 folgen, und dieser Fall

schlieft auch cosh — 0 als Spezialfall mit ein, von dem eben erledigten abgesehn. Ks ist
dann m =— o0, also simtliche Funktionen von m haben konstante Werte, der Korper rollt
mit einem Breitenkreis. VEE wird — ¢ U =,
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St &' == Skw' & —= Srw' =0,
damit wird dis Sk-Gleichung integrabel:

s
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und damit wird aus der Si-Gleichung
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Indem man aus der Energiegleichung, in welcher auch Sk konstant ist, und einer

dieser Gleichungen —::;'-j
Ebene ist also auch ein Kreis, und er wird mit konstanter Geschwindigkeit abgerolit, da
el il
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einer Miinze, die man zuerst in senkrechter Stellung in Rotation versetzt hat. Wendet man
auf die nun sehr vereinfachte Differentialgleichung die Operation S& an, so erhilt man
auch die Bedingung, der v, (€, und die Neigung der Korperachse unterworfen sind. Nur
eine Bedingung: so dal diese Bewegung mit sehr verschiedenen Nebenumstinden er-
folgen kann.

-eliminiert, findet man, dal C, konstant ist; die Rollkurve in der

Auf diese Formeln liefe sich vielleicht eine Theorie des Kreisels bauen. KEs scheint,
dafl dessen Bewegungen in hohem Mafle von der Gestalt seiner Spitze abhiingen, Man
miifite also bestimmte Annahmen iiber die Form dieser Spitze machen. Indes wiirden die
Resultate wieder nur fiir den Fall anniihernd sein;, dafll die Bewegung des Kreisels bereits
bedeutend abgeschwiicht ist. In den beiden Fillen, die ich in Angriff genommen habe:
Kugelspitze und parabolische Spitze, werden die endgiiltigen Formen der Differential-
gleichungen noch sehr kompliziert.
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konstant ist. Diese Bewegung kann man beim Kreisel beobachten, wie anch bei
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nnd damit wird aus der Sw-Gl
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