Uber chene und sphirische Kriimmungslinien.

Scit Monge zuerst die Lehre von den Krummungslinien zu einem wesentlichen Theil der
analytischen Betrachtung der Flichen gemacht, sind die Bemithungen -der Geometer theils
auf eine verbessernde Umgestaltung der characterisirenden Begrandung, theils auf Berech-
nung der gewonnenen allgemeinen Differenzialgleichungen fur einzelne Flichen gerichtet
gewesen. Die urspringliche Ableitung der ganzen Lehre beruhte auf Vorstellungen, denen
man vollstindige Richtigkeit bald absprechen musste. Wenn man daher zur Bestimmung
der Kriimmunsslinien statt der Annahme, dass die in zwel unendlich nahen Punkten der
Fliiche errichteten Normalen einen Durchschnittspunkt haben, die Voraussetzung zu Grunde
legte, dass die Normalen in einer Entfernung von einander bleiben, die im Verhiltniss
zur Entfernung der Flichenpunkte selbst wieder unendlich klein ist; so blieb doch die
Auffindung einer Beziehung zu winschen, durch welche diese Linien mit den schon wvor-
handenen Theilen der Kriommungstheorie inniger verbunden wurden. Cauchy’s Verdienst
ist es, in seinen Lecons sur Yapplication du ealeul infinitésimal i la Géométrie den Nach-

weis gefithrt zu haben, dass Monge’s Kritmmungslinien digjenigen Curven sind, welche
die Hauptnormalschnitte der Fliche in erster Ordnung berithren.

Die von Monge abgeleiteten Differenzialgleichungen fir diese Linien blieben als rich-
tig bestehen und wurden auf die Flichen zweiten Grades mit gunstigem Erfolge ange-
wendet, Aber schon jener Geometer hatte allzemeinere Untersuchungen begonnen, und
sich die Auffindung solcher Flichen zur Aufoabe gemacht, deren Krtimmungslinien ge-
wisse Eigenschaften besitzen, z. B. simmtlich in parvallelen Ebenen enthalten sind. Von
Neuem aufgenommen sind diese Probleme von H. Prof. Joachimsthal, der in seiner Ab-
]1:L11fl:l|]i:'_1' (Crelle’s Journal Band XXX.) den wichtizen Satz aufstellt, dass die Ibene,
welche die Krommungslinie einer Fliche enthalt, letztere unter constantem Winkel durch-
schneidet. Hieraus ergiebt sich eine neue Art, Flichen zu characterisiren, indem man

gewisse Ausdricke, .aus den Coordinaten der Fliche und den Bestimmungssticken der

Ebene gebildet, fur jede Krimmungslinie als constant, dagegen von einer Krummungs-
linie zur andern als variabel betrachtet. Die aus dieser Betrachtung abgeleiteten Diffe-
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rengzialgleichungen der Flichen werden in jener Abhandlung auf den Fall angewendet,
dass sammtliche Krimmungslinien eines Systems in Ebenen liegen, die eine Durchschnitts-
linie gemeinsam haben: dls specielles Resultat ergiebt sich die Rotationsfliche, deren
Meridianehene ebenfalls durch jene gemeinsame Gerade geht.

Im Folgenden soll zuvérderst eine leichte Verallgemeinerung jenes Satzes von Joa-
chimsthal gegeben, sodann die allgemeine Gleichung der Flichen berechnet werden, deren
Kritmmungslinien eines Systems simmitlich auf concentrischen Kugeln liegen, endlich die-
jenige ,kleinste Fliche* gesucht werden, deren Krammungslinien simmtlich eben sind.

L.

Werden zwei Flichen durch die Gleichungen dargestellt:
I, z = f(x,3) wnd:IL z = f; (x,;¥);

so sind die Differenzialgleichungen derselben

A — E’:f dx 4 r:ji dy =pdx 4+ qdy,
ox o X
([z—-aﬂ- dt—'——‘{‘i-r' dy=p dx + q dy;
Soghm wite iy p X - Oy A
so dass fiir die Durchschnittsecurve beider die Beziehungen stattfinden:
v il WA
(BB Gx = (e AV Y Ly ==t

Da nun nach Monge die Krimmungslinien der Fliche I durch
(dx 4+ pdz)dg — (dy +qdz)dp =10
characterisirt werden, so erhilt man durch Benutzung des ersten Werthes von dz, sowie
durch Einsetzung des Quotienten far y', zur Bestimmung der Kritmmungslinien auf I
(@ —a-+p2q —pp9) da+ (@ —p—pea +mg?)dp =0,
und durch ein #hnliches Verfahren fur die Krommungslinien auf IT
@—a +9pi —pPPia) da) + @ —pm + P9 — P qqw) dp = 0.
Verbindet man beide Gleichungen durch Addition, so ergiebt sich, dass das voll-
standige Differenzial des Ausdrucks
PR+ a9 + 1 _
e G T e e
verschwindet, also dieser Ausdruck selbst constant ist, Er bezeichnet aber den Cosinus
des von beiden Flichen oder den Tangentialebenen derselben gebildeten Winkels, so dass

folgender Satz stattfindet:
Schneiden sich zwei beliebige Flichen so, dass die Durchschnittscurve eine Kriim-
mungslinie beider Flichen ist, so ist der Winkel zwischen denselben far die ganze Aus-

dehnung des Durchschnittes constant.
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Sind die rechtwinkligen Coordinaten einer Fliche x, y, z, heisst ) der veréinderliche
Radius der Kugeln, deren Mittelpunkt mit dem Anfangspunkt der Coordinaten zusammen-
fallt, und wird vorausgesetzt, dass ein System der Kr[lmrﬁungslinicn jener Fliche auf
diesen concentrischen Kugeln liegt, so ist es gestattet, die Coordinaten gleichzusetzen den
Producten von 7 mit drei von einander verschiedenen Functionen @, 1, y der Verinder-
lichen 2 und u. Die letztere Grosse sei fir jede Krummungslinie des andern Systems
constant, fur das ganze System aber verinderlich. Aus den Gleichungen

px=do@p), Y=ol u), z="72yzGuw
ergeben sich fir die partiellen Differenzialquotienten der (cnm'dmat,en nach 4 und p
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Da aber nach dem Sinne der Aufgabe die Summe der Quadmte der drei Coordinaten

gleich dem Quadrate von 1 ist, so folgt unmittelbar:
(A) @2l a? 2 =1,

Durch partielle Differenziation dieser Glemhm:g nach Z und g erhilt man zwei Glei-
chungen, die ausdricken, dass die Summe der Producte ans den Functionen und deren
Differenzialquotienten nach i (vesp. u) verschwindet; nach abermaliger Differerenziation
resultirt die Beziehung:

(D) O 0 oy GuRBw e in Oy W (v i Gk AR iy
T o0 3iak oiln Foron "V ohor Tt gagn

Die erste Differenzialgleichung der Fliche, welche den Winkel zwischen je zwel
Krummungslinien 1 und g« als 900 bezeichnet, enthilt jene Summe der Producte aus s
ay, % und ihren resp. Derivirten nach p; da dieselbe nach dem soeben Bemerkten iden-
tisch 0 ist, so bleibt nur noch die Bedingung aufzustellen, dass

@ 2ede  ovwdY L drdr_
di g u 0t 0p dron
und demnach auch die rechte Seite der Gleichung (D) verschwindet.

Die zweite Differenzialgleichung der Fliche drickt ans, dass jede Krimmung gslinie
2 und p die Hauptnormalschnitte in erster Ordnung tangirt, oder, nach der Anntthmc
Monge’s, dass die in zwei unendlich nahen Punkten der Krimmungslinien errichteten
Normalen sich schueiden, Von dieser Gleichung ist fur unsere Aufgabe sogleich derjenige
Theil fortzulassen, der nur Differentiale erster Ordnung enthiilt, weil er identisch 0 ist;
der andere Theil der Gleichung ist alsdann, mit Fortlassung des gemeinsamen Factors 1,
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Multiplicirt man dicsu Gleichung mit y, und ersetzt nach den Gleichungen (D) und 1

e "’— durch — ¢ ,——- (B

= 4 ————, 50 nimmt (II) die Form an:

o4 d I .f_:'lu pf o u
; = 2 = :
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Durch Benutzung der Gleichung (A) und ihrer Differenzialen wird aus der umge-
formten Gleichung (IT) die einfache Beziehung:
B20. O il 04, 09 o

a4 8 oo olapn ou
und durch #dhnliche Operationen ergiebt sich aus (II) die Formel:
ToNE 0 BIEes T gep

olgy gu digdp gu
g i : : aihaiad O 7 A R
Die beiden links stehenden Differenzen, dividirt resp. mit ([ ) und (“ _’5) geben
' :H f_r I"
aber die nach 1 genommenen partiellen Differenziale der Quotienten

o g o [l
e mnde
oy d z
(J I CI' e

Da beide Derivirten vcra.dnun{]eu, s0 ist jeder dieser Quotienten unabhingig von 1,
und daher einer Function von u allein gleichzusetzen, die wir resp. mit den reciproken
Werthen von g und ¢ bezeichnen werden. Wir behaupten nunmehr, dass die hieraus
resultirende Doppelgleichung

Ly i S S
(; e 0 oM g Op
in Verbindung mit der Gleichung (A) die Functionen ¢, 1w, y genigend charakterisirt.

Denn zunéchst folgt aus der Differenziation von (A) mnach p und der Elimination

der Differenziale mit Halfe von (III), dass
; (B) ¢ t+oywy+opr=10;
und das partielle Differenzial des links stehenden Ausdrucks nach i, multiplicirt mit

'-::J—tp-, ergiebt genau die characteristische Gleichung (I).
I

Ine Aufgabe beschrinkt sich also darauf, aus den Gleichungen (A) und (III) die
Natur der Functionen ¢, 4, y zu bestimmen,
Aus (A) ergiebt sich durch zweinmligc Differenziation nach p die Gleichung

0g\? ) m 2 92 ¢ a2 W é
("'_') ( S5 ( T ¢ ’(.;, + Sui T4 —{ = 0,
WO (& oK Q 1] O ou

deren erste drei Glieder umh vermdége der Relation (LII) auf die Derivirte einer der Func-
tionen, z. B. ¢, reduciren lassen, withrend die letzten drei Glieder unter Hinzuziehung
von (III) transformirt werden. Durch Differenziation letzterer Doppelgleichung nach u
erhiilt man nimlich
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wonach die Gleichung fiir f_ll)lti die Form annimmt
(‘-_f' "')" s ity O e O (m el d-ﬁ) = 0.
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Hierin ist der Factor des zweiten Differenzials von ¢ nach (B) identisch 0, und so

. LA S S : o o
resultirt nach Division mit & F die endgilltig characterisirende Gleichung
O
] d o de
) L e ey D = 0.
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Um eine nur ¢ und dessen Differenzial enthaltende Gleichung zu erhalten, eliminire
man y und sodann i aus den Gleichungen (A) und (B), substituire die fir v, sodann
fur y gefundenen Functionen von ¢, g, ¢ in (C), so dass diese nur als Relation zwischen
¢, p, o erscheint. Da diese Relation aber viel zu complicirt crscheint, als dass man das
dazu gehorige Integral allgemein finden konnte, und es tberdiess iberflissig ist, ¢ durch
zwei von einander vollig unabhiingige Functionen yon p zu berechnen, so ist es gestattet,
einen Zusammenhang zwischen g und ¢ von vornherein festzustellen, und zwar der Ein-
fachheit halber zu setzen

G = 4. o,
wo a eine Constante sowohl in Bezug auf u als auch auf i bezeichnet.

Alsdann reducire man (C), indem man aus (B) den Werth fur 4 -- ay entnimmt,
und man gewinnt die Beziehung
L e die

g e ¥ T o+ FaNed

Das Integral der rechten Seite dieser Gleichung wird durch Zerlegung der Function

von p in Partialbriiche gefunden, so dass

SEE au=f2e L fio e (et o)
o ¢ 0 2. o ¥l 4a*—1 ° g V14a?|i

wo i die imaginire Einheiv bezeichnet, und die Integrationsgriinzen 1 und ¢ resp. o sind,

Versieht man noch das Integral von der linken Seite mit der willkarlichen Function von A,

in welche zugleich die Integrationsconstante des rechts stehenden Gliedes einbegriffen ist,

so resultirt

loggp = logF (1) + logp — Llog [1 4 (1 4 a?) p?,

E () .'p

in welchem Integral g eine willkarliche Function von u bezeichnet.

daher
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Die aus (A) und (B) gewonnenen Werthe fiir 4 und y sind aber

e s AR
i <13LJ ta +1_u Y1 +a%) o — o> — (L +a%) g% %,
und somit erhilt man, in F (1) und p ausgedrickt,
F (1) a T
YIRS i T T Qe g L e e,
¥ a F (1) . 1 e
v oA, o wlaae B

Durch Multiplication der gefandenen Ausdriicke mit 1 ergeben sich unmittelbar die
Werthe von x, y, z, Dieselben besitzen den nithigen Grad der Allgemeinheit, indem
sie sammtlich als Functionen zweier Variabeln j und g (der unabhingigen Veriinderlichen
von g) erscheinen,

Der Character der durch diese Gleichungen dargestellten Flichen lasst sich zwar
nicht sogleich angeben, und insofern scheint die gewihlte Darstellungsweise eines wich-
tigen Momentes zu entbehren ; indessen tritt die dhnliche Erscheinung bei solchen allge-
meinen Problemen so hiufiz hervor, dass sie dieser Auflosung nicht besonders zur Last
gelegt werden darf. Die Elimination von 4 und o aus diesen drei Gleichungen ist nicht
thunlich, daher werden wir die letzteren im Folgenden an einzelnen Flichen zu. dis-
cutiren haben, die man durch Specialisirung der F(1) leicht erhilt,

1) Es sei F (1) gleich der Constanten a. Die Coordinaten nehmen alsdann die
Werthe an:

aip
e
V1 + A1 + a?) g2
a il a i
e ke N BRIl L e bl
: A+ e YI A Fay)er— (T ad
a* i i

e ey e
(I +a%) YT - (1 F a?) p2 — 1 + a?
Aus den beiden letzten ergeben sich sogleich die Beziehungen
aj
F1 4 (1 4+ a®) {;T-"'
|-'§.'3 (a2 — 1) — 2ayz

y 4 az

ay —g==+i, ytaz=—

0 —
<

Durch Substitution dieser Werthe in den Ausdruck von x erhilt man die Gleichung
der Fliche x2 = y2(a? — 1) — 2 ayuz
Leicht zu sehen ist, dass diese Gleichung durch Umdrehung der y und z Coordi-
natenaxen auf die gc\'.'c"]]llllif;]w (:ih?l'[:]luug des }1}'1101']“][15(_-11911 K L!L_;-L'ls reducirt wird.
— Die Verification unserer Losung wollen wir in dem Falle unternehmen, woa = 1, also
X2 — — 2 ya;
es ist hier zu zeigen, dass die Gleichung far den Durchschnitt des Kegels mit den con-

centrischen Kugeln vom Radius i auch die Krommungslinie des Kegels darstellt.

—
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und daher

Da unter den Annahme a — 1 zugleich
x'.:

4 }vll
stattfinden, so ist die Projection des Durchschnittes der in Rede stehenden Flichen auf
die (x y) resp. (x z) Ebene die Ellipse
24 Byt— 424y, xt2u=t2m
Von der Krommungslinie des Kegels erhélt man aber die Projection auf!die (x y)
Ebene durch die bekannte Gleichung:
1y 1 LB
(ET}T (a4 1) s — pgt] :13 @+ 1Dr—(@E*+1)t] — [(p*+1) s —pqr] =0,
in welcher p, q die ersten Derivirten von z nach x resp. y, 71, s, t die zweiten Derivir-
ten derselben Veriinderlichen der Reihe nach bezeichnen. Da nun filr den hyperbolischen

Yy —z=% 4, und x? | y2 | 23 =13 2z —

Kegel X x?
i Pt i 4 =5—=>
b o
D 1 s R L x4
T y’ R y2’ __HNT_}__.'u‘

so ergiebt sich nach einigen Vereinfachungen die Differenzialgleichung der Krimmungslinie
Y — v @=xy 4+ 2y2y —x2y) = 0.

Der erste Factor dieses Productes stellt die Seite des Kegels, der zweite aber die andere

Krommungslinie dar. Aus seiner Identificirung mit 0 folgt unmittelbar

o

y =— 2, x2=—2y2-1Lecy;

da hier ¢ eine willkitrliche Constante bezeichnet, so ist die Verification vollzogen,
2) Es sei F (1) = V1 + a* — 4%; sogleich ergiebt sich
2= ay — g,
b P far—
TR SopnEa g

€= Sk
so dass die Gleichung dieser Fliche unter der Form
> S8 b Pl s R g
wodurch dieselbe als Kugel characterisirt wird. Dass dieselbe von den concentrischen
Kugeln in den Krtmmungslinien geschnitten wird, leuchtet ohne weiteres ein.
, 3) Unter der Annahme F (1) = ]/fl 4 az — 11_1 stellt sich alsbald heraus, dass J
: 1
ay — 2
A 1 :
Ly e A TR T (y3 =t 2%,
und die Fliche dargestellt wird durch ;

2 2 — 1
WLy ey

=
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Der Zusammenhang, welcher zwischen dieser Fliche und dem System der concen-
trischen Kugeln waltet, ist augenscheinlich darin auszudriicken, dass man die Durch-

schnitte der Fliche auf den Kugeln selbst nachweist. Denkt man sich nimlich simmt- gz ¥
liche concentrische Kugeln und eine Schaar von Ebenen, welche der Ebene
ay —z =10

parallel sind, so ist der Durchschnitt der Kugel mit dem Radius 2 und der beiden um P
vom Anfangspunkt der Coordinaten entfernten Ebenen auch je ein Durchschnitt der Flache,
sobald 1
A P = e
Jd =
Demnach findet sich dieser Durchschnitt oder die Krammungslinie der Fliche selbst
nur auf denjenigen Kugeln, deren Radius i die Bedingung erfallt

o= =1 L i
= polg
Zu eier ganz iihnlichen Flichengattung fithrt
4) die Annahme, dass F (1) = l"rﬁ a? — ], indem némlich
L= yay — 2%
und die Gleichung der Fliche selbst
G*H oy 4 e = @y — 7t H
Auch ihre Durchschnitte werden gefunden, indem durch die coneentrischen Kugeln
vom Radius 4 eine Schaar von Ebenen gelegt wird, die der Ebene
ay —z =20
wiederum parallel sind. Aber hier findet zwischen der Grosse 4 und der Entfernung p .
der Ebenen yom Anfangspunkt eine Bedingung
a
i
sowie fir die absolute Grosse von 4 die Bedingung statt
Ao > g2 + 1.
Wie die Fliche n® 3 besteht die zuletzt gefundene aus zwei Schalen; wihrend aber E
n? 3 von der Kugel mit dem Radius S an zwei diametral entgegengesetzten
. a° -
Punkten inwendig tangirt wird, und sich dann in immer grosserer Ausbreitung von beiden
Seiten asymptotisch der Ebene ay — z — 0 nahert, entfernt sich n® 4, nachdem sie
mit derselben Kugel in denselben Punkten cine fiussere Berahrung erfahren hat, von die-
ser Stelle nach beiden Seiten ins Unendliche. Ausser diesen von einander getrennten |
Schalen gehért der Fliche n® 4 noch der Anfangspunkt der Coordinaten als isolirter i
Punkt an. Beide Classen von Flichen sind in der allgemeinen Glu%uhung gt

o : n-2 .
2+ y2 4 292 = @y — g
enthalten; die hierdurch dargestellten werden entweder der Fliche n ® 4 oder n® 3 &hn-

lich sein, je nachdem n positiv oder negativ ‘genommen ist: sie ergiebt sich aus den |

allzemeinen Formeln der Coordinaten durch die Annahme !

F(GYer Y14a2—2a"
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Zu andern Arten der behandelten Flichen gelangt man dadurch, dass F (1) einer
Potenz von 1 proportional gesetzt wird, wobei hier jedoch nur die einfachsten Substitu-
tionen vorgenommen werden sollen:

5) Es sei F* — 1 42, wodurch resultirt, wenn man a? 4-1 mit e2 bezeichnet,

: 2= 24 Yot —2 (ay — 2)?2
und als Gleichung der Flichei

&2 4 y2 o 27) € 02— x — y3 — 29) = 2 (ay — 2)%;
dieselbe wird von jeder der Ebenen ay — z — +p, wo p zwischen den Werthen 0 und
c? {1 variirt, in zwei concentrischen Kreisen geschnitten: sie besteht aus zwei symme-
trischen geschlossenen Schalen, die nur den Anfangspunkt der Coordinaten gemeinsam
haben, Die Krimmungslinien liegen auf den concentrischen Kugeln, deren Radien aber
nicht grosser als ¢ sein darfen.

6) Es sei F (1) = _:_, wodurch

ay — zj?
A=t 4 (_xcz )
und die Gleichung der Fliche
e? x3 4 (y 4 42)? = c?,
also ein Cylinder mit kreisformiger Basis vom Radius 1 dargestellt wtrd welcher auf
der Ebene y + az — 0 senkrecht steht.

T) Substituirt man % fur F (1), so bezeichnet die resultirende Gleichung

A =2
(x2 4 y2 4 22 [x2 + _1;_35) ] =
eine rohrenformige Fliche, welche sich auf beiden Seiten im Unendlichen dem Lothe
auf der Ebene y 4 az = 0 asymptotisch nihert, und bei der kreisférmigen Berahrung

mit der Kugel vom Radius 1 die grisste Ausweitung erfihrt. In gewissen Beziehungen
verhilt sich dieser letztern Fliche entgegengesetzt diejenige, zu welcher man

8) durch die Annahme F (i) = ¢ I/.]. _?_ — gelangt, und deren Gleichung folgender-

massen am einfachsten erscheint:
(x2 4 y? 4 29 (x2 F 22 — 1) = yo.

Aus dieser Gleichung ist leicht ersichtlich, dass der Anfangspunkt der Coordinaten
ein isolirter Punkt der Fliche ist, wiihrend dieselbe sonst aus emner Rohre besteht, welche
sich nach beiden Seiten hin ins Unendliche erstreckt, so dass die der (xz) Ebene paral-
lelen Durchschnitte Kreise mit immer wachsenden Radien werden. Die grisste Zusammen-
ziehung erleidet die Fliche in der (xz) Ebene selbst, wo der Radius des Durchschnitts-
kreises 1 ist. Die Gleichung zeigt, dass die Fliche durch Rotation einer Curve um die
y Axe entstanden, deren Gleichung in Polarcoordinaten o, &

{)=0,£Jzzl+ﬂtg2@
sie als eine zweitheilige, der Hyperbel durchaus #hnliche, Linie charakterisirt.
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Lagrange hat in den Miscellanea Taurinensia Vol. II, wo er zuerst die Principien
der von ihm erfundenen Variationsrechnung auseinandersetzte, eine Anwendung derselben
auf das Problem der kleinsten Flache gemacht. Es wurde némlich von allen krummen
Flachen, welche von denselben Linien begrenzt sind, diejenige gesucht, welche am klein-
sten ist, for welche also das Integral

/A e i )

gin Minimum wird. Die aus dieser Redingung folgende Differenzialgleichung
A+ p)t—2pgs+ (1 +q)r=0
ist bekannt, ebenso dass Monge und Legendre das Integral dieser Gleichung gegeben
haben. In einem Anhange soll der Weg ‘gezeigt werden, auf welchem Legendre wahr-
scheinlich zu diesem Resultat gelangt ist: die Memoiren der Pariser Academie waren dem
Verf. zur Zeit unzuginglich. Es ergeben sich namlich fur die Coordinaten der Flache,
als Functionen zweier Variabeln a und b, folgende Gleichungen
x = g’ (a) 4 v (b)

y = g@ — ag'(a) + y(b) — by’ (b)

e i/‘;m‘é ¢ (a) da — i ]m g (b) db,
in welchen ¢, 4 willkarliche Functionen von a und b, i die imaginére Einheit bezeichnet.
Berechnet man aus diesen Formeln die Werthe von p und g, und substituirt dieselben in
den Ausdruck (s. pag. 2) far den Cosinus zwischen der Fliche und einer Ebene, so ist
leicht ersichtlich, dass dieser Ausdruck constant wird, wenn man fir die Bestimmungs-
sticke der Ebene @ und r annimmt, die mit a und b durch die Gleichungen

8= 6 4+ i
b= 6 — 7i

yerbunden sind. Die Coordinaten der kleinsten Flichen, deren Krimmungslinien simmt-
lich in den Ebenen @ und r enthalten sind, nehmen hiernach die Formen an:

x = ¢f (@+1i) + o (O—7i)

¥ = t)c'{frﬁ-]rti)+t;;[@—ri]—(@+ri) P (O—zi)— (O —7i) o (O—ri)

* =/1|'F1"‘—*@‘—l—2&»'ri!p” (@+7i) (dO4idr)
— JYer—e2—1+42607iy (0—7i) (dG@—idz).

[

Unmittelbar resultiren die folgenden Gleichungen, in welchen die Argumente von
¢ und w, d. h, @4 ri resp. @—ri forigelassen sind,

X AR L 5 RESY R e

Tl dadd rig o O T e
rul L L = L L ¥ o i’ " #F
& = — 6 +v) —rilg'—y), G = —Bilg'—y )t 1(g + )

12&‘ - " o " i L L FAF

o arT " —y ) —0i(g" —y )trlg +v),
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3 iy VI i VIF@=,

Ef_: = — ¢ VIF@ i) —y VI (O0—7i),
a’z 6+7i o B —zi

e e v e A G R e
Durch Substituirung dieser Werthe in che erste von Joachimsthal aufgestellte Glei-
chung findet man den Ausdruck

0x 9x , 9y 9y , 9% 9z
36 5: T 36 9: " 38 o7
ohne weitere Bedingung identisch 0. Wenn daher @ = const. und 7 = coust. die beiden
auf einander senkrechten Systeme der Kriimmungslinie bezeichnen, so bleibt fur die Cha-
rakterisirung derjenigen kleinsten Flichen, derén Krimmungslinien simmtlich eben sind,
nur die zweite Gleichung
NOEE (ﬁ_}’. 0z_ 0¥ .6'_2)4 03Y..:( 050X, 02 XV W58 T(OX oY FHOR _BY
06t \0Bor gdroo ‘r{')gr 208r prob) 0P \po gr E]r
Die Berechnung des links stehenden Ausdruckes nach den oben gegebenen Werthen
der partiellen Differenzialquotienten bietet keine Schwierigkeiten dar, doch soll hier nur
das Endresultat des weitliufigen Exempels gegeben werden. Es resultirt nimlich folgende
Differenzialgleichung:
N L e
(e~ ime=p) (o ot /T o—arFies) —o.
Da der zweite Factor des links stehenden Gliedes nicht verschwinden kann, so muss
far die Functionen :p und w die Bedingung stattfinden:
) ¢ (O+7i) VIF(@—r7i)2 = ¢ (0 —7i) Y10+
Um aus dieser Gleichung eine wirkliche Bestimmung der Functionen oder der Co-
ordinaten, welche in denselhen ausgedriickt sind, zu erhalten, ersetzt man nach den oben
aufgestellten Gleichungen
Ej—:) = ¢ "+, % =1i(p —u),
die zweiten Differenziale resp. durch

1/ox .9% 1 (ox 3")
50 9r ““lﬁ(ot-ar* a:)’

wodurch die obige Gleichung, unter Zusammenfassung der mit demselben partiellen- Diffe-
renzial behafteten Glieder, in die folgende ttbergeht:

5—; (1-"1‘_}. (O +ri) = |-’“i'J;'('@l~r'{jE) -+ 1;—’: (ﬁ T(GFri+ +’1+(@—ri}a)=u.
Nach dem gewdhnlichen Verfahren bei partiellen Differenzialgleichungen wird hiermit
die Bezielung verbunden

g‘; d9+ X 7 = dx,

so dass die beiden vorlaufig als unubhﬁug1g von einander geltenden Gleichungen resultiren
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d x ==}
40 [VIF @+ 7)* + Y1+ (0—=i)? + ide W1 O+ 7P —V1F(0— 12 —0.
Da das Integral der ersteren sich als x = const. ergiebt, so erhilt man nach Inte- .

gration der zweiten Gleichung x als Function des Integrales. Wird nun die letztere auf
die Form gebracht

(A6 +idz) YIF (O+ i)+ (dO—idr) V14 (6—ri)? = 0,
so bieten sich zunicht logarithmische Integrale dar, deren Form jedoch weniger zur Be-
rechnung geeignet erscheint als die von Gudermann in die Amalysis eingefihrten hyper-
bolischen Functionen. Versteht man niimlich unter hyperbolischem Cosinus von  die Reihe

1—1—;?4—1—:—}— vow = Bod a,
sowie unter hyperbolischem Sinus von e« die Reihe
;—]~;—1 +gj!+ oo = Gin @,
so folgt unmittelbar die Beziehung
Cod2a —Sin2a = 1,
sowie der Zusammenhang dieser Functionen mit den trigonometrischen

Bo8 (zi) = cos @, &in(ei) = 1isin a,
so dass denn auch die Gleichungen stattfinden
Sin (e + pi) = Sin e cos §+ i o8 « sin 3,

: €08 (¢ + B1) = Eo8 « cos B+ 1 Sin a sin S
Von diesen Functionen machen wir fernerlin Gebrauch durch die Substitution
O+ ri= 8in(e+ Fi), €@ —ri= Gin(a— Bi),
wodurch die obige Differenzialgleichung abergeht in folgende
Cos? {d.—|—f5‘1:l (de+-id )4 Cos? (a— 1) (da—id‘é’:] = 0;
Da nun aus den eben aufgestellten Beziehungen erhellt, dass
“d Gos « o d @ilt_f_‘;

—q 5 — Gite, —
(24

d e
so ist bei der Integration

f‘@l&ﬁ“ada = é o8 & Sin e %,
darum ist das halbe Integral der obigen Gleichung
60§ (e + B1) Sin (e + #i) + €08 («— i) Sin («— #1) + = const.

Durch Benutzung der Formeln fur Go$ und &in complexer Argumente, und der sich

ebenfalls leicht ergebenden Beziehungen
Gin2e — 2608 « Sin e, €082z = Go8%c + Gin2a, s B
erhiilt man als Vereinfachung des Integrales
Sin e cos 23 + « = const,
Stellt man daher die Verbindung zwischen den beiden Theilintegralen wieder her, so

1st, wenn f eine beliebige Function bezeichnet,
x = f(Sin 2« cos 23 + «).

= Eo8d g,
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In dhnlicher Weise, wie man hier in die Bestimmungsgleichung x eingefahrt und
dadurch einen Ausdruck fur diese Coordinate erhalten hat, bedient man sich der beiden
Gleichungen

P9 = —i(0+r)g’ —i(0—ry, f;_f = —i(04 i) ¢’ +i(@—T) v,
o T
aus welchen fo]gt:
R Sh gt gY =]
¢ =087 3e, ¢=—0861 "3,
3 (6 + 1) 2 (60 — =i)

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (F) ein und verbindet damit die Beziehung
22 s [ e ALl
Gf»‘do—l_r')'rdr = dy,
s0 ergeben sich die zuniichst unabhingig erscheinenden Integrale
y = const,

ﬁd O+idr) (04 71) Y1 3 (O + 71)2 + ﬁd 6&—idz) (@ —7i) Y1+ (6—7i1)2 = const.

Die letztere Gleichung ergiebt aber unmittelbar, nach der elementaren TFormel
/edg-l-"l"—}"-"é* =+ 1+e) V14 %

folgendes Integral
1+ @+ VTF@F 7 + [1 + (@~ YT+ (O =21 = const.
Indem man nun fir @—rzi und @--7i abermals die hyperbolischen Sinus der com-

plexen Argumente «- 3i resp. «— @i einfithrt, nimmt das Integral die Form an

Gos? (e f1) 4 G082 (e—F1) = const,

GoB? e cos® @ — 3 God  cos § Sin?asin? f = const.

oder

Da nun nach den ohen gegebenen Formeln fiir die hyperbol. Functionen und den
bekannten fiir sin? ;
Sin*wsin?f = God*x+cos? 3 — 1 — God? e cos? g,
nach ausgefihrter Substitution aber von den Formeln
cos? § — 4cos® 9 —8cos B, Co83e = 4Go8%a¢ — 8 (God e
Anwendung gemacht werden kann, so geht die obige Integralgleichung in die Form aber:
God 3 e coe 33 -+ 3 Co$ ¢ cos F = const,
so dass die zweite Coordinate der gesuchten Fliche, wenn f eine von f verschiedene be-
liebige Function bezeichnet, folgendermassen ausgedriickt wird
y = f; (Co8 8ccos33{ 3 Coé a cos ).
Endlich dient zur Auffindung der dritten Coordinate die Gleichung (F) vermittelst
der Substitutionen

EX)0 seigs LR
P il e T
2i Y11 (O F 712 21 Y1+ (0—ri)?

die partielle Differenzialgleichung wird alsdann

G2+ 02—1)—2% . 0r =0,
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welche, verbunden mit der Beziehung
% dz
8L a0+ 5t dr = 4z, {
die beiden Gleichungen in totalen Differenzialen ergiebt
dz = 0,
1+ @ —1Y)dr +267d0 = 0.
Die letztere ist identisch mit
(1 —73)dz + d (621) = 0,
g0 dass die zwei Integralgleichungen resultiren
z = const,, 3t — ¥4 38 = const.
Um auch diese Integrale in hyperbolischen Functionen auszudricken, multiplicire man
das letztere mit i, und substituire die nach pag. 12 erhaltenen Werthe
6 = Ginecosgd, v = Godesing.

Benutzt man gzur Vereinfachung des Integralausdruckes die bekannte Formel
sin 33 = 3 sing —4 sin?j und die oben angegebene fiir Go8 3@, so erhilt man, indem
man mit f, wiederum eine beliebige Funection bezeichnet und beide Integrale combinirt,
far die dritte Coordinate der Fliche die Gleichung

z = f, (G0 e sin 37+ 9 Eos ¢ sin ).

Vergegenwiirtigt man sich die Ausdricke fir die beiden letzten Coordinaten, indem

man die zuerst gewiihlten Variabeln a und b wiederum einfihrt, nimlich

y = £ [(1422) Y1402 4 (14b) Y1407

z = f, [a?—b3+3(a—D)],

welche nur Potenzen und Wurzeln der Variabeln enthalten, so muss es auffallen, dass
far x der aus diesen Variabeln zusammengesetzte Ausdruck dieser Finfachheit entbehrt.
Indem man ndmlich in das mit x=—const. zu combinirende Integral mit den Verinder-

lichen a und b bildet,
/:la 5 ].*']:jlfﬁ -I /Elh ; }-"]q_—ffz — const,
und die elementare lj‘t;rmel
[ e Vi@ = to VITer + 4 log e+ 149
anwendet, findet Ln‘lsm, dass der logarithmische Theil des Arguments von f, der far x ge-
wiihlten beliebigen Function, nicht verschwindet, dass vielmehr x den folgenden Werth erhalt
x = f[aV14a® 4 b ¥14b? 4 log (a+V1+4a?) (b+V 1+ b2

Um von den so gewonnenen Gleichungen, welche die Fliche darstellen, ein Beispiel
zu geben, sollen die Coordinaten den Argumenten ihrer Functionen gleichgesetzt werden,
so dass ihr Zusammenhang vermittelst der Bestimmungsstiicke ¢ und 7 folgendermassen

ausgedrickt ist: L
X =CnlacosBf 4+ «

y= Co83xcos 33 5 Eo8 ecoe
z = @o8 3 sin 88 - 9 €o8 « sin .
Setzt man zuvorderst @ = 0, oder = m, so ergeben sich die Bestimmungen
x =4+ &GnPatea, y=+C83a+83C8ea, z=0,
wonach wir also einen Durchschnitt der Fliche mit der (xy) Ebene erhalten.

P
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Die Coordinate y nimmt sogleich den Werth + 4 o8« an, so dass also
O e f/ﬁ und Sinfe = % 1,’/4_\?- — 14
x und y stehen alsdann in Verbindung durch die Gleichung
x =4 ViyyRy — /dy:+ dre Gos + 3 Ry
Da nun aus den pag. 12 aufgestellten Formeln leicht ersehen wird, dass

Goda | Sine = €, also ¢ = -} log (Eose -+ Sine), d. h.
Yre Gos + ¢ = + log (he -+ Yei—1)
ist, so geht die Gleichung des Durchschnittes in der (xy) Ebene aber in:
x =+ YiyyRy — vy + log (£ 1 v2y + Vi vayi-1).

Da der hyperbolische Cosinus stets positiv ist, so muss, wenn man ihn gleich

f/ﬂ_}* setzt, y negatig genommen werden, daher auch das Zeichen — im Logarithman-
den nur far negative Werthe von y gilt. Daher besteht die Durchschnittscurve der Fliche
aus zwei getrennten Zweigen, von denen jeder in dem Punkte x — 0, y = 4 resp. —4
eine der (x) Axe parallele Tangente hat und von da aus sowohl auf der Seite der positiven
als auch auf der der negativen x und y in’s Unendliche geht.
Setzt man sodann o = 0, so finden die Bezichungen statt:
x =0, y=cos38+ 3cosp, z = sin833+4 9sing,
so dass man hieraus einen Durchschuitt der kleinsten Fliche mit der (yz) Ebene erhalt,
Leicht ergiebt sich
i=4cos? 8 cosB = Ly2y,
z = 12sin3 — 4 sind §.
Da nun X o
_ = (l—sin2g)?  Jp=sin?g (3 —sin2 g2,
so resultirt : & .
Y42 14 6sin28— 8sintg,

16
oder, mit Einsetzung des in y ausgedriickten Werthes von sin? g,
y2 + 22— 64 = — 6y 2y.

Da die linke Seite dieser Gleichung bestindig negativ ist, so ist offenbar, dass weder
y noch z einen grosseren Zahlenwerth als 8 erhalten, ja dass y? 4 z2 nicht grdsser als
64 werden kann. Obwohl die obige Gleichung vom sechsten Grade ist, schneidet die
Curve die (y) und die (z) Axe nur in je zwei Punkten, und zwar in der Entfernung
Yy = =t resp. z = + 8 vom Anfangspunkte. Die Curve ist geschlossen und hat in den
vier Punkten y=4+V% z=+5
je einen Wendepunkt, in welchem die Tangente mit der (y) Axe einen Winkel vou
280 26 20°* bildet.

Ein Durchschnitt der Fliche mit der (xz) Ebene endlich besteht aus zwei ineinander-
greifenden Curvenzweigen, deren einer von dem Punkte x — 0, z — — 8 an sich nach
den positiven z hin in’s Unendliche erstreckt, withrend der andere, jenem congruente, von
dem Punkte x = 0, z = -+ 8 an nach der Richtung der negativen z in’s Unendliche
geht. Diese Zweige verhalten sich in Bezug auf negative x ebenso, wie auf positive x.
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In Bezug auf das pag. L0 Gesagte soll im Folgenden der Weg gezeigt werden, auf [
welchem Legendre wahrscheinlich zu dem Integrale der Differenzialgleichung der kleinsten
Fliche gelangte, Vergegenwirtigt man sich letztere:

& _3_3': gtz aE r_;z Fo Lt 4 dz otz 1

0= [1‘4" (81)] o T ooy F}IdY+ [1 (a;v) J ax?
so ist die Integration nach dem gewohnlichen Verfahren bei Differenzialgleichungen hier 7
gleichfalls anzuwenden unter der licdingung_, dass man die zweiten Differenziale durch

solche ersetze, die in Bezug auf = = p und :“j; = q genommen sind. Dadurch wird

man veranlasst, der Function z von x und y eine Function von p und q zu substituiren.
Dieses Verfahren genogt aber nicht, weil man alsdann fir die zweiten Differenziale
g'_x:. =T, aijdz_y — i g:: = t Ausdriicke bekommen wiirde, die nicht nur die ent-
sprechenden Derivirten der neuen Function, sondern auch die zweiten Derivirten der Va-
riabeln x und y nach p und q enthalten. Zur Vermeidung dieses Ubelstandes ist man :
genothigt, der neuen Function einen Theil hinzuzufiigen, welcher aus gewissen Ausdriicken |
von x und y mit p resp. q multiplicirt besteht. Damit sich daraus durch partielle Diffe-
rentiation unmittelbar die ersten Derivirten von z ergeben, setze man, jene Function von
p und q allein mit u bezeichnend,
Z=p.X1+q.y+u
Differenzirt man diesen AU‘idruck na.(.h P resp. g, so ergeben sich die Gleichungen .

dx qHgat gyt d‘k d"
P~ a l‘ T _i p I 6' o r's,q ¥ + q 3
durch welche man zu der Annahme gendthigt wird, zu set:v.eu
o M gglol]
N T g e T T e

Indem man die erstere nach x, die zweite nach y und nach z differenzirt, erhilt man
ein System von drei Gleichungen

gl oL R g'u Almg gily s oiedan e L
6Fr+rpx'}q ki 6’p5q8+}?q’t"_]’ g[,aqr‘raqe&‘u(},
woraus sich die Beziehungen ergeben
d*u ag'u Jru
yaeh aa puliad_bus sigptama b hamepi s ev
9iu giu ( ) 52 ugiu ( g*u ) r'_:"" u-g*u ( 9% u \2,
gp* o ﬁpnq dap* dq’ T apdaq apt dq’ P aq |
Substituirt man diese Werthe in d“’ ursprangliche Differenzialgleichung der kleinsten |
Fliche, so nimmt diese die (we-;talt an: ! 52

(L p?) §23 + 204 7m +(14a) T2 =0,
Nachdem somit die gewitnschte Transformation erreicht ist, benutze man die Beziehungen
1 f'} 1 5‘-’ u d 5 u
Sor = ar ‘P 3paq dq,
U"'u gu : d*u
(,"'1 H|rriqdp+6‘ti da,
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um statt der vorigen Gleichung zwei zu erhalten, indem man die mit r,;‘;:—élﬁ behafteten
gleich 0 setzt:
(A) (1+p*dq* — 2 pgdpdq + (1+g* dp? = 0,
(B) (14p?dxdg 4+ (L+q2)dydp = 0.
Ein Integral der Gleichung (A) gewinnt man, indem man
p=mq+n
setzt, wo m und n fur jetzt Constanten bezeichnen. Aus der Substitution selber ergiebt
sich die Bezichung :
n = +iym2fl,
Driickt man nunmehr m selber in p und q aus, so siecht man, dass es die beiden Werthe
pa+iyptqi+1
q* + 1
annehmen kaan; withlt man daher diese beiden zu den Variabeln, in denen man die Co-
ordinaten der Fliche darstellen will, und benennt sie mit a resp. b, so findet man nach

leichter Rechnung = Vv 1+ﬂf + \/14b?

P

bh —a
q =i Vifar + V’ﬁ-hi,
b — a
wo i die imaginire Finheit bezeichnet. Mit Hulfe dieser Werthe erhilt man aus der
Gleichung (B), wenn man dp = mdq setzt, die Beziehung
ab
dy = — = dx,
so dass, je nachdem m = a oder = b gesetzt wird,
(B e D i T AR s i
58 5 s gadngh, ab
angenommen werden kann, Nun finden aber die Gleichungen statt:
g% . 0%, 07
aa_p;ja da’
E: z ek 1:3 _E B 8!’
<5 & LA T lgpe

go dass man hieraus und aus den oben fur p und q angegebenen Werthen die Formeln
erhilt dz

Zunéichst tritt hervor, dass die Functionen von a und b, welche x bestimmen, will-
kiarlich ge‘wiillft werden konnen. WNehmen wir vor Allem an, dass beide Variabeln ge-
trennt vorkommen, und setzen mit T.egemlrc X — fpila)+ wr (b), so resultirt unmittelbar
fur z die Gleichung

Z — i /V1+§E g (a)da |1 /\/W ' (b) db.

Da fir y zwei Bestimmungsgleichungen stattfinden, so wird das Integral derselben
allgemein genug, némlich

y = —L/al ¢ (a) da _‘/ﬁ u" (b) db;
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integrirt man daher theilweise

‘/1—-— ag’ (a)da = —ag (a) -|-L/‘f_{-’ (a) ﬂa,

so ergiebt sich auch hier die Legendre’sche Form

Yy =g —ag (a+y((b)—by (b).

Bei einer friheren Gelegenheit ist von mir die Frage aufgeworfen worden, ob sich

unter diesen kleinsten Flichen eine findet, for welche z als Summe zweier Funectionen
erscheint, deren erste bloss von x, wihrend die zweite nur von y abhingt. Als Flichen-
gleiehung resultirt:

Cos X
z = log —,
Cos ¥

Offenbar erhilt z fur positive wie fiur negative x (oder y) dieselben Werthe, daher
die Fliche nach allen Seiten yon der z Axe aus symmetrisch liegt. Denkt man sich die
(xy) Ebene schachbrettartiz in Quadrate eingetheilt, so dass der Mittelpunkt des einen
mit dem Anfangspunkt der Coordinaten zusammenfillt; (die Seiten dieser Quadrate sind
der x resp. y Axe parallel und haben eine Linge — n) errichtet man auf derselben
Ebene lings den Seiten der Quadrate senkrechte Ebenen, die nach der Seite der positiven
und der negativen z m’s Unendliche gehen, so theilen diese den ganzen Raum in unend-
lich viele und unendlich lange Kanile von quadratischem Querschnitt. Von diesen Kandlen
fassen wir diejenigen in’s Auge, welche paarweise nur eine auf der (xy) Ebene senkrechte
Gerade gemeinsam haben, die also gewissermassen dber den gleichfarbigen Feldern der
(xy) Ebene stehen: in jedem dieser Kanile findet sich ein Theil unserer Fliche, der
jedem anderen Theile vollig congruent ist und mit den angrinzenden Theilen eben jene
zwei Kanilen zugleich angehprige Kante gemein hat, Erortern wir daher nur denjenigen
Fléchentheil, welcher in dem die z Axe einschliessenden Kanal sich befindet. Denkt man
sich in der (xz) Ebene die Curve z — log cos x gezeichnet, welche, die x Axe im An-
fangspunkt berihrend, auf beiden Seiten der z Axe nach der Richtung der negaliven z

in’s Unendliche geht, so dass die beiden Geraden x = + 5 die Asymptoten der Curve

werden; stellt man sich alsdann in der (zy) Ebene die Curve z — log cos y
vor, welche, die y Axe im Anfangspunkt bertthrend, auf beiden Seiten der z Axe nach

der Ii.ic]ittlng der positiven z in’s Unendliche geht, so dass sie die Geraden Yy==++% zu

Asymptoten hat; so entsteht unsere Fliche dadurch, dass sich die erstere Curve mit ihrem
Scheitelpunkt auf der letzteren bewegt, indem die Ebene jener Curve stets parallel der
(xz) Ebene bleibt. Hieraus erhellt zugleich, dass die (xy) Ebene in den Diagonalen des
Quadrats von der Fliche geschnitten wird, wodurch im Allgemeinen aunf jener Ebene zwei
Schaaren paralleler Linien entstehen, welche die den ausgewzhlten Kantlen angehdrigen
Quadrate als Diagonalen durchkrenzen,

€
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