Snbean ichEbiefe Arbeit ber Deffentlichfeit iibergebe, halte ich midh ugleich verpflichtigt, fber die Gnt-
fehung und ben Jeitpuntt derjelben noch etwad ju erwvdhnen. Diefe Arbeit wurde mir von Herm Pro-
fefor Richelot im Herbjte 1857 aufgetragen, nadjbem er die leitenden Grundfige der Transformation
in einer feiner damaligen Borlefungen angegeben Batte, Seh muf hingufitgen, baf ed hienady feine bejon-
veen Ecywierigheiten mehr Batte, dle Transformation ausaufitbren. Ghe idy aber an bie Nrbeit ging, er-
fhien in ben erften Heften ber comptes rendus bes Jahres 1858 eine Notiy von Hermite, in der bas
Refultat diefer Trandformationen in einer eleganten Form, mit etwad abweichender Beyeichnungsieife, an-
gegeben war.  Da ber Beweid von Hermite nicht angegeben war, fo tberfrug mir mun Herr Profeffor
Richelot bie Uebereinftimmung meiner Formeln mit benen Hermite’s nadyuweifen.  Diefesd filbree ich
audh aud; meine Arbeit wurbe {m Mai 1858 beendigt. Im vergangenen Jalre erfdhien diber Denfelben
Gegenftand eine Inauguralabhandlung von Dr. Gordan in Giefien, ber inbefien bie Abhanblung ves
Dermite gar nicht erwdbnt. Seine Methode der Transformation ift wvon der meitigen gang verfchieben,
Der Stippuntt feiner Tranéformation ift ein Sap, ber wefentlich derfelbe ift, wie ein von Hermite in
feiner , Ueberficht der Theorie ver elliptifchen Functionen” angegebener.  Jn ber Ueberjepung von Natani
feht er pag. 24. Ucbrigend geflattet die Form feines Refultates Feine birecte Bergleidhung mit der
Hermite'{dhen. —

Da der Hauptywed ift, bie Hermite'fhe Formel gu beweifen, fo wird s gut fein, biefelbe nebjt
einigen nothwendigen Grildrungen unb Bemerfungen gunddhft hier angugeben,

uoer allgemeine Yusdrud ver 4 Functionen &, auf bemen die Theorie ber elliptijchen Functionen
berubt, ijt folgenber:

e i 2 =t 2 af
QF‘;" {ﬂ,m] — 2 (‘U Wy : iz {(2m 4 w) z-l-fl ( m..l.m.li
m
—n

we g und » gundchft 0 und 1 Gedeuten, und w eine imagindre Gonftante ift, fo baf rwenn man fept:
W = wy + ity
w, vo o ver[dhieden unb pofitiv if. — Jch will Hier ugleidh den Sufammenhang gvifdhen diefen und

ben von Jacobi (Richelot) eingefiihrien Functionen angeben:
i
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B

S (o) = i (‘Tl" p )
Yo (20) = 2 (nrn e "'”"}
T ("”; ) mm}
Yoo (7 0) = h (:T.?:_. Ak “"’)

Hermite giebt vann noch folgende Relationen an, die leicht aud ihrer Definition abgeleitet wwer-
ben fonnen:

G, v (=i — iy i G, v (=)
Ou +2,» W =(—1)" 6u» @
G,y +2 0 = O, v @)

= ; fLi = 1T @ .‘_’___“ S "i"l_
Oun + u, ].+Prl“ = Qu (.r: + s 1_]‘ 3 (Irn 5 3 '.

Tie erfte diefer Relationen jeigt, vaf von den 4 Functionen eine eingige, die nimlich p=1, » =1
ungerave ift.  Die belven folgenven jeigen, baf man fiir gany beliebige Werthe von g und » doch immer
nur 4 verjdhievene Functionen erbdlt. Man erhalt die entfprechende Function mit den Jndiced 0 und 1, in-
bem man flatt ber Saflen y und » bie nimmt, welcher fie in Bojug auf 2 congruent fino. St » unge-
rabe, fo muf man nody juerft feben, ob g der O oder 1 in BVeyug auj 4 comgruent ift odber nicht. Jm
jweiten Fall muf man noch vas Seichen ver Function verdnbern, um die Function mit dem IJnder O over 1
ju erbalten. — Die leste Relation jeigt, dafi alle Functionen fich auf eine rebuciren lafjen.

@8 feten mm a, b, ¢, d irgend welche pofitive oder negative gange Jahler, weldhe der Bedingung
gentigen

ad — be — 41

ferner 0 — ftdv
a = b
m= au -+ by 4 ab
_ n=cu 4 dv 4 cd
/e | 1 e (
0 — _) I
— W (a + freer)
J'rI e i'j ZL-_. a l/
oY T {”"#i 4 2beyy 4 bdy* 4 2abep 4 2abdy 4 .ruﬂ'—‘f.')
(j —t
Tann ijt:

| : P ialb (a - bo) ==
G, v ;{"‘" +hw) "'-:-':'-': r ‘ f = TEm, n(z L))"

Der Bergleidhung wegen wible ich hier die Hermite'feche Form der Begeichmung. Der Gedanken-
gang bei ber Transformation ijt diberall berjelbe. G wird nicht fehwer fein, die Transformation ausyu-
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fithren, wenr man diefelbe bei einer Function audgefiihet hat, E8 wird fich geigen, baf ed Hauptfachlich
parauf anfommt, nadjjuieifen, daf eine Summg von einem unter dem Summengeichen ftehenben Jnder un-
abhdngia ift. ufervem vitrden wir dann nodh fitr unfern Jwed die Uebereinftimmung des Hermite’fehen
Factord d mit einem entfprechenden geigen mibfjen.

n Beyug auf die Trandformationen muf nun gunddyjt bemerft werben, daf im Gamen 6 Falle
unterfchicden voerven miffen, bie aud ver BVedingung

ad — bc—'1

entitehen.  ir unterfcheiven namlich, ob biefe Jablen a, &, ¢, d gerade ober ungerade find, ober anderd
audgevriidt, ob fic ber O over 1 in Begug auf 2 congruent find.

Diefe Falle find:

i & C i’ .
I 1 0 ] 1
II 1 0 1 |
[11 1 1 1] i
IV | 1 1 ]
Vv (] i 1 0
VI 0 1 1 1

Wir haben 4 verfchievene Functionen, fomit 24 verfdhiedene Trandformationdformeln, el Jabi
befanntlich tn ver Theorie ber Trandformation der elliptijechen Functionen eine wichtige Rolle fpielt.

4) Zrandformation von ©,,. Diefe foll genau durchgefiibrt werben; Dbiefelbe Methode gilt fiir
pieanbvern. &8 ifi;

|

-+ 00 el w
e h i J{?F:—lr-lb E4 --5-{'1*!1—;-[}"
G'H_ (Eg ) = 2[—1] & g
—00

Mir fepen mun & = (a -} bw) =, und fiikren 2 ein:

e dw e | ie—add
e _u:_-'-“b T ﬂ[lD = -‘ITE'T
- 1 c—all a 1
*‘E‘_" L ey Oy ey T s )
alje:

*oo b o u: (254 1) a Al
(¥ IGhED s=e * sintaap oo RAED
@, (5 w)= (— 1}
—

3 L
he ol vl SR Sl e o das g L
= 2{—n B “ e e e 5 (2h 17
— a0

| ¥
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— im bzt 5 -
T inb (ad-bw)x

PBringen wir alfo ben Factor ¢ —] auf bie linfe Seite, fo erbalten
wir bie Gleidhung:
b (a4 bw) i R oo V(2AAD. 1 1 24+ 13 of
e Oy j(a+b0) 3 0} = 2(—1) il 1(—2 sl ad i vt ‘—'ﬁ“] B
—®
Mir enhwideln nun jeded Glich der rechten Seite nach bem Fourier’fhen Theorem:
. (2R ki ot b 21417 o
ikl g(""’-z at7) ae "( 3 ) b!,
+1 \(2h41 1 # U 2h+1y? @ o |
e L i(_;'_' b “) d_—EE_('_-;'_) _1" Apatle—o)
=3 Zx 3 . da
— a0
—1
Hierin fegen wir 20 4 1 = 45 H4-»

wo = Den pofitiven ober megativen feinjten Reft in BVesug auf 45 bedeutet, alfo von — (26 — 1) big
25 — 1 durch alle ungeraven Sablen Hinvurchgeht. Dadurd) verwanbelt fid) bie rechte Seite in:

+1 \ : £ b3 2 i
400 * i i'(z}f+.‘2r_6+a] E‘:‘-m“%-}*#(-‘b‘—&h
!'2' 2}: & . {fl:(
—
—1
Jnbem wir mun finté nach & fummiven, ift rechtdé nacdy A und » gu fummiren; flir ben Factor
r—1
—2“ : . : imw XD . .
(—1)* {dhreiben tir bann redhtd (—1) . Snbem dann filr Die Grponentialfunction e pie frigo-

nometrijchen Functionen cos . und sin . eingefihet werven, fieht man fofort, dafi man eine HReile erhilt,
bic nach ben cos. und sin . der Vielfachen vou s fortfchreitet. Wir weifen nun gundchft nach, daf nur
die ungeraben Bielfachen diefes Arguments vorfommen. Diefe Behauptung ift offenbar erwicfen, wenn ge-
seigt ift, baf burch vie Subjtitution von @ - 1 an Stelle von @ ber gamye Nusdrud das enfgegengejeste
Jeichen amnimmt. Wi fubftituiren alfo = 4 1 in dbie linfe Seite. Died giebi:

+20

\r2(h4=5) 41 1 & b k48 417Ya
3 I:P 3 ——— N i m—— L —— -—
2{_1] L i( 2 BT ") d—b 2 ( 2 ) b’ ima (2h4b41)
—0 N LA

in(a41) (b41)
¢

b :'Jrcr{2ﬁ+4’.'+1] .frr{f-:-"}-{—u-]-b}
(—1) e =g

Da aber wegen der Gleichung ad — be=1 entweder ¢ oder & ungerabe fein muf, fo ift (a4 1)
(b4 1) fletd eine gerave 3abl, alfo ver lepte Factor — 1.  Jnbem man bann ftalt 45 etwa A’ ein=
fiibret, erbdlt man im Uebrigen bdie frithere Summe.  Aehnlich (At fidh geigen, bah, wenn man — z an
Stelle von @ fent, dad entgegengejebte Refultat hevausfommt.  Hievaud folgt, daf bie cas- in ber Summe




10t_igr:[;mu. Yug vem erjten Refultat folgt nun, daf wir 2x 41 an Stelle von » fepen dnnen. Diesd joll
gefchelen, ferner aber twollen wir ftatt der Bariabeln e cine andere 8 mittelft der Gleichung:

: 2H 4+ 5 + a=§
einfiibren.  Bies liefert und bie Gleichung:

s T !(M;‘l— ’ :;_+$)2 d,-bm = (Mj-l)u 'r'z:l

Pl

—a0
2H+ 5 +1
r—1 =@ e de A3 rs
=381 7 2 GO Iﬁ: =g~ pT Gt @ ‘SJ"‘E)z.
riH .,a:,x .d8
¥ T

Dic Summe S begeichnet eine Doppeljumme nach H und ».  Die nach H 1ift fid) foforf ausfiibren.
@8 verwanbelt fich durc) bie Ausfiihrung das Integral in dasdjenige mit den Gremgen — oo und + oo,
Dicfeé aber [Afit fich integriven. 8 ift nimlich:

+x i~ .
[ T_ axﬁ .R 22
. df = l/—nﬂ 8% il

— e
Hiebei gilt vie BVorausjegung, daf der reelle Theil von L negativ ift; dad Jeichen ber Wursel mug
erfier {o genommen twerden, daf der veelle Theil pofitiv {ft. Bei und trifft bie erfte Borausfepung ju; 8 ift:
2l =db (e bo) = — 8% oy i (ab 52 ).
Nadh ber angegebenen Formel ift:
+ 0o

inf*h (e b)) — inf @z +1) 1 Yyt 1oy T Bl A
T V e ( ) _) ib (a +£|NJ
51 B = —1b(a+ﬁmj e

~%o
nbem wir died fubftituiren, erbalten wir folgende Formel:
inbd (a4 bw) =
b G ,L{&«{-Eam]:z,m( . V—’ié @4ba)

1o x in (@b Dod s @edtr | s+ T (2 e b1
D S, ¢

e

vabei aber die Falle fonbern miifen, ob a gerade ober ungerabe ift.




&8 jei yumichft 1) a ungerabe
Da a und & relative Primyahlen find, jo werden fich 2 Jablen £ und g bejtimmen lafjen, jo daf
2¢ 4 1= 4bg — af,
wonady alfo f eine ungerade 3abl fein muf. Den hieraud folgenven Werth von » fubftituiren wir in die
lepte Summe, roobel wir nody bebenfen, bafi 2

il r—_l_, At (2,,+1-_1) 2L (4bg — af 4 r— ) 2 (r—af—2)
(—1) é = :
ober a —af=a "|‘f+ 1 {‘”md 4) it

Ferner ift:
i (a-e*——?-r Qe+ 1+d 2+ nﬂ) — %(ur'—' + 2arf 4 a*dp?)

£ -

und fepen wir ad = be - 1, jo giebt bad:
o "Ti'ﬂ- [ +fj - Tac j"

a8
Yber £ ift von Ter Form Sp 4 1, alfo:

Al i TaC
ES 4 7 4
& (—
Di¢ angegebene Summe witd fomit

e el g e RO B D

Da ferner {owohl = ald £ ungerave, fo ift » 4 f gerade, alie » 4 F hat dle Form:

r 4 f=2.2. q, wo g ungerabe und c eine gange Jahl von 0 an-
2
(r+f*=4.2¢ ¢
20r-f) = 4.2. ¢
aljo find (r 4 ) und 2 (r 47) einander in VBegug auf 8 congruent; demnach:
O o N R

[4 L
9ir erbalten fomit

= E{L (ac — 2a 4+ 2) S? o T (a—0) (v f)*

Bon diefer Summe [Ft fich nun leicdht geigen, vaf fie von _f, aljo auch von = unabhingig ift.
Sepen wic namlich

Th 9
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wo g den Fleinften pofitiven MNeft in Deyug auf 25 beveutet, fo find alle p fiir irgend einen Werth von f

verfchieben.  Rdre ndmlich nech filr ein 2teé =, etwa #' pafjelbe p, fo bétte man:

Dl = g

Wl sULE=—t = " = 25 (H— I

Died fteht im Widerfpruche mit ven Werthen von =, die fich awijchen den Werthen + (25 — 1) bemwegen,
fo vaf aljo -’-;—r‘ hichftens 246 — 1 fein famn. Da bdie o alfo alle verfchieen find, und bie Anzafl der-
fetben 25, fo find ed bie Jablen 0, 1, 2 . . . 26 — 1, Ctatt der letiten Summe dnnen wir fonady

G By e

e SR
2,

o

k]

Dbgleich wir fomit bie Unabhdngigfeit der vorfier bejeidneten Summe von x nachgewiefen Haben, fo
wollen wir doch nody eine Fleine Verdnberung mit derfelben vornehmen, um und ber Formel von Hermite
ju ndhern. &3 {jt:

25—1 A e s 25—1

[ * o
2 e S z —, 7wt = o* +nip
a — e

] 1]

Da a eine ungerave 3abl ift, fo ift:

+ mip® miap
[ iy
__[[ra s & ). S s m d AN ( 3 2 mind nia = _fr '
~ e i (02— bg) e
e — = & -
@Endlich ift nody:
mia )2 LG by®
3 (ﬁ’ i _'_7) T (p + '2)
e —=ig
papurch wird die lepte Summe:
i1

niah 2
L] S 4 e

AL 1L byt
b '('? T}.)
F T

Die gange Summe S, die vorber unter vem Summenyeichen nach x» ftand, nimmt alfo endlich fol-
qenden MWertly an:

o Mia by®
e = fae — ab4-2a—12) E‘ e (:E'J ¥ ?]
e

o

Begeichnen wir mm diefe Grdfe mit 2 72 V= (a+2w) jo exgiebt fich die Formel:
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8

ind (a4 bw) &*
6, "iu{n,+ bw) x, m‘ e = Tan (e i82)

Wir nehmen nun 2) a gerade, alfo & ungerade, E8 fommt wiederum auf bie Unterjuchung von

folgenver Grifie an: :
T @rtr—1) e ST (arr—2r @2+ 1) + d @2+ 1)?)

(-]

Mir fepen bier: s ; y
¥ e g-" T

BHier muf g ungerade fein, wir Fonnen aber aud) f ftetd ;mgerahc willen. Eind ndmlich £ und ¢
frgend welche MWerthe, welche der Gleichung geniigen, venn finbet baffelbe mit ben Werthen g + a und
£ 4 & ftatt. Durdy biefe Subftitution wird jene Grofe:

B Gg—aftr—2) = 5 (e =2 Gg— af)+ d Gy ~ of?)

[
LS ”1—‘ (2bg—2af — 4427 4 2rg —bdg*~ 2adgf) — ’TT‘;- (1"-}-2:‘# +rm’lj‘*)
S (b9 —2af —4+2r + 2rg —bd 4 2ad —ac) — T i
—
2bg 4+ 2rg=2g (b 47) = 2 (b 4 7) (mod B).
2af = 2a (mod 8).
Der erfte Factor bid jum Gnbe ber Klammer wird alfo:
‘T‘ b4 dr —4 —2a—bd4 2ad — ac)
&
ober da dr—4 = 4(r —1) = o (mod 8) und 2ad = 2be 4 2 ift.
@b (1) — 2242 —bd —aQ)

:c-j?—f(ac-i-frd——'la — 2¢ 4 4)
Die Summe S nach  wird alfo durd) biefe Subftitution
— (e bd—20—24+8) § |, — T C+Hf)
Diefe Eumm: ift offenbar twieberum eine von f unabbdngige Grifie. €86 ijt

Ib—1 s b—1 Y Sy
mia 3 _ ma A & :'I:m( __)
S @b z TN 1 2 5750, L
= & — .4 e
=] o

Sepen wic alfo jeft:

bh=—1
i 1 Tia b
¢ — 5 (acd-bd —ab —2a4-4) IE sl s = My

fo erbalten wir icberum bie Formel:

[
|

B T EmE—— —

|
|
..i
IlI
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th {fl-l-f;r.u} a?
&, ;;'a +ba) z, rui'l e = Ta,, [z 2)

(B) Wir gehen nun gur Trandformation Dder Function @y, (£ w) fiber; bdody wollen wir uné das

bei Hirger faffen.
Io

O (£, w) = Z e i (2hE 4 A* w)
= |
Durd) Einfithrung von a und L erbalten wir nadh einigen Reductionen

o 7 ot b o [ !’:l__ ) .,.fr_ 2.._. LR 1]
p”“[ﬂ+ hu) @ . z Ly ,d--b!ﬁ (.1 -+ F.-) : .IF;‘-'_‘
' Glyp (l’rr + bw)x, tu): e
-0

Snpem toir mut in ver Summe rechts & — 1 mit = vertaufdhen, erbalten wir diejelbe Summe muls

inah c)
tiplicice mit e Mir erhalten alfo daffelbe, wenn nur eine der Jablen a und & gerade ift, und nur

bann bad umgefehrte, wenn beide ungerade finD.
ir haben alfo sundchjt su unterjcheiven
1) ¢ ungerabe, & qerabe.
MWir erfalten nur gerabe Bielfache von «, alfo fiatt x Foumen wir jofort 2 einfithren.  Wir machen
nun bie frithere Gniwidelung, und fegen dann: '
=2 H+ 7
TRir erbalten bann:

1 1 s k) ?gx:r 4 o xu!: hﬂgi i J_;J& (ar* — 2ur=-dx?)
— | ZI Mg (RO,
V=it atbe) ; B TR el

MWir fepen dann » =bg — af. Die Summe S, geht dann 1ber in
S - ? (r 401 — miacl®
e e
Tir baben Hienadh diefen Fall noch in 2 FTheile ju theilen, namlich
ﬂ} C g_ll:l'ﬂbtf, "5".' c HITQL‘THI‘L‘.
am Falle (@) wird bie Summe :

»”

By i.= kg

-

mwelhe pon 7 unabhingig ift.  Wir Fonuen feben f = — ZL , und erhalten
e

Zr i n;“ ([J g %)1: 20

%

a
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MWir erbalten alfo die Formel:
b (a4 bw) «* =
. 60 ( {o + 20} 20) = V—amris 60 @ 9
3m Falle (&) wird die Summe:
7 o — 5 (r i 2 :
(— 1) h., € b + ; oberba { — 1)1Ir = (—1)*, joexhalten wir, indem toir
biefen Factor qur erften Summe ieben:
inb (e 4 bho) a® o
€ @Du zr‘ o + b ) &, ‘“! — V_—M l:a-?-b_m} Gm f’-!:, .Q)
&6 fei nun 2) e gerade, & ungerabe. ,
TWir erbalten wicver nur gerade Vielfache von = Die ju unterfuchenbe Summe beifit wieber: y
T
o — = (ar* — 2ud dx?) 4
b.,— e b |
Wir fepen wieder » = bg — af, und wiblen f ungerave. Diefe Subftitution vermanbdelt bdieje ,I
Summe in;
Q — 2L 4 — mibdg .
el & ) |
Jft nun (a) d gerave, fo fallt ber 2te Factor fort; ift () & ungerabe, jo wird |
— i bdg®
e = (—1) =(—1)"-
mig |, £ £ ] b MEa &0 1
— == (r 2 b— L i a8 p— — 22—+
: b
Fener S, :~,2¢- : —_-‘2e4 Ee 2 ( QJ |
s ift alfo i 3
th f_ﬂ- —I- b w) ot . il
) 2 = § ; St = S byl ST e :
i S0 Hla b0 st =g ey (ks SOl = e Do [ ) :
L o) Bl
o pz th (a4 bw) ) ; R niab @y, (x, G)
00 *{\ﬂ —|— o) &, mz e iy S “; +_‘5?} & 4 -

&8 fei (3) @ unb & ungerabe.

Wir erbalten dann ungerabe Vielfache von =, alfo ftatt = ift in der Fourierfdhen Formel 2x 41
eingufiifren.

Die gewdhnliche Reduction liefert:
1 o L] < TE d..
Woarmy 3, @Dt SR} g o oer = @btk j2ak 1),

| TWir fepen hier:
2% + 1 = dbg — af, wo alfo £ ungerade ift. Dadurcy vermanbelt fich biefe Eumme in:
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aiae b=l nia

I N WY — e (R
f
Diefe Summe ift von F unablangig. Seben wir alfo f = — b, bad geftattet ift, da beive Jahlen
uugerabe find, fo wird diefelbe
mige b=l Tia Bt
I T T A e (i’—':;)
o
MWir erhalten alfo:
tnb (a4 bo)z? :  miac
€ (S E{H'I_ buw) i H 2 4 auu{'-"-', ).

V—b (a ¥+ Iw)
() Trandformation bder Function O, .

-+.®
8y (5 0) = zf—ﬂﬁ e — tm (24 E +ha?)

e
Mit Einfithrung ver fridhern Grofien erbalten wir baburdy:
i (a4 bw) =? +ou

) 2 ) g e B s g
e On (& w)= 2 (—1)" 7 e s — ‘F*E'
— @
: : : ; inh (a-=1).
Bertaufehen wir rechtd @ mit 2 — 1, fo erbalten wir ju derfelben Summe nod) ven Factor e.
MWir unterfcheiven alfo: 1. & gerave, @ ungerabe.
Died qgiebt:
. 1 - i (22 02 %) _ St (ar® — 2rx 4 dx?)

e gt atany ] LIRS 2 e i— L) e 7 '
zl’f—ﬁi‘{ﬂ"i"{’w} . € hg_{ ) £

Wir fepen bier » = 2bg — af, und finden, wenn () c gerave ift, flic bie lehte Summe:
™, i6 o + rff —amia
b’- {_]J?' T _ﬂg_l' ('?' + _f = i"'-nf &l’ {(—1) (] —-e:---— {iﬂ +f)1

@8 ift aber (—1) = (—1)*. Dicfen Factor nebmen wir jur erflen Summe. Die andere ife
fpieder von f unabhdangig. @8 [Gft fidy ferner leicht tiefe Summe in:
miah b1 — G ( b )
2 e 4= z T Qs

L

trangformiren. Wir erhalten alfo bie Formel:

% niab
tirh (a -I-— bw) o i fcd
€ Oy ({ﬂ-l— bew) @ r-:_) — V q_ﬂf—-_[--!.- il O, (x, £2)
— 1l )
Jft () ¢ ungerade, fo wird die Summe
5 v r fisg (r 4+ 1) adab b=l —mia G _f'f'__}':,
N, (=1) o TS o) WA L T Al g
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aljo it (a4 bw) «* . wiah

4
e (218 ]f_ﬂ-l—ﬂm} 22 &:E =) —fé:::+i:.:} £ Eoo ([, £2)

@8 fei (2) & und @ ungerave. TWir erfalten dann genau dafjelbe.
@8 fei (3) & ungerade, « gerade. MWir erhalten in viefem Falle ungerave Vielfache von x, mwir
haben alfe in ver Fourierjchen Formel 24 1 eimufilhren. FWir wenden pann die Subftitution
2 -|- {ih== ﬁg — af
an, wo f und g ungerabe genommen werden. Die Gndformel lautet dann:

ireh (a4=bw) x? : 1= T (act-bd — 2ad)

L

by & i e
e Oy, ((a4dw)z ) et
(D) Frandformation der Function G,

by i | £ — 12
'@|“ Li', [LP) e 2 a EIE !(2'{"_!- :[:I"-+ P (23’!—'—1) E
-
$ in|@4Ds o @iap @1y 1
= _}. 4 érrill I A i - — T

By (e, £2)

bld— b8y

oraus:
il (a4 bw) 2 : esE L 2h4+1)2 b 2k 4 1)2
" O (a4 bw) z,w) _ AT "!'(;r.‘ - ;:' j cal ke i
—0
@ — 1 an Stelle von « fubftituirt, lefert fiir die Summe den Factor ¢~ 20+ 1)
@8 fei alfo 1) & gerave, @ ungerave,
Wir erhalten dann nur ungerade BVielfache. Das Fourier'fhe Theorem liefert alfo:

+ . o b a 72 :
'S E,IIr m;(ffﬁ-? Ot o) go9a — 5 T+ + @ +1) (:c—a}E

TRy e
k] . da
r nimmt hier nur ungerade MWerthe an:
Q -
= 1 - {2 o~ (2x-1)7 R o 2
i b “f? ] ars— 2 (Jx4-1) 4= (2x4-1)
2 Vit at ba)y “=x © S, e B
Wir Jubftituiren: 21 =4 bg —af
und erbalten fitr die lefte Summe:
friae b—1 1T R mige  h—1 Tia b g
e e i 18 — - — —
2o ERL B S i mss S e i)
alfo: ; d
inb (a4 bw) =? - _| ming
% Fipa s — T R
€ Gy I(r? + bw) =, w{ T Vet Rl é 4 @ (x, 2),

@8 fe1 2) & ungerabe unb a ungerade.




s

Wir erhalten ungerabe Bielfache. Tady etnigen Reductionen erhdlt man:
3 Zx ; int 32:«4 4 & xz* Sr i :—; (ar* — drz 44 x2d),
Wir fepen ¥ — 2bg — af.
Die Summe wird dann:
— miacf? — T ) g
] Sr g ¢ +-‘”~
Sft (a) ¢ gerade, fo geht der erfte Factor fort. IWir fepen dann:

Qf..'_-y = 2¢ — b (mod 48)
banm nimmt @ alle MWerthe von 0 big 26 — 1 an. TWir befommen alfo:

2h—1 TiG b b—1 G b
7 S L e e o o L Iy
2 5 b ( 2) =D 26 3 {.{" l)
3ft (8) ¢ ungerabe, fo wird
R JII:H‘CJ"::
e == =(—1)F:

Hlled Uebrige verdndert fich nicht. @8 ifi alfo:
ind (a4 bw)a® i :
(a) e @ 1{_u + bw) x, tuE — -t_/;i_fmr Glyo (w, 2).
) — ——— By (i, 2).
. m},} SR ek s oY =V =) '
Eé fei alfo 3) & ungerabe und « gerave.
Mir erhalten nur gerade Bielfache von = Die ju unterfuchenve Summe wird:

F E

S, D rt—dret ddo)
TWir fepen » = bg — af, wo f ungerabe gewdhlt wird. Die Swmme wird dann:

2 fria - o ! .
51« st re (r 4 2/)? Wlgr=r (AL (bdg — r).

L]

Sft nun (e) 4 gerabe, fo wird ber 2te Factor
(—1) = (1)

Qt aber (8) d ungerabe, fo wird der 2te Factor 4= 1. Wir erhalten alfo:
() b (a -|— bw) xt o

G (a4 bw) z, el (. R [
€ o (@ 4 bw) =, w) 05 n (x, 2)

(ﬁ:‘ . . & . . s . s . % - - — -}T:E[ﬂ_-l‘-ﬁwf (’j‘m I:f.!', 5_-]}




Mir wollen nun der Ueberfidht Balber bie Formeln fo aufftellen, baf twir die Functionen fiir feben

per 6 Hdlle gufammen haben:

il (a + bw) z*
€ Gha (& @)

imh (a4 bw)a?

(-] @un {gr [rj] —

imd (a4 bow) z?
@ Gy (& w)

irch (a4 bw) »*
e o (5 00)

imd (a4 bw) 2*

¢ &y, (5 w) =

tad (a4 bw) 2t

¢ By (5, 0) =

th (a4 bw) =

e By, f_'fr w) =

L7 & {a‘z + -rjm:l ot
é &, (& w)

i d (a4 bw) 2
e G (& w)

i b (a4 bw) a*

8 E’.’un HE, w)
tnd (a4 bw) z*

2 Gy, (5, w)
imd (a4 bw) =*

£ O (& w)

trnh (a4t bw) 2®
¢ @n {‘Er )

inh (a4 bw) x

e @rm {&, w) =

itrd (a 4 b)) 2®

e By, (5 ) =

imh (o + bow) x*
e @JJ,‘I (ﬁ, W]‘

14

- Hfter Fall.
— % {ac—ab4- 22— 2) By g D
e Vigmem, L
T X
—_— '@ ."J"T' {2
_, V=t s et
TT R a .
BT TS | n
¢ Dy O )
R ’_I;mc '—T::'f:'_: Q,u {3’3, ﬂ)
e V=% (a4 i)
WNier Fall
e [\
a i (EIC — ab +2J‘I — E)V_.ﬁ{a.'.—bu;i e” {3,', ﬂ)
i i
V=it o 9
! TROL o "
e Y V=% a+tbm ol 48)
St a
z & Vesatie Cr@R)
NENter Fall,
- % {(ac— ab +2r:. — ?]Vﬁm} @y, (=, 52)
aine a
e e )
] Ao il (@ = b} oilfst)
ﬂ"l‘fi—!i T
e MRS G S xz,
U 1 T e
s B )
Vgt -
EWter Fall.
" - %ac—'—'ﬂs+2ﬂ—2} Fﬁéﬁ @" {2‘,, E)}
L g R e
e g s )

miah i
- = (3, :, 82
¢ A Vet Y (&

U
V—ib(a+bw) Op (z,2)




1b

Wier Fall.
finﬁtﬂ-l-f'w)i"‘@“ B :—i[ac-l-bd—n& —2(a4-c) 4 4) ﬁm) O (. Q)
em& Gt ;Ei(-)uo (&= (- E?ﬁ V== {f}i + bu) el E)
esnaw+mm% il , — = (ac+ bd — 2ad) ?‘:;ﬂm} G (=, Q)
inb(atbu) x‘@m e Veroar O @ %)
VEter Fall,
P-;ﬁ;a (a4 bw) m’g“ e ’;' (uc+ bd — ab — 2 (a-c) +4) ]?ﬁ:{,ﬂﬁiuau; Gy, (&, 2)

il (a4 bw) x?

& @L!D {:,:, .T:} =
i ff{ —I— -fﬁr.u) o

& By, (5 0) =
trh (a4 bw) o

€ Gho (f5w) =

Tir haben nun nody nadhiumeifen,

Uebereinftimmung ftehen. Da vie Schluffolgen fich im Allgemeinen wiederholen wiirben,
nigen, ben Nadyweid fitr ven erften Fall ehwa ju fihren.

L T o
e T Vdarim on @9
o 1 a
gebd —2ad) .—— T . By (x.82)
£ 1 { + rn‘ P—I‘.I{l|t|!.+|!.-m| I

a .
V;”f -['(t +-!:-Jlrj-i (."i{H.I (mp ﬂJ
baf bie eben angegebenen Formeln mit ben Hermite fehen m
fo tird ed ge-

Nach Hermite lauter nun vie erfte Formel:

il (a4 bow) o

e G, [n_‘:':, w) = e

(& ift aber:

= '—;— (ae4-bd -+ 28e ~+ 2alc -+ 2abd + ab®c)
(i §

oo U s BEW i, Q).

V=ita+ ta)
!1t=r1+ﬁ+ur’r=(u+1)(¢‘;+ { )
n=c+d4tod= (4 1) (d+ 1) — 1

m und n find alfo der 1 in Bejug auf 2 congruent.

&& ift ferner

Fu21=— du,1

Daraué folgt, daf wenn

(a) von ber Form 4 K 4 1,

= ? (ac — ab 4 2a — 2)

[

L T {ac 4 bd -|- 2be + 2abe —|— 2abd 4 ab’c)

=l
(a) von Der Form 4 K — {
B % (ae—ab+42a —2) = -T (ac + bd =4 2bc + 2abe + 2abd 4 ab?)
€ =—

fein muf.
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1) &8 ijt nun:

- —:E- (2a—2) — % (ch:-l— Dabec) f= %‘ be (1 -+ a)
e e =& ="
Ea ift alfo mur nadyumweifen: !
_ S _ 7 Gd 2abd 4 ablo) !
4 d
e =ta |
— % (bd +2abd) < _nl: (hd (ad — bic) 4 2abd) |
. ; = L!
— F(abt2abd) T (ab42ah)  — Y
= ] — — T
Diefe Gleichung findet aber fiir ein geraves b ftate. i
— [gu—?,;l 5 : A X i 1
Jm 2Hen Fall ift e = — 1. ¥led Uebrige bleibt ebenfo. Die Gleichung it alfo fir {
biefen Fall ebenfalle richti. — 'j
Mach Hermite lautet die 2te Formel;
trd (a4 ba) o? — % abte ) I
e B (5 @) = ¢ Vit Omn(z2) 1
m=ab, n = ¢d i
Beibe Jablen find aber in unferm Falle ver 0 congruent.
R |
Daferner o = {, fo ift bie Uebereinftimmung bewiefen. |
Mach Hermite lautet die Ite Formel:
ind (a 4 bw) a® - l;- (bd 4 2abd 4 ab’c) .
e Oy (5 0) = e V=o tatbw Om,n(z, 2) '

m=464abn=d-4 cd
m ift von ver Form 4K, dagegen n ber 1 in Begug auf 2 congruent. G it aljo nachjurveifen, dag

wia b 1T
S = = (b 4 2abd + abo)

e — £

Died ift {chon vorher gefdyehen.
Enblidh lautet nadh Hermite vie dte Formel:

it h (a 4 be) ot T (ac 4 2abe 4-ab’e) o

’ By (£, w) = ¢ V=tatou Omnir 2)
m

n

L
[ 5

+

ab = | (mod 2)
ed = 0 (mod 2)




8 ift alfo nachjutveifen, daf
— T —e— 0t 2aketab)

; ! - i 1% . ah? e
Died ijt aber ber Fall, ba e 4 (2abe - at 2= 14 ift.
%ch Babe pen Nachiveid ber Uebereinftimmung fiir alle Fille auf analoge MWeife fireng nachpemiefen.

@8 wird fberfliiffig fein, diefe Beweije hier nod) gu geben.

&8 wiirbe jest noch Gbrig bleiben, bie Summe o gu befiimmen. Diefe Summe ift inbeffen von
Gaufi, fpater von febedgue (Liouville: Jourmal XIT) wnd Dirichlet (Crelle) im Wefentlichen aud-
gefitbrt, und won Hermite ift auch darauf Beyug genommen. Wenn e8 nun gwar nicht bdiefelbe Sunme
ift, bie wir Bier haben, fo [dft fich doch unfere Summe leicht auf die Gauf'ifhe reduciven.

St auerft & gerabe, fo ift offenbar:

b1 ria Bho - 2
— n— =K i — i
€ L {"’ ‘-‘} o l e p ¢
0 Q
und: bies it bie Sauf'ifche Summe.

Qft aber & ungerabe, dann giebt Hermite folgendes Refultat an. Man beftimme 2 Jablen m unbd

n mittelft per Glefching:
a=— mb — Bn
niiT b—1

@), G s

% per That fiihrt man mitielji Diefer Subftitution die angegebene Summe auf bie Gauf'ifde qurid.

bann ite = e

Wi bimy i (mb — 8n) B=a
e _=j} i 3 (e "g']'
é ==(p
. ba i 8n b ya
— e ({J— -:._; A = (o— ‘-E_—]'
— B
: By L A i
mim (o — =)* = —”—1—-- — g (p—5) — _;—
[ & — ; =5 =
nSm b~ Bain 4
¥ ) il L
i , aljo
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b—1 man B—1

-1 G [
b e ol A

o

woraudé dad angegebene NRejultar folgr.

@3 [ajt fich jeroch nodh auf einem anbern MWege bie genannte Reihe auf vie Gaup'ifche transformiren.
b T4 b=1 'na miab

B al e B

(1]

{, und die Summe reducirt. Ijt aber a ungerade, fo ift:

+ :.'1?1) i
— ¢ =

Bel viefer Geleqenbeit erlaube icdh mir nocdh die Aufmerfjamfeit ver Lefer auf eine Formel ju richten,
welche vielleicht beshald alé nicht unwichtiq erfcheinen diirfte, weil fie vie Gniwidelung einer Function nad
pent in ber Mathematif fo widhtigen Kugelfunctionen giebt. Obgleich die Enitvidlung einer Function nach
Rugelfunctionen  bereité der Gegenftand von Unterfudyungen gewefen ift, fo Habe id) voch bisher diefe
Gormel nody nicht gefunden.  Jch babe ndmlich dle Entwidelung einer belichigen ungeraben Poteng von

1
Vi—2ru++= burch Jnbuction gefunden, veren MichtigFeit fich leicht nach ver befanmten Methode ermwei-
fen [Gpt. Diefe Formel Heipt:

1 - - -
TRIEE e

(A=2ra-+rY) ~ 3

B ) —1 5 =1)n+2x Pn+20—1)2n4+20—3)...

Al 21 T 2(___1} By (2n+-2x +3) @n4-1) (2n—24 + 224-1)
2 —2U 4224 3)....(2n—2143)




(i—1)
Bx bebeutet ben Bimomialcoefficienten,

1 I P
B
il—ﬁru-l—r!}_';’:_ o

(2n 4+ 11) (2n49) (247 (2n4-5) (2n4-3) (2n +1)rn

— 5@2n4 1) Qn 4924 T) (245 (2n4-1) (2n — 9) » 72
+ 10 (224 11) 20 4+ D e T) e 1) (2n— ) (20 —9) » n+4
— 10 (2n4-11) 20 4=9) (2n4-1) (20 —5) (20— T) (20— 9) » » +5
+ 541D @4+ 1DRn—3)2n—3) (In—7) (2n — 9) » 145
— 41D — 1) (20 —DN(2e—5)(2n—TV(2n—9) » 2+10

I, Fubrmann.
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