Der neue Transporteur fiir Winkelfunktionen
nach Professor Dr. Robert Kreuschmer-Barmen
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I. Das Additionstheorem der Winkeltunktionen
am neuen Transporteur.”)

In den Programmabhandlungen von 1905 und 1906 sowie in den ,Lehrproben und Lehr-
gangen von Fries, Halle a.S.", Jahrgang 1908, Heft 2, Seite 81 bis 96, ist neben vielen praktischen
Zahlenbeispielen zur Ermittlung der angendherten Werte der Winkelfunktionen auch gezeigt worden.
dafl man alle goniometrischen Formeln der Trigonometrie direkt vom neuen Transporteur fiir
Winkelfunktionen ableiten und sofort niederschreiben kann, und dafl man an den mit der Zeiger-
bewegung entstehienden verdnderlichen rechtwinkligen Dreiecken unmittelbar klar und anschaulich
erkennen kann, in welcher Weise sich die Funktionen mit dem Winkel dndern, welche Grenzwerte
entstehen und wie beim Uberschreiten der Quadranten bei 0% 909, 180¢ und 270" der Vorzeichen-
wechsel dieser Funktionen zustande kommt. Ferner wurde dargetan, wie die Grundformeln fiir
die Summe und Diiferenz zweier Winkel wie 900-! o, 180% -2 und 2709+« fiir die Sinus-,
Kosinus-, Tangens- und Kotangens-Funkfion ohne weiteres vom neuen Transporteur fiir Winkel-
tnktionen entwickelt bezw. abgelesen werden konnen. In unmittelbarem Anschluf daran soll
nun in dieser Abhandlung in erzinzendem Sinne und zur Vervollstindigung der frither gegebenen
Ableitungen ganzallgemein die Entwicklung der Sinus-,Kosinus-, Tangens- und Kotangens-Funktion
ilir die Summe und Differenz zweier ganz beliebiger Winkel « und B, ausgedriickt durch die
Funktionswerte der einzelnen Winkel, also des Additionstheorem, am neuen Transporteur fiir
Winkelfunktionen, zur Darstellung gelangen,
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#) Die Lehrmittelanstalt J. Ehrhard & Cie., Bensheim (Hessen) liefert fitr die Hand des Schitlers den netien Tra nsporteur

filr Winkelfunktionen in Papierkarton-Druck mit dauverhaftem Drelizeiver., Derselbe kann beim Zeichnen und Kon-
struieren und zum Bestimmen der Funktionswerte spitzer und stumpfer Winlkel (auf 2 Dezimalstellen) benutzt werden




Sind die Winkel « und § gegeben und soll man aufier den Funktionswerten der einzelnen
Winkel = und § auch die Funktionswerte der Summe und Differenz dieser Winkel z-—-3 am
neuen Transporteur bestimmen, so stellt man den Transporteurzeiger auf die Winkelgréfien (2 +-p)
und (z—p) ein und kann dann sofort aus den verdnderlichen rechiwinklichen Dreiecken mit
der konstanten Kathete a, den veriinderlichen Katheten x und y und der v riinderlichen
Hypotenuse z (siehe Fig.1) die Funktionswerte von sin (z--8), cos (z—=3), fang (z-3) und cotz
(x--5) als Quotienten je zweier entsprechender Seiten dieser rechtwinkligen Dreiecke direkl vom
Transporteur ablesen und niederschreiben. In den folcenden Formeln bedeuten a, x,y und z
die Mafizahlen der nach Millimetereinheiten geteilten Seiten dieser verinderlichen rechiwinkligen
Dreiecke. Dabei kommt, je nach der Grofie des Winkels (z-+3) in den einzelnen Quadranten
jedesmal dasjenige rechtwinklige Dreieck zur Verwendung, dessen Hypotenuse mit der jeweiligen
LapederTransporteurzeigerrichtung (Fig.1,2 11.3) zusammenfillt. Man erhilt dann aus den folgenden
Gleichungen ohne weiteres die gesuchten Funktionswerte: (Fips 2 e ==
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In den Figuren 1) 2) und 3) bedeuten im Vergleich zu x y z die Buchstaben X,Y und Z die
Seiten derjenigen groflen rechtwinkligen Dreiecke, welche iiber die Grenzen des Quadrats OABC
hinausgehen und sich, je nach der Lage des Drehzeigers, bis in die Unendlichkeil erstrecken
kinnen. Dabei ist: AOAR ~/AOCP (Fig.1) also:y:a:z=a:X:Z; A0OCG ~ A0AQ (Fig.1)
alstir-acz—a:y L

Es sollen nun die Beziehungen der Funktionen der Summe und Differenz zweier Winkel
(z -+ B) zu den Funktionen der einzelnen Winkel = und 3, also die Formeln (Additionstheorem):

1) sin (x - p) = sina cos - cosa sinf 2) cos (- p) = cosa cosf — sina sin g
3) sin (@ —f) = sina« cos B — cos« sin 4) cos (x—f) = cosa cos§ --sina Sinp

im Anschluff an die Figur des neuen Transporteur abgeleitet werden. (Fig. 1 und 2)

Zu 1) Dreht man den Transporteurzeiger aus der Anfangslage (Nullgrad) erst um den
Winkel a, dann im gleichen Sinne um den Winkel 5 weiter, so erhiilt man die Zeigerrichtungen
OD und OG. Fiir den Winkel (z--3) (Fig.1) liest man vom Transporteur aus /\ COG die
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Bezichung sin (z--5)= OG- 2 direkt ab. Um nun die Gleichung sin (z - ) = sin« €0s 3
V& P

L cos @ sin 5 am Transporteur zu entwickeln, verlingere man die Zeigerrichtungen OG und OD,
ferner AB iiber B hinaus, zeichne QF L OF, FE L AQ und FS L. OA. Dabei wird CB dber B
hinaus und OA iiber A hinaus verlingert. Nun ist aber A OCG ~ /A OAQ, demnach erhilt man:
OC:0G =a:z = sin (2-}-p) = AQ : 0Q.

AQ AE+EQ__FSEQ OF sina -+ QF cosa
SO0 DGR B IR O
= 247 Sin & —1- Q—F

oQ 0Q
Folglich: sin (z - ) = sina cos 3 - cosz sin 3.

Also: sin (- 3) - . (Fig.1)

cosz — cos 3 sine —}-sin B cosa = sin« €os 3|~ coSa Sinj.
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Zu 2) Aus Dreieck OCG erhilt man (Fi igr, 1) fiir die f{'l*“t'l’(‘ll]ﬁli.‘”lk]ll'l OG durch Ablesung vom

neuen Transporteur cos (& —- [3) - 2 O A2 =t
1euen Transpo S (& ) = OG- 7. ()(g"' (JQ
JOF COS o QF = COS c0s2 — sind sinz, (Fig.1)
TOE T oG =R 005 e iy S1ikes(hig: 1)
folglich: cos (2 - §) = cos2 cos3 — sinz sin 5,
|/
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Zu 3) Bewegt man den Transporteurzeiger (Fig. 2) aus der Anfangslage (Nullgrad) zuerst um
den Winkel e, dann in entgegengesetzter Richtung um den Winkel g (2= 3), so erhdlt man die
fm“mncltiunhtn OG und OH. \.fm verlingere man OG, OH, OD und CB, ebenso AR, zeichne
QE L 00y, ECI{ OA und QF | EK. Aus AOCH liest man am I11r1~.]:v-1g ur direkt ab:

QC. L il I o

['}[_'1 = {] Nun ist aber A OCH ~ A OAQ, folglich: OC: OH =a:z = AQ 1 0Q,
AQ EK—EF OEsina — EQcosz OE S EQ e s
0Q e 0Q =00 o R g

sine cosj — cosz sind, also sin (z—- 3) =sina cosj

sin {e—3) -

SN 3 cose = cose sinf.
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Zu 4) Vom Transporteur liest man ab: cos (a—3) = e 0Q' Fig.2
R il OA OK--KA OEcose--EQsine OEFE | ER R
Also: cos (2—53) = _ = 05 % - sin

AR s e 0Q 0Q 00 TrEaD

— COSH COSe

Folglich: cos (z— )

{-sinp sina = cosa cos3-t-sina sinf

= COS@ COSP — Sina sinf.




Aus diesen ersten 4 Gleichungen des Additionstheorems kinnen nun durch Division die
iibrigen 4 Gleichungen fiir tang (= -+ 3) und cotg (= - 3) desselben sofort gefunden werden.
In dieser- Abhandlung sollen aber die Grundgleichungen des Additionstheorems fiir die Tangens-
und Kotangensfunlktion:

4 . tano o — tang 5 5 tangz — tang 3
0) lang (@ -1~ 9) EnEiela 7) tang (2 — @) = 5 et
1—tanga - fang | -~ tang o -tang

g
cotora cotefi —1 coteca cote s -1
2 = ' = I

b) Cole:(zast) = cotg p - colge B icolg (o —17) cotgp — colgea
am neuen Transporteur fiir Winkelfunktion direkt aus der Figur desselben rein geometrisch zur
Darstellung gelangen.

Zu diesem Zwecke stelle man den drehbaren Transporteurzeiger wie die Figuren 1) 2) und
3) zum neuen Transporteur zeigen, beziehungsweise aunf die Winkelgrifien (z - 3) und (2 - |j)
ein, dann ergeben sich aus diesen Figuren folgende einfache Beziehungen:

Zu5) Aus Dreieck OGC, Fig.1, liest man vom Transporteur ab:
QE. a QA

tang (2 - B) G da nun == (‘)-'\ ist, so erhilt man
tang (- 5) = L i.}.t". £ QE‘_! FS (QE:0§) -} (FS:095)
Sk ! 0OA OS5 —AS OS5 AS | — (AS: OS)
wobei man den Zghler und Nenner des vorletzten Bruches mit OS dividiert hat,
Ferner ist /A QEF ~ A OSF, Iolglich: :'-L:]], = E;r oder: Eilb_it;:- = fang s
tang - tang«

) SEHE e o Dl 1—(AS:08) ° Da nun DA || FS ist, so erhili man aus #hnlichen

Lo oAy DE CRBR-0F fanga sy tang e - tang 3
Jreiecken —2 = — = fanp o -tang B, Folglich: tang(a—-3)= it aL S e
Dreiecken OSTOF OF:QF it tang « -tang 3. Folglich: tang(z-{-3) —fanpw faip}

Zu 6) Vom Transporteur (Fig. 1) entnimmt man aus /\, OGC die Gleichung:
CG . x OA. O05—AS OS—AS

T =0CTa AQ AE-EQ SFEQ
und indem man den letzten Bruch durch AS lefirzt, erhiilt man:
(OS : ASY 1

cotg (o

cotg (z - 5) SFAS) L (EQ : e ist aber /A OSF~ A'QEF und A5 =EF,
folelich; H[ A5 oder SE__OF nun ist: OF — cole 3, also auch: Sx. — cotg5; ferner ist
= GFE QF RS e e O iRt e =i .
(\): ](;': da.AD || SF ist, (Fig. 1)
also: colte (= = (e el = ferner: o Ut‘:{,}i‘__ : COg — colgp -colg e
¥ = : cotei-4-cotga” =~ DF DF:QF {anga ST ;

Folglichs: core [ 3 cotge - colgi— l'
; s ! cotg b - cotga

Zu7) Aus Dreieck OCH, Fig. 2, liest man vom Transporteur ab:

OC a QA EK-—EF {EK:OK)—I(EE 0K}

ang (a—g3) =

CH "% DA+ O AK 1 (AK : OK)
Es ist A EFQ ~ A OEK, also: II:J = :’;]]\ oder: LFEI\ E]{]‘j fiun ist {}E = tang p, (Fig.2)
AK  EQ, EQ:EQ tangax
OK OE OE:EQ cotgh
tang & — tang 3
1 | tang o - tang

EF : : e e :
also .= tang 3. Ferner ist, weil KE || AQ ist, = fanga - tang 3,
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Folglich: tang (z — 3) =
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Zu 8) Ebenso ist im /\ OCH am Transporteur, Fig. 2,

GH x OA OK-|-AK (OK : AK) +-1

OC™ a~ AQ KE—EF (KE:AK)— (EF:AK)

KE AK et i(IZ:_U_F_
AK EQ

cotg (o — gii==

Nun ist: === C — cotg 3, nun ist KE || AQ,, (Fig.2)

OE ™~ EQ ' :
PO SOEP T UECEQ epfgB . = SR i o cotge- cotg3d-1
also: AR —EQ, EQ 50 lanca cotg s - cotgz. Folglich: cotg (a—3) =

cotgp — cotp o




1. Anderungen derWinkelfunktionswerte mit dem sich
indernden Argument am neuen Transporteur.

Wichst im ersten Quadranten der Winkel «, so wachsen auch die Sinus- und Tangens-
funktionen, die Kosinus- und Kotangensfunktionen dagegen nehmen ab. Zunahme und Abnahme
der Funktionswerte eriolgen aber micht proportional der Anderung der Winkel. (Fig. 3)

Beim Drehen des Transporteurzeigers im ersten Quadranten wachse der Winkel o (= der
Bogen fiir den Radius 1) um die kleine Winkelgrofie /\ z, wobei man sich A\, die Anderung des
Arguments, beliebig klein denken kann. Dabei nehme die verinderliche Kathete y um A\ y und die
veranderliche Hypothenuse z um /\z zu. Der Drehung um den kleinen Winkel /= ent-
sprechend entsteht (Fig.3) das kleine rechtwinklige Dreieck DEF. In demselben ist DI ein
kleiner Kreisbogen, beschrieben mit OD = z als Radius um den Punkt O als Mittelpunkt. Je
kleiner der Zuwachs Az gewihlt wird, um so mehr nihert sich das Bogenelement FD der
Strecke oder Sehne zwischen Fund D und um so kleiner wird das Bogenelement FD, ebenso
Ay und Az Das kieine Dreieck EFD ist bei F rechtwinklig, weil das Bogenelement stets senkrecht
sum Radius steht. Da « der Bogen fiir den Radius 1 ist, so ist /\a die Zunahme des Bogens
fiir den Radius 1, also FD: Az =z: 1, mithin FD =z - Az In dem kleinen rechtwinkligen
Dreieck EFD ist /Ay die Hypotenuse, wihrend Az und FD =z - /A= die Katheten sind. Von
dem willkiirlich gewéhlten Winkel-Zuwachs /=2 sind /iy und /A\z abhiingieg und auBerdem an

die Gleichung: (/\y)*— (Az)*= (z . A\=)* des rechtwinkligen Dreiecks FDE gebunden.
Fiir den Winkel 2 des I. Quadranten findet man aus Dreieck OAD : (Fig. 3)
SR (Funktion mit den zwei Veridnderlichen y und z)
d . ' - i .
cosa = —, (Funktion mit nur einer Verinderlichen z)

tanga = 2, (Funktion mit nur einer Veriinderlichen y)

(4
colge = x , (Funktion mit nur einer Veréinderlichen y)

In diesen Gleichungen ist e die unabhingige Verdnderliche, y und z dagegen sind von z ab-
hingige Verinderliche und an die Gleichung z*- y2 =a? gebunden, worin a eine Konstante ist.

Wichst nun 2 um /A« so wichst y um Ay und z um Az und man erhdlt aus /\ OQAE
die Gleichungen: (Fig.3)

1) sin (z-= A = = j (Zahler und Nenner veriinderlich)

i U ey a Ao : : :

2) cos (e Ag) = T (Zahler konstant, Nenner veriinderlich)

% \ \ ¥ -+ Y s e ) T

3) tang (2 Ae) = ——— (Zihler veriinderlich, Nenner konstant)
, - a L ] . : -

4) cotg (= -4 Z) = v-F AV (Zahler konstant, Nenner veriinderlich)

Denk! man sich /\z kleiner und kleiner werdend, schliefilich /\« = 0, S0 werden damit auch
y und Az zu Null und man erhalt aus obigen Gleichungen die friitheren Gleichungen fiir
: y a ¥ _ a LS o ;

Sijes=—y QoS === tang o = = ind cotg _\( In den Fiillen 2) 4) und 3) erkennt man

[

sofort, daB im ersten Quadranten mit wachsendem Winkel der Kosinus und die Kotangente
abnehmen und die Tangente dagegen wichst. Im Fall 1) werden mit wachsendem Winkel
Zahler und Nenner gleichzeitig grofier, aber so, daf Ay > /z (Grenziall /vy = /\z) Dbleibt.
Wenn aber in einem echten Bruche der Zihler stirker als der Nenner wichst oder im Grenz-
falle Zihler und Nenner dieses Bruches um gleich viel wachsen, so wiichst auch nach einer
Bruchregel der Wert des echten Bruches. Demnach nimmt im ersten Quadranten mit wachsendem
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Winkel auch der Sinus zu. Dafi im ersten Quadranten mit wachsendem Winkel die Sinusfunktion
wiichst, 1Bt sich auch geometrisch in folgender einfacherWeise zeigen. In Fig.3ist /\, ODA~ /A OPC,

foledicl AD OC a 4 lenisn Vv a a N Savaleh it _'

glich: —= = — = =, also: Sine =+ = =—, Da nun im erste adranten mit

S OD 0P 0P z RORFNY S

v - . d d . . . .

wachsendem Winkele OP = Z abnimmt, also t;F" =}, zunimimt, so nimmt auch sinz zu. Funk-

R BT eTors i, L Sk . V. e ; : e SNX a

tionsquotienten mit 2 Veriinderlichen sinaz =7 = - = =, ebensoim DreieckOCG cosa— T
7 R, e O

lassen sich also geometrisch leicht anf Quotienten mit nur einer Verdnderlichen zurfickfithren,
wodurch die Betrachtung hinsichtlich der Zu- oder Abnahme der Funktion sehr erleichtert wird.

Figur 4 :
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Dafl im ersten Quadranten die Sinusfunktion sina = - mit wachsendem Winkel zunimmt,

™~

kann man auf analytischem Wege in folgender Weise dartun: (Fig.3)
Es ist: sin (a4 Ag) =43 l
Z I A durch Subtraktion erhdlt man:

] y
sing = -

sin (& 4 A\2) —sinae = =

Das kleine Dreieck EFD ist bei F rechtwinklig, also:

Ay > Az (Hypotenuse grifier als die Kathete)
z =y y S b
folglich: z/Ay > y/\z mithin zA\y—y/\z stels positiv. Da nun der Nenner des letzten
2ANY —IY/NE

Bruches z (z-- /\z) immer positiv ist, so muB der Wert des Bruches also auch

z (z4A2) "
sin (x -+ /\2) — sin = stets positiv sein. Mithin ist sin (2 - /\2) > sine, d.h, mit wachsendem
Winkel nimmt im ersten Quadranten die Sinusfunktion zu. (Fig. 3)

Eine Bemerkung hierzu ist jedoch noch zu machen. Lalit man die veriinderlichen Grofien
des Transporteurs d. h. die verinderlichen Seiten der rechtwinklichen Dreiecke x, y und z immer
orofier und grofier werden, indem Punkt D iiber B und Q hinaus wandert, schliefilich unendlich
grofl werden, so ergibt sich (Figur 3 aus A OAQ) fiir den Winkel zum Beispiel o = 909 folgendes:

a v oo d a

i i }'I o i - i 2 | A . h i i
1) sin 900= = 2) cos 90"= e 3) tang 909 = =i, 4) cotg 90°= v =0

Da nun wegen der Winkeliibereinstimmung /\ OAQ~ A OCG ist, also die einander ent-
sprechenden Seitenverhiltnisse beider Dreiecke gleich sind, so ergibt sich folgendes: Fiir Za
— _~ QOA = ~ CGO = 90" gelangt Punkt Q ins Unendliche und der Punkt G nach C; dabeli
wird in A\, OCG CG=x=o0 und OG =z=a. Fiir /A OGC mit dem verdnderlichen Winkel

0GC = -~ QOA = ~« erhilt man die anderen Formen: (Fig. 3y 1) sin 90 = :——; ==
X 0 a. .4 : X0

2 05 ‘)ﬂﬂ = o —— m— fang ¢ e . — —— - oto G 0— " — =

) cos S o, 3)tang 90 e 4) cotg 90 i 0

¢ ¥ : ; o . g : -4 :
Der im allgemeinen unbestimmte Quotient — aus der vorigen Gleichung sin 90° f = — erhilt

: : 0 e e
demnach jetzt den bestimmten Wert ; i 1. (Fig. 3)
s [=
e T d - . : = (4] _
Fiir cos 90°= o geht die Form — = o iiber in die andere Form A gleich Null

.. : i o o a
Fiir tang 90° = <0 geht die Form —— o iiber in die Form i o0

= : a e S 0
Fiir cotg 90° = o geht die Form _ =0 tiber in die Form —=c

Die Grenzwerte der Funktionen sine, cosa, tang und cotga fiir die Winkel « = 0o, 909, 1809,
270° und 360°% ebenso der Vorzeichenwechsel beim Uberschreiten der Quadranten wiihrend der
Zeigerdrehung sind in den fritheren Abhandlungen erledigt worden. (Fig. 3 und 4)

Zum Schluf ist noch folgende Betrachtung hier am Platze. Die beiden Dreiecke OAD
und FDE sind #hnlich, denn es ist FD L. OD und ED L OA, also .~ FDE = =~ DOA und
_~ EFD = ~DAO =90° Beide Dreiecke stimmen also in den Winkeln tiberein. Man erhilt
demnach: ED : EF = OD : AD oder Ay : Az = z:y, mithin y-/Ay=2z-/z d.h.dasRechteck
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aus der Kathete y und ihrer Zunahme Ay ist dem Rechteck aus der Hypotenuse z und ihrer
Zunahme Az gleich. Die Gleichung Ay : /\z = z:y besagt auch, daf die Zunahmen der Ver-
dnderlichen y und z sich umgekehrt wie diese Verdinderlichen verhalten. (Fig. 3)

Bemerkung: Dieselben Resultate erhilt man durch Diiferenzieren der Gleichung: 22— y?= a¥;
2zdz—2ydy =0, also zdz—ydy=0, y-dy =z dz oder dy:dz = z:y.

Figur 5
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Fiir ganze Winkelgrade und einfache Bruchteile derselben ermoglicht der neue Transporteur
fiir Winkelfunktionen (Schiller-Handexemplar der Lehrmittelanstalt Ehrhard, Bensheim - Hessen)
nicht nur das Bestimmen der Funktionswerte von spitzen Winkeln [S. die 8 Beispiele in den
Lehrproben von Fries, 1908, Heit 2, Seite 86 und 87|, sondern auch solcher von stumpfen Winkeln,
mit der fiir praktische Beispiele ausreichenden Genauigkeit von 2 Dezimalstellen. Bei Benutzung
groflerer Transporteur-Formen oder von Metalltransporteuren mit Priizisionsteilungen wird eine
noch grofiere Genauigkeit auf 3 und mehr Dezimalstellen erzielt. Gleichzeitig ist auch dieser
Transporteur wie jeder andere beim Zeichnen von Winkeln nach Graden, beim Ubertragen solcher
Winkel und bei allen geometrischen Konstruktionen auch in den unteren Klassen praktisch zu
verwenden.

In der filnften Auflage meiner Bearbeitung des Lehrbuchs von Lackemann, Teil II, Tricono-
metrie (Ferdinand Hirt-Breslau, Universitits-Verlagsbuchhandlung) haben fiir die Zwecke des
propddeutischen Unterrichts in der Mathematik der neue Transporteur und aufierdem noch der
Universal-Winkelmefapparat in einem besonderen Anhang Aufnahme gefunden.
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