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E‘tr Untervidytd- und Priifungdordnung der Reals und der Hiheren Biirgerfdhulen vom 6. October
1859 fucht burd) Angabe ber Penfen in den eingelnen Didciplinen bas Jiel moglichft evfennbar und genau
Binguftellen, weldyed unfeve Realjhitler erveidien follen. Allein fene im Sl wnd Vermaltungdiadye rithm-
lichit ausqeieihneten Manner, weldre bet diefen nordbnungen mitgersicft Baben, werben, eben weil ihnen
Der bejonbere Gntwidelungdgang des Realidyulivefens befannt ift, gewif nidit annehmen, baf alle die in
biefer unjever Verfaffungdurhunbe enthaltenen Beftimmungen fir ewige Jeiten Giltigheit bebalten. I Habe
ed Dier pumadhft nur mit der Mathematif ju thun, aber eben grabe Bier braudyt man nur die Sdulpro:
gramme ber lebten Jabre fhidhtg burchyublattern, wm fich 3u dbevzengen, bafi nidt gar ju viele meiner
geehivten Gollegen fidy genau innerbalb ber won dem Hervn Untervidytdminifter geitectten Givenzen eingevidytet
haten. Der Eine beliebr biefed, ber Nnbere jened Nmenbement: Dem Ginen will e nidvt recht einleudyten,
meshalb bie nuc Gejondern Jweden bienenbe befcriptive Gieometrie fitv und ald obligatorifd) betvadhtet wnd
nicht vielmehr ven Gewerbefthulen fberlaffen wird; — Andere bebauern den Wegfall der fphirvifhen Trigos
nometrie, ofne weldhe allerbings fein Vevftandnif ajtronomijder Lebren moglicy ift; — 2nbere Balten bie
Aufléfung cubifher Gleidumgen namentlich bei ftereometrifthen Aufgaben fite unentbehelich; — nody Anbere
enblidy wollen bie Glemente ber Differentialvechnung in bad Lenium wnfecer Prima Bineingesogen wiffen
ober meinen, fie, die Diffeventialrechnung, fei ywar nidht unmittelbar gefordert, aber ald nothroendiqes Hitlfs-
mittel bei Der analytifyen Geometrie und bei ver Herleitng der Neiben fir transfeendente Functionen
ftillichweigend vovausgefest. Diefe mancherlei divergivenben Nichtungen werden, davon bin idh itbexieuat,
burdy bie Umficht ber an ber Spitte unfered Sdilhwefend ftebenben Manner in einen Brennpumft allmalig
suviigeleitet werden; idy felbjt will Den mir in biefem Programme veritatteten Maum dagu benusen, um
miv bic Glemente der iffeventialrechmung einmal barauf angujeben, ob fie fiir den Schuluntervidyt braudh-
bar, resp. nothwenbdig find ober nicht? I Boffe su dem Refultate au gelangen, baf man fibige Schiiler
ofne Differentialvedymung jiemlich weit firbeven fann, und daf die Fovmeln diejer Wiffenidhaft in Dex Geos
metrie und Mechanif ywar eine jdywer ju erfesende Abfivyung gewdbhren, aber audy grabe Bier fidy ofne
gelehrte Ungeheuerlidyfeiten in ein paar Shmben lefven und Iernen laffen.

e

AWas ijt Differentialrechmung? Mit diefer einfaden Frage wird man eigentlidy jeden Mathematifer
it einige BVerlegenleit feen. Diffeventialvechnung, fo fann man etwa fagen, ijt derfenige Theil ber Analyiis,
wo mwir aus der MRelation Der verinderliden Givdfen, bie auf ivgend eine vt miteinanber vecbunben {inb,
bie Melation ihrer Vevanberungen ober jufammengehiorvigen Differensen fudyen, fofexrn dabei die Cluantitit

Der Bevinderungen felbft nidyt in Beteadyt fomme. Sie bilbet einen Theil ber NAnalvfis ded Unendlichen,
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bie man fo nennt, weil die Differenzen, deven BWerhaltnif gefudht wird, ald unenblich fleine Theildien, id)
midite fagen, alé Atome betvadhtet werben, wm bdad ftetige PWadyfen ober Abnefmen der variabelen
@rifie verfolgen, womdglidy der Rednung unteviverfen ju fonnen, gletdyfam bad BVerfdhwindenbe . faffen,
inbem e8 verfdwinbet.

AMlein idh gebe gern u, Dafi dieje Difinition fo wenig, wie frgend cine andere, dem nody Uneinge-
weifieten einen Flaven Vegriff von dem eigentlichen Wefen und Per Bebeutung ver Diffeventialvedmung
verfaffen Diivfte. Weidien Dody alle jene Hevoen der Mathematif, deven Seharfiime wir tie Erpnbung
ober ben weiteven Ausbau diefer fogenannten hioberen Analyfis verdbanfen, ein Mewton, Leibnip, Jac
und Jof. Bernouilli, Guler, D’ Alembert, Lagrange w. a. m, in dev Begriindbung ihrer Wijjen-
faft, fo wefentli) von einanber ab, baf man faum begreift, wie alle Diefe von Hausd aud weit audeins
anber qeflenden TWege in ber Hauptjace su demfelben Refultate flifiren. In ber That, wer die Gejchichte
ber Mathematif feit jenen Tagen, wo Mewton durd) Geometeie 1nd allgemeine Bewequngdlehre auf feine
FKluvionenvechnung, Leibnig durdy die Betvadiung der Unteridhiebe wiv Summen in den MReihen ber Jabl:
grofen auf feine Differentialvedymung geleitet wurde, 618 auf die neueve Jeit verfolgt, muf fich wunberen,
baf bie erdlofen Streitigfeiten und Gontvoverfen iiber diefen Gegenjtand dem ungeheuren Aufjhrounge,
weldien wiv im 18, Jahehunbert Mathematif und Natuvwiffenfchaften nefhmen fefen, Ffeinen Gintrag gethan
ju Baben fdeinen, und man fann e8 unter joldyen Wmjtauden ben Antidifferentialiften eben nicht verbenfen,
wenn fie nidht feben Foetihritt der Wiffenfchaft ber Leibnib - Newtonjdhen Grfinbung  verbanfen vollen.
[ebenfalld ift 8 fefir qu bedawern, baf grabe Diefe auf eine eblere Hofere AbRunft pochende Fodvter Ded
Atlns b8 auj bden Heutigen Tag nidht im Stande gewefen ift, ihve Abnenprobe mafellos u beftefien wnd
bie fHoen Shulen ifres Eapitoliums quf abfolut unverjhiebbavem Grunde aufjufiihren.

Befanntlid) Hat der Ausbeud unendlid) grof und unendlidh flein unendlid) viele Mipver-
fanbnifie und Mifibeutungen vevanlaft.  In der Analyiid der Alten finden wiv ben Ausdbeud unendlich” nies
gend wnb jelbjt nody Carvtefiug, der dody vor Newton unb Leibnip dad wefentliche Fundament dev Hiheren
nalyiis, namlid) die Methobe der unbeftimmten Coefficienten in die Mathematif eingefithrt Hat, jucit bas LWort
dngftlidh ju vermeiden. Biele anbere titchtige Analpjten Hielten davan fejt, ber Ausbrud unenblide Girofie
enthalte einen Wiberfpruch, Unendlichfeit fei ein MWort obne Sinn und Verftand, fo daf bie Bevliner
Ntabemie Der Wiffenfdaften o8 nods im Jabr (784 filv néthig halten formte, ,eine genau Geflimmte Theovie
bed fogen. Unenblichen” su einer Preidaufgabe u machen. Sie verlangte, man folle seigen, wie e8 moglid)
gewefen, ausd einem von namfaften Gelehrten flie unjtatthaft exflavten Begriffe fo viele vidiige Yehriape
Bevsuleiten ?

Wllein jene Mathematifer ves 18, Jahrhundertd, welde fich gegen die Julaffung Ded Unendlichen
mit Hinben und Fifien wehrten, haben fich in fenem ewigen Ceben fiber den Sternen, feit dem fie Dort
mit lauter Unendlichfeiten ju thun Haben, wobl eined BVeffern beformen. Der enbliche Geift it freilich nict
im Stanbe, bad Unendlidhe ju faffen und ju begreifen; bedhalb ift aber dev BVegrifi Deé Unenbdlichen nidyt
ofine Sinn, fonjt ware der Gottesbeqriff audy finnlod und bie gange Welt ettel Dunft und Schein. Dex
Raum ift wnendlich grof, die ibn erflillende Materie vbhne Ende theilbar und aud Atomen jujammengefest,
bie wir und wnendlich Fein vovjuftellen Haben; bie Jeit ift ewtg, und fein menfdhliched Funfiwert wird
jemals fo teine Seittheilchen barftellen, daf man fidy nicht nody fleinere denfen Fonnte; ein von fletig wirs
Fenben Srdften foetbewegter Korper” bejdreibt eine Gurve, deven nody fo ' flein angenommenet Theil docd)




immer nody eine Founune 2ivie ift; und fo fann wobl der Mathematifer, der fidy ja eben mit Rawm, Seit
und Bemwegung ju befhaftigen Hat, nidt umbin, ven Begriff Ded Unendlidhen in feiner Wiffenidhaft juzus
[ajfer, wenn er jundchft audh muc prifend mit einer Hand in dbad bunfele Gebiet hinaudgreift, wahrend
bie anbeve nody an ber fdhiigenden Scyvanfe fefthalt. Die Scyvievigfeiten und Unbegreiflicheiten bev Dife
ferentialvechnung Geginnen vielmehr grabe ba, wo und einer ber voryiglidiften Mathematifer bed' vorigen
Nahvhunbertd eine Vevbeffevung und vein wiffenjdhaftliche Vegrimbung vejpvidit.  Man madhie namlidy
bie inteefjante Gnibeduny, baf bie beclibmie Todyter bes Wesfulap, bie WPanacea, fich in eine unendliche
Meibe metamorphofivt hat, und e8 war daber ein Peichres, fuly mit Hitlfe einev foldyen enblofen Progrefjion
fiber Den Abgrund ber Unendlidfeit Hindber au jdwingen!

ORIt einer gewiffen naiven Selbftqewifibeit und genialer Leichtfectigheit Hat man mit folden in
infinitum fort laufenben Meiben bad Magliche oder eigentlich bad Unmdgliche geleiftet und evft in der
newejten Jeit Bat man {ich enblicdh Langfam Daiw dequemt, den Mifbraudy cinjugeftehen, ber mit einer an
fich wortvefflichen Gntdedung getrieben worben ift. Jn der That Haben in newerer Seit wiele Theile ber
Theovie ber wmenblichen Reiben eine gamliche Umgeftaltung. exbalten und viele Nefultate, bie fiir véllig
allgemein galten, find in Ghrensen eingefhloffen worben, ttber bie Binaud ibre mvendung mindeftend un-
ficher ift.  Tiichtige Mathematifer Haben unjever viel bevunberten Analyiis eine ifr bevorftehende vollfommne
Umgeftaltung augurive, obgleicy bis jest noch der Boumeifter ju feblen jdeint, der ben LWillen und bie
Svaft befint, Dad Gebiube auf fidherem Funbamente neuw und fyon aufsuvichten, ftatt dad alte frellenoeife
audubefferen. [ fiiv mein Theil bin von ber MWakrheit Diefer Lropheseiung velfommen tiberjeugt und
bebaure nichts meby, al8 daf idy mich nicht jearf genug fible, um ju Ddiefem Almagejt ber Jubunft ein
paar paflidhe Baujteine Hecbeitvagen i belfen. [ babe swar in ben nadfolgenben punidyt fiie meine
Sdyliler — Denen idy gewiffermagen jum Abjdhlufie ifres mathematifthen Schulcuriug nodh einen fuvzen Ein:
bl in die fog. Bobeve Analyfis gewdbren modite, — beftimmten Jetlen, an mefiren Stellen unumwunden
meine Meimmg audgefprochen, bin miv aber dabei vollfonmen bewufit geblieben, baf tabeln leiditer ift,
alé bejjer maden,

@inige Erflavungen, welde in den meiften Lehrbicbern ber Differentialrechmuing vorangefchict ju
werden pflegent, 3. B. liber vevanberliche und conjtante Grofien, wad man unter Function verfteht, daf man
bie Functionen eintheilt in gange und gebrodjene, in vationale, frrationale und trandfeendente, u. dbgl. m.,
Darf bei ten Primanern unferer Mealfhulen al8 befannt vorvaudgefebt werber.

Wenn in ber Gleidhung y = £(x) die urfpringlich variabele Grofe x um A x junimmé, fo dandert
fidh v in einer von bem Wefen diefer Function abhingigen MWeife um 1y, fo daf alfo

¥y + Ay =f(x | Ax) und
AN RS s L),
s
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Um die Gigenjdhaften der Fumction Fermen ju leenen, wird e begreifliher Weife von Widptigeit
fein, Diefed Verhiltmif der sufammen gehovigen Aenberungen ndbher ind Muge ju faffen. Nun gehort ed
aber ju bem Wefen einer foldjen Function, daf bdie Wenberungen nidt fprungweife erfolgen, fondern vaf
ble verfdyiedenen y flefig in einanber iibergehen, — wund um dafer dad gelfeinmifvolle Walten der Natur,

weldhed eben in diefer Stetigleit ded Ju- ober Abnehmend bejteht, feinem BVerftindniffe miglichft nafe ju
.I_ *
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bringen, hat der menjdhliche ®eift abfolut fein anbered Mittel, alé fich Diefe Aenberungen moglichft Flein,
.\\I .v

ober wie man fid) fieber audaudbriiden pflegt, wnendlich Flein vovaujtellen. Der Diffevensen - Duotient -

ift nun im Ylgemeinen immer eine Function von x und bleibt eine joldhe, wenn idh bas /v x immer fleiner
werben lajje, endlidh grabesu — o febe.

Diefe Grenze =1'(x), ber fidh _‘_-Fx immer mefr ndbert, je fleiner /. x wird, nennt man den
£

Differentialquotienten von y, und bejeidmet benjelben jlemlich allgemein mit
dy d f(x)
dx DU dx
dx beift bas Differential von x, dy bad Differential von y und wic wollen hier gleid) vorlaufig bemer-
fen, baf, gleidywie in Der Diffevenzenvedhymumg /\x al8 unvevinderlih in Vergleidy) ju ~\y gilt, audy hier
dx a8 conjtant in Begiehung auf dy angefehen wird.

_TI% ift alfo ein Vechaltnig von wei unendlich fleinen Gvoen, und baf ed fiie ein folched Ler-

=.flx),

Balmif eimen gany beftimmien Ausbrud geben wirb, fann eben fo wenig weifelbaft fein, ald baf in jebem
Atome Des Waffers dad Verhaltnif des Wafferftoffed jum Sauerfioffe = 2 : 1 ift.  Dem Anfanger madt
ed allerdingd Scdywievigfeiten, wenn er in

fx + 7.x) — f(x)

LXK

/AXx = o fegen foll; und die Meifter ver Wiffenichaft, je Hiber fie geftiegen find, um fo unlieber berdhren
fite Diefe empfindliche Stelle, weil jie fich in der NRegel von ihrer Hihe nicht au. unferem befhranften , Unters
thanen: BVerfianbe” herablaffen Fonnen. Man vergeffe aber nidht, daf eé fiir bie Aufaffung ein grofer
Unterfchied ift, ob idy in bem obigen usbrude obne Umftinte S\ x = o fepe, ober nad wnd nady
immer fleiner werden laffe. I follte ferner meinen, daf man bei dem Uebergange vom Differenienquos
tienten jum Differentialquotienten nidht dem x, fondern bem N\ x anbere und anbeve Werthe beilegt, fo
baf alfo in diefer Besiehung nicht x, fonbern A x bdie urfpriinglich vaviabele Grofe ift. Der Ausbrud
fix 4 ix) — fix) f(x 4+ m) — f(x)

oher Eivier
AKX ) m

tradhtet werben.  Fliiv m=o geht ber Yudbruct tiber in §; allein idy fiechte nicht, daf der Anfinger
baran erhebliden 2nftof nehmen fann, va ex ja {don in den Glementen der NAnalyiis dicfem Symbole dex
Unbejtimmtbeit begegnet unb jur Beantwortung der Frage aufgefordevt wird, was ift der wabre Werth
eined mathematifdhen Ausbrucds, wenn devielbe fiiv einen beftimmten MWerth der variabelen Girifie — 5 witd?
Was wir alfo Diffeventialquotient genannt haben, ift nidtd Anbderes als f(m) flir m = o ober f'(m).
Ober man fdhreibe ben obigen Differenienqguotienten jo:
f(x) — f(x)
= - :

ot = O

miifite alfo nidit alé £(x), jondern alé 1(m) be-

it £(x) eine gange vationale Function, ober [aft fie fich wenigftens in eine foldhe verwanbeln, fei
8 audy muv in Form einer nad) den Potemgen von x fortjdyreitenden Reibe, fo ift leiht eingujehen, daf
f(x)! — f£(x) burd) x' — x theilbar fein muf und nacy Ausfibrung diefer Divifion hinbert uns nidits, x' =x
au fegen, woburd) dann alfo ber fogenannte Differentinlquotiont exhalten wird.

i
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Lagrange in feinem berithmte Yerfe: Théorie des fonctions analytiques bat befanntlidy bie
Lorftellungen von Differentialen, von unendlich fleinen BVevanberungen, von Gremoerhiltniffen . gang
vermieben, weil er fie nidt fiir deutlidy genug halt, wm in einer Wiffenjdaft, die fich auf ihre unumitss:
lidyen Beweife fo viel ju qute thut, ald Grundlage ju bienen; aber leiber incidit in Scyllam!  fagrange
legt feiner Theovie folgende MReibe ju Grunbe:

e e L O e s S

f'(x), 1"(x), #”/(x) nennt ex fonctions dérivées und jeigt dbann, dap biefe abgeleiteten Functionen nidyes
Anberes finb, ald unjere Diffeventialquotienten. Ullein gany abgefeben davon, daf Yagranges Methobe bei
pev Anwendung auf Geometrie und Medhanif nur dem Namen nach von bder Methode der Grensen fidh
untexfheibet, diivjte boch vobl die Frage erlaubt fein, was wnd ju der Annabme bevedhtigt, daf fich
bie Differens einet jeben Function einer veranberlichen Grofe in eine nad) den Wotensen der Differen; diefer
Functionalgrofe fovtichreitende MNeiffe entwideln (afit? Yagrange und nady ibm Andere fuden gwar ju
beweifen, bafi Die obige Reibe fiir jede Function gilt ohne alle Ausnahme, und das blenbdenbde Lidyt, welchesd
viejer grofie Geift fiberallhin ausftvahlt, fonnte unjeve bed Sonnenglanges ungewobnten Nugen leidyt bins

bern, genauer Bingujehen. Bei aller Hodadyung vor bem grofen Meijter, muf idh vod aufrichtiy aeftehen,
bap midh der Beweid nicht befriedigr. Db er Anfanger, flir die ex ja body alé Beweis des Funbamentalz
jafjed Der gamjen Theovie beftimmt ju fein jtheint, {ibevieugt, ift mir mefr als nveifelbaft, da Yagrange es
eben nidyt verjteht, feine Gedanfen in leidht verftindlicher Form wiebersugeben. In bex That ift obige
Gntwidelung nidyt fite jede Function ausfiihebar und nod) weniger fiic jebes /\ x braucdhbav, weil bei ber
Anwendung auf beftimmte Falle Gilicver —o0.c0 werden. Wi werden auf diefen Gegenftand fpiter
auetidfemmen.

Giir bie meiften in ber niedeven Analvfié vorfommenden Functionen [ift fidh freilidy obme grofe

JAS

=2 — A B Ax C AR 4o

X

Swierigkeit nadymeifen, daf,

.

23t man in bdiefer Gniwidelug O x unendlid) flein werden, fo gebt augenfcheinlidh ~‘i in A

uber, ba vie mit /\x multiplicivten Glieder der Weihe einen unenblidy gevingen Ginfluf haben, mit a. 0.
—=o jmd. Der Differentialquotient ift bietnach nidhts Anberes, als bder von A x unabBangigen Theil
ped Differengenquotienten.

Mic allen devartigen Auseinanbevfesungen ift aber dem Lernenden, der fidy gleich von vornherein
bei bem YBorte Difeventialquotient ehvas Ordentlides vovjiellen midite, fo gut wie gar nidyté gemist.
Um diefen widytigen Jwed ju evveichen, hatte man den von den Beqriinbern der Wiffenfdaft eingefdylagenen
Weg umjoweniger verlaffen follen, alé ja unfere Scyiiler fdhon in bden Glementen bder Geometrie mit den
bievbei jum Guumde liegenben Begriffe befannt gemadht werden, wenn man 3. B. ben Sreid als Polygon
von unendlidy vielen unendlidy fleinen Seiten fih vorjtellt w. dgl. m.; — idh meine eine qang einfadje geos
metvifche Beteadyung.  Hieh fa dody Anfangs die Diffeventialrechmung ,die divecte Methode Der Tangens
ten”, die Jntegralvedymmg, sinversa methodus tangentiums.

Nus ben CElementen ber analvtijhen Geometrie ift befannt, baf jede Function von ber form
y={1(x), infofern bie Gleidung nidht etwa etwas an fidh Unmoglides enthilt, duedy eine gevabe ober




foemme Qe bilbld bavqeftelit wexben fann.  Gileichng wnd Guvve find jujfammengebovende Begriffe;
ausé der Gleihung lernt man die Eigenfhaften ber Guwrve fennen, aud bem Juge ber feummen Linie lei-
tet man die Gleidung Her. MWir wiffen ferner, dafi man unter einer Vevithrenden cine gevade Linie vevteht,
weldhe mur einen Punft mit der Gurve gemein Hat, fo ywar, daf swifhen iy wnd ber Gurve feine anbere
gerabe Linfe durdy diefen Punft Hindurd) gelegt werden Famm. *) Zeqt man nun buedy die Punfte A und B in

i - “ ] WY i § A
Figur 1 eine Secante, dann ift offenbar A C= Axaunb BC =/\y; babex \ Die mrigonmometyijdye

Tangente ded Winfels, ben die fdmeidende Linie mit ber Abjciffenave bildet. Lafjen wiv bdie Linie MS
fich um den Punft A fo herum Ddrefien, vaf bec Punft B dem Punfte A immer nifer und naber vidt,
bis er endlidy gany mit Demfelben sujommen fillt, jo geht bie Sdyneivende tiber in Dic Beriilivenbe il

ben Puntt A, Natinlich find gleidhzeittg A x und Ny immer Fleiner wund feiner geworden, fo daf :

AW B - =He ; ; G e s ] S ARl

in —=— tbergeht. Der Differentialquotient = ijt aljo bie Tangente ded linfeld, ven bie Beviihrende
{ St ax

fitr den Punft (x, y) mit der Abjriffenave madbi.

Gleidwic mun, um den Jug einer Guyve fenmen ju levnen, die Midbhimg der Berithrenden in
jebem eingelnen Punfte das Wefentliche ift, jo wird auch ver analvtifche Ausbrud diefer Nicditung, alfo dex
Diffeventialquotieut fiiv die Dideufjion einer Function von befondever Veberthung fein.

Fir diejenigen Punfte der Gurve 3. B., wo fich diefelbe von unten nad)y oben, ober von oben
dy
dx
befannte Megel, Den groften ober Feinjten Wevtl) einer Function ju beftimmen, worauf wic fpater guvid-

nath unten umbiegt, wo alfo y ein Mavimum oder Mininum wicd, ift offenbar ig. = — o0, Die

fommen werben.

Differentiation algebraifdier Bunctionen.

—‘f = {'(x), fo bedtent man fih audy Biufig dev anbern Schreibroeife:

St y = f(x) und 5

¥

dy =" o) dx!

v dy : = i L

Sie ift genau genommen faljdy, denn H; fat mur einen Sinn, wenn man ed alé Vevbalinif auffaft.

Man farm aber der Bequemlidyfeit Halber bdiefe Schreibweife beibehalten, ba man ja bem usddrude jeden

Nugenblicf wieber Die viditige Form geben fanm. y, u, v ... migen frgend weldye Functionen won x

begeidmen, o Daf alfo y in y + Ay, win w4 Aun, vin v Ov ... dbecgeht, fobald bie
urfpringlidy vaviabele Grofie x um Ax wadfi.

G fei 1) y=ax -} b, foijt
o+ Ay =ax+ Ax)+ b

) Beibnik befeachtet jeve Gurve ald ein Polpgon unendlich vieler unendlidh Fleiner MAtome und bemgema bie
Tangente als bie BVerlingerung eined folden Atomes,
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\y = a /\x ober \—‘1— = a, folglid:
dytx a ober dy — adx .
dx
a
0 i, e— =
a
y g + Ax
a a
ANy = —— T
x -} X X
i — 8 Jivh ich in :
= X An IWird o x unendlich Flein:
dy a
dx &

_ i = .—."—: =k und wenn A x wnenblidy flein wird:
dy du e dv
dx A

y —|— Ay = (u |-— 1) (¥ -{— W)
= u.v-|upv 4 viu | Au. A

il

{

E -
wle

|

..v e

with Blerin o x wnenblidy flein, fo wird audy bad Probuft aud dem Tiffeventialquotienten H-“-- in Die
X

unendlicy Fleine Grofe dv ver|{dhwindend flein fein, und ed bleibt:

dy dv _du e
e Mo + v A ober fury:

dy = wudv -4 vdu

Bk = 2
) v
; u -4 /yn
y4+ Ay =5 i &
e S WS = T NN
23 5 T F AV
e = E A unb fobalb A x unenblicdh Flein wirh:




dy __ du dv

'i; = d--];{- =0 H_\:- Dbl‘."l’ F"'[",,PI:;
v? .
dy =v.du — u dv
.—v?-__._
b1 y— 53

v+ Ay = (x 4+ Ax)®; nad bem binomifden Yefriatie :

m . (m—1)

=x" L mxm—1 Ax | T xm—2 A x? 4 Daber
AN¥ r m{m—1) R : o ; :
e mxm g 5 xm=2 x4 Lo Aol fie O x = unenblicy Flein,
dy — mxm =1
dx

@epen wir vorausd, daf der binomifhe Lebrfah beveitd allgemein fiiv jeben Gelichigen Grponenten
bewiefen worben ift, fo gilt Dad gewonnene Refultat ebenfallé fiiv jeden beliebigen Srponenten.

MNun giebt fich aber Die Differentialrechnung tad Anfelien, dbafi der allgemeine Vewveid bdiefed fo
fiberaud widitigen Saged erjt durdy jie ju Stande gebradit werben fann, wnd muf jid alfe nady einem
allgemeinen Beweife ver obigen Differentialformel ofine Anwwendung bed binomifdien Theorems umfiehen

&2 fei alfo:

m
7y = xn, aljp y» = x™, baler:
nynt—l1 f]““ — mxm=1
E dx
m
..]\_. m _\:m-—l m _\J'-I—_' i m . m - =
SECA L e e — i X
dx n oyl T yn n 3 n
8) y= x—n, alfo yx» = 4, baber:
y.dxm + xndy — o
y.m,x"—!dx } xmdy = 0
dy mxm—!y m— 1
vineA e ) £ =— i mX
dx xm
b m
9) vy = x 0 qlfo yn x® = 1 hallex
_\‘r“ '-IKIII _|__ xm {I};n — 0
¥y mxm—ldx - xmpyi—=I! dy = n
m
dy myn xm—1 m ) T
— e T —— e — X = X
dx n xm yn—1 n - n

Demnady gilt obige Differentialformel audy fiir negative und qebrodhene Grponenten. Freilich
bleibt und bie Differentialrechnung den Beweid fhulbig, dafi die Formel audy fliv ivvationale und imaginaice
GErponenten vichtig bleibt, wendet aber Dennoch bdiefelbe audh in diefen FKallen an und griindet darauf rweit:
reidjende und verwidelte Sdiliiffe, die dann Haltlos in ber Luft fdwoeben.

Gnthalt der auf diefe Weife erhaltene Differentialquotient nody die variabele Grofe x, ift detfelbe
alfo eine neue Function von x, etwa f'x, fo fann man offenbar mit £(x) gany in gleidyer Meife bdie




Operation ded Differentlivend vornefimen. Jjt namlich
y =f(x) b dy = f(x)', dx
jo exBalt man dy unb x al® vaciabel, dx Bingegen al8 conftant betradytet:
didy) = f(x) . dx . dx
diddy)] = =) . dx , dx . dx u. { w.
Man begeichnet d (dy) mit d*y, d[d(dy)] mit d*y u. {. w., erhilt alfo;

|:|2}' —_ IH“: q‘]ﬂ'}-‘ —_ FHIK

dx?  odx? ik
und nennt biefe abgeleiteten Functionen Diffeventialouotienten 2eer, Jter | Orbiung, ober fagt audy
firy 2ter, Jter | Differentialquotient.

Qrans(cendenfe Functionen.
Frvandfcendente Functionen, quae vives Algebrae transseendunt, wie Reibnig fagt, Fommen in
ber fiferen Analpfid vielfady vor, 3. B der 3:1Ee_.1mEIL\,qarH‘EJJnué' / ;nr;—\\, bie transscendentes ellip-
tiques, —L/e-“' dt w f.ow. Hier fann aber jelbjtverftandlich nur von benjenigen transdfcendenten Functio-

nen bie MNebe fein, welde vorjugdweife fo Deifen und in ber Analyfis ein gewifjed Biivgervedit erwvorben
haben, namlidy Grponentialqeifien, Logarithmen und Kveidfunctionen.

Die gamye rvationale Function madt bem Mathematifer offenbar ungleidh reniger Umitante und
Sdywievigfeiten, alé jebe anbeve und ter Giebanfe liegt vaber nabe, 3 unterfuden, ob fich nidht vielleicht
jede beliebige gebrochene, iveationale ober trandicenbente Function in eine gange rationale verwanbeln [aft?
Bel diefem Verfuche wird man fich mun aber bald itberieugen, dafi, wenn biefe Tvandformation tiberhaupt
ausfiibrbar ift, eine unbeqrenste Anzabl von Gliedern jugelaffenn werben mufi, alfo eine unendlicde Neife
von ber Form:

f(x) = A 4+ Bx 4 Cx* + Dx* | ....

Lagt fidh nun £(x) in eine nady Den ganien vojiiven Potengen von x fortfdeitende Neifje ent-
widelit, fo find bie voraudgefesten Goeffictenten durdh ben befannten Sdylug: ,bie Meifie gilt fiiv jeben
Werth von x, alfo audy fiix x = o0;* {theinbar leiht su finden. Sunadit erhalte ih A = f(o):

burdy Diffeventintion :

dtlf_l:\U =B + 2Cx - 3Dx* | ... folglidh:
B df(e) ober = /(o).
dx

Turdh wieberholte Diffeventiation

d2 fx

WX S0 k9 3D

2 =2C +2.3Dx + ...

d? fx

= 2.3D

dx3 2.3D "4




i d*f(o) _ nitthie)
WMo s = e = LR
| d*f(a) t (o) :
D — r_?—:} _—ﬂxa T --1 : 23 M. 1. m.
" Ly X iy i iy i
bafer f(x) = f(o) 4 f'(o) i +-t(0) T -+ (o) {93 + ...

Dad ift nun bie beviifhmte Mac Lauvin’jhe Reibe, weldhe in ber Analvfis alé unteitgliched Uni-
verfalmittel angeboten yoird, um alle und jebe Function in eine nady Den Potengen von x fortichreitende
Meibe ju entiwideln.

Sie fieht allerdings vedyt einlabend und elegant aué; Schabe mur, baf fie und fo oft im Stidhe
lagt. Die Mac Lawrin'fdhe Neibe ift namlidy nidyt allgemein, fonbern nur unter der Borausfepung ridhtig,
baf fich f(x) in eine Neibe von Der Form

A4 Bx | COxz | ...
aufldfen [aft, wad eben erjt beriefen wwerben foll wnd einfach — nidht wabr ift.

E8 fann freilidy nidht sweifelbaft fein, bap und nidhts binbert, baf roix vielmehr in unferem vollen
Rechte jind, wenn wiv fiic £(x) die vorftehende Neibenform vovausfeben, ba fie fih body einmal alé Ddie
bequemite 1nd gefiigigite su empfehlen fheint.  Denn 13t fidy nadher bdie Avt wnd Weife, wie bie
uripritnglich vevanberliche von ben befannten ober conjtanten Grifien ber Aufgabe abgefondert werden follte,
mit anbeven Worten, lafjen fid) die vorausgefesten unbeftimmten Goefficienten A, B, C ... . finden, o ift
ja eben taburd) unjeve Vovaudfesung geredhtfertigt. E8 wird dann Alled davauf anfommen, ob die erhals
tene Neibe convergivt ober divergivt und nur im evjten Falle if bie Darftelung der Function died) eine
unendlidye MReibe méglich.  Jft die Neibe dagegen divevgent, fo levnen wir eben nichtd voeiter baraus, ald
paf fie nur unter gewiffen BVebingungen oder audy gar nidt eriftiv. Der geniale Humbug, ber mit biver:
givenben Reiben vielfach getvieben wird, ift im Gangen werthlos, und anjtatt iy Hinter hohle Rebensarten
su verjtedten, wie 3. B. |, die Meibe fei theovetifdy vidytig, aber nicht praftifdy Oraudybar®, follte man einfad
und ehrlich fagen, unter den und den Umjtinben ift die Summe ber Neibe nidt = f(x), ober fix) laft
fich micht in eine Neibe von Der Form

A4 Bx | Cx2 4
aufldfen,

Prifung der Sonvergen; der Aeifen,

Gine Reihe nennt man convergent, wenn die Summe ifirer m evjten Glieber fich einem Beftimmten
Grenzwerthe um fo melr nabert, je gréfer man n annimmt, jo bag alfo ber Mejt der Meibe immer Feiner
wird. G8 wdre fiiv die Analyiis ein grofer Foctfhritt, voenn man ein Mittel fanbe, bie Eonvergeny bev
Reiben gany allgemein beftimme und fider feftsutellen.  Ginftreilen werben wir ung befdbeiden miifjen, die
frage in jedem eimelnen Falle befonders in's Yuge su faffen.

RNur in einem eimigen Falle find wir im Stanbe, bie Frage nady ber Gonvergeny leidht und ficher
au beantrorten, namlid) bei der befannten geometrifdhen Progrefjion:

i+ x4 x4+ x34.... ininf




Die Summe fiiv n Gliedver ift befanntlid
|y Sl I
R
Soll die Meile in inf. fovigehen, fo ift m =00 u fepen. " Jft mm x <1, fo ift x® =0, 'ift bagegen

®* =1, o with'x® = Fir x < 1 ift dafer bie Summe der Reihe

B =
S st bt : | - : 4 iy o
fiit x =1 aber ijt bie Summe nidt = T fonoern wnendlid),  Auweh fivr x =1 ift bie Summe ald
ein Aggreqat unendlich vieler Einfen = wendlidy. *)
Jebe beliebige andere Neife fann man nun in Besiehung auf Convergeny und Divergens dadurdh
priifen, dafi man fie mit diefer geometvifchen Progreffion vergleicht.
(&8 fei namlich die Neibe:

a + & + g + ]f dn i’ An == 1 —I— il

=i s are e An -1 Hy -2 Ay -3
Gind bie Bechaltniffe e e i — B Wt = p,
fip A ~1-1 Ay==12
alfo immer gleich grof, dann ijt
And-1 = an P,  An--2 = A, p*.... , Daber

s=a +aFta....4+a s Faalltptp4...0.
Die eingeflammerte Reife ift aber nur ju fummiven, wenn p << {; wenn aljo in ber gegebenen
Reife dad Verhaltnif sroefer qufeinanber folgenber Giliecder fich immer mebr der Grife p nafert, o hat
Diefelbe nur bann cine enbliche 'EuusmeJ wenn p = 1.

) Dic Sade ift fo aberaus einfach, dag man gar nidt begreift, wic jonjt ribmlidit befannte Mathemarifer fid
nidyt jeheuen, gevave mif viejer Meile vie haarjivaubenditen Shlife ju Stanve ju bringen, wie 3. B,

{ 4 b + b2 4 b3 4 :I—l_b' b = 10 giebt:
{10+ 100 10004 ... = — } !
: . i ;
Der: I — b4 b*— b* 4 ... 1_—|—h ;. b=1 giebt
I— b= L i = 4!
Offenbar 1t fa pod
i — b - bt — b% = L = b aljo fir b =1
iFb — {4+b'° b
B |

1_1._|_|_1—|—___:-‘—:iurﬂ':U-

Suibe Grandi glaubt, baf aud wnendlid vielen 1 — 1 ded etwad Enblides entitehen Fonme unb witert in biefer
Meihe vic Lofung ves Mathjels ver Schavfung aus Nidts! ELeibnip jhreibt aber diefen Gegenftand an Ghr. Wolf: (Acta
Ernd. suppl. ¢ V. 1713). .Die Meibe ift fiir eine gevabe Nugahl = o, fir cine ungerabe — 1.  Bon einer unenblidien
Angabl fann man tweber jagen, baf fie gerabe, nod vaf fie ungerabe fei. Daber geficht mit bewunderungdwerther Feinheit
ver Matur bei bem Uebergange vom Gnblidhen jum Unendlidien, aud) ein Nebergang von bem Didjunctiven: ju einem Be-
fiimmien in ver Mitte pwifchen beiven Didjunctiven licgenven. Da nun Bei gwwei aleids wahrideinliden Fallen vas arithe
metifde DMittel fir bie TabrideimlidFeit ju nehmen ift, fo beobaditet audi bier pie Matur vie ;lj[.:ﬂg[ per Gheredittafeit unp
giebt vas Mittel jwifhen o unbd 1, b, i Ll

9%
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Werben ferner die BVechaltniffe immer grofer, fo baf

By4-1 = 8, P, f8p-a = A, pp’,  Ba-3 = B, pp'p" ...., Dann ift

s=2a | 8 .... 4 a1 + anl - p+pp +ppp’ ... .
Die Reibe 1 - p -+ p2. ... war blof nicht ju gebraudhen fiix p =1 ; bie Reibe L f-p+4-pp'+pp'p” . ...
hat aber in Feinem FKalle eine endlidhe Summe, ba die p wadfen, alfo =1 werden miiffen. Wenn alfo
in einer beliebigen Meife bad Werlhdltnif von awei aufeinanber folgendben ®liedern immer gréfer with, fo
bivergict Diefelbe und ift baber nidht au gebrauden. Wenn bagegen bie Verhaltniffe p,p', p" ... immer
fleiner, alfo enblidy << 1 werben, o ift pp’ <p® pp'p”’ <p®... WUljo hat i4+p4pp'+pp'p"+ ...
und bamit audy

¥ a, + a, + a, + ...
eine angebbare Summe.

Diefer Sap reidit glicdlicher Weife aud, um feftyuftellen, ob die auf irgend eine Art firr f(x)
gefunbene unenblidhe Meiffe braudibar ift, ober nidyt.

enn man mun in der Neibe

f(x) = A+ Bx | Cx* | Dx* .. ..

bie Goefficienten A, B, € ... dued ben Mac Laurin'{den Sap finben fann, fo ift Dagegen nativlich
nidhtd einguvenben; ed ijt, wie gefagt, muv ju bedbauern, baf ed in gar vielen Fallen nicht geht. Ab:
gefeBen bavon, baf ed Selbjtiberivinbung fojtet, auf Wmivegen ju eimem Jiele ju gelangen, wad Hicger
au erveichen ift,  Daf cinige Geduld baw qehort, fid) durdy ein Rabyrinth von Dipferentialformeln Hindurd
A taften, in Deffen Halbbunfel von einem Grfennen bed Gefesed, nady weldiem bie Reibe verlduft, felten
bie Mebe fein famn, — verfagt nidt felten bie Mac Laurin'fde Reibe gany unbd gar, giebt bie Eoeffis
cienten — oo ober = § w. Dgl. und beweift eben daburd) bie wvon mir verhin audgeiprodiene Anjisht, baf
fie, namlich bie Mac Lavin’fche Reibe, nidit allgemein qilt. Wenn baber die Abepten ber fogenannten
Bobeven Analnfid mit einer gemiffen Vornehmtbuerei auf bie nidt in die tiefiten Gleheinmiffe ibree Hiero-
glophen eingeweibeten Menjthenfinber Hevabfehen, wenn fie behaupten, die Darftellung ber transicendenten
Functionen burch Neifen fet nur dbuvd) Differentialvednung ausfithrbar und allgemein ju beweifen, fo mogen ed
mir bie Herven nidt fbel nehmen, wenn idy ihnen nicht Alled glaube.  Jch meine vielmehr bie Diffeventials
redhnung verfennt ihre Beftimmung, wenn fie die Enhwidelung jener trandjcenbenten Functionen ald eine ifjrer
widitigiten Aufgaben betracdhtet und ivet, wenn fie die allgemeine Lofung bdiefer Aufgabe dbuvdy den Taylor:
jhen resp. Mac Yaurin'fhen Sab qefunben ju baben bebauptet. Tie nur ein flein wenig anderd ald
gewshnlid) gehandhabte Methode ber unbeftimmten Eoefficienten fiihet gany leidht und befriebigend jum
Siele unb wiirde ber Diffeventialvedinung fogar die Miibe evfparen fonnen, bie Diffeventialquotienten ber
fraglicdhen Functionen aufjufudien. Da aber bdie Hodjgeftelite Tame bie Dienjte ifrer vermeintlihen Magd
nidht will, fo lafjen wir fie ihre Diffeventialquotienten felbft auffinden und fommen fpater auf bie Herlei:
tung Der Reiben juriid.

i s

Diffeventiation fransfcendenter Sunctionen.

Loy = log. x
Setit man bie Reibenentwidelung voraud

10g, 14-x) = M[x — §x* 4 §x* — 3x* + ....]




fo folgt augenblidlid):
CRBUED — M x bt

dx
st M
1 4=x
ober mwenn man 1 4 x =2 fest,
dlogz _ M
dz RS
unb fiir ben natirliden ¥ogarithmus:
LT e b
dx R

Da beibe gebraudyte Reifen mir filr x << 1 convergiren, fo gilt baé MRefultat junadyft nur fir x < 1.
NRun ift aber:

ceaip [RS8 ]
]tyg.\_f[x_f_i ff"(xﬂi) o S
= 2z} 2 + 3=* 4 ....]

paber dlog. x = 2dz [1 i-z'-'—i—z' + .0
; ; i (x 4 1)°
) P 3 4 o2 | i S — et |
Da hier z<<1, o it 1 | =2 f.c—l—....__f___zz i

2d x

unb dz — t_x_iT

dx :
paber dlog. x = = Wi porfer,

Ohne vie Rethenentwidelung ju fennen, findet man bas Diffevential von log. x folgendermafen :

el d log. x - 2
(&8 fei 22 = fi(x). , bann ift:
llx
d (log. x") ; n dlog. x
_____F_ E — fixny . o= — B
d (xn) nx"=1! dx
1 Ak
f(x") = —— f(x), obex:
b xn—1
o e S B e 4

©a n beliebig ift, fo barf man n audy = o feten, daburdh exbalt man:
LX) = x 7% f.
f(1) ift offenbar eine Gonftante = M, baher
dlogx _ M

fix) =l —
dx X

©etit man x =1 -}z, ferner I_—:L'}:' =1—z} 22—z ...

fo bag log.z = ?\jﬁi ~ 42—z | ...) dz

fo exfennt man, baf M ber Mobul bed Syftems fein mug.
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Gegen diefe Herleitung ift einsurenden, dafi dev Schluf, man dirfe in der Gleidung:
fex) = et ey
audy n=o fepen, nidhté weniger al8 ibevseugend ijt, wenn wir audy allenfalld die Herbeiziehung dex
Sntegralredyming entjdhulbigen wollen. *)

LRI it
Logarithmirt giebt: log. y = x log. a,
: - 1y
und Diffeventiivt: l: = dx log.a,
: dy
— | — X
alio . G log.a,
und a=e gefebt: dy = d(ex) = e* dx
.y x2 x? :
Aud ber Neifje ex =% 3 + R
folat baffelbe Mefultat unmittelbar.
3. y = sin x unb y' = cOS X.
fermt man beceitd die Reiben:
. K'_I
o e e e e e = = ——
23 T 1 3
x2 X
cosx = 1 — . s
7 PR R S
fo folgt ofine alle Limftinbe: d sin x = cos x dx
uno d cos X — —sin x dx.

N8 eine Fleine Gebuldbdprobe und alé Beweid, taff man audy auf Umiegen iiber Stod und Stein jum
Siele gelangen fann, will ich die Methobe Berfegen, wie gelebrie Yeute Diefe beiben Differentiale finben,
®em bie vbertriebene Mullenvechmung nicdht bebagt, bex mag diefe Deduction iibexfhlagen.

5t d sin x
&d fei — = ®(x)
dx
Da sin x? -} cos x®2 = {, o ijt
sinx d sinx -} cosx d ecosx = o,
d cos x sin x
Daber ——— = — ¢ x
dx CO8 X
Murt ift sin (x -} y) = sinx cosy -} cosx siny,
Daber dsin(x4y) = sinx d cosy 4 cosy d sinx 4 cosx d siny 4 siny d cosx,
T sin x
alfo @(x-4vy) d(x )= — SinX ——— cdv cory Ox dx — ——— @ox dx <4 cos 7
p(x+y) dix+4y P ¢y dyv 4 cosy @x dx = P dx f-ecosx gy dy

vy dy x dx
= CO0§(X -I ¥) 23 —— -} _¢' w g
" Cos _" COsS X

@ebt man bierin y=(n—1)x, wo n jebe beliebige Gvofic baben fann, jo ift:
08 nx @x dx 208 X =
¢(nx) d(nx) = P"}"E"I%GE{\'[ - =+ e f;:.-'-.[tﬁ'i;:}.'xi"aim b

xn

P =1 - {E i ; S , =
) Die FKormel /x dx — = it angeblicdh aud allqemcin richtig und giebl pod fur N=—0 ehwad

Faljded , nimlid 1n anjtatt log x.
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CO8 NXx -:b_.*_‘:ﬂ I (m—1) cos nx Ppn—1)x
cos X cos (n —1)x

Lo Lot (n—1) ¢(n—1)x |

cO0S DX COSX cos (n—1)x :

©efit man in biefer Gileidyung nad) dex Neibe fiiv n dbie Jahlemwerthe 2, 3, 4 ... n, fo ift:

ober nemnx) =

unb

S Tl e S WLy
cos 2x T cosx COS X
3¢ 3x _Px i 29 2x
c0s 3x ~  cosx vos 2x
dpdx _ ex' . 30 3x
cos 4x T cosx cos 3x

= =

npnx £ o w1 eme1)E
COS NX  COSX cos (n— 1)x

Avbict man, fo evgiebt fich fiir ein ganzed pofitives n bad Nefultat:

ng nx m—1) ¢ox o
S = e i ey e ober:
COs nx Cis X oS X
@ nx S F 1
cOS NX oSN :
Um ju beweijen, daf ®leichung 1L vidytig bleibt fiie jeded beliebige n, fepe man in Gleidnmg I.
@ nx L @)z, PR
cos nXx  cos{n—1)x = cosx’
; n @x n@gx
baburch echalten mwivx — i = P,
Cos X COS X

Ly
.2

a wir aljo burdy dieje Subftitution etad Ridytiges evbalten, o muf Formel I eben o gut,

L Sann L ; iy DN X
wie Formel L fiir jeben Werth von n gelten. RNebmen wir nun n=o0, fo ijt cpl — %—
COS X °
@o ijt aber offenbar eine Conftante, daher
gx — C cosx
Um ferner nod) bie Gonftante C ju beftimmen, witd folgenbermafien gejhloffen :
) ey sin x
Dp sin x = %, (o ijt e {
X
o dn sin X
une ba tg. x = x, jo ijt — T COSX
sin x : i : ]
liegt alfo gwifthen ben Grengen | und cos x ift alfo = 1 fiir x = o.
: sin x ! : : , A . sin x
3n ber Gleidning =i I = o, witd alfo o eine MWarsel fein, jo daf —— — 1 ben
X X
Sactor x — o enthalten muf. Tafer sin x = x | Px?
d sin x x2 dP
unb — — {1 4+ 2x . Px ———— = C cos x.
dx dx

Set man bievin endli x =0, jo ift C =1, folglidy:

d sin x d cos x s
=2t = cos x unh — = — sin X,

dx dx
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9Mer Fein Freund ift von foldiem Bombait, wird Die folgende Hevleitung bei weitem vorjiehern.
@8 ift, 4x = m gejebt,

sin (x -} m) = sinx cos m - cosx sinm ,
cos (x }-m) = cosx cosm — sinx sinm.
sin (x }-m) — sinx : { —cosm sin m
Dafjer : — = —sinx — COo8 X
m m m
cos (x 4 m) — cos x { — cosm s sin m
faleite st = NS N ——— - —8In X
m m m
ety : . ... Sin M
Gepen wiv hievin m unendlicdy flein ober == o, fo Ut = 2|
— OS5 m 2 sin § m? sin 4 m !
l == et — e g i b — 0
m 2.4m & m

alfo ba fliit m = o Ter Differenienguotient in den Diffeventialquotienten tibergeht,

d sinx d cos x :
= — ¢os X, Unh — cEE = — SinX
4, y=tg.x, y = coLx.
dig. x ti_r-:inx
dx COS X
unb ebenfo: diootX _ _ coseox
dx
5 y = arc sinx, y = arc cosx, y' = are tg.x, y' = are ecotx.
9us y = are sin x folgt X = sin ¥,
Y dx dy { 1
atjo: dy e b cos ¥ i v (1 “sin y?)
d arc sinx i
dx = Al —x%
Gbenfo findet man leicht:
d are cosx i
— dx BT )
Aug y = arc tg. X jolgt x = 1g. ¥,
aljo: —:: =1 | tg. y* und a7 l __|l_g.-‘_\:-'
d arc tg X {
A, | =2
und ebenfo: FiArcigoh X, . S L
d x i 4 =* -

Der merfoiirdige Jufammenhang wwifchen Logavithmen und freidfunctionen, ver fidy, jobald bie
Reifen fiix ex, sin x und cos x befanut find, fo leidst und ficher ferausditellt, witd und von dex Diffe-
ventialvedhnung , weldie diefe Reifien fier nodh ignorirt, auf folgende et begreiflidy gemadyt:
1_—|—_x L Rdx
1 —x = 1 — =

@s ift: d log
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Fun muthet man und ju, in diefer Formel fiir x u fubftituiven A/(—1) tg. @, unbefitmmert
barum, ob bie Formel in Diefem fidh jeber Svitit entiiehenden Falle vichtig bleibt oder midit. Glenug, 8
muf fein:

L+ V(=Dtg® _ 24(—1) d¢ secp? _ ,
(llﬁgl \—l}lgfb = 1_+_W——»‘\t['—!jdtp
e o 1 + V(=1 tg. Peiil St *
Dafer log B e 20V (—1) + C.
Fir @ = o wird er[mlicn o=0,
i - A(—1) ¢
balier @ = A Jng _| N=D 132 .
PN 1__ lop 2950 + V(=1 simp _ 1 |w~z¢ 1 V(—1) sin ¢]?
T 2A(—1) P cos® — A/ (—1)sme T ?\-‘{—T.} cos @* | sin @?
e \_{}_I_J lng [cos @ —|— A(—1) sin @].
Davaus folgt weiter: 5 K R cos@ + V(—1) sing)

und wern @ in — @ fbergeht: e ° YT s ® — \V(—1) sing’

Selt man n@ anfiatt @, fo ijt:

=ngAf—1) cos n® == A/(—1) sin no,

und fvenn man die ﬁ}[ﬂcbunq il jlir neen ‘JJvin., exfiebt:

einip‘y[-—il = [eos @ == A/ (—1) sinp]"

paber: (cos @ == A(— 1) sin@)" = cos n@ = A/ (—1) sin n@,
et man in Gleidung L tg. @ —= %—r o ift
= — 1_ [gn* i Mj —_ .___I'_. log = \'—_
i LV e B byvi(—1) = N(—1D & waz-|- b2y it
Daber ; log [a - by/(—1)] = log A/(a® -} b®) -} A/(—1) are tg. ;E

fo Daf alfo ber Logavithmus einer unmoglichen Grofie feine newe unmoglidie Grdfe, vielmebr von ber
Form it A 4 B v/(—1)
3y will diefe Unterfudyung nicht weiter fortfeen und ed Jebem iberlaffen, ob ifn foldie De-
Ductionen iiberseugen ober nidht. Jum Schlup und gum Beweife, wie die Meifter der Analvfid, denen
wiv dieje Betweife verbanfen, mit foldhen Formeln umfpeingen, will id) nur nod)y die Summation folgenber
Reihen Himyufiigen :
Yy = sin « | a sin (x4 9) 4 a® sin (- 2¢) -+ a® sin («a}3¢)....
Y = cosa | acos(e—| @) - a% cos(a—}2¢) | a? cos(=-}3¢) ....
XV (—1) —xA(—1) xN(—1) _—xA(—1)
Da Cos X = e e +2e_,_______..._ und sin x = e__ QV(iT_ Al
Riaeh s Gal) [l—l—ae'p MEER -+ a? SN D -+ a? oV ]
—aA (— — A A (— A (—
P l)|:1-|—a‘£= PV “-{- are PV IJI—|—£v.3e iAo ]
3
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unb ba bie: eingeflamnevten Meifien geometrifde Brogrefiionen find,
Eﬂ‘t.{—i} e—u'\,t--l]

2N e e
( .aetr}\-f 1) e A (—1)

I Siebs e =ima i) Sinb o,
— | —a(cosp} NV (—1)sing)
Tebuction :
_sinx — asin@e—9)
T 1 — 2a cosp 4 a®
cosx — a [:ﬂﬁ(u—{_p)
{—2acosp-t}at

cosa — 4/ (—1) sina
[ —a(cos@—V(—1)sing)’

und nady einer leichten

]

auf gany dbnlide Teife: y' =

Xt x= up a=1, fo wird:

sin « -} sin 2« -+ sin 32 | .in inf. = }cot }a. I
cos « | cos 22 + cos 32 4 ....inink = — |, 1.
Daé fieht recht nieblidy aus, ift aber leiber nidht wahyr.
Man fepe 3. B. in I e =0, ober ==, fo ijt
i +14+14+1....=—}% obax
S LA G L | TR =

Tiefelbe Subftitution in Gleidung 1 giebt
otodtoto...=wm

et e ] . ! e = : 1

Diefe Sonberbarfeiten itbren eben dafer, taf man vexgift, in e Summenformel {4-b-h2, ., = 1=t

muf b <"1 fein.
@8 unterliegt nativ(ich feinem Jroeifel, baf man bei ben trandfeendenten Functionen eben fo gut,

wie bei Den algebraifden einen 2ten, Jten, 4ten . | Bifferentinlquotienten juchen Fanm.

F— e y = logx y = sinx y — COSX y — are sinx
dy dy dy dy ; dy
—_—t =k — = =1 b 1' — COSX e " _ sinx _L s [1 —_%Z) L
dx dx dx dx dx
déy = dzy d?y o d?y " d2y ! n—14
B — —_—— = — X~ = ——§ X T COSX e X X=
dx® dx? d x* dx® dx?
d*y d’y d?y diy d3y 1
2 —ex s — Bx § e —= __IGOSY —— — INX = — ({-2x%) (1—=x%) 2
d x? dx3 d x3 d x? d x? (x4 )

.

Der Tanlox'[de Jehrfab.

Der Taylor'jde Lebriap, su weldem wir jept iibergehen, ift bieienige analptifhe Fovmel, Ddurd)
yweldhe f(x -} Ax) in eine nad) Den ganmgen pofitiven Potenzen von Zx fortjdreitende Reibe entwidelt
Je mebr Gewidt in der Analvfid auf diefen Sap gelegt wird, Defto mefr muf man

Dargejtellt mirb.
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bebauern, baf tros aller Miihe, welde feit dem evjten Befanntwerden deffelben in Brook Taylors Metho-
dus inerementorum im Jafre 1715 big feute die Debeutendften Mathematifer daran gefest baben, ein
allgemein befriebigender, namentlich duvd) Einfachbeit becieugender Beroeid noddy feblt.

Tanlor felbft beutet folgendenm Weg an:

Bebeutet e einer arithmetifhen’ Meibe hoherer Ordbmung y dad exjte Glieh, Ay, Ly dfy .. ..
betiglich bie eviten Gilieder Der aufeinander folgende: Differengen - Reiben, fo ift das allgemeine Glied
ber Meibe:

el 11_@;[I?H Ay + n(n ]IJEIHJ'-:—_!_] Ay
ober v als eine Finction von x betvadytet,
e A x . Ay i n.(n—1)4x* Ay T n.(mn—1) m—2). 4x° A%
) i Ax Lol o s e ke T Ax?
Denift man jich nun, baf ngx, invem Ax in'd ' Unendlidie ab, n bagegen in'é Unenblide jwmimmt,
tmmer eine contftaite Givdfe = h bleibt, jo gehen /J;: . j\\ oo liber i ::I_ r :]I \‘; AL
gleihseitiq nax, nm—1)yax®* ... in h, h* . und man exfilt:
i oy B i
- : dx dxz 1.2 dxd {3

welded Die berithmte Tavlovide Reibe ift.

Lagrange, bev Diefe Meife ald Grunblage der ganzen Differentialvedhmung und Functionentheorie
betrachtet mwiffent will, fudht fie in feiner Théorie des fonetions analytiques auf folgende vt ju beguimden:

Da f(x-+h) fiiv h--o in f(x) dfibexgeht, fo mufi die Meihe nothwendig ein von h unabhan:
giges Gilied = fi(x) enthalten:

Folglidy wivd bie NReibe fein:

fx) + Ah® B |1'G 1 C iR

R selgt Lagrange unddft, vap feiner der Grponenten «, £, v ... ein Brud) vdey eine negative Jahl
fein faun. Denn, fagt er, £x und f(x -+ h) Gaben wegen der gleidhen Functiondzeichen audy glei) viel
TWerthe, IWire mur aud nur ein Grponent 3 B. = ein Brudh, fo hatte Ax™ mehr ald einen Werth, und
f(x - h) batte alfo mehe Werthe ald f(x), weldes ungeveimt ware. Itehmen wir ferner einen Grpo:
nenten 3. B. B negativ an, fo wire fiir h =o, bad Glied B ];J.'B — oo, b B fx wire fiiv jeben TWerth
voi X unendlich, wad wieber unmoglidy ift.

Devartige Beweife find freilih mebr genial ald ehrelidy.

Wie oft fommt ed body wobl in der Analpiis vor, dafi man jwei mefhroeutige Ausdride aleichiefst
und dann unterjuchen mug, weldbe Werthe jujammen gehoven, b b. wirklich gleich find?  Und wie bamn,
wemt £(x), wie 8 bei Logarithmen wnd Kreisfunctionen in der That ber Fall ift, eine unbegrenzte Anzahl
vor Werthen Hat? Dann it dody ficher die Anzahl der Werthe von f(x - h) tros bed gebrodyenen
Grponenten nidht grifier als unendlidy. 1nd voarum folite denn nidyt B negativ fein fonnen? 68 braudh
muw nody ein yweiter Grponent negativ. ju fein, ‘dann ift ja f(x) = o — o. @6 mufi alfo sugeftanden
werden, — Yagrange Bleibe uné ben WVerpeid, dafi' die Erponenten e, B, v .. .. gange pofitive: Jahlen fein

miffen, fdulbig.
3%




Jur Bejtimmung ber Coefficienten A, B, C ... gelangt er nachy diefer Ginleitung auf folgenbem
Wege, Dber allerbings an einigen Ubgrimben vorbeifiifvt, fo baf wiv wobl thun diivften, wenigitens ein
Auge ausumadpen, um bei bem Unblicde Der Ungebeuer ber graufigen Tiefe, idy meine beim Mnblide ber
boppelt unenblidien Reiben, nidyt von einem gelinben Schwinbel ergriffen ju werden.
Man fege (h k) fiic h, fo exhalt man, blof die exfte Poteny von k beibehaltend :
fx4+h+4k = f(x) + Ah+4Bh*4Ch’>+Dht 4 .
+ [A 4 2Bh 4 3Ch*}-4Dh*4 .. ]k

-+
Sesst man dagegen x -k filr x und bebenft, daf A, B, C . ... Functionen von x find, baf alfo gleidhwie
f(x 4 k) fibergehit in fx - Ak 4 .... aud)
A - » A+Ak ...
B 5 w B4+Bk + ... u f.ow.,

jo. exhalt man:
fx4+h+4 k) = f(x) + Ah 4+ Bh® 4~ Ch® 4 Dh* } ....
+ [A 4+ A’h 4 B'h* + Ch*4 D'h*} ... ] k

IEE
und purdh Gleichiesung ber Coefficienten von k,
A + 2Bh 4 3Ch*'{ 4Dh® .... = A + A'h 4 B'h? | C'h® |+ D'h* ...,
baber: A' = 2B
B''= 3C
C'= 4D u . .
Nun ift offenbar, dap A’ aud A, B’ aud B .. .. ebenfo berivivt ift, wie A aud f(x). Begeidhnet man

alfo, wie %agrange es thut, bie erfte abgeleitete Function mit £(x), bie 2t mit £(x), de 3t mit
By o

A = fi(x)
Bi=ilAl = —i f*(x)
|
; = 1 g Y 2 L i X
C B 53 £ ()
e _l_ I 1
D= = 2_3.41 (x) A, e,
bemnady ift alfo:
= —t o o'} h L i r ]lz i | i h:‘
fxt+h) =1 + @+ +H"®0 5 + "® 55+

Sdlieflich wirb nadygemiefen, daf die fonctions dérivées nidts Anberes find ald Diffeventialquotienten.
Unbere Mathematifer gehen bei bem Beweife Ded Taylor'iden Lehirfapes von der Vovausfepung
aus, baf fidy jede Function in eine Neifie entivideln [ift von der Form:
fx)= A4 Bx } Cx2 4 Dx* ...,
eine gany Banbgreiflidh falfhe Vorausfesung, wie uné fdhon die Neibenausdriide fiir log x und cot x
lehren.
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iebev Anbere laffen vorldufig negative ober gebrodiene Grponenten su, und feten:
f) = Ax* + Bx® 4 CxT  Dx®

o baf alfo:
fox +b) = Acx + b* + Bx+hPf 4 Cx 47 4 .

—-Ax* -l wx*h -+ uiui“;” xu'ﬂh"‘—f— AR
-} B[:l(Fa -+ Bxﬁ_Lh - 'S%@:-u—l—] P + ....]
b OB+ x'h IO e

UL
= Ax" 4 BxP e re Dx% i)
F Az 4 BBxP! | 4Cx" 4 8Dx% . 1h

b oo {yAx*? + B(R- HB.&'B"'"' + (¥ 1) CxT* + 5(8---”{)1';_2 _ge
+ [ec—DE—DAX" 4 EE—1DE-DBz* + 1G—0E—9Cx . haﬁ
o :
Hier find nun die Coefficienten von h, I;l , )—h—li— ... offenbar nidyté Mnbered, als die Dif:
feventialquotienten unb wiv erfalten alfo:
dy d®y h? d3y b

e A T TR T T e L B

Diefe Herleitung fieht etwasd befriedigender aus, leibet aber dod) an bdenfelben Mangeln. Ginmal entyiehen
fich Die boppelt unenblidien Neiben in Beyichung auf Convergeny jeber Lritif, fobann ift e8 fonberbar, bap
ber Taylor'fhe Lelfirfa fid) Dad Unfeben giebt, den binomijdhen Lehrfap fitr feben Deliebigen Grponenten
beweifen ju fonnen, und body bei feiner eigenen Herleitung fich darauf fhist.
Sel bem aber, wie ifm wolle, ficdherlich wird bie Taylor'fdhe Reibe nicht unter allen Umftanben,
fonbern muy, wenn fie convergivt ju gebraudien feien. Sie ift nur bann wabr, wenn
datly hn =1 L adny hn

dxTEL A0 o midy A 2 L,
oDer _h_ = [l‘l_" LA H] :
n1 dxr ° dxeHl
unb jind aufierbem «, @, y feine gangen pofitiven Jahlen, fo muf audh h < x fein.
Ungeachtet biefer Halbleiten leitet man bdody die bereitd oben angefiibrte Mac Laurin'fhe (Stivs
ling'jdye) Meibe mit einer bemerfenswerthen Seelenvube daraus ab. Man febt x =0, wad body nidt
unter allen Umjtinben suldfiig ift, und fubftituict dann wieber x filr h.

) 2 ; 2
Ao : () =g OB s
d f(o) d*f(o) =x2

und bamn: fx = 1(o) -}

I e
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Neuere Mathematifer Haben bie iden im Beweile ded Taplorhen ebrfates vedt wobl gefliblt
and 1 ibrer theilweifen BVefeitigung mandien banfenswerthien Beitvag geliefert. Dafi e ifnen aber nicht
gelungen ift, uné anubere nicht in ben Hoben Priefterorben eingeweifiete Menfchentinder von Dev Jiahrheit
bes Tanlov'ihen Orafelfpruched yu tiberzeugen, will ich mir exlauben, dureh ein Beifpiel ju evliutern, inbem
ih Den Vewels, wie ibn einer der vorgfiglichjten Tifferentialijten giebt, mittheile. 3@ flvdyte febr, ed witd
und babei s Muthe werden, wie dem Scniler in Gdthe’s Faujr; bev bei Mephifiod Vorlefungen tbex
Whilofophie qefteht:
SStann endh midt eben vedhr verjtehen,
MMt wire ven alle pem jo bumnt,

Jle ging miv ein Drahlead tm Sopf heeim,
Junadhft foll bewiefen werden, dbaf die Swmme bev wnenblichen Meibe:

. di(x)
Hx), =l —eix -

wnter allen Umitanden eine conjtante Givdfe it Died witd allerdingd viditig fein, wenm fie differentiivt

d2f(x) x*? d®f(x) X
dx f .2 A g :

giebt. Die Differentiation ergiebt:

dy
dx
dy d2y
dx d x2 e
g2y - dty X"
1 d x? Fidx® D
diy X diy x*
dax? 2 -lrl i b

Ienn diefe Neibe convergivt, dann allerdings beben jich alle Theile weg wnd ver Sdylufi, bag

Reibe L = const, ift viditiq.  0ie denm aber, wenn die Neiffe nidht convergive, 0. 0. woenn twiv bei Dem
dkt1y k . iy . : e ks A
= - nidit verfdwoinbend flein wirb? — Gine joldhe Bajis

Lk

fitr einen allgemein fein jollenden Beweid, ift eben nicht Vevtvaren einflifend.

kien 8liepe abbredhend finben, bafi

!

dxkrl {-

E& it fernex:
h _h 1'\3

Hlxm)" = B(—1)" Brx

nin—1)..... (n—h41) ST BeRe Rt | = n!

LTS i I R R T R (n—h)! h!'

{ b I xh
baber: (4 — xn= 2_,1__1_ Pnd x
: h! (n—h)!

(]

ober ba n Bier conjtant ift:
[]_x)n i (—1h xh

n! T ST me—h)]

) X bebeutet: eine Meihe von Glicvern, veren allgemeines Gilien it ...
B:: i pen hten NBinemial - Goefficienten.
n! " Probuct ver Jahlen von L bid n.
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et man bierin x =1, fo ijt im 2Allgemeinen
, (=11
h!(n—h)!
wird. 3n diefem Falle ift (1 —=x)°* = 1, alfe aud)
= (=l =
h!(n—h)!
(&6 wive allerbings gut, wenn bie gelebrien Yeute und begreifen Delfen wollten, wad dad Prodbuct der Jahlen
port 1. bid o, ober gar von { bi8 — h Bebeuten joll? (58 wird und chnehin fhon fauer genug, of und

immer — o. Die eimzige Ausnahme ijt die, wemn n felber = o

ald 1 voviuftellen.

Im Allgemeinen ift alfe aud:
(— 1 (—ipxFk)r

Stk sy L e e
et 1 , o T R R PR Y [ TR
o A D s ol i 5 L e e M T
h! (n—h)!
Sept man in Gleidung I (xF-k) fiiv x, fo ijt:

L : . di(x+k) x4k d2f(x| k)
T o S G o / Ll . = 1.
C = f(x+4k) (x--k) s | s a2

Durd) Subtvaction von I und HL, wenn man f(x |-k) auf eine Seite bringt

(e Sl Y Ty P Y 1 L S R x4 k) defix L k)
fix4k)=1(x) | (x ik,ldh"H Fk)  (x4ke dfixk) | (k)P dEk)

dx i d x? S T d x® v
Thixiisige d x? x3  dM(x) \ '
i P A R L Y R B DN P s

Bun mitfte man ausé HL bie Tifferentialquotienten von f(x k) fuchen und in IV. ginfeden, allerdingd
eine enblofe rbeit.

&8 ift nady 1.

0= )_'-(_, _1 nxn |§"_f1" V. LB et o dh\) - f{\‘] R
n! d x» i
S D AR 1€ I L
; = n! dxor1 ! ebenio
RO T 1)
S n! dxn -2
(=X dthfx)
s “.l fi | _w;-_.ll-'-l:h VL

Gent man ferner in V. (n—1) fiix n, fo ijt:

=1 xn—=1 ! r
H— Z( (:1{]'——'1";;_ - l:!l} , ebenfo:
T s
T T (m—2)! d x"
e e e sk L] 5

dxr

(n hj!




©ept man in V. x4}k fiir x, jo ijt:
0= i UhEA R daiak k)
1. d xn
und pied von V. abgejogen:

(i EE___I:]H_‘.‘:'. d>fx b ”“H i de i k) Ebenfo

n! dxn n! dxn
o z(_i)ll—l\n—l dnl\ (__ I'ril—-]‘-\ I LJ||—| dl!f[x { kj
- (n—1)! dxs (n—1)! dxr
ek {_ I]n— \ll-—.! [I'uf’,h i l‘l_ !)II— 2 (:\ ] ]F)-,Il—'_:' dn It)\'—i—k} VIIL
(ll — 3! dx» (n—2)! d xn
(= \p:l —h gu—=h dgnfx {_ 1.:]”_ht1‘-—} L)"_l' E!Lhi k]
L |n—h)' d=x" e (n —h)! dxt =
& fommt mun davauf an, aud bdiefen Gleidungen die Grifen i -"!'kj. dﬁll‘—) d*f (x+ k)
dx d x2 d x?

w fow. au elimmiven.  Ju tem Gnbe multiplicicen wiv fammtlide Gleichungen mit den vorlaufig nody

unbeftimmten Goefjicienten g, ', g .... gh und abbiren, fo ijt:
(—)r =t g xn—h dnh A—1n—tgh (x4 k-t dof(x+ L)
AL, : .3 .

= “(n—h)! dx» =5 (n—h)! dxn ¥
©ollen Bievaus bdie Differentialquotienten won f(x -} k) verfdivinden, jo miffen die Goefficienten von
‘Ei("‘-l__l‘) = o fein,

dxll

L( i}“_l' |I.J(\‘_+L)r|—h v

aljo: = 0. phex
hl—ll
L 1"“ ~ {_ “I: [«\ L]I'I— h gflll e
(n—h)!
Rergleichen wiv biefed mit Formel H. und jetten beived gleich, fv evhalten wiv:
arl v} '\l |- k}h [
2 “h! %,

enn man aljp dem g bdiefen Werth beilegt, fo fallen fammtlicdhe Gilieder bed jwebten Theiled
in IX. weq, mit Ausnahme derienigen Giliever, weldye man echalt, wenn n— o gefelt witb. Da nun
aber h nidht groper ald n fein barf, jo ift fiix n = o aud) h = o; bad correfpondivende g ijt alfo

p i (1] i
%.I.B} = 1 imb g ”"j—k} — f(x 4+ k). Alfo wird aud Gleichung I1X.

A 'iL I l}n—h {-" _I_ k:]h -\|1—JI ‘-_'Itl i X
o Sl e e e

n

; diifx o
Der Eoefficient von e ift aljo:

( _1)n—h (-\ i k}h xi=h ¥
2 ra—mr o Wh=e 1,2, ..

f'hlh l]‘t (Z-— x‘j“ —_— Blnl 'd,l' (—'l\‘:'ll-—h
n!

—_ z h!_(mT zll f:—_‘(:l“— h
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und fet man z = x + k, fo ift
ke — 3 B &K (—x)—b

= Rl ne 1.)"_ ober
he _ 5 (x4 k) (—x)n
TR Y T R

n

il dofx.l, ]
Mithin ijt der Goefficient von —t nichtd weiter alg kr ;
d xno n!

Bafiet PR Ry .‘.‘_': ”d_f“ i,
f 3
fgy s ) up BB gl (ki AHI0D) kY o

lﬁtﬂ\urnﬂlr[l glaubt ber DMenfdh, wenn er nur Worte Hort,
&8 miifie ftdy babet body aud) wag benfen Laffen !

Allein bei diefer Haufimg jdhwer ober gar unverdaulicher Formeln modhte o8 wobl ju entithulbigen fein,
wenn Giner und der Andere an bad Heren- Einmaleing in Gothe'd Fauft erinnect wird. Der Belehrung
Sudyenbe bewunbert jwar den Scharfiinn bed Lehrmeifters, ift aber nidyt im Stanbe, iBm u folgen auf
bem Drafitfeile 1iber ben Ubgrumd Ded — Midhtd und wir biefen ed ihm alfo nidit verbenfen, wemn er ju
einem Drvafel Fein vechted BVevtvauen hat, dad auf falichen BVorausfebungen bafivt, ftatt fih um Gonvergens
unb Divergen; ju fimmern, und einigen Hocus Pocus vormadyt und mit einer wafiren Stinbfluth unend-
lidy vieler unendlich langer Meifen tberfdwemmi!

Wenn wir nun bei Functionen mit einex verdndbeclidhen Grdfe fhon mit einigem Mifitvauen an
ben Taylor’fhen Sab Hevangetreten find, o werben wir und nody viel weniger befriebigt fiihlen, wenn ex
auf swei Beranberlidie angervenbet werden foll und begniigen und dafer mit folgender furjen Andeutung:

Bon el von einanber unabhingigen BVaviabeln x und y ift x in Beylehung auf y unb y in
Vegiehung auf x ald conftant ju betradyten. Jeh fanm alfo in v = f(x, w) juerft x in x4k und bann
u in u-} h tiber gehen laffen, ober umgefefrt.

Dadurd) evbalte idy:

T z z 3
yl =y SRl R

i =PI R
dy d?y
2} duh_i_dx‘ﬂuh.k--{e,...
dz-l‘.- h»
2 du? 2

E{ und :—i nennt man partielle Difeventialquotienten und man (bevseugt fid) leidht, daf bad vollftanbige

Differential von vy aud der Summe Der partiellen Diffexentiale befteht.
Man deidt died folgendermafen aud:

£3) dx+(g_§) du. ;

Soll man alfo eine Junction mit el vecinderlidhen Gvéfen vollftandig differentiiren, fo muf
man biefelbe erft in Besiehung auf die eine, bann in Bejiebung auf bie anbeve diffeventiicen und die
Refultate abbiven.

dy:

e
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