e

Ueber abwickelbare Flidyen und HKurven doppelter Hritmmung.

& 1,

Worbereitende Bemerkungen und Formeln,

%cml eine gerave Tinie fich im Naume fo bewegt, Daff durdh je zwei unendlich nabe Lagen
Derfelben fidh ftets eine Glene Dinduvchlegen [aft, fo Deifit die von ihr Defdhviebene Flide eine
abwidelbare Flide, weil fie die Gigenjdhaft Lejist, fih in ein und diefelbe Ebene ausbreiten Fu
laffen, obne vaf bie Gréfe der etngeluen Fladenclemente eine Wenberung evleibet oder ihr Ju-
jantmenbang anfgehoben wird., Sind je zwel unendlih nabe bder gevaden Grzenqugslinien, unb
folglidy alle, einanber pavallel, jo ift die Flide cine Eylinderfladie; fie ift eine Segeljliche, vwemn
alle Grzeumumgslinien fich in ein und demfelben Puncte fdhneiven. JIm Allgemeinen aber wird,
wilhrend vie Gevabe fid) bewegt, ihr jedesnaliger Duvchjchnittspunct mit der mendlich mnahen
Qage eine Smve tm Raume befdhreiben. Diefe Kuvve, weldhe aud) als die Umbitlhugslinie aller
gevaben Grzengungslinien anfgefafit werden famn, heift die Wendmngsturve der abmidelbaven Flide.
G8 follen sunichit vie Puncte einer beliebigen abwicfelbaven Flache fo durdy Coovdinaten Leftimmt
werben, wic e fiiv tie Bebandlung ver folgenden Anfgaben am wedmigigiten erfcheint,

Gs feien bie vedtwinfligen Goovdinaten £ u, £ eues Puncted ber Wenbungsturve afg
Suctionen ciner umabhingigen Vevinderlichen e gegeben vermdge der Gleichungen:

1) &= g, n= v, &= %<,
und unter e mige ber Ginfadiheit wegen der Vogen der Kurve verftanben werben, gevedhnet von
einemt Beftimanten Puncte aus und pofitiv genonumen nady einer bejtimmten Richtung, negativ nad
ver entgegengefesten. Die Tangente ver Kurve im  Puncte (& #, &), nad) ber Seite hin ge-
soaen, nach welder der Bogen wichjt, bifbet mit ben pofitiven Jtichtumgen ber Coordinatenagen
Winkel, teren Cofinus vefp. gleich find:
g'(e), '), ;(e).
Muf diefer Tangente trage man eine Strede r ab und nemre x, y, z bie Coorbinaten ded Gud-
punctes, weldher uothwendiy auf ver abwidelbaven Fliche liegt. Die Projectionen vou r auf bie
Ayen find einerfeits gleich:
X — r}’{:rz:h Y= l,."(l’.f)_, z — ,:«;:]rr:)J
und anbeverfeits gleich
rg'(ee), ry'ler), vi'le).




Daber hat man bie Gleihungen:
x = g(a)try'(e)
2.) y = yle)t+ry'(e)
2 = y(e)try'(e).

Qifit man Dierin e ben Bogen der Wenvungsfurve durdhlanfen und r alle Werthe von
0 Dis oo annebmen, fo erhilt man alle Puncte des eimen von ben Dbeiben Theilen, in welche bie
abwidtelbave Flache durd) die Wendungsfurve getheilt wixd, Um die Puncte ded audeven Theiles
su erhalten, Datte man bie Streden r auf benjenigen Ridhhungen der Tangenten abtragen miiffer,
welde mit den Azen Winfel bilben, beren Cofinus refp. gleih — ¢'(e), — v'(e), — 4'(e)
finp, Dian wird alfo durch die Gleihungen (2.) fimmtliche Puncte der abwidelbaren Flide
erjchdpfen, wenn man darin v aud) alle mglichen negativen LWerthe ertheilt. Wir wollen ben
Theil per Fldde, weldher negativen Werthen be§ r entfpricht, ben negativen nemten, zur Unters
fpeibung von bem anbern, weldher ber pofitive beiffen mag.

Betradptet man r ald eine Function von e und Gt mm e fid dubern, fo durdyliuft
ber Punct, vefjen verinverlidhe Goordinaten x, y, z finb, ecine Kurve auf der abwidelbaren Flidye,
Bn Begug auf ven Bogen s biefer Kurve darf man Feftfesen, bafi er jtets jugleih mit « Fu-
ober abuehme. Den verinderlidhen Winfel, welchen die Furve in der Richtung, n welder hr
Bogen widyjt, fucceffive mit ben gevaben Grzeugungslinien der Flache, und ywar it deren poji=
tiven Micdhtungen, bilvet, yoollen wir mit & begeichnen, und fiiv denfelben einen Angorud durd) r
wnd e fudben.  Bu dem Bwede fubftituiren wir fiir die Wendbungsfurve ein Polpgon mif nnends
lidh fleinen Seiten MM, M,. (Fig. 1.), und ftatt der auf der Flide, (wir wollen anmebmen, ouf
ibrem pofitiven Theile), vergeidhneten Sturve ein Polpgon PP,P, . . Damn ift:

BWinkel P,PQ = &, P,PM, = »— 9, MM, = de, MP =,
M,P = 1r—de, M,P, = r4dr, PP, = s,

Liegeichuet man nody ven unendlich Heinen Winkel PM P, durd) 7, fo erbilt man aus

pem Dveicd PM, P, :

r—da = —ds cosd | (r-dr)cosr
ds sing = (r-dr) sinr,
und Dieraug, ivenn man bie unendlic) Heinen Grifen weiter Orbuung vernachlafjigt, alfo cosr
= 1, sing = 7 fedt: '
cosd = dr+df. T o s
ds 1 : d

um ift 7 ber Gontingengwinfel ber Wendungsfurve fitr den Punct M.  Nennt  man baber o

pon Striimmumgshalbmefier drefer Stuvee in M, fo ift:

T dﬂ' =
— = — ober; g = — po].
L : (o $oi.)
Eomit gelten fiiv cosd, sin%, cold die uspriife:
: dr—-
(3.) coEd = e
ds

(4.) sing = e
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(5.) cot F = & dr:_d“
r e s
und nady einer Gefannten Formel ift:

6) 7=V (0" + @9 + (.

LWendet man biefelbe Tﬁcfmd}tnnj auf eine Rurve an, bie bem negativen Theile ber Fldche
angehirt, jo findet man obne Mitbe, Paf zwar die Gleidhung (3.) unverindert bleibt, aber ben
rechten Seiten ber Gleidhungen (4.) und (5.) bag negative Borzeidyen bnqurcrgm ift. Man faun
inbeffen alle brei Gleidungen aud) fiiv ben negativen Eheil ber Flade in unverinderter Form
Dermen, wenn man den Winkel J, ber bidher durdhiveg bdurdy einen Bogen wifdhen o md 5
gemeffen tourbe, auf bdicfem Theile durd) einen Wogen mifit, der gwifdhen o wnb —= enthalten ift.

§. 2.

Beftimmnng der Rurven, welde die Tangenten der Wendungskurve nad) einem
gegebenen Gefele durd)fchneiden.

E8 migen bie Kurven gefudit werben, fiiv weldhe der Winkel F in irgend einem Puncte
eine gegebene Function der Coordinaten e correfpondivenden Puncted auf ver Wendbunaskurve
und beshalb mittelbar eine gegebeme Function bes ‘Hoqmé e ift. Die Gleidung (5.) ift die
Differentialgleichung biefer Surven. Schreibt man bdiefelbe in ber Form:

dr+de = r cot ¢ e
o
fo erfeunt man davin eine finedre Differentialgleichung E‘rﬁcr Oronung. Um biefelbe ju integri-
ven, fefie man nad)y ber gewdhulichen Methove: r = uv, fo wird

udv+vdu-Fde = uveol &(E

) @
und biefe Gleidung fann man gerlegen in bie beiven folgenben:

vdu-f-de = 0
dv = v col .’}df_,
(4
Aus ver legteren folgt: /‘“ diz .
. oti+—
Yi—.B0 o
und darauj aus dev eriteren:
4 {lrc
" o [ d{'{e_l L(}tl&'

worin ¢ eine willfivliche Conftante. “J?.m hat alfo:

dec |
[ "'j—n j dirn ——[ u}[-')‘ e i

1]
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mid es fendhtet cin, daf ¢ ben Werth bed r fiiv @ — o bedentet Sett man pen Ausvrud bes
rin tie Gleidumgen (2.) ein, fo erhilt man vie vechtwinfligen Coorbinaten bev gejuditen Surve
alg Fumctionen bed Bogend .

1 St die Gotangente des Winfels F proportional dem Sviinmungshalburejfer, d. h. tjt:

cot 9 = £
- ¥ ar
fo liefert tie Gleicdumg (7.): o
r = at(c—a)e?
9timmt man insbefondae ¢ = a, fo wird r = a, und wmgelehrt, wem r = = ift, fo
it col ¢ = £, was audy wnmittelbar aus Gleidhung (5.) exbelit. Hicvaus exgiebt fidy leiht bex

|
folgenbe Sat:

Trigt man auf ven Tangenten irgend einer furve Stiide von conftans
ter Qdnge a ab und gieht von ben Eudbpuncten gerabe Linien mad ben u ben
entfpredenden BVerviihrungspuncten gehdrigen Sriimmungsmittelpuncten, fo
ftehen diefe Cinien normal anf der durdy bdie Eubpuncte der Tangenten be-
ftimmten Surve )

9. Grtbeilt man & einen conftanten Werth &, fo giebt die Gleichung (7.) bdie Suvven,
weldhe bie geraden Gryengungslinien einer abwidfelbaven Flide nnter conftantem Winlel
ervchjchneiben.®) Fiiv ben Bogen s diefer Kurven erfilt man vevmige (3.) den einjachen Ansdrud:

(8) 6= — (r—cta),
cos &
wobet e burdy pie Sntegration eingefiibrte Gonftante o beftummt ift, paft s = o fiir @ = o.
Da e pon intel sweier Nachbartangenten dev LWenbungsfurve bebeutet, fo iff, wemn bieje
0

Surve L‘[‘L‘Il\iﬁ unp in ver Gbene per XY liegt:
de dy | e
25 =1 d.aretefl "N — - d m"lﬂ‘(—-
0 g g(dg) = W3 ?““)

affo s de . (e ?
) = = ) arclg (%”) -+ Const,
fo paft in tiefem Falle die Vevehmumg ven r mw von der Ansfithrung einer eingigen Vinadra-
tur abhangt.
3. Oft ter conftante Tintel « ingbefonbere ein NRedier, affo cote = o, fo Wwird:
{9.) r = c—uo

Die redytwinfligen ’E'rajcﬁrv'ricn per Tangenten ter LWenvungshinve fifunen alfo
purdy ben Cndbpunct cines Fabens von conflanter Ldnge o Defdhricben werben, twelder auf bie
Sarve auf- over von ihr abgewidelt wivd, tvihrend ev fie Gejtanbig DLeviibrt, Wenn man aljo
fiir ¢ ven Werth c—e in bie Gleihnngen (2.) einfet, o {tellen piefe bie Guvolventen irgend
ciner gegebenen Surbe im NRaume var.

#)  Diefe Huvven fint ven Meling im adien Tanbe yon Cipuville's Sournal auf anberem Wege beflimmt worbes.




Yeber dis kiivseflen Linien auf abwickelbaven Flidyen.

Die Gleichungen der Hireften Linien auf abwidelbaren Fliden find, fovicl miv Dbefarmt,
jueeft von Minbding anfgeftellt worden,®) tocldher jedoch nicht die Methoden ansgeinanerfest,
weldhe von ihm ju ihrer Derleiting Genugt find.  Deshalb viirfte die folgende LEjung bicfer Jo-
wobl an fidy tntereffonten af8 auch mandher Unmwendungen fibigen Aufgabe nicht iiberfliiffig ettt

Wir Getradhten wicver ftatt ber Wendumgsburve ein Polygon MM, M, . . b jtatt ber
Fitvgeften Linie ein Polygon PP, P, . . Dreht man den Theil . . M MM, P PP, . .. Des
Polyeders, durd) weldhes man fich die abwidelbave Flahe erfept denkt, nur bie Aye M, P, bis
pie Ebene P,M,P, in biefelbe Gbene mit P M, P fillt; dreht man bavauf den Theil .. MM,
PP, . . um bie Are M,P,, Gis audh P,M,P, in derfelben Gbene mit P, M,P fiegt, uud fo
fart, jo toird dag Pelyeder in eine cingige Ehene ausgebreitet. Dem Polpgon MM M, . . ent-
foridht ein cbenes Polpgonw MM M, . . (Fig. 24) wit eben o grofen Seiten und gleicher Nei-
gy gveier Nadybavfeiten, und frgend welchen Polngonen, mweldye man jwijchen zhoel feften Puncten
auf dem Polpever ieht, entjpredpen in der Ebene Polpgone wifchen jiwvet entfprechenden Puncten,
weldhe mit” jenen Dbegitglich aleiche Linge baben, und bie Berlingerimgen bex Seitenr bed Polpgons
MM, 'M LY . . vefp. unter den gleichen TWinkeln duechhueiven, wie jene bdie Katen des Polyeders.
Die fiivgefte Linie PP, P, verwandelt fich aljo bei der Abwicthumg in eine Gevave PP P, . .
und ed it :

Winkel QPP =8, OlJPIJPQ.‘ = 1 9-4-di, P'I“],JI:'.J =T,
wibrend & b 7 bie friibere Beveutung haben, Man exhilt alfo aus Fig. 2':

g/ gdiay’ Vg Wi ln 20l e
@
ud folglich ift, wen 9 = &, fiir ¢ = o:

(10) 9 = 9— %%
“o 0.
Da jept F als Function von e Gefumt ift, fo Founte man ben Werth von r aus ber allge
meinen Formel (7.) ableiten.  Dlan Genutt aber noch einfacher unmitteldar die Differentialglei-
chung (5.), welche jept bie Fovm annimmt:

drtde = —reot 9dd,
nbers drsin&-frcos3d¥ = —desin?,
obex: d(rsiné) = —desin&.

Ontegrivt man unb begeichnet durdy r, ben Werth bes r fiiv @ = o, fo Wwirh:
(11,) rsind = rusin.‘}n—]“dasin&.

u .
Bermige (10.) wnd (11.) find & wnd r befannt, und die Gleichungen (2.) geben nun wicber bie
Ausdpriide ver rvediwinfligen Eoorbinaten burd) e,

®)  Beifrdge jur Theorie ber firgefen Linien auj Frummen Fliden, Grelle’s Jowmal Band 20,




1 die Surven ju rectificiven, gebe man aus von der Gleichung (4.), aus weldher fich ergiebt:

T d9 d4
deit—A do o om0 g S
sin & 0 sin & sin?d
ober: ds = rsindd( coli?).

Hieraud crhilt man purdy theilweife Integration:
§ = rsindcold— cnl;}fl(rsin&)*f"(},
ober biehnehr, ba d(rsin®) = —desind ift:
§ = rcnsn'}—i—jducns&-}ﬂ.
Beftimmt man die Conftante C jo, baf s = o fiir ¢ = o, fo Wwith:

(12.) s = rcos§—r,cosd,+ “clrecos&.
Bet ber Anwenbung der exhaltewen Fovmeln Bieten fih einige Gigenthiimlichleiten bdar,
teldhe jest fury Geriibrt merben ]uﬂcn Nimmt man g, = o an, fo erhilt man fiiv jeded r,

aus (11.) mit Riicficht auf (10.):
1 i “ iy e o
(11a.) rsm/ 7 /‘ dresm/

0

Divibirt man beibe Seiten biefer Gi[euf;ultq buu*'l) ben Tnctm son r, fo bat der fidh er-
gebende Werth vorr r, wie feidt zu feben, fiir ein unendlich Fleines pofitived ober negatives «
etnent unenbdlich f[cmen negativen o‘DLr pofitiven Werth, und der Werth des & hat Ecjitq[idp bafjelbe
Reihen mit dem von r.  Daber erhilt man auf diefe Weife eine theild auf bem pojitiven, theild
auf vem mnegativen Theile der Flade liegenbe und bie Wenbungshurve am l[t‘["clﬂ-.‘tllﬂﬁpliltdc Be-
vitbrenve fiivgefte Cinie. Diefelbe gebt nicht durd) den Puuct, bdefjen Coorbinaten « = o, r =
r, find, indem bielmehr r = o witd filr « — o. Allein die Gleidhung (11a.) wird audy be-
friebigt, wenn man fept: ¢ = o fiir jebes rj wnp biefer Anfléfung, weldhe, wemn.r, bvou o
verfdyicoen, bie einaig ftatt{m[tt ift, entjpricht eine gerade Gryenugungslinie dber abwidelbaven Flide.

Wir wollen fest annehnen, ef fei &, von Null verfdjicden und zwar pofitiv. Wenn
¢, indem ¢8 widyft, einen jolden Werth erveicht, dafp ¢ verfdwinvet, fo wird vermége (11.) r
— oo, und wenn e fortjibrt e wadfen, jo wird F negativ uneublich Hein wnd r = —co,
fo Paf man auf ven beiven Theilen ber Fliche gwei gujammengehirige Kurvengiveige erhilt, welde
bie entgegengejesten f}"idyhuljeu berfelben gevaben Gry euqungﬁ[iuit s Afpmptoten Haben.*)

@Es ift aber nodh ein anbever lebergang von bem pofitiven nady demt negativen Theile
ber Fliche midglidh; penn e8 fann r and) negativ werben, inbem s ‘onrd} Null qubmrbgtf;t Da
nun bie fﬁLliﬁc bed ¢, welde jidh aus (10.) ergeben, norf; febr woll pofitiv Jein funen, wibh-
rend bie au§ (11.) flicRenben von r jdhou negativ find, fo gevathen wir ywar mit unferer oben
gemadyten Feftiepung, daf & und r ftetd einerlei Beidhen Bhaben follten, in einen Wiberfprud,
Allein piefer ift nur feinbar. Demn eliminivt man ¢ aus (10.) und (11.), fo erhilt man bie
Geichng :

*#)  Der Ubftant ber Hirjeten Pinle von ver Erjeugunaslimie fiir unendlid entfernte Puructe ift fbriang im Hlges
meinen enblid.  DTie wabre Afpmptete it eine ver Evyengungslinie parallele Gerade, veren Gleidungen fid allgemein nady ben
geodbntidgen Methoven befrimmen lafjen.
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teldhe fiir v ftetd veclle Wevthe gicht, und wemn man filv v unbd dr ibre hicraus folgenven Werthe
i (5.) einfept, fo ergiebt fich fiiv bem Winkel &, unter weldhem bie durch (11%) bdavgeftellte
Rurve die gevaben Crzengungélinien durdhjdueidet, ftets:

: lex
107, t 9= cot(9.— [*1%
( z] co co ( ] /D O) r i]ﬂ

fo baf die Surve nod) imimer ber davacteriftijdhen (’fi,‘geuhﬁnft‘ber Eiivseften Qinten: d9 = S
gemiigt.  Jur muf man fiiv ¢ auf vem negativen Theile ber Flide aus (10°) ben negativen
LWerth siehen:

9 = 3.0__‘/:?{]: G

o L)
Der Winfel & erleidet alfo  bei bem Uebergange wvon bem pofitiven auf den negativen
Zheil ber Fldcdhe eine ploslidhe Aenberung wm —zx, ober dle Kurve Hat an der Uebergangsitelle
eine Spige.  llgemein, bie Gleihung(11%) farm eine endliche ober unendlidhy grofe Anzabl von
Kuvvenziveigen, weldhe im geometrifhen Simne alle ald sufammengebsrig betradtet werben miif-
few, bavftellen, und ber Winfel I ift fitr jeden befonberen Sweig zu beftinmen duvdy vie Gleichung:
7= .in__Jﬁ d—w'—‘nﬂ,
0.

fuorin bie gange Babl n jedesmal fo ju wiblen ift, taf & gwifden o mnd 7 fiegt auf vem po-

fitiven wnd gwifdhen o und —= auf dem negativen Theil ter Fliche.

Goll bie Fivejte Linie anfer durdy ben Punct A mit ben Coorvinaten o, r, nod) durd
einen audeven B mit ben Goorbinaten e, r, geben, o mufp vie Gleidung (114) nody riditig
Bleiben, wenn wman r, ftatt r fdreilbt und e, ftatt @ in ben oberen Grenjen ber Deiven exjten
Sutegralzeichen.  Jnbem ntan F; aud diefen beiden Gleichungen eliminict, was offenbar allgemein
gefchehen Faun, inbem man bie aus Dbetven Ileicht beftimmbaren Ausdriide von tg¥, cinander
gleich fett, fo erbalt man die Gleidung bder gefudbten Hivzeften Cinte. Allein anf diefer Fann
man, felbjt wenn A wund B beide demfefben, 3. B. bem pojitiven Theile ver Flade angehiren,
mir bamn auf dem wivklich Fiivseften Wege von A nady B gelangen, wenn r, twibrend e von o big
ay fidh anbert, nicht burdy Null hinduvchgebt; benn bann twiivve bie Kurve, invem fie eine plip-
lidhe Wenvung madit, anf den negativen Theil ver Fliche iibergehen und Fonute nur durcdhs Un-
enbliche bindurd) auf ben pofitiven zuriicfebren, fo daf der befdhricbene Weg umendlich fang wire.
Liegen 5. B. A und B beive auf ver Wenbungshurve, fo zeigt fdhon die blofe Anfdhammg, daf
um Allgemeinen ver Bogen AB biefer Kuvve ber wirflich Hivzefte Weg anf ber Fliche won A
mad)y B ift; und bievaus tird man fdyliecfen, daf in bem allgemeineven Falle der Fiivzefte Weg
aud ciner Hivgejten Linic, eimer geraben Grgengungsfinie, wmd civem zwifhen ibnen entbaltenen
und fie beriihrenven Vogen ber Wenbungsfurve gufommengefest fein famn, Liegen A wd B auf
verfdhiedenen Theilen dev Flade, fo muff wegen ber beim ebergange von dem einen anf den
anberen nothivendig ftattfinbenden Discontinuitit in ber Richtung desd 3u durdylanfenven Weges cin an-
beres Verfabren circefdlagen werren. Dan mf in dicfem Falle anf ber Wenbungshirve einen Punct
X fuchen, fo bafy bie Summe der Hivgeften Linien AX+BX ein Minimum ift. Wenn von be-
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fen Beivent Linterr, weldhe die durch X gebende Eviengungslinie unter aleichen (unb entgegengefets=
ten) Winfeln vurdhfdhneiven werben, (wie ber cinfallende und vejleftivte Lidptftrabl Dei cinem Spie-
gel), feine dic Wendungsturve nody gumr hweiten Male trifft, fo ijt ibre Summe ver wirflid
fiivzelte Weyg; im entgegengefesten Falle aber wivbe bas Jejultat wicver tllujorijch werden, wund
ber Bogen der Wendungskure ju Hiilfe gu nebhuten fein.

T wird die bier angeventeton Frages in dem befonbeven Falle leicht pol(ftindig burch
Rechrumg [Slen, wemn die Wenbungshuwve cie fuvve bou conftanter Sviimmmg (v, h. o con-
ftant) ijt, affo 3. B. wenn fie cine Schraubenfinie ijt; und man wird u pemjelben Biele nodh
leichter gelangen, wenn man die Flidhe in eine Ebene ausbreitet, wobet {ich die Wenvungshurbe
it efnen Sreis verwaudelt; an der Ghene muf man hierbet wel Seiten wnterfdheiven, bderen eine
woit bent pofitiven, bie anbere, gleichfam bie Iiidfeite, von dem negativen Theile der Flade
fibervedt wird. Daburdy wird bie Aufgabe anf dic jolgende vepucict:  Auf eier Gbene, bon
welder cin Freisférmiges Stitd abgegrenyt ift, bon einem Puncte nach einent anveren auj verjelben
ober ber anderen Seite ver Gbeue auf dem Hivyeften LWege yu gelangen, obue in tas Inunere ber
Sreisfliche eingubringen, und obue von der cinen auf dic andere Seite vev Ehene anvers als burcdh
bie Puncte der Kreisperipherie hinbdurch ifibergehen yu biivfen.

Die Aufgabe ves folgenden Paragrapben faun dagn bienen, wm die Fraqe nady pem Fiivs
seftenr Wege pwifchen Puneten anf abmidelbaven Flachen allgemein auf die analoge guviictzufiifren
fiiv cbene Flichenftiicte, die auf Gefanute Weife Legrent find.

8. 4.

Anwemdung auf die Beftimmung der Hurve, in weldye fidy die Wendungshurve bet der
Sbwicklung der Flidye verwandelt.

Auf per abiwicdelbaren Fliche fei eine Fiivgejte Linie gezetchuet, bvon weldher angenonuen
werdent mag, dafi fie bie durdy ben nfangspunct des Bogens gebenve Grzengungslinie rechtiwink-
fig durchichneive. Wi wollen s jost die Fliche in cine Chene auggebreitet benfenn und goar
ber Ginfachbeit wegent fo, daf bie fiivsefte Linie mit ber Are OU unp die ermibhute Criengungs-
finie mit ber bavauj jenfrechten OV jufamumenfillt. (Fig. 3.) Damn ift OA = ¢ vas friibere
ry, feter OF = u ub MF = v bie rechiwintligen Goordinaten cines Puncted M der abge-
wicelten Wenbungsfnrve, und wemn man an diefe die Tangente MG sieht, o ift MG = r, 0G

s, wibrend r und s vermige (11.) mwnd (12.), worin &, = 1 s fepgen, al8 Functionen
bes Bogens e der Wenbungskurve gegebert wevden, ver mit AM gleiche Linge hat, WVean Hat alfo:
8§ —f, —i1c0s3d, Y =, rsing,

ober wielebr:
(13.) ‘u= [“slasin(/ad_g], v =10 ———/adrrcns{/wfl—a ’
| o Sl o 0 &

Die Ableitung viefer Fovmeln Tam v innerhalb jolder Grongen von @ al8 ftreng be-
trachtet twerden, gwifdhen welden r heder wiendlich wird nech verfhwindet, weil es nod nicht als
feftitehend Detrachtet werben Eamu, baf die twrd) (11.) Ddavgejtellten Survenpveige  bet ber Ab-
wicthmg  ber Flade alle viefelbe; Sevave OU Bedecken, uud weil, anch biefed angenomumen, bie
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allgenteine Anwendbarfeit der Gleihung (12.) gewiffe bisher nidht gemadite Conventionen nithis
madpen wiivde.  Allein aug (13.) folgt gunidhft:
du?+dvi=de?,
fo baf pas Bogenmelement bev Kuvve (13.) gleidh ift dem entprechenven bder Wenbungshuroe ;
und ferner erhilt man baraus :
du d2v dy d2u _ 1
de de?®  de de? o’

MWegen der Bebentung ber linfen Seite viefer Gleichung wund wegen  des ftets pofitiven
Werthes ber rechten bat alfo die SKuvve (13.) fiiv jedes e ftets biefelbe Kriimmumg, wie die
Wendungshurve . dent entjprechenven Puncte, b fie bleibt, coutinmuivlich durdhlanfen, ftets in
cinerlei St conver, Wenn alfo ¢ durchiveg endlich ift, fo ift bdie Jventitdt ber Fnve (13.)
ntit ver abgewidelten Wendungsfurve fiiv jedes e verifisivt. Wen aber ¢ fitr elnen gewifjen
PBunet per Wenbungsturve wiendlich wivd und biefe hier einen Wendbepunct hat, fo Fann man e§
bei per Abwidhmg ver Fliache nach Belicben fo einvidyten, daf bdie entfpredhende ebeme Kurve einen
‘““ubcpimd bat ober midht, obne daf in demr einen ober bem anbderen Falle eine Unterbredyung
i ber Stetigheit ber Stvitmmung eintritt. IS0 man, daf die Gleichung (18.) cine chene Hurve
mit einem Wenbepuncte davjtelle, wemn die Kuvve doppelter Kriinmuntg eiven Jolden Dhat, o muf
man bavin o, nadybem e8 mnendlidhy geworden, das Heiden wedieln lafjen.

Man Lo jeit aud) leicht fiiv jebe anbere Surve auf ber abwidelbaven Fliche bie ifr
entfprechende in ber Ehene finben. Denn ef feien bie Gleidhungen (2.), worin r cine gegebene
Fuuction von e, bie Gleichungen jener Kurve, fo wird man die entfprecdhenve ebene Kurve exhal
ten, wenn man die Streden r anf ben Tangenten ber Kurve (13.) abrigt. Fiiv die Coorbinaten
X, Y frgend cines ber Gubpuncte hat man aber uﬁcuﬁar:

(14.) X = u- |-1[Jlll Y= v :"l{:—v
des

Wenn: man alfo aug diefen I*w.m Gileicdungen, nadpem man fiiv v wnd v aus (13.)
ibre Werthe eingefest Gat, @ eliminivt, fo erhilt man die Gleidung ver gefudbten Furve in vedt-
winfligen Coorbinaten.  Dicfe Climination fiihet 3. B. fiiv bie Hivzeften Linien, bel denen r ver-
mige (11%) bon e abhingt, fiiv ja?:us e auf:

Xeos$ +Ysing, = (c—r,)sind,,
alfo auf die Gleidumyg einer und 'L*u}LIbm (‘hua‘mt fiir alle burd) (11%) bt‘tl-],tﬁ?[[h.h Sirbeniveige.
E3 fett bies nmur voraus, dak o i (13.) durchweg diefelbe Beveutung bat, wie wn (11%) b. b
baf ¢§ jtets ben Abfolutwerth LLﬁ ,Su,unnunu.'ﬂ,-L rapins l‘L‘SLlLIﬁl[Lf bie abgewidelte Surve ffl‘ feinen

Wendepunct hat.  Jft aber 0 =0, 3. B. fiiv @« = o, und will man der ebenen Kurve einen
:Tmmnputltf geben, o famn man bm‘ exveichenr, tndemt man fiiv mqﬂtme e in (13.) —p ftatt
o fdreibt. Daun evgiebt aber pie Clumination von e qus (1170), (13.) unb (14.):
—Xeosé,HYsing, = (c—r,)sind,,

weldhe Gleihung ufanimen mit dev vorbhergebenden ecine gebrodhene Yinte bartellt, deven Theile
wmit den entgegengefetten Midbtungen ver Wendetangente gleiche Wintel bilven.
Umgelehet, wenn in ber Clene irgend eine Surve gegeben ift vwvdy ihve Gleichng in
vecdhtwinfligen Goorbinaten:
(15.) F(X)Y) = 0,

L]




10

jo bat man mir nithig, aus der Gleidhung
Futri® vy =0
de det

pen Werth ven v als Functien ven e u gichen und in (2.) ju fubftituiven, wm die Gleidungen
per Surve auf ver abwidelbaven Flade ju evhalten, weldhe (15.) entfpricht. Anuf dieje Weife
Fann wan 3. B. mit der grdften Leichtigleit auf jeber abwidelbaren Fliche bie Rurven finben,
weldhe bei gegebener Linge ven- gréfiten Flacdheninbalt einfdhliefen, weil man weiff, baf diefelben
fich Dei per Abwidlnng der Fliche tn Sreife verwanbeln mitfjen.

Reymidae ebendejfelben Berfabrend hitte man offenbar aud) ju den Gleichungen ber file-
seften @inten gelangen Eémnen, wenn man bie furve (18.) vorfer, duvdy divecte Integration ifrer
Diffeventinlgleichung, beftimmt hatte,

S. b.
Anwendung auf die Befimnung der Gooluten der Kurven doppelter Krimmung.

Mit ver Cntwidhimg ver Gigenfhaften ver Gvoluten ber Surven im Rawme bejdhiftigen
fich alle miv Gefaunten neneren Lebrbiiher der Diffevential- und Jutegralvedymmg. Ob und auj
weldhe Weife man aber jur Anfitellung ibrer Gleichungen unter endlicher Form gelangen Thune,
pariiber finden fich theils wuw oberflichliche Bemerfungen, theils wird die Diffeventialgleidymg
piefer Surven in ciner Form gegeben, bafe e8 wnmdglich {dheint, fie allgemein Fu integriven. IJn
einer Abbandlung im achten Vande von Licuville’ Jonrnal®) bemertt M oling, daf Lancret
pas Problem durdy Mecdmung, aber auf complicicte Weife, geldft babe, mubd er jelbjt giebt cine
clegante geomehifdhe Lijung vevmige gewiffer Gigenfchajten ber Swven im FHaume, welde er ju
piefem Bwede Lemeift. I werde i Folgenden zwei anbere Ljungen ‘diefer nidt unwidtigen
Aufgabe auseinanberfeten, von demen bic eive fich auf die im Vorhergehenven gegebene Veftin
mung ber fiivgeften Qinden  anf abwidelbaven Flachen fhitt, wibrend bie anbere ihr Ziel ohne
Diiffe geometrijdher Betrachtumgen anf febr einfache Weife durdy Recdynung erceicht. Der Vol
ftiindigleit wegen will ich bie allbefannten Gigenjdhaften ver Cuoluten, welde bei ber exften, geonte-
trifchen Methove Genugt werven, ableiten, twobet ich mich eined von den getwdhulichen abiveichenden
Berfahrend Ledienen werve.

Ateht man durd) dbie Puncte einer Kuroe fm Raume ein Syjtem von RNovmallinien, von
enen je gtvei benachbarfe fich fdhuctven, fo wird burdy bdie fuccefjiven Durchjchuittspumite eine
antere Surve im RNaume, eine Goolute ber erjteren, beftimmt.  Jft bie Rihtung der Normale
fifr frgeid einen Punct cinmal angenommen, fo ift dadurd) vad ganze Syjtem bejtimmt; ba aber
jee nach Willkithr in ver Normalebene gewiblt werden faun, Jo Bat jede Surve unendlich bicle
Guoluten.  Da 3wei benabbarte ovmalen fid mu auf der Durdyjchnittslinie jweier benacdybarter
Novimalebenen fdhueiven Eénnen, jo lieaen alle Gooluten auf berjenigen Fldde, welde durd) ben
Gompler Per Durd)fduittslinien je jweier unendlid) naber Novmalebenen gebilvet wivd. Dieje

%) ,De la déterminstion, sous forme inlégrable, des ¢yualions des développées des courbes
: H ] < . ‘e
4 double eourbure.




Flidhe ift eine abwidelbare, tweil je swei benadybarte ihrer gevaven Cryeugungslinien fich fdhneiden,
nimlich in bem Duvdhfhmttspuncte dreier unendlich naber Novmalebenen, wnd jede Nornalebene
bevithet bie Fliiche, weil fie gwei wnendlidy nahe Crzengungslinien enthilt. Da zwei Nadhbar-
Normalebenen auf ber Ehene gweier Nadybartangenten jeufredst ftehen, fo ift dafjelbe auch mit
ibrer Durch|chnittslinie der Fall; b. h. bie Erjengungslinie vev abwidelbaven Flidhe fteht fenfrect
auf ber zugehbrigen SriimumungSebene ber Surve; ber Punct, in tweldem fie bie Gbene trifft,
liegt dem Miittelpunct ed durd) drel unendlich nabe Puncte gehenden Kreifes unendlich nabe
und Fann daber al8 ber Kritmmungsmittelpunct betrachtet werden.  Die Ebene, welde durd) swei
benachbarte {idy febmeidendbe Novmallinien MP unp M, P gelegt wirb, fteht, weil fie die Tangente
MM, entbilt, fenfredt auf der Novmalebene tn M. Jene Gbene aber ijt nichts anveves alg bvie
Sriimmunggebene der Eoolute fiir ven Puuct P, weil MP und M, P zivei Radhbartangenten dev-
felben find; und bie Novmalebene der Kurve ift bie Tangentialebene dex abividelbaven fFlice fir
pen. Punct P.  Man hat alfo bag Nejultat, daR die Kriimmungsebene jeber Gvolute beftindig
normal ift ju ber abividelbaren Flade, auf welder alle Cooluten legen,

Diefelbe Gigenfdhaft aber Lefigen befannutlidhy andy die Fiivgeften Linten auf foummen Fli-
dhen. Diefe Wabrbeit [GfE fich fitr die abidelbaven Fladen bduvd) folgende, au bdag Friiheee
anfuiipfende, jebr einfache geometvijdhe Betvadtung darthur.®) €8 ftelle WW , W, . . Fig. 4.
bie Weubimgshurve und PP, P, . . cine firejte Linie auf per abwidelbaren Fladhe vor. Wenn
mat die Ghene P, W,P, uneublich wenig um bie Are W,P, brebte, bis fie mit PW,P, in
biefelbe Ehene Fime, fo tiivde nad) bem Fritheven P, P, sujenumenfallen mit der Verldngeruny
P.S von PP,. Die Linien P,S und P,P, bilven alfo gleihe Winkel mit ber Are P,W,,
find alfo zwei unendlich nabe Seitenlinien eines Umbdrehungsfegels um diefe Are, wnbd ihre Ehene
fann folglich af8 Tangentialebene bes Regels flings P, S gelten. A8 joldhe fteht fic aber fent-
redht auf ber durd) P,S und die e gelegtenn Ghbene, d. h. die Cbene SP, P, fteht fenfredht auf
SP,W,, ober: die Gbene PP P, ftebt jenfredit auf PP, W,. @Folghdh ijt die Reitnunnungsebene
ber fiivjeften Linie in ver That novmal ju der Tangentialebene bder abiidelbaren Flide.

Diefe Cigenfhait der Firzejten Linten gebt mn an foldhen Dejonderen Stellen der Flide
perloven, fiiv weldhe bev Winfel SP P, nidyt, wie ed beim Beweije borausgefesst wurde, wnend
lich tletr, Joubern endlich ift. Dicfes finbet, wie wir jhon gefeben haben, beim Durdygange vou
et pofitiven auf ben negativen Theil ber Flade bdureh bie IWendbungSiurve tatt, und angerdem
betm ebergange iiber bie jcharfen Kautenw der Flache, weldhe den Wenvepicten ber Lenbungs-
fuvve entfprechen, in weldben Fillen die wivklid) Fiizefte Linie an ber Uebevgangsitelle gleichiam
eine. Neflexton exleivet ; bie Chbene, weldhe 3wet unendlich nabe Elemente ber Firgeften Linie i
beiven Seitert eines foldhen vovipringendven Buncted enthilt, ftebt nidt normal auf der Tangeus
tialebene, fonbern fillt vielmehr mit ibr zujammen.

Da alfo die Goofuten und die fivzeften Limen berfelben dyavacteriftijhen Eigenfdaft ge-
niigerr, baf fie thre Srimmungsebene bejtindig normal yu der abwicdelbaren Fliche Haben, anf
welcher fie fiegen, fo ijt jepe Gvolute cime Hivgefte Linte, vber dod) weuigftens aus mehreven Fite-
seften Limien ujammrengefent. 8 darf namlich bie Gvolute fetne vorjpringendben Puncte baben,

: ; ") .’f“"’“_' man dibrigend irgend eine Frumme Dberflahe [Angd einer ihrer Furgeilen inien durd) cine abwidelbare
slade ein, jo ift ';'u‘“\fuhe_n!mllmr audy auf viejer Slade eine ficiejte. Der Sag AR (i alje von ven abrobfefbaren auf alle
anveren frummen Fladien iiberivagen,
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teil fonft thre qeqelene Gvolvente einen Bervreifuugspunct haben miifte, uub wo alfo bdie beftinbdig
fitvzejte Cinie cinen foldien vovfpringenven Punct hat, muf man eiwe anbere Hivjefte Qinie an fie
aufdlicfien, twelde die evjteve bevibrt, jo baf bie Goolute beim llebergang diber eine fdarfe Kante
per abwidelbaren Flide cine Spige erhilt.

Betvadten wir jept dad Dreied MKP (Fig. 5.), weldhes en Punct M (x, Yy, z) ber
Guolvente, ben jugebdrigen Sriimmumgsmittelpunct K, deffen: befannte Coordinaten A, B, C Deifien
quul, und ben entfpredpenven Punct' P [E 6 be:. gefuchten Gvelute ju Ecfen [mf Daffelbe-
ijt bei K vedytwinflig; bdie Seite KP ift ein Stii ber (jur Kriimunmgsebene der Cboibellte fent=
vedbten) Gryengungslinie ber abiidelbaren Fliche; bie Cofinus der beFaunten Winfel, bdie cime Des
ftimmte icbtung diefer Cryeummaslinie mit ben Ayen bilvet, feien a, b, c. Dev unbefannte
Winfel, ben biermit bie Tangente PM bder Goolute, in ber Midhung m\u P nach M betvadhtet,
bilvet, beife &. Dann ift, fall8 bie Nidtung von h nadhy P hin mit ber burd) a, b, ¢ bes
ftimten Nidtung ,mmnmeuf.ﬂ!t per Wintel KPM = m—, aljo, wenn k den Abjolutwerth
pes Striinmmumashalbmefjers MK beseichnet:

KP = —kcoli?.
Projicirt man KP auf die Agen, jo findet man:
(16,) &—A = —akeol?, 5—B =—Dbkeot?, (—C = —ckeot,

und diefelben Ausbriicke gelten, twie man leicdht fiebt, audy, wenn P in ber Cl.,r:uqlmg,ﬁliuie auf
per anderen Seite bed Svimmungsmittelpunctes liegt. €8 fnd alfo bie Coordinaten & #, £ der
Puncte der Cvolte befaunt, fobald & gefunben ijt. Jun 4t pas Diffevential do, weil die U\-:\»
fute eine Fiivzefte Yinie ift, algefehen vom LVorgeiden, gleich pem Windel 3weier uutn‘ritrf) naber
Cryengungslinien der Fliche, oder was daffelbe ijt, gleidh bem 9|‘.Cit}llllg{"millf<.[ ameter unendlidh
nabenr Sriinmnutgscbenen  der Gueolvente. Wenn man ahv fiir diefen wnendlich Eleinen Winfel
pen Befannten usdrud jegte, fo fdunte man & burdh eine Quabratur finven. Aber bie Bmwei-
pentighet, weldhe Dievbet turdh bag Diejemt Ausvrude anbajtenve doppelte LVovgeidhen ctutitt, und
welde it ber Natur der Unfgale nicht Gegriinbet ijt, ndthigt und einen andeven IWeg jur Ve-
fimmumg von & einguidlagen.

@§ et M4 ter tem M unendlich nabe Punct per Guvolvente ober viecluehr bes bafiiv fnb-
ﬁmmhu ].su[nqu-ua mit unentlich Heinen Seiten (Frig. 5.); ber Lnﬂ'pwdm:bc Punct auf ber Cuolute
jei P Die wnentlich naben Geraven MPY wnd MP rd;nurcn jich in P, wnd wegen ber Grung-
cigenfchajt der Hivgeften Cinie bilvet vie Nichtung PMin P mit der duwvdh P gehenden Cryengungs-
finie (PW) einen Winfel, der gleich ijt vem vou PM mit chenverfelben gebifveten, b b. gleich
&%) Simp alfo u, v, w bie Cofinus ver Winfel, bie PV’ mit ven Aren bilvet, jo I)at na;

cosd = ua—i—vb—rwc
ber per Winfel, den PN’ mit der durch P* gebenven Gryengungsfinie bilvet, ift &-+d;
alfo ijt:
cos(¢+-d) = ula-+tda)-Lv(b+db)-+w(e-i-de).
Subtrabivt man dieje Gleihung von ber vorbergehenden, fo erhilt man:
(17.) sinddd = —(uda-vdb+wde).
Die Grifen u, v, w find unendlich wenig verjdicven von ben Cofinus der IWinfel, die PM mit

#) Tiesd gilt bei ter et und Prife, wie F jebt vefiniet wivk, aud ned fir bic Seigen ver Evohate,
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pen gen bilvet, folglich bavf aman fegjen:
== e i

PN P TR
Da mm PM = s::?' fo wird, wenn man nody fite & %, ¢ ihre Werthe aus (16.) einfept:

, — (x—A)sind-Fakecos
k

Mithin erhilt man aud (17.), wemt man Leriidfichtigt, Daf:
a?4b24c* = 1, aljo;: “ada-tbdbtede = 0,

T P

fiir d% ben Ausbrud :
(

Da bie redite Seite diefer Gleidhung eine befannte Function der Coordinaten der gegebe.
nen Goolvente ift, o findet man & tuvd) eine Quadbratur, und man hat nur nithig, den LWerth
vou ¢, per eine willfiivliche Conftante enthilt, in (16.) cmduftl;en um bie Gleichungen bes Sy-
ftems bcl Guoluten gu evbalten. b unterlafje bie Ginfiihrung de befannten Ausdritde fiiv A,
B, C, a, b, ¢ u i. w., wel wir de Fornreln alsbald auf anbevent LWege wieder exhalten mfnben

8. 6.
iﬁrﬂiummng der Eooluten durdy edynung.

Die mhm\h:'fﬁqui Goorbinaten x, y, z der Puncte einer Qurve tm Rawme feien al8
Taunctionen etner nuabbingigen ﬂ*ua.uuhd)cn [ aeqeben mmwm per Gleichungen:
x = @), 'y = WEy = X(p).
Uuter # mige ver VBogen der Kurve verftanden und die nady genotmency ;unrlcntm[qlmfmn—
ten mdgen buvd) Wccente begeichuet werben; k fei der Hhmuuumg@ﬁ1lhnu. fer. ber urve in (x, y, z).
Alsvann jt;
(L) “xty'agi? =1, (Ia) “XxHyyrtaet = 0.
(LB e PP TR i
(IL): Yxiefy atat? = Tl“ (Ila)  x“x“ytytatat! = __II':'E'
|3
Dem Puncte ;\ y, z) ter gegcbenen Gvolvente ent fypredie ber Punct (£ 7, 1:,.} anf einer ihrer
gefuchten Gooluten. Die Cinie, weldye Leipe Pumcte verbindef, habe bie “mt\}e r, fo bafi:
() E—0*Hr—y)*+—2?) = 1.
Da piefe Linte normal auf ber Cvolvente ftebt, fo ijt:
(V) (E—x)xi(r—y)y+E—o' = 0,
und ba fie bie Guolute beviibrt, fo hat man:
51 ik ]l,r 5% E“"'I

e TS ——— = I}f

Sk n—Y &
worin p einen Werth efist, ber fogleich beftimmt werden foll.  Bu dem Jwede biffeventiive man
(OL), fo erbilt wman mit Riidficht auf (IV )

(E—x)t+(n

Nn'-t+-(g—s)¢' = rr'




il {(E—x)2+—y)* +(t—2)* } p =
b, b.: r/
| Pl
Folglich ift: 1
V) ¥ =% r =yl =L

Diffeventiivt man die Gleihung (IV.) gweimal nadhy 3, fo exhilt may, invem man fike &, 4 ¢
ihve chen gefundenen Werthe einfet und aufevdem (L) und (I) Benupt:

(VL)  (&—3)x"+—y)y"“+(E—2)2" = 1.

(VIL)  (E—x)x“+@a—y)y“+(—2)a = —

Die Gleidhmgen (IV.), (VL), (L) und (VIL) laffen fidy vermige (II
ber Sliirze wegen fept:

(VIL) &—x—k2x" = L, »—y—k2y” = M, ¢{—z—k*2"’ = N;
unter folgenber Form fdhreiben :

ni_,r-li-,.
.

unbd (Ia,), wenn man

Lx'4+-My'+Nz' = 0
LX”'l H‘_ﬁ'“‘!‘l\;‘d" =)
IX) § LatMe4Nz = re—k2 , o,
Lx*'--My'"-| Nt = __r__]l__ i ;
G118

Die vechten Seiten der Leiden leten Gleichungen nehmen cine nod) einfachere Geftalt an, wenn
man fett:
k

0%y
Da fibrigens in Folge biefer Subititution die Gleihung (VL) ibentifdy ift mit:
[ix“_f__;\ _Hi}"”- o kzt, i cosw,
r r r
fo fendbtet Deiliiufig ein, baft @ ben Winkel Lebeutet, den bie von (x, y, z) nad dem Kriim-
mungsmittelpuncte geyogene Gevabe mit der unady (& #, &) geyogenen bildet. Differentiivt man
(X.), nachdert man von Bbetden Seiten bie Logarithmen genmommen hat, fo evgiebt {idh:
e

: ‘
—=—1-l0y o',

r Tk

x) r=

und auferdem ijt:
r’—k? = k?tg?o,

Man ]}ﬂf ﬂ[fﬂ Dag fDIﬂEllbf @-'ﬁ)ﬂﬁlll bon @IUi({HIII}]CIl e ﬂjﬂﬁiﬁmnmﬂ boit L, ‘-f, N’ 75
LMy +Na/ = 0

LKH‘F'}]}'“'{'N?‘” =)

L2 +M2+N? = kg2e

L_‘.Jra__{_}l}rru LNzt = —.tgm.w‘,

(XL)

i
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Mus ben drei erften exhilt man, wenn man beviidjichtiat, daf:

(},Jzu_zt},u)z i--[:?.‘x”-——x‘z”)f%-{fx‘y“—y‘x“}’=

1
k—t H
L = ih“z“—z'y"')liﬂgw
(XIL) M = +(z'x"—x'z")k?1go
N = ey ey ke
und bie Subftifution diefer Werthe in die vierte ergielt:

o = - ""EIC}JZ”—‘-?]‘:'”::'.\"“'“:'(ZIX“'"“'K’?:”)'![';”‘E'(XIY”—Y'xu)z“‘}-

Wi tnan alfo durd o pen Werth deg o fiir § = o Degeichet, und vev SRitvze wegen fent:
[:X][l.) /n‘? Ex'”(:y‘z""—z':]"‘)—[—y”"l:z‘x”-—:'{‘z”)+z”‘(‘.‘&'3’“—}”1“) ikzdfg:ﬂ'
L}

fo bat man fiiv @ bie Fovmel:
0= 0,182
Gubitituirt man diefen Werth in (XIL), fegt, iie ed exfaubt ift, oas Beiden -+ binter das
,3(1(:[;::11 lg, fopreibt bavauf U_Thﬂ? ber willfibrlichen Conftanten o, und fitprt fiie L, M, N
ihre Werthe aus (VIIL) ein, fo exbilt man als Gleidungen der gefudpten Gooluten:
: E = x ke kE (yal—a'y )ig(C—2)
(XIV.) {9 = y+kay“+k?(ax'—x'7")g(C—R)
t= z—H;’?:“—'.—li2[x'y”—y’x“)lsj[(}—ﬂ),
DMean Tann die gefundenen Formeln burd) hiufig angewaudie analptijhe  Transformationen ober
burdh IIﬁch‘btung per geometrijden Bebeutung ver Sarin vorfonnmenden Ansoriide feicht auf ven
Fall 11bc1'trnggiu,_mo bie veditwinfligen Coordinaten X, y, % ber Guofvente uidt als Funeticnen
bes Bogens, fondern ald Functionen frgend eirer andern Vevinverlidhen gegeben find, uud man
findet, wenn man der Ginfachheit wegen bie Bezeichmumgen:
]‘mﬁ“ = ds, dvd2z—dzd®y = X,
dzd?x—dxd?z = Y, dxd*y—dyd*x = Z
anenoet ;

w Xd3x-+Yd3yr+Zd3z
/ 3
XEFY AL
i {_Ytl:r.—uZ{ly)rl;‘i'—'_—l—_thﬁ-‘It_,rfC—Jﬂ

X2-1-Y2-A+72

| (Bdx—Xdn)dp* | Yd3*1g (C—9)

(Xilla) 2= [

o

(XIV{],) e g XoLyzl 72
it xdy—Ydx)dj2 |-Zdp3g(C—2)
= z_]_( _32,_‘12:_ —

@nmit bie Gleichungen (XIV.) ober (XIVa.) fimmiliche Guoluten parftellen, mitffen er willfithr
fichen Gonftante C alle miglichen TWerthe gvifchen —jm und In ertheilt werben; und je nadbem

ber. Werth bes © pofitiv ober negativ ift, legt dev p = o entjprechenve Punct ver Goolute auf
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bcrjenigcu Geite ber Rritmmungsebene ver Gvolvente, fitr weldje bie Are ber Gbene (b. b. bas
auf ibv ervidhtete Loth) mit ben Coordinatenaren Wintel bilvet, beren Cofinus vefp. gleich find:
I‘(Y !”—f'rj .'J) I\r?’ .H \:‘,u) 1\( il }" u)r
ober aber auf berjenigen Seite, fiix 'I'Dt[L‘ij piefe Gofinug bie Lill‘ﬂl.’_t'{l.ltp_‘[f.‘ri.'f,’_-tt'll LWerthe hHabeu,
iiv den Winfel o, den bie Tangente einer dev Gooluten mit dem Kritntnwngshalbmefer

per Gobolvente Gildet, hat wan,. wenn man ihn in vemfelben’ Sinne wie € al§ pofitiv ober ne-
gativ withlt, bie Gleidhung:

= Gy #)
Diejer Wintel it fiir die nimlide Goolute von Punct ju Punct vevimberlich, aufer wenn alle
Glemente in dem Jnteqralausdrud fiiv 2 iventifch verjidwinben, was nur ber Fall ift, wem die
Goolvente cine ebene Kurve ift.  Fiiv ecine jweite Gvolute wird der entfpredhende Winkel w, ge-
funden buvdy bie Gleichung:

e i) <240

I 1 '
worin C, efie von C verfdyicbene Con]’tantc; mithin ift:
w,—w = ,—C = Const.
Alfo bat man ven folgenben Sats:

Amwet Syjteme von Novmallinien ciner Kurve im Ranme, welde swei Goo-
Luten derjelben einbiillen, durdidneiben etwanber unter conftantem l‘wllfd

Bevmige diefes Sated fiithrt die Keuntnif einer ein; quu Goolute Jogleidh jur Senntnif
allev, obue dap man usthig bat, die duvch (XIIL.) nuqunuhte Liabratur . vollz 1L!‘L11 Bezeichnet
man ndmlidy durdy &, ,, £, die Goordmaten ter Dejondeven Goolute, und bmd @, den Wi
fel, der allgemein burd) @ begeichuet wurde, fo hat man nady (XIV.):

£, = xthax“ k2 (y2'—z'y'Ngw,,
und swei dhnliche Gleichungen fiiv #,, &,.

Man exhilt alfo drei Unsdriide fiir tew , welde war ber Form nad) verfdhicben find,
fidh aber nutﬁmcubiq alg iventifdy cviweifenr miiffen, wenn man alle in thuen vorfonrmenden Gri-
fen burdy eime cingige ausbuiickt, ober fonijt quiqmn Zmuﬁfﬁrnmtimtm mit ihnen vorninmt.
Dian Tann aus jenen drei Gleidhumgen aud) Teicht einew Jynum etvifchen Ausvrud fiiv 1gw | hevftel-
len, yoeun man bdiefelben abbirt, 1mdnem man fie vorher refp. amit:

\ }“ VU % ‘\N l.l’ﬂh’r X ‘h,d.f :!. '\..N
multiplicict Hat. Beviidfichtigt man dabei, daf:
CEE RS e .%.
nnb: x“(y'at 'y byl x X" iy Yy k) =70,

fo findet man, wenn man der Einfadyheit halber ci Sunmengeidhen anwenbdet :
lgm, = 3E,—x)(y'z"——iy").
Der Werth bed cosw,, teelher ang dem von 1gw, Dhevvorgeht, wwf feener iventifch fein. mit

#) Der Winkel & in §. 5. it gleich) w37, wenn man a = Fk(y2”—z%"), u. f. w. ninmt.
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pem burdy (X.) gelieferten:
cosw, = K, worin:s v, = Y =0 00— FE, 7).

ry

Jtun Haben wir gefeber, baR fiir irgend cine andere aus dem Syjtem ber Evoluten o = o -2
iff, wem A cine pofitive ober negative Conjtante bebeutet. Demmady werben & u, & gegelen
purdy die Gleichungen:
= xtk?x"+k2(y'z"—z'y)ig(o,+3)
u |, .
uud e fornmt nur nod bavauf an, benfelben eine paffendere Geftalt ju geben. Subtvabirt man
von bem IWerthe bed & beu bed &,, fo 1ird :

= §,+ ([‘5” z‘y*'}{lgﬁm]%‘ﬂj—tgw!]
. Biyigh_giviNe
ober L,:.:El_]_kgyz ?y-)lgﬁ ;
cos?w, (1—tgitgm,)
ober auch, wennt man fiir cosw, ben angegebenen Werth fept:
o ‘E( gl zdyu)
'.E - .EL—I_
cotd—Ilgm,
Driidt man nod) die nady dbem Vogen F genommenen Differentialquotienten vermittelit bver fich
auf eine beliebige andere unabhingige Bevinberliche besiehenden Differentiale aus und bilvet fiir
» und & die dem & entjprechenben Ausdriide, fo erbalt man [dlieRlid):
' r, ?(dyd?z Y)
= -+ 1 ;
ER6 dj3? (coli—tgw )
B 1({]3(1*'{—(]\(1”:)
T B3 (coti—iga, )
ey _{Arlﬂ(d_\dz}—d_wi’.)
: 33 (coti—tgw, )
dpdtge, = (&, —x)(dyd?z—idzd?y),

Wm ben Nuisen ver focben gegebenen Juriicfiihrng des Shitems der Eoeluten anf eine
befonvere eingufeben, nehme man 3. B. als Coofvente cine Kriimmmmgslinie anf einem Gllipjoie.,
Dann hat dasjenige Spftenmt vou Normallinien, weldes gugleid jum Ellipjoibe normal ift, eine
Umbiillungslinie. Die Coorbinaten &,, 5,, &, bdicjer Umbiilluugslinie, ober biefer befonberen
Goolute bev gegebenen Kviinmumungslinie, {ind algebraijde Functionen von x, y, 2z, mweldhe man
obue jeve Sciwicrigheit herftellen fann. Die Gleidungen (XV.) liefern alfo jofort bas gange
Syftemt ber Cooluten, cbenfalls in algebraifdher Fovm, obne daf man ndthig hat, vas Jutegral
in (XHIa.) ciner Unterfuchung su unterzichen.

Je will die entiidelten Formeln jest anf einen, wie iy glanbe, bidher nicht beachteten Fall

antenderr, welder fich buvch feine Ginfachheit auszeidhuet unb babei body eine betviichtliche Alls
gemeinbeit Defipt.

(XV.)

(4

3.
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BT
Die Eooluten der Hurven auf der HKugeloberflidye.

Wir wollen al8 Goolvente cine Kurve annchmen, die gang auf vev Oberjlidhe einer Kugel
pom Halbmefier a fiegt, die aber im Uebrigen nody befiebig geftalfet e Famn, Weun ber Mit-
telpimet der Stugel jum Anfangspunct der Goordinaten gewdbhlt wird, fo gemiigen X, Y, % ber
DBevingungsglcidung:

x3py2-tz® = a%,

Das Shitem der nach den Puncten ver Cvolvente gezogenen Kugelrabien fteht .m'lf ben
Tangenten diejer Kurve nornal.  Dex Mittelpunct dev Sugel faun alg pie Umbitllungslinie jes
nes Syftems von Normalen und folglich als eine befonbeve Goolute ber gegebenen Sturne. Detradh-
tet werben. Dian darf alfe i ven Fovmeln (XV.) fegen:

I R W R ) R
wnd erhilt als Gleichungen bes Syftems bder Cuoluten bie folgenden, in welden die pofitive ober
negative Gonftante 2 ben wnverdnderfichen Winfel bebeutet, den die Tangenten irgend einer Evo-
fute mit den Seitenlinien der durdy den Mittelpunct der Kugel und ber auf ihr gegebenen Kurve

o (dydaw=daity) |

dp3 (coli—lgw )
_  a%(dzd®x—dxd2z)
(VL) (T Tdp(eoti—ga,)

_a?(dxd?y—dyd?x)
i dﬁi‘(t'ul/'.—tgc;.-'l-j_’
—dpdlge, = Zx(dydzz—dzd?y).

Diviviet man die beiden erjten biefer Gleihungen durdh bie dritte, und climinivt man aus ben
beiven nenen Gleidungen X, ¥, 2, nadbem man biefe Gréfen durd) die unabhingige Verinber-
fihe ausgevviidt hat, fo erhilt man cine Gleidung, weldhe in Begug auf & », & Homogen ift,
witb veldye, toeil fie 2 micht enthikt, fiir jeve Goolute gitt, Dicfe Gleicdhung ftellt alfo eine Ke-
gelflidhe vor, auf welder jammtlidhe Gooluten fiegen.

Nimmt man 4 = j—{; , Jo wird cotd = 0, uud man erhilt biejenige Goolute, beren

Gleidhungen die einfacdhite Geftalt baben. Die Tangeuten bicfer Eoolute, welthe Hauptevolnte
Geifien mag, Deriibren jugleidy vie Qugelfldche, fo dafy biefelbe fiir bie SFurve auf der Kugel bie
nimliche Veveutung hat, welde fiiv eine cbene Kurve der in verfelben Ehene gelegenen Cvolute
juformnt.

Wir wollen die allgemeinen Fovmeln jest anf ein Beifpiel anwenden, weldes durdy feine
nalogie mit den fite dic Gooluten ber Kegeljdnitte geltenven Jtefultaten benmevfenswerth ift, nim-
lih auf die Qurvve, welde aus der Kugel durdh einen mit ihr concentrifden fegel
aweiten Gradved ansgefdnitten wird, Die Gleidhungen dicfer Kurve, weldhe fpharifdyer
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Regelfdnitt Deifien mag, felen in ber Fovm gegeben:

a2—h?

7 Rl Ly o 2 w i &0 HeP
{:K‘:H) p o, a2 x2 = 3"+

R - c?
unb e8 fei ap b= c. Die Projectionen der Kurve auf bie Coordinatenchenen finb:
Y& gy
patgE T

%2,

| —
s
Die erfte ift cine Ellipfe, die gang innerhalb der fugel lieat, Ddie jweite ecine Cllipfe, weldye bie
Sugel in vier Puncten [dueivet, und bie britte ijt eie Hyperbel. Betradtet mau x als un-
abbingige Bevinderlihe, d. b. nimmt d*x = 0 an, jo erbilt man burdy Differentiation der
Beiven legten Glcichungen leicht:

XG ..]I_. Y‘z p— az_cn! xi_ zﬂ‘. e a!,___,hf-!l

L hﬁ xdx ye c? de
d]’ = —1}'2—(:.5 Y ' dz = b2—c¢?2 gt
a8 = llﬂdx_}l,fﬂgxz__(uz_bﬂ](32__32)

Ty
bic* x3dx3

(b*—c?)3 y3a3 '

.. _ (a2=—h2)c* y3dx?
dzt’.zx—dxd Z — —l:h—i__-—l:zjz—‘ Y""'Ls'
(a2—c?)b* z3dx?
(ha_,cnjz _}rSZJ"
_ bret(a?—b?)(a2—c?) dx?

dyd?z—dzd*y =

dxd?y—dyd?x = —

—iplgn, = (hu;_crz;'a"'—‘_ E?;S'
a8 cotd = h“c‘(a_ﬂ—h"j(n“_—cﬂ) dx3 .
(b?—cz2)?3 yiz?
in voeldhem [lesteren Ausdrud q bie Bebeutung hat: s
_;a2x=—(a’-b‘}(a“—02)12003{*

be(a®—h?)(a®—c?)

Subent man biefe Werthe in (XVL) fubftituirt, erbilt man fie die Gleidungen ber Gooluten
ber Surve (XVIL) bdie folgenben:

a2 x3
= (@r—b%)(@*—c?) 1+q’

ok a?(ha—c?) y3

@VIL) " = Jaei_e?) IHq
az(bh®—c2) z*

R ct(@—b?) 14q
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Die Elimination von x, y, z aus biefen Gleidhungen und der gweiten wvon (XVIL) ergiebt bie
por q und folglih von 4 unabhingige Gleichung:
- FiL h]’rﬁ- z e-.]f!_ﬂz-t':z_ 3

(XIX} £ (W lg) +( T E,:l :
Diefe Gleihung ftellt bie Kegelflache dav, auf weldper fanuntliche Gooluten bes phirifhen Kegel=
fdmitts fegen. Alle Gbenen, welche man fenfreht 3u den Coorbinatenayen (v. h. ju den Houpt=
agen bed gegebenen Seqel®) fiihrt, fdhneiben aus diejer Segelfliche Suvven aus, welde nichts an-
bere8 al8 bie DHanptevoluten gewiffer Gllipfen ober. Hoperbeln find, ieldhe burd) die ndmlidyen
Ghenen aus gewiffen Segeln zweiten Grabes ausgefdmitten werden, Betradten wir den Kegel
gweiten Grabes:

2 iy oL
i B o

und fchmeiden ihn 3. B, durdy eine yur Xaye fenfrechte Ghene ober nehmen &, conftant; bie
Hauptevolute bed elliptifjchen Scnittes hat die Gleidmg:
% B % C 3
51 = (im, Th) 'H:fmgg]?,
worin bag Beichen -+ ober — zu nehmen ift, je naddem B = over <= C. Sie ift alfe in
ber That iventijdy mit dem Durchichuitte bev niimlidhen Chene & = &, unb der Kegelflache (XIX.),
wenn man B und G fo beftimmt, baf :

e e S 1 O TR o TR T e
B*—(C? —"he—=¢% | Bi—C?2 — b*—¢3

Hieraus folgt:
hlge_;h Pl cl.' a?—c?
By bl s ) == T
"—tn’-—h A__g%* —a*—h3—c?
Die SKegelfliche, welde alle Gooluten ves fphirifhen Kegeljdmitts enthilt, fann demmad) aufge-
gefafit werben afs ber geomehvifdhe Ort ber Hauptevoluten aller Gllipjen, welde dbuvd) bie gur
Xage fenfrechten Gbemen aus bem Segel jweiten Grabesd:
P 2
e 2 hel nﬁlng___:h L __;1
51 (ﬂ ! o ;hz{az__hz:}—'_ cz(az__{;z)¥
anggefdhnitten wevven. Diefer Kegel geht in eine Ghene iiber und bie ebenen Durchjdimitte wer=
peit unendlidh grofe Ellipfen, wenn:
a*—b?—c¢* = 0 (ober b = acose, ¢ = asine)
wird. Die entfpredienden Durchichuittsfurven ves Kegeld (XIX.) find vann fo befdaffen, baf
ibre vier Spiten ftetd bie Ecen eines Quabrvats bilden, Yibrend fie im Allgemeinen einen Rbom-
bus Deftimmen,
Fite bie Dauptevolute des phirifdhen Kegelfdnittes ift, wegen 4 = 1a, q = 0. Die Pro-
jection bevjelben auj vie Glene ber YZ Dat bie Gleichung:
[ P 2 S
oAl ) g} DAt = g,
la?(b2—c?) a*(b*—c?)
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ift alfo ibentifdy mit der ebenen Goolute ciner Gllipfe, beven Balbe Hanptaren vefp. gleidy finb:

ba*(n?—c?) caz(u>—h?)
AEP P es SElL e S R
at—)p2c? a*—bh%e?
Aehnliches gilt fiiv die Projectionen auf bie beiden anveren Coordinatencbernen.
§. 8.

Yeber die Hurven, welde die Tangentialebenen einer abwidielbaren Flidye
redytwinklig durd)fdyneiven.

Ju einer vor Kurzem verbffentlichten Abhandhung (,Meber dbie Umbiillungslinic vex
Pollinien einer Kurve und deren inverfe Linte.” Crelle’s Journal, Bb. 58, S. 374.)
leitet Herr Hoppe die Gleidhungen ver Kurven her, weldhe die Tangenten ciner gegebenen Surve
Pollinien baben. Diefe Kurven, welhe Herr Hoppe Involuten der gegebenen, der Invol-
pente, nenut, fud identifdh mit ben Wurven, weldhe die Kriimmungsebeneir ber gegebenen furve
ober, wad daffelbe ijt, bie Tangentialebenen ber dburd) die Tangenten ber lesteren bejtimmien
abwidelbaren Flade unter vechten Winfeln duvchichneiven, Jch will jept eine Lfung diejer Anj-
gabe mittheilen, weldhe ich feit etwa zwei Fabren befige, mund welche ten innigen Sujammenhang
erfermen Taffen wird, in weldhem bie Aufgabe mit den im Borhergehenden bebandelten {teht.

Die Tangentialebenen ber gegebenen abwvidelbaven Flicdhe find die Novmalebenen irgend
einter ber gefuchten Surven; bie Govoluten der lesteren fiegen alfo fammtlih anf der abwidelbaven
Flache unb find Hiryefte Linien auf verfelben (§. 5.). Umgefebrt feudhtet eirr, bdaf audh jede
Gvolvente jeber Fiivzeften Linie gu dem Spjtem der gefuditen Suvben gehort, In der That, die
Tangente, weldye man an cine Guolvente einer Fireften Linie in irgend cinem ihrer Puncte 3ieht,
liegt in einer auf der jugehrigen Tangentialebene bver Flidhe fenfrechten Chbene (mimlich n dev
Srimmungsebene der fivjeften Linie), wnd fteht aufervem auf ber Duvchjdmittstante beiver Chenen
fenfrecdit, (namlich auf ver Tangente ber Fiivgejten Linic). Deshalb muf fie wivklidhy die Tangen-
tialebene reditwintliy dburdyfdhuciven. — Da iibrigens jede ber gefuchten Kurven unendlich viele
Biivgefte Qinien ju Govoluten hat, fo faun fie audy umgefehrt als die Gvolvente umendlich vieler
fiiesefter Qinien aufgefafit werven, und man fann ju ihrer Crzengung nad) Belicben eine derfelben
ausablen. Daber fan man, ohne der Allgemeinbeit Abbrud) ju thunm, fich davauj Lefdrinten,
bie Goolventen cines Dbeftimmten Syftems von fivyeften Linden u fuchen, 3. B. de§jenigen, welded
ein. und biefelbe Grzengungslinie dev abiicfelbaven Flache vedptwinklig duvchjdhneidet.

AB Gileidmgen ver Wenbungsfuvve der gegebenen abwidelbaven Flide nehmen wiv bie
Gleidungen (1.) und nenmen x, y, z, s die Gocrbinaten und ben Bogen einer fireften Linie;
bann erbalten it fiir die Goordinaten |, m, n einer ber Goolventen diefer mit Riidficht auf (9.):

dx

b= x“l‘(c_s‘:'a-ﬁ-s m = Y‘F(CHS:I%, n = z-%—[c—s}glg,

worin ¢ ben Abjtand bdes Anfangspunctes bdev Fiivseften Linie vou bem ihrer Evolvente beventet,
E§ ijt aber:
= 95.-(95)-[—]‘3‘;‘[:{{) i, i' m':
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b vermbge (10.), (11.) und (12.) hat man:
& :'ﬂﬁja d—gf, rsind = ru—/“ desing,
o ¢ o

]

s — cotd(r.— [ desin®) + [ “decosS.
L]
1] [1]

Ferner findet man mit Riidficht auf (8.) und- (4.):
%: = ¢'@) dr;lt_d“ +9(e) -r% = ¢'(e)cos+oy"(w)sind.

Set man diefe Werthe, fo wie die entfprecjenden fiir y m j. w. in pie Ausbriidfe vou 1, m, n
ein, fo erhilt man:

I = g(e)+Pg'(@)+Qop"(@),
(XXI1.) m = y(e)+Py'(e)+Qov/ (@),
n = z(e)+Px (e) Qo2 (2),
worin:
P = cosd(c— [“decosd) =+ sind(r,— /“dasin&),

Q = sind(c—[ “dacos)—cos(r,—/ “dasing).
Yo "0
M3 den Gleidhungen (X31) exgeben fidh, wenn nodh der Kiirge wegen:
Rz = P2}Q? = (c-r—jadacns&)z r'r(ro—j“dasin&)z
0 o

gefetst twird, leicht bie folgenben:
(Il—gpe)* +(m—ye)2 +(n—z¢)* = Re,
(I—g;ce)go‘a—i—(m—-a,mz)y;‘c:—i—(umm)x‘a I

e Sl

wunb bies fithet auf eine anbere geometrijche GrzeugungSart ver beftimmten Kuroen. Bemerkt man
namlicdh, baf:

3
P = —R-dl_?l 1 Bl l—l-ﬂ,
dez 0 de

jo erfennt man jofort, bafi die Geiven [fegten jencv brei Gleidnmgen aus ber erften entftchen,
wenn man diefe weimal nadhy e differentiivt und dabet I, m, n alg conftant Dbetracdhtet. Daber
fann per Puntt (I, m, n) als der Durchichynittspuntt ber durd) die erfte ®leichung audgevbriictten
Sugelflache und der beiden ihr unendlich naben aufgefaftt werden, und man Dat ben folgenben Saf:

Bewegt fich eine Lugel von bem verinberlidhen Halbmefjer R jo, daf ihr
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Mittelpunct auf bder gegebemen Kurve im Ranme fortriidt, fo Bhiillen bdie
Durchfdhnittstreife je gweicr unendlidy naher Kugelfladen eine Kurve ein, welde
bie Rriimmungscbenen der gegebenen rehtwinflig durdjdneivet.

Der Halbmeffer R befipt eine einfade geometrijdhe Beveutung, Denft man fidh nimlich
bic gegebene abwidelbare Fliche, von welder die gegebene RKurve die Wenbungshurve ift, in eine
Ghene ausgebreitet,und jwav in die g « = o gehdrige Tangentinlebene der Flache (ober Kriim-
numgsebene ber Suvve), und nimmt man den Punct (¢ = o) al8 Anfangspimct Fweier redhi=
wintliger Gocrdinatenayren OU unb OV, von denen bie gweite mit foer Tangente der Wendungs-
Burve jufammenfillt (alfo bie Strede r, enthilt), bie evfte ber Tangente ver Ffiirzeften Linte
(affo audy c) parallel ift, fo find nach §. 4. bie Srdfen: .

" i
0= decos® ud v = desing
'{ /

0

bie Goorbinaten ber ebement Rurve, in weldhe fich die Wenbungshirve verwanbdelt hat, unb folglich
Dedentet ber verinverlihe TWerth von R ben Abftand ves feften Punctes (c,r,) von dem ju bem
jebesmaligen Werthe von e gehirigen Puncte biefer ebenet Kurbe. L8 ven feften Punct, deffen
Goorbinaten die willfiihrlichen Conftanten ¢ und r, find, faun man jeven belicbigen Punct in
ber Glhene wilhlen.
It vie abwidelbare Flade eine Kegelflade, fo dbaf fidh bie Wendbungsfurve anf einen

Punct, 3. B. ven Anfangdpunct ber Coordinaten redbucict, fo ift ple) = yle) =2(e) = 0
mp R* = r,*+c?, alfo:

1*4+m2+n* = r,*-4c?.
©8 liegen in diefemn Falle unendlich viefe von ben Suvven, die die Tangentialebenen bed Segels
vechtwintlig buvdyjchneiden, anf ein und derfelben Kugelfliche, und diefe Furven find offenbar ivene
tijdh mit den vedyiwintligen Trajectovien ber burd) bie Tangentialebenen ausgejdinittenen RKreife.
Die Jutegrale in ven Ausvviiden vou P und O verfchiwinden hier und vie allgenteinen Gleidyun-
gen (XXI) vebuciven fidh, twenn:

¢ = acosy, r, = asinw
gefest wird, anf:

1 = ¢'.acos(9—u) oy .asin(I—u),

= o', acos(I—u) oy asin(d—u),
n = y'.acos(d—u)-Fox" asin(F—u),

B

und e8 Gegeichuen, entfpvedhend ibrer Bedeutung in vem allgemeinen Falle ¢f, v, 2* bie Cofinus
per Winkel, weldye ivgend eine Seitenfinie mit den Aren bildet; o, oy, g4" bie Eofinud ber
Winfel ciner daranf fenfrechten wund in ber Tangentialebene gelegenen Gevadben mit ben Ayen;
and & ben Winkel, ben bie verdnderliche Seitenlinie mit einer fejten cinfdhliefen twiirbe, Iwenn
man ben Segel in eine Ghene ausbreitete.

TWenn dic Wendungsfurve der abwidelbaven Fliche eine Surve von conftanter Krime
mung i, fo chilt man fiic P und Q bdie einfachen Ausdriide:
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= (c—gjsinz-l—rocosg ¢
¢
0 = p+(c— cos & —r sinE,
e+(c—e) AR
unb tenn man indbefondere fiir die willfithrlihen Conftanten ¢ und r, die Werthe o b o an-
mimmt, fo wird:
P=Ur ngr Rzzé‘ﬁ:
unb bie Gleichungen (XXL) geben itber in:
' L = gle)to*y"(@) m = yle)te’y'(e) n = ya)+o*2'(e).
3n diefem Falle ift alfo bie Linie der Kritmmumgdmittelpucte eie von den Surven, welde bie
RKriimmungsebene bev gegebenen rvedhiwinflig vurdhjchueiven. Wiv wollen die gegebene Kurve fury
purdy (C), ben Ot ihrer KritmmungSmittelpuncte durdy (), und dnrdh) A und B ivgend zwer
entfpredhende Puncte auf Leiven beseichuen. Da B der S'E‘rl"t||u1ut115:r‘~1uitt€[puuct s A it fo ftebt
BA fenfredt auf ber Tangente an (C) in A. Uber diefe Tangente faun angefeben werden als
ber Durd)jdynitt zweier unendlich naber Kriimmmmgsebenen von (C) ober shveier unendlich naber
Ellutmr.'tfebuwn bon (K); folglich ijt A per Svitmmungsmittelpunct fiiv den Punct B der fKurve (K)
und AB = p ber ﬁitltlzllltllttgﬁlabtitﬁ Man Dat alfo den folgenden Sats
Der Ort ber Kriimmungsmittelpuncte einer Kurve von conftanter fritm-
mung ift cine Kurve von ebenjo grofer Krvitmmung, welde jum Orte ihrer
Kriimmungémittelpuncte wieder die gegebene Kurve Hat. Jebe von beiben Kurs
ven burdy|dneidet die Rritmmungsebenen der andeven vedytwinflig und jeve tft vie
Nmbiillungslinie ber Pollinien ber andbern.
Die einjige Kurve von conftanter Kriinumung, fiiv welde diefe Eigenjdaften verloven ge-
ben, ift ber RKreis.

F. G, Pebhler.
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