ECin Beitrag gur Parvallelentheorie.*)

Unter ben zablreichen Verfuchen, weldje bie Geometer feit Jahrhunberten gemadit Haben, bdie Yehre
von ben Parvallellinien jtrenger al8 Gutlib ju Gegriinven, fteben bie von Legenbre oben an.

Den ervjten BVerfud), die Lehre von ben Parvallelen ofhne basd 14, Ariom Euflivs ju begrilnben, theilte
ev in feiner 1794 exfdhienenen ®eometvie mit, evfepte ihn aber, weil er ihm nidt genilgte, in der Auflage
feiner Geometrie vom Jabre 1802 durdy eine anbere Veweidart. Er geht vom Dreiede ausd, indbem er bes
weift, bdaf die drei Winfel eines Dreiectd jufammen jwei Rechte Betragen, worauf er mit alfer Strenge
bad 11. Ayiom Gutlivg ald Vehrint beweifen famm.  Jn ver angefiihrten Aufloge und ben flg. bié jur 8.
Yuflage feined Lehrbucdhes bewied ev fenen Satp von ber Winfeljumme einesd Dreieds bvaburd), baf er
aeigte, dieje Summe fBune nidt grifer uud auch nidht Heiner al8 ywei Yedpte fein. JIn bem BVeweife des
phoeiten Theils diefed Saties, nimlich, dbaf die Winfeljunme nicht Fleiner al8 jwei Rechte fein Fann, tomumt
eiue fhwache Stelle vor, inbem vorausgejest wird, daf man burdy einen Punft in ber Ebene eines Win-
fels ecine gevabe Qinie jichen Ffinne, welcpe Deive Schentel ves Winfeld fhneivet. Diefe Bovausfesuug it
unbegviindet und muf auf vad ju beweifende 11, Axiom Cublivs juviidgefiihet werven, Deshall gab Le-
genbre biefen Veweid wiever anf und erfand filv den evwifhnten Saf von ber Winkelfunmme im Dreied
einen teuen BVeweis. *)  Aber auch bdiejer ift, wie jhon von Anvern bemerft worben, am Schluffe nidt
fteeng, inbemt angenonunen wird, daf jwei Geraven, weldye eine vritte Gevabe jdhueiden, eine eingige Ge-
rabe bilven, wenn bie Winkel, bdie jic mit der britten madpen, ind Unendlide abnehmen, wilhrend fie ind
Unenblidhe junehmen.***)

*) Da ter Lebrer Herr Granpner, welder die wiffenjdaftlide Abhandlung fir bad viedf. Programm ju lejern fber-
nommen batte, burdy Svanfheit verbinvert worbden ift, viefelbe ju vollenben, fo exaubt fid Untergeichneter, biejen Beiirag Dier
mitutheilen, welcher ualeich ein Macpivag gu feiner im Programm bed Bromberger Gymunafiums 1852 exfcbienenen Mbhanclung
iber bie Theorie ber Pavallelen ift.

*#%) &. Legendre Elemente bev Geomebrie, fberfept von Crelle;

2. Uufl. ver Ueberf. nady ber 12, Mnfl, ved Originalé 1833.

Eay Bal, Die angef. Weberf, v. Crelle. S, 30, Jinmt. unv Hoffmann, Kreitit ber Pavalelentbeorie. Jenn, 1E67. &,
162, @inen rein analylijgen Beweid bed fragl. Saped, ben Legenvee in | Unmertunaen S. 280, flg. mittheilt, fiberache i

bier, wril cx nidt geometrijdy i,
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Da e8 fiic bas Syjtem ber Geometrie von Wichtigleit ijt, baf die Schwicrigleiten in ver Lefre von
pen Parallelen maglichft befeitigt werben, fo wird jeber moch jo Heine Beitrag ju biefem Jwede nicht ohne
Qutereffe fiie vie Geometer feim. Deshalb und aus dem oben angefiihrten Gieunve erlaube tch miv einen
nenen Neweid fiiv ven Sab mityutheilen, daf bie Winfeljumme im Dreied nicdt Feiner ald gwei NRechte
jeinn famu, um auf biefe Weife die yweite Veweisart Legendre’ds wo miglich gu vervolljtinvigen.

Ded Bufarmmrenhangd twegen will ich, fiiv diejenigen, weldhen Legenbre’s Geometrie nicht. ur Hanb ift,
ven veltfenmen ftrengen Beweis mittheilen, weldpen Qegendre filr ben jugebivigen Saly gegeben hat, baf bie
Winkeljunme im Dy, nidt geofer ald 2 R fein fann

LN

Veweid. E8 jei ABC tad gegebene Dreiet und A CJ eine gevabe Linie. WMan made CE=AG,
®W. DCE = . BAC unb DC = AB, jo ijt ©r. DCE congr. Dr. ABC (6. Sayp Leg. ©.). IAngenommen
wun, 8 wive 8. ABC--BAC|-ACB & 2 R, fo wive . ABCH+BAC4-ACB 5. B. ACB4-DCE-BCD,
weil bie lepten brei W, zufommen gleidy 2 R. Nimmt man aljo auf beiden Seiten ben 8. ACB und bann
pie nad der Gonfteuction gleichen Winfel BAC undp DCE weg, fo bleibt 98, ABC . BCD. Weil aber BC =
BC, AB==CD fo folgt bavaus, baf BD <t AC wire (¥:@. 10. @ ). Auf aleiche Weife conftruive man DOr.
EFG cougr. Dr. CDE, fo [afit fich cben fo seigen, bap DF = CE b.§. DF <t AC fein mifgte, wobei jugleich
DE-—BD ift. Dajfelbe [ait fich von JH, HK u, f. w. jeigen. Wag mum ver Unterfchied jwijhen BD und
AL noch fo Flein fein, fo ift doch flar, baf diefer Unteridhicp, oft genug iniebexholt, profer wive alg jeve
gegebene Linge, und folglich, wenn man fich vie Reihe ver Dreiede hinlinglid) fovtgefest pemit, grofer wird
alé bie Summe ver beiven Seiten AB v 1K, b, b, gréfer alé 2 AB; folglich bie gebrochene Linic ABD. ..
KJ fitvier al$ bie gevave AJ.  Dies ifi aber nnmiglich (3 Gril. die gerabe ¥. ift ber Hirjejte Leg zivi-
jeben ywei Puncten); mithin ift die obige Annahme unjtatthajt und bie Suntme bex brei 2. in Dr. fann
nicht gréfer ald 2 R fein.

B Veweife bed Sakes, vaf bie Winfeljunme eines Dreiects nicht fleiner als 2 R fein fann, fdyice
i) folgenve Aufgabe vovaus.®)

Aufgabe. Gin Drefed yu conftvuiven, in weldhem die Winfelfunume gleich ift ver LWinteljumme in
einent gegebenen Dreiece, wud in toeldhem jtvel Winkel gufommen beliebig Tlein ftud,

%) Diefe Aufg, in anterer Form wentel aucy Legenvre bel feiner britien Beiweidart an,




Aufldjung. Das gegebene Dreied fei ABC; fo albive man eine beliebige Seite, etwa BC, im
Puncte D; verbinbe D mit bder egenede A; verlangere AD iiber D hinaus um fich felbjt bis E o
verbinve E mit B;*) bann ift Dr. BDE congr. Dr. ADC (Leg. . 6. &.), weil BD=CD . DE=00
p. . b . BDE — 8. ADC a8 S¢). BW.; folglich 8. DBE = L. ACD md B. BED = Q}S.-I AD;
alfo im Dr. ABC die Winfelfumme DBE-}-BED-}-ABD-}-BAD = Winfeljumme AU])—P"‘“D'E'API__]'"_'BM'
b §. = W. . A4B-C im gegebenen Dr. ABC. Auch ijt fiernad) in vem Dr. ABC bff! Winteljumme
AEB-|-BAE — Winfeljurmme CAD--BAD b, §, = . A, — Dégen nun bie beipen Theile bcﬁ‘iﬁ!. :-’L,
nimlicy bie W. BAD und CAD cber, a8 bajfelbe ift, vie . BAE mmb AEB in bem . ;\.HE. 'gh:t_t.l}
ober ungleidd feim; fo muf ¢8 einen wvon ifmem gebem, ber nicht grofer it ols FA. ©el i"'_'
BAE viefer Winfel.**)  Damn halbive man die Gegenfeite BE in F und vevfahre eben fo mit beuj_ Dr.
ABE wie vovher mit bem ©r. ABC, fo baf man cin neues Dreied ABG exfilt, in weldem W‘%l“f?‘*
fumme gleich vor Wintelfumme A--A-4-C im ©r. ABC ijt unb wovin vie Swmme ver 73, BAGHAGE
= . BAE, aljo hidjtens = L A ijt. Diigen nun diefe beiven Winfel BAG und AGB f;IE'ItI? lJbEr'1En,-
gleich fein, fo muf e8 cinen von ifmen geben, ver nicht gréfer als bie Hilfte ven 4 A, ©. b, nidt ﬂrd“_"
a8 § A ift. Lerfahrt man mit dem Dr. ABG chen fo tvie mit dem Tr. ABE, invem man die Gegenfeite
vesjenigen von ben beiven 8. BAG unb AGB, weldyer nicht gréfev afs 4 A ift, Balbivt u. f. w., fo er-
Bilt man wicver ein Dveied, deffen Winfeljumme gleich ber Winfeljumme A-L-B-4-C und werin el ﬂ‘_'
sujammen Hidhitens = I A fiub. Geht man auf vieje Weife weiter, o exhilt man eine Reibe von Drei-
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ecden, in benen bie Swumme ver brei W. immer gleich ber Winfeljumme A I-B1-C iiit, pie Summe jweier
Wintel aber beyiiglicy hichjtens § A, ¢% A, o5 A, w f. ., allgemein bichjtens - A betrigt, wo A

ein Winkel bed gegebenen Dreieds ABC und n bie Anzahl ber Dreiedd-Conftrultionen begeichuet. Ta nun
pie Gudfe

um fo Heiner wird je grifier n wird wud filt n = QD vevjchwinven, fo faun Jn—1i

l2n- 1
fo flein gemacht werven af8 man will, wenn man nur n grof genug nimmt, b. §. die Reibe ferer Dreieds
Conftructionen weit genug fortfelt; mithin faun man zu einem in der Aufgabe verlangten Dreiede gelangeit.

*) Man Fonnte aucdh E mit C verbinben. :
#%) Ware AEB biefer Winfel, fo hatke man bie Segenfeite AB ju halbiven,




X gehe nun {fiber ju bem Beweife bed Sayesd: Qn einem Drelede ifi bie Summe ber drei Win.
fel nicht fleiner als jwei Redte.

Beweis. G3 fei ABC (Fig. 2.) ein gegebenes Dreiect, und e8 werbe angenommen, daf bie Summe
feiner vrei Winfel fleiner I8 2 R fei; fo find brel Fille ju unterfcheiden, nimlic) : die fragliche Wintels
jumme ijt grifer, ober fleiner ober eben fo grof al8 1 R.

Grjtens :  Die Winfelfumme im Dy, ABC fei Heiner alé 2 R, aber grisfer alé 1 R, und aljo .
A+B{-C = 2 R—x, wo x cinen Winkel Bezeichnet, der Heiner ald 1 R ijt. Dann conftruive man nad
per borhergehenden Aufgabe ein Dreied DEF, in weldem dbie Summe ver brei Winkel gleih A{-B-C
und worin jwei Winkel, etiva D undb F, jufammen Heiner al8 4 R — x, alfo etwva =1 R —x — ¥
ijit; fo in diefem Drefede Winfel DEF — W. A}BI+C — Winfeljumme DJ-F, b, §. W. DEF —
2 R—x— (1 R—x—y) = 1 Rty b. . W. DEF >1 R Berlingert man mun DE iiber E inaug,
fo ift ber Nebenwinfel von W. DEF ein fpiger. Filt man ferner von F ein Loth auf vie Richtung ber
DE, fo muf ber Fufpuntt G veffelben auf ber Verlingerung von DE iiber E finaus liegen (weil im
Dr. EGF bie Winfeljumme nicht gréfer al8 2 R fein fann, wie oben bewiefen). Da nun die Winkelfumme
in DEF < 2 R, in vem Dr. FEG aber hodhjtens — 2 R (oben baiejen); fo ijt dic Summe aller 6
Winfel in den beiven Dreieden DEF und FEG Fleiner al¢ 4 R. TWenn man alfo bie beiden Iebemwintel
DEF unb GEF, beren ©umme — 2 R, bavon jubtrabirt, fo bleibt al8 Winfelfnmme bad Dr. DFG e
niger al8 2 R. Gie fei = 2 R—z, wo z aud = x fein fann.

Man verlingere nun DG iiber G Hinaud um fich fe(6ft bis H und iehe HF; jo ijt Dr. FGH conge.
Dr. FGD (Ceg. &. 6 €.), weil FG=FG, GH=GD p, & und W, FGH = W. FGD = R. p. €.; alfo
pie Winfeljumme im Dr. FGH = 2 R—z, mithin die Winfelfumme alfer 6 W, in ben beiven Dreieden
FGD und FGH = 2 (2 R—z) = 4 R—uz. LWenn man aljo vie beiven Nebenwinfel FGD und FGH,
veven Summe = 2 K, {ubfvafivt, fo evhalt man alé Winteljumme ded gleichfchentligen Treiectd DFH
bic Oréfe 4 R—22—2R = 2 R — 2 z,

Berfahvt man mit vem Dreied DFH o wie mit dem gegebenen Tr. ABC, jo evhilt man ein nened
pleichfchentliged Dreied, in weldhom bdie Winfeljumme = 2 R — 4 z ijt. Huj dicje Weife fann man eine
Meihe ven Dreieden conflruiven, in venen ble Winfeljummen bejiiglih 2 R — 8z, 2 R — 16 2,
2 R — 32z u . w. allgemein 2 R — 2mz {ind, und fann diefe Heife fo weit fortfeen, bid man gu
einem Dreiede gelangt, in weldem die Winfeljumme = 1 R ober fogor <4 1 R, ift, wifhrend bie Win-
Teljumnie be§ vorhevgehenben Dreiedd > 1 R ijt.




©ei LMN bpiefed lette Dreied und alfo die Winfeljumme in vemfelben — 1 R ober =1 R, mwoljin
min audy bie beiden YUnfangs erwifhnten Fille 2. und 3. gebiven; fo fann man daffelbe nidht mehr wie
bie vorhergehenden Dreiecte i berfelben Reibe in ein jtumpfwintliges verwanbeln und varaus wie aud
fenen duvdy Fallen eined Lothed und burd) BVervoppelung des entjtanvenen vechtwintligen Dreieds ein gleid=
fchentliges Dreiect crhalten, in welchem bdie Abweichung ver Winfeljumme von 1 R vag Doppelte von der
Abweidung beim vorhergehenden Dreiede betrigt.

Wan verwanvle vaher vies Dr. LMN nach ver obigen Aufgabe in ein Dr. POR, mit unveranberter

Winfeljumme, worin aber jwei Wintel, etwa Pu, Q, jufammen Eeiner als Qpl%i finb, wo p eine gange die

nzabl per exforverfichen Dreiedd-Conjtructionen beftimmenve Jahl beveutet; und fiille aus ver e eines
biefer Deiven Winfel, etwa aus Q, auf die Gegenfeite PR ein Loth QS, weldes innerhalb bes Dreieds
POR faffen muf, weil alfe Winfel defjelben fpite, mithin alle Auenwinfel ves Dreieds ftumpfe find; dann
ifit in bem rechtwintligen Dreied PQS bie Sunmme ber fpiten Winfel QPS und PQS offenbar noch Ileiner,
alg H_I, weil 2. POS nur ein Theil von W. POR ijt.  Verlingert man nun PS iiber S hinaus um

P
fich felbjt big T unbd jicht QT, fo ift Dr. SQT congruent Dr. SQP, weil QS=08, ST—=5P p. €. und
g8, QST — . QSP alg %, p. G, mithin W, SQT--STQ = W, SQP4-SPQ = folglich .

i R R

S ie Winkels Ty g i
p—1" b. b = =2’ b. 0. bie Winfeljurmme im Dr. POT <= o2
ober toenn man p—2=q fetst, die Winfeljumme im Tr. POT = I_f:l Da nun nady ber obigen Anfgabe
2
q fo grof genommen werden fann al8 man will, wnd ba 29 ing Unendliche witchft, weun q ind Unenbe
liche wichjt, mithin bie Grife R g Unenbdlicdge abnimmt und jur Gremze Null hat; fo fifrt die An-
21 : s i : :
nafme, af in bem gegebenen Dreiede ABC vic Winfeljumme < 2R fei, auf ein Dreiedt, vefjen Winels
juminer Eleiner als jede angebbare Tdintelgrdpe ijt, b. b. auf ein Dreied ald @ren}f, bejjen
Winfeljumme Null ift, was gegen bie Natur ded Dreieds ftveitet. Mithin ift jene Annabhme nnjtatthafjt,
und vie Winfeljumme in einem Dreiede fann nidt = 2 R fein. .
Aus ven beiven vorhergehenven Lefrjiten folgt nun baf die Winfelfummen in einem belicbigen Dreie
edfe gleich 2 9. ifi.
Wit Hiilfe viejes Sates ift e8 nun moglich, bes 11, Yriom Cutlive als Lehrfay ju beweijen, wie
ed von Yegendre im R3. &. L. B. gefchebhen ijt.

Fraujiadt, ven 21, Miry 1858,

op—1

SQT-}-STQ-}-SQP-{-5PQ = 2

A, Rriiger.
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