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Vorbemerkung.

Die Arbeit hat als Grundthema die bekannte Aufgabe, bei einer algebraischen Gleichung
eine symmetrische Funltion der Wurzeln dureh die Koeffizienten dareustellen, deren einfachste
Fille schon in der Schule behandelt werden. Von den vielen Wegen, die zur allgemeinen Lisung
vorgeschlagen worden sind, werden fast alle bei hoheren Dimensionen unganghbar, weil die
Rechnung gar zu verwickelt wird. Nur das Verfahren, das gewisse Determinanten der Koeffi-
zienten verwendet, bleibt durchfithrbar und iibersichtlich fiir beliebig hohe Dimensionen, weil
es aus der Hauptfrage die Einzelfragen herauszultsen und jede der gesuchten Zahlen fiir sich
nach einfachen Methoden zu berechnen oder zu kontrollieren gestattet. Man findet die he-
treffenden Sitze entwickelt im Jowrnal fiir Mathematil: (Crelle) Bd. 81, S. 281 —289; Bd. 82
5. 212—229: Bd. 93, 5. 88—123; Bd. 152, 8. 159—166; ferner :.uaammuniaa‘seud im Ja?:resbeucfﬁ’
der deutschen Jfﬂﬂ!emm‘iﬁﬁ}—lf ereinigung Bd. '\\], ) 429 450. Auf diese Arbeiten, namentlich
auf die letztgenannte, wird im folgenden ein fiir allemal Bezug genommen. Tafeln fiir sym-
metrische Funktionen sind mehrfach verdffentlicht: von Meier Hirsch, Cayley, Fad di Bruno,
Durfee u. a. In jeder dieser Tafeln wird fiir eine Aufgabe oder hochatens fiir zwei {(Durfee) in
ihren verschiedenen Fillen die Losung gegeben. Aus jeder der hier (zum ersten Mal voll-
stindig fiir die Dimensionen I bis \lj ubgm[luuktun Tafeln kann man fir 18 Aufgaben direkt,
fiir 12 mit geringer Miihe indirekt, im ganzen fiir 30 Aufgaben in ihren verschiedenen Fillen
die Losungen entnehmen. Sie sind also ungemein rt-lehhd.ltlg, iiberdies sind sie leichter zu be-
rechnen und zu kontrollieren als die anderen Tafeln. Sie hier zu vertffentlichen war im Jahres-
bericht zugesagt (a.a. 0, S, 433 Anm.). Ich hatte den Wunsch, Erliuterungen elementarer Art
den Tafeln beizufiigen, um den besseren Schiilern zu zeigen, wie nahe sie dem Verstindnis
dieser (edankenreihen stehen, die ja vollstindig erst zum Lehrplan der Universitit gehoren.
Jedoch erhielt dadurch das Programm einen Umfang, fiir den die verfiigharen Geldmittel nicht
ausreichten. lch mub deshalb auf die notwendigsten kurzen Erklirungen mich beschriinken
und weiteres auf eine andere (telegenheit versparen. Der Zusammenhang mit der Schule geht
dabei allerdings verloren; hdchstens kénnten die Tafeln zur Kontrolle leichter Aufgaben, wie
sie wohl auch die Schule schon behandeln darf, benutzt werden.




A. Allgemeines. Bezeichnungen.
Von symmetrischen Funktionen der Griflen ¢, f,, -- £, kommen verschiedene Formen in
Betracht. Die elementaren symmetrischen Funktionen werden mit ¢, ¢,, - - ¢, bezeichnet, so daB
Fy=(Ff—4)-(t—t) -t —t)=t—ct" 1t e -t"..(—1).¢ (1)
und 4, --- ¢, die Wurzeln von F(f) = O sind. Der einfachste Typus 7 der allgemeinen sym-
metrischen Funktion wird dargestellt durch die Summe aller Produkte, welche aus £°f;"... £ *~!

durch die verschiedenen Permutationen der Exponenten entstehen; dabei sind o, e, ..., @, ,
ganze positive Zahlen oder Null Die nicht verschwindenden Exponenten werden als Indices
dem T" hinzugefiigt, gleiche Indices auch symbolisch in Potenzform zusammengefaBt. Also:
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K ist ein Produkt der ¢; die Indices der ¢ werden angefiigt:

K _ —K = 0 e (3)

{7 P Mo fFa

z. B.:

"I{U,L‘_ﬁ.l Ci 0y Oy Oy =20 ¢

ey

Aus den Elementen ¢ werden Determinanten ' aufgebaut und durch die Indices der Diagonal-
reihe niiher bezeichnet. In jeder Zeile solcher Determinante bilden die Indices der ¢ eine auf-
steigende arithmetische Reihe mit der Differenz 1, die Indices der Diagonalreihe sind absteigend
geordnet:
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z. B.:

Dabei wird ¢, = 1, jedes ¢ mit negativem Index = O gesetzt. Jedes f, dessen Index griBer als
n ist, soll Null sein. Daher verschwindet auch jedes ¢, dessen Index griBer als n ist, jedes K
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oder (f, dessen hichster Index, jedes 7', dessen Anzahl der Indices den Wert n iibersteigt. Die
Reihe {M ist immer absteigend geordnet; bei («) und () ist die Anordnung in der Regel will-
kiirlich. Die Summe der iudlt'es hei T, K, C wird als Dimension der Funktion bezeichnet und
hier p genannt:

b=ttt = Lo 2omy 3o = Pyt B+ Byt = Aot Dyt Ay (B)
In den einfachsten Fillen ist Tjp=¢,= K = C,; T, ist eine Potenzsumme der #; K,»— ]
die Potenz eines Polynoms. (1“ \'E‘Hlant besondere Beal_htun:r Wir setzen:

(Jrjl' — I:r (6)
z. B.:

Es 1st ¢, die Summe aller Kombinationen von i, &, ---, £, mif Wiederholung zur r-ten Klasse,
jede Kombination als Produkt aufgefaBt, wihrend doch ¢, in gleichem Sinne die Summe der
Kombinationen ohne Wiederholung war. Aus diesen GrioBen ¢ bilden wir in Anlehnung an

(1), @), (3), (4):

F() =1 — - g AR (S )i s (E— ) (= ) e ) (7)
T =%, o o = SR A (8)
R =R papiro = %o S S (9)
€,=¢, R e Wit o B S S TR e s (10)

wo in (10) der Ausdruck rechis eine Determinante bedeutet, deren h-te Zeile aus der hin-
geschriebenen dadurch entsteht, daB 1, ,—h -+ 1 an die Stelle von 1 frikt. Auch hier ist

tg=1 und jedes ¢ mit negativem Index = 0 zu setzen. Die ¢, deren Index grifer ist als =,
sind in € nichi =—.0 zn nehmen, sondern ebenso. wie ¢, ..., ¢, aus (6) zu berechnen. Man

kinnte jedoch auch, wie bei (4), jedes ¢, dessen Index n iiberschreitet, = 0 setzen; die so ge-
bildete Determinante wird mit € bezeichnet.

Entwickelt man (6) nach den Elementen der ersten Zeile, so gelangt man zu den
(leichungen:

O — € Gy co—1ytee g (—1)yie. =0, (11)

wo r eine ganze positive Zahl ist. Jede dieser Gleichungen hat r 4 1 Glieder, so lange » < n;
ist » >n, so hat sie » - 1 Glieder, weil ¢, , verschwindet. Die ersten n dieser Gleichungen
bleiben unveréindert richtig, wenn je{les ¢, mit ¢, vertanscht wird. Daher ist auch

¢, — G, (12)

suniichst richtig fiir » < #, aber auch fiir » > n, weil die Determinante dann verschwindet, da
mit Hilfe von (11) alle Elemente der letzten Spalte = 0 gemacht werden ktnnen. Man konnte
auch setzen:

o= 0B, (12 a)




das so erklirte ¢, fallt mit ¢ zusammen fiir ¥ < n; flir » > n ist es aber nicht, wie ¢, =0,
sondern eine ganze Funktion von ¢, 0g, ..., ¢, also anch von Ciy Cgy --vy &y, Aus den ¢, konnte
man im Einklang mit (10) Determinanten €, bilden, in denen die Elemente, deren Index n
iiberschreitet, nicht verschwinden. '

Die Funktionen 7', K, €, T, &, € sind ebenso wie die ¢ und ¢ fiir £, ..., #, nicht nur
symmetrisch, sondern auch ganz und homogen. Man kann die Frage nach dem Zusammenhang
von je zwel dieser Funktionsformen aufwerfen. In jeder der betreffenden Gleichungen miissen
alle Glieder die gleiche Dimension haben.

Zu der Zahlenreihe ey, e, ..., &,_, erhilt man die konjugierte oder zugeordnete (Cuayley),
indem man jedes @ in Summanden 1 auflb’st dienp Summen rr!Pir‘hmiiBig untereinander schreibt
und spaltenweise addiert. Z. B. sind 11, G LLJ:ld , 4, 3% 1° einander zugeordnet;
ebenso A,, 4;, ... 4., und 144 ‘_”l_"-, vony (1 — 1)r— e ‘, rir—1, Fine Reihe kann sich

selbst konjugiert sein, z. B. 7, 4% 3, 1% Die zu («) zllgec:rdnete Reihe wird mit («') bezeichnet;
zu (f) ist (7)), zu J.j ist (1) zugeorduet.

Die Anordnung aller Indexreihen innerhalb derselben Dimension geschieht anf zweierlei
Art: a) Die natiirliche oder Huuptordnung: Jede Indexreihe wird 'Ibﬂtewend geordnet und von
zwel Indexreihen steht die voran, die an der ersten Stelle den héheren lndex hat; stimmen aber
in den & ersten Stellen die Zahlen iiberein, so steht die Reihe voran, welche in der (h 4 1)-ten
Stelle die hohere Zahl hat (vgl. die Tafeln links). b) Die Nebenordnung: Die einzelnen Reihen
sind nacheinander denen in der Hauptordnung konjugiert. Daraus folgh, daB von zwei Reihen
diejenige voransteht, welche mehr Indices enthiilt; enthalten sie gleich viel Indices, so steht die
mit der geringeren Anzahl von Einsen voran; stimmen sie auch darin iiberein, so entscheidet
die geringere Anzahl von Zweien usf. Vgl die Tafeln rechts oder oben oder unten.

Jede Determinante (¢ kann in bekannter Art nach den K entwickelt werden. Sind
dann gleiche K vereinigt, so bedeutet xm} den Zahlenfaktor, den K_ m der Entwicklung von ({“
nach den K erhialt. Jedes C kann -111ch nach den 7 entwickelt wmdm, am bequemsten mit
Hilfe von Differentiationen nach den ¢{. Sind dann gleiche 7' zusammengefafit, so bedeutet r"j
den Zahlenfaktor, den T\, in der Entwicklung von Cg nach den T erhdlf. Diese Zahlen % und
spielen im folgenden eine wichtige Rolle. Sie kinnen offenbar nur ganze Zahlen oder Null sein.
Die 7 sind nie negativ.

B. Erklirung der Tafeln.

Hauptregel: Von den Kopfbezeichnungen der Zeilen und Spalten gehiren immer zu-
sammen: links wnd oben; vechis wnd wnten. Die Indexreihen folgen einander links nach der
Hauptordnung: rechts, oben und unten nach der Nebenordnung. Jede der Tafeln enthilt, ab-
gesehen von den Kopfbezeichnungen, siimtliche Zahlen r und % der betreffenden Dimension. In
der ausgezeichneten Diagonale ist jede 1 sowohl eine Zahl r wie eine Zahl z Die iibrigen ¢
stehen [links, die iibrigen x rechts von jener Diagonale. Dicjenigen =, die rechis, sowie die-
Jenigen %, die links von der Hauptdiagonale ihren Platz haben sollten, sind similick _I"f ull. Indem
man dies heachtet, findet man rr'i'J in der Tslicl wenn man die Reihe (1) links, die Reihe (a)
oben aufsucht, an der Kreuzungsstelle steht z; }; man findet ferner :-:{:.'J]‘ indem man die Reihe (1)
rechts, die Reihe («) unten aufsucht, an der Kreuzungsstelle steht zg;_'.l'\. Man kann hervor-
heben: 1:{:? ist immer Null, wenn die zugeordnete Reihe (") bei der Haupfordnung hinter (1)
stehen wiirde; AE:]} ist Null, wenn die Beihe (&) bei der Nebenordnung vor (L) steht. Man kennt
folgende wichtige Formeln:




L SR AL
i 1,1 . ] {ax) j-r i _[ y T % 'frrT (1 -
{ ] N = In] " () l: H‘) (o) = HJ (i)
fer) (4}
=) [er} . ( b {u} '

() Cg= 2; %y * Ky (lla) K= 2 ,r Ty Oy
] [£3]

3 ' L@ & . 2 M ik (@) oy .

() Cp= E e Sy (Ila) 8, = E iy < Clay
(ex) )

(IV) Gy D el e (IVa) Ty= D 2% Cy.
[E3] {4)

Die Summen wiiren eigentlich iiber alle Reihen (&) oder (1) zu erstrecken, die durch Zerlegung
der Dimensionszahl y in Summanden gebildet werden konnen. Indessen sind viele Zahlen ¢
und #z Null und es ergibt sich die Regel: Handelt es sich um die Beziehungen der K oder T
g den (7, so gehe man in der Zeile oder Spalte, welche die gesuchte Funktion enthilt, von
der 1 der Huauptdingonale nach der gesuchten Funkiion hin und fiige jeder der erhaltenen Zahlen
als Faktor die mlt\:prmhel]{]{‘ Bezeichnung der Spalte oder Zeile bei. Handelt es sich um die
Beziehungen der C' zu den T oder R, so gehe man in der betreffenden Zeile oder Spalte, welche
die gesuchte Funktion enthalt, mif n’r‘r 1 der Hauptdiagonale beginnend, von der gesuchten Funktion

teg, indem man jeder Zahl die Bezeichnung der enfsprechenden Spalte oder Zeile als Faktor
beifiigt. Z. B.:
Cypp=Tyos+ Tyrgs+ 9Ty, + 46T 0 — Koy — Ky o — K, 10+ Kig
('[:1.5.1’7 'ﬂhs.r 5 'ﬁ-‘:“ s 8+ & '1=E|L12,3+ 2. C£1‘,s’+h. 'Es’,s‘i‘ 12-Fys o 1-48- It' g 160-Tyw;
Togp=Co5—4-Cry+10- G, — 20 Gy Kpq,=C; s+ (_TT,,—I— 2G4 Cy;
Tpg=Cy s — Cp o —Cy 4o 6 Cys; Sy,06 =000+ Cy ot Corp+2- O o +2- Gy 4 €

Bei den Gleichungen, die & oder T enthalten, ist C statt € zu setzen, falls die Dimension p
den Wert n iibersteigt.
Wir haben weiter die Gleichungen:

(V) Cy=GC,, und (Va) G, =Cyy.

Da (4) und (') auf derselben Zeile links und rechts stehen, so ist die i"'lwrfﬁhrnng von C'in G
oder Lunm:]-.chrt hesonders einfach. Ersetzen wir noch in I—IVa jedes Cp;y durch €., so sehen
wir, dall aus jeder Tafel die Loisungen von 18 Aufgaben direkt zu entnehmen gind, nimlich der-
jenigen, welche nach den Bcz,u.hunrren der € und © zueinander oder zu eimer der Formen
T, K, T, & fragen. Bei den 12 uhrlgen Aufgaben, in denen die Beziehungen von je zwei der
Formen T, K, ¥, & zu finden sind, wird die gesuchte Funktion zuerst nach den C entwickelt,
dann jedes € nach den Funktionen der anderen Form. Man erhiilt:

(VD) Tiy= (D2 -#2) - K3 (VIa) K{ﬂ=2(%’f§ﬁ ?@). T

@ 0 ®
T (e} rﬂ T FRETT o - Cy (e} _(# r
QAR s 2(2 0y %) - R (VIe) fiy— (Do 1) T
@ @ ®» ™
T , LA i (e 4] - (e} |:|‘] 2
(VL) Ii,= Z’(z,i“\a.f [;3) L (IX) K= Z (2 %oy %) -
@ @ @ o

1|_
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Sechs weitere Gleichungen entstehen, indem man gleichzeitig 7 mit T und K mit &
vertauscht. Somit sind im ganzen aus jeder Tafel fiir 30 Aufgaben in allen ihren Einzelfillen
die Losungen zu entnehmen.

{. Zur Berechmung und Kontrelle der Tafeln.
Aus (4) folgt:

S o ooy e 2
O o e s S e (13)

Hieraus konnen leicht die rechts stehenden Teile der Tafelzeilen mit den Zahlen x gefiillt
werden, indem man von den niederen Dimensionen zu den hiheren, von den unteren Zeilen zu
den oberen aufsteigf. Auch fiir jedes einzelne x liBt daraus ein bequemes Hekursionsverfahren
sich entnehmen. Man ordne die obere Indexreihe bei % absteigend wie die untere. Ist dann
der erste obere Index kleiner als der erste untere, so ist » = 0, sind sie gleich, so kinnen
beide fortgelassen werden; dies folgt ans der Entwicklung von fm nach den Elementen der
ersten Zeile, Aus (13) ergibt sich die weitere Reduktion. 7. B.:

L e CERN i % . ST o v WO RTINS s a1
Bggn ga = — ﬂ-rrui'.l"+d=",“-" = "5';.1'-+'C1= = —, ,[_ —| z Rath
3,2 oL 2,1 .
=g gL g g ;ﬂ_‘_""l 6.

In jeder Zeile mit Ausnahme der letzten in jeder Tafel ist die Summe aller % gleich
Null. Bezeichnet man mit »_ die Summe derjenigen #, welche bei festem (1) je m Indices
in der oberen Reihe haben, so ist:

b I s e
B i— (— 1yt (ET);

dagegen ist jedes x , bei dem mehr als ein & grofer als 1 ist.
Einige bﬁﬂnnderﬂ "v‘r erte der z: Sei [m]=m+m, +my o+ --m

{E)

wy 80 18t:

(ex) Spif ek —I 1 |m¢[ i
®, 1 == 1 : - 5
a0t ! my | g '. La!? U a)
) (s Tjrt, R Dl | M [Maa] (15h)
Al L.yt m |-m'! ] —3 .|
1

usf., vgl. Jahresbericht a. a. 0. 5. 445 (s. auch 8. 536).

Jedes einzelne x kann auch nach folgender Regel ermittelt werden®): ,Um "'i J!u finden,
bilde man die zugeordnete Reihe {lj—ﬁu, Ay -oay h._, und vergleiche die beiden Reihen:
@ p—dy u+1—3, p+2—4, ..., ptr—1—2_, wd (b) g, g+ 1, p+

s p+4r—1. In der Reihe {s,) geien ¢ Zahlen kleiner als u; sie seien in aufSteigender Ord-
nung By, By, ..., B;; so milssen in der Reihe (b) genau i Zahlen sich finden, die micht in (a)
vorkommen; sie seien in Deliebiger Ordnung ,, ., ..., p; und durch ¢ Umstellungen werde diese
Reihe zu einer aufsteigenden. Man priife, auf wie viel verschiedene Arten aus §,, ..., f, durch
Addition der Zahlen & die Reihe ¢, ..., y, entstehen kann, wobei aber immer erst die lefate
Addition eine Zahl oberhalb g — 1 ergeben darf; der erhaltenen Zahl gebe man das Vorzeichen
(— 1)atht--kia—mte  Addiert man fiir alle Anordnungen von g, ..., p, die so erhaltenen

Yi

1) Zu entnehmen auns Jowrnal f. Math. Bd. 81, 8. 2841, (§ 8).




g
positiven und negativen Zahlen, so hat man den Wert von x?f,]]'.“ Die Regel fiihrt oft schueller |

zum Ziel als die Frmittelung von .-'lt"J aus der Determinante f.r.-":z-], oder als das Reduktions-

verfahren. Z. B. findet man auf Grund dieser Regel leicht:

g, 83 11

Mg = dy e e= 12 a0 T — 108,
Noch ein Henpu.l dazu: Es sei (¢) = 8% 4, 3, 2%, 1? und (1) = 5%, 3% 2% 1°; also p =350, m =9; [
[j,}—l 7, 5, 3, 3. Die Reihe (a) mt 1"#, B-I- 27,3031 alqo B, =18; f, = 24: A, = 21:
A+ 4 —|- i, =24, Aus 18, 24 27 soll 32, 33, 54 durch J\dlhttou LILI‘ « ge}nldet wertlpn es muﬂ-
jedoch, um 34 erzeugen, zuletzt 8 addiert werden, bei 33 mull 8 oder 4, bei 32 maf 8 4
oder 3 am Ende stehen. Dﬂhel kann als letate Zahl 34 gar nicht entstehen; 32, 34, 33 liefert
o= 11.5 '5'5 34 32 gibt — 51; 34, 32 33 gibt — 39 und 34, 33, 32 liefert | 34. Somit ist jenes
— 20.

Sondert man aus der Tafel irgend ein Zahlenquadrat aus, dessen Diagonale ein Teil der
Hauptdiagonale ist, und sind @, @y, ..., @, die Zahlen in den horizontal oder vertikal neben- .
einander liegenden Randfeldern dieses Quadrats, b, by, ..., b, die entsprechenden in der parallelen
Reihe von Randfeldern, so ist @,-b 4+ a@y-by+ --- 4+ a,- b, = 0. Hierdureh hat man eine gute
Kontrolle fiir jeden Teil der Tafel. Auch kinnte dies benutzt werden, um die 7 zu finden, falls
die # schon bekannt sind, oder umgekehrt. Man kann die Gleichungen auch in die Form kleiden:

‘;

|""

Z_T'rlrj : :”j] — (0 und ) -r;';; _‘,;L = (] (e) == (1); (B) == (&); (16)
] o
sie sind auch uuHPrImlb der Tafeln gut zu verwerten.
fede% 1" ) kann nach folgender Regel bestimmt werden: ,In der Reihe Z,, 4, + 1, '
b+ 2, . {-—.: — 1 vermindere man die ersten ¢, Zahlen um eine Einheit, in der neunen
Reihe _;'6 t, Z:thlen, dann wieder je «, Zahlen um eine Einheit usw.; man unterdriicke aber jede
Reihe, die irgend zwei gleiche Zahlen enthiilt. So oft auf diesem Wege die Reihe 0, 1,4+ 1 — 4,
o+ 2—2Ry ..., i+ r—1—1__, erhalten werden kann, eben so viel positive Einheiten ent-
hilt die Zahl i{; Man tut gut, dLL o absteigend zu ordnen. 7. B. sei (¢) = 3, 2%; (1) =4, 3, 2%
so erhilt man folgendes Schemas:

T Anzahl: \ Anzahl:
PO e et 2)
) 02, 4, 7|14+1=2
S i 0.2.5.6|142=38
— L 2. 4.6|141422=¢
bids Bl 0.5 4. 6|142—=8
2) 1.3 4. 6|2})2=—14¢
1. 2.6 7] 1 2)
1 e 0 4.5 | B 6484 4= 16;
1. 8. 6.6 | 141=2 N :
2.8.46|141=2 also 7, . = 16. |

Die v erinnern vielfach an die figurierten Zahlen. Zunichst ist:

(&) =1y fm—1l e R e
T, qr—1 —( ) =Dl m =D’ also = 1 fiir 1=1. (17)

1—1




sy (G

g S BT 8 . ¢ :
Z. B 1-'.1;'1.«. - (5) - Cpre = Hb: oder der Faktor won T s g+ 5» in der Entwicklung von Clig 1
hat, da m = 20 ist, den Wert — =11 628,
14! -J'
Allgemein wird zur besseren Darstellung der Formeln gesetzt:
) fm—1 my Tty mpnie WL ) 18
3 — I = "
T (J,d—l s S i S e (18)

r—=1

Wird 1,_,=1, so kann in diesem Ausdruck die letzte obere und untere Zahl fortgelassen
wmden so daB (17) sich ergibt, wenn alle 1 auller einem — 1 sind. Sind p Zahlen 1 grBer
als 1, so bleiben p Paare ubereulaudu' stehender Zahlen iibrig. Fiir die so definierten Zahl
formen sind a. a. O. Eigenschaften bewiesen, aus denen eine sa}:u groBe Zahl von Beziehungen
zwischen den Zahlen der Tafeln zu erkennen ist. Folgende seien a.ngcmhrt.

z : =1
LI S (m—‘l m—1 my ..M, 1) T — Lo —1 oy .. oMy cen B l) (19
: : - : : : = 2 : / ) . - J)
(’-u A *p--1) - dy i I e - L Ay i TR e B S »

in jedem Glied rechts ist einer der gegebenen unteren Indices um 1 vermindert; ein solches
Glied fillt fort, wenn dabei ein unterer Index kleiner wird als der nichstfolgende. Z. B.:

1% 9.9 (8 & & 5 8 8 19, & 1% 2 18 grg 9 :
T80 = (-i 2) T (-L -_‘) i (.3 2.} g (-t 1:] = Tga,12 T Tys,00 T Tge e = 202 + 280 - 224 — 756.
oder

11,22,4_ 6 8 2 Ve &2 ‘2) | 4 2 ™ oL -1:,:2'4'_*) __19
Tos, 12 _(21‘-! _{222 tlee1) =% T+ s n—2+10=12.

/

Amgp=1 ' ;
e R TR o R 1 }=A1] (1 —riﬂ' {2(]3
T s s o=y h—h -+ p— D (mh- —.u.'”’
|'.'=
Cn m—1 _n iFir D i d-fm=4-11 L (21)
Ay 1, P R h=p-1 :

@—o o, —h+p—101 @+ 1,—h
=0

wobei der Kiirze wegen gesetzt ist:

A= o, —t— 249, O<h<i<p—1,
£
d=m-41—1,— 1 =y
S
o 1 = {12 l; 2} =7 ifi";llz == 660:

Die Angaben gentigen zur Berechnung und Kontrolle der Tafeln; weitere Formeln findet man
a. a. 0. Sie alle gelten fiir beliebige Dimensionen und fithren in jedem Fall auch ohne die
Tafeln zum Ziel. Einige Beziehungen anderer Art zwischen den Zahlen der Tafeln seien noch
angefiihrt.

Kontka, Tafoln fir symmetrische Fonktonen, Programmbeilage 1908, 5. 2
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a) In der Spalte, die durch die Indexreihe () = gy Gy -+ &,_, gokennzeichnet ist, multi-
pliziere man jede Zahl v mit der Zahl, die auf derselben Zeile in der ersten Spalte steht; dann
ist die Summe der simtlichen Produkte

1wl

B e —
ey lloey Mo 1o 'l

Inshesondere ist u! die Summe der Quadrate aller Zahlen der ersten Spalte. Es mub nimlich
die Entwicklung von K. nach den 7' die Formel des polynomischen Satzes liefern und zu-
gleich stimmen in der ersten Spalte je zwei Zahlen iberein, bei denen die Indexreihen der be-
treffenden Zeilen einander zngeordnet sind.

b) In der Spalte, die durch die Indexreihe 1™, 27, 3", ... gekennzeichnet ist, multi-
pliziere man jede Zahl # mit der Zahl, die auf derselben Zeile in der letzten Spalte steht; dann
ist die Summe simtlicher Produlkte

— L_ 1}:?&—1 7

m—1)p

iy oy el L
Es muB niimlich die Entwicklung von 7', nach den K auf Warings') Formel fiir Potenzsummen
fithren und in der letzten Spalte sind je zwei Zahlen in solchen Zeilen, deren Indexreihen kon-
jugiert sind, gleich oder entgegengesetzt, je nachdem die Dimensionszahl p ungerade oder
gerade ist.

¢) In der Entwicklung eines C nach den K werden alle Zahlenfaktoren z ungeindert
bleiben, wenn man jedes f, durch 1:¢, ersetzt.®) Dadurch geht ¢, in ¢,_,: ¢, iiber. Multiph-
giert man mit ¢ die Gleichung, so steht links statt Cf; ein € mit der Indexreihe % — 4,._;,
N— A _g, ..., m — Jo; rechts tritt an die Stelle von K, das Produkt K mit der Indexreihe
W™ N — gy ey B — &, . Fir n darf man jede Zahl setzen, z. B. auch ¢,, die grifite der
Zahlen «. Man sieht also, dabB .¢‘U1 denselben Wert haben muB, wie ein %, dessen untere Reihe
Gg— Ay, Og— &, _gy -0+, 8y— Ay und dessen obere ;™" gy — 0, ..., Gy Gy g ist. Von der
Dimension g ist man zu der neuen # - ¢, — p gelangt und wird hieraus Vorteil ziehen kidnnen,

5 > F : & 4,2 B, 8,1

sobald r- e, << 2w ist. Z. B. st 2/, =% 0 -

Bei der Nachpriifung sowohl wie bei der Berechnung der Zahlen v und kimnen auch
diese Beziehungen verwendet werden.

i —

1) Nach Waring, nicht aber, wie die Engyklopddie sagt, nach Girard wird such fernerhin die be-
keannte Formel zu benennen sein: die Grinde dafir hat Saalschite im Archiv d. Math. w. Phys. 8. Reihe,
12. Bd., 8. 206 f iibersichtlich zusammengestellt.

2) Vgl. = B. Journ. f. Math. Bd. 82, 8. 223 f.
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